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Prefacio

La presente obra trata sobre una revision del concepto
intuitivo de limite y el célculo de limites mediante
propiedades, considerando de manera detallada los tipos de
indeterminaciones. El estudio de los limites es de una
notable importancia para el analisis de continuidad de las
funciones y una puerta para ingresar al entendimiento del
concepto de la derivada de una funcion real, es asi como los
ejercicios resueltos y propuestos estan guidos a afianzar el
conocimiento de los casos clasicos, asi como también
preparar al lector para el célculo de derivadas usando

limites.

Este libro usa como complemento la herramienta de
GOOGLE en la nube que permite ejecutar c6digo Phyton sin
necesidad de instalar el programa en los ordenadores. El
cddigo de programacion de Phyton ayuda a calcular limites,
derivadas e integrales mediante ciertas funciones. Otra
herramienta que se usara es el GEOGEBRA para una mejor
apreciacion de las respuestas desde el punto de vista
grafico. El Phyton en GOOGLE COLABORATORY se
proyecta como una herramienta de comprobacion de

resultados en la resolucién analitica de limites.
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CAPITULO1
DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION REAL



INTRODUCCION

Las funciones Reales son un subconjunto del producto
cartesiano RxR y una pieza fundamental en el estudio del
Calculo Diferencial e Integral. El dominio y rango de las
funciones se determina mediante operaciones algebraicas y
un analisis grafico complementario. Este es un punto de
partida para el analisis de funciones a fondo; a posterior las
funciones y su continuidad es estudiada mediante limites,
ya que esto permite examinar de manera detenida la

existencia de una funcion en un punto determinado.

El conocimiento sobre las funciones reales y su uso en areas
mas avanzadas de la Matemaética, hoy por hoy, es la base de

la ingenieria y el modelado matematico.

FUNCIONES REALES

Una funcion real f es una relacion binaria, subconjunto del
producto cartesiano RxR, en donde a un elemento del
conjunto de partida A le pertenece un dnico elemento del
conjunto de llegada B. El conjunto formado por los elementos
de A se llama dominio de f y el conjunto formado por los
elementos de B se llama codominio o rango de f (ver la figura

1.1).



DOMINIO RANGO

. A——B
Figura 1.1: Una funcién es una relacion
Una funcidn real se distingue por ser una relacion de la forma:
ffR->R

El conjunto de partida corresponde a las abscisas (eje x) y el
conjunto de llegada a las ordenadas (eje y), en donde “y” es

funcion de “x”, es decir y=f(x), formando el par ordenado (x,

f(x)) o también que se puede describir de la siguiente manera:

f={(x,y) ERXR/y = f(x)}

El dominio Df de una funcién real, es el conjunto de todas

({2

las “x” que hacen posible que exista f. El rango Rf de una

funcion real, es el conjunto de todas las “y” que hacen posible

({3

que exista “x”. (ver la figura 1.2).



DOMINIO RANGO
y=f (x)

Figura 1.2: El conjunto de partida como funcion del

conjunto de llegada

Las funciones al ser combinadas producen dos tipos de
funciones: algebraicas y trascendentes. Estas funciones seran

analizadas en la siguiente seccion. Ver figura 1.3.

POLINOMIALES

RACIONALES

ALGEBRAICAS —

RADICALES

VALOR ABSOLUTO

— EXPONENCIALES

FUNCIONES
]

TRASCENDENTES - LOGARITMICAS

TRIGONOMETRICAS

Figura 1.3: Clasificacion de las funciones



Ejemplos:

f(x) =x*—-2x+3 f(x)=§—;§
fx)=vVx+4

y=e"? y=In(x-3) y=sen(x-3) f(x)=

lx — 2| + |x + 1]

Calculo de Domino y Rango de funciones reales

Para determinar el dominio de una funcion f se analiza los
valores posibles que pueda tomar “x” y que hacen que f exista.
Depende del tipo de funcién que se analice el tipo de artificio

u operacion algebraica que se use para obtener el dominio.

Para determinar el rango de f se despeja la variable x, es decir,

x=f(y), luego se analiza los posibles valores que puede tomar

({2

“y” de tal manera que “x” exista.

Ejemplo 1.- Hallar el dominio y rango de la funcion

polinomial f(x) = x? — 2x + 3.
Solucion:

En el caso de una funcién cuadratica siempre el dominio sera

todos los niimeros reales, es decir:
Df: x ER

Para el rango sera necesario tomar como referencia el vértice

dela paradbolay = ax? + bx + c:



/(-5 (-2)

En este caso tenemos:

/(5 (-2)
V(1,2)

El valor de la coordenada en “y” del vértice nos da el punto de
partida para el rango, ver figura 1.4, debido a que es una

parabola con abertura hacia arriba el rango es:

Rery €[2,00]

Figura 1.4: Dominio y rango de la funcién cuadratica

Fuente: GEOGEBRA
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Ejemplo 2.- Hallar el dominio y rango de la funciéon

racional f(x) = g

Solucién:

En el caso de una funcién racional el dominio se analiza de
manera puntual en el denominador de la fraccion, por la razéon
de que se debe evitar la division para cero es decir el

denominador debe ser diferente cero, asi:
x+3+0
x +—3
Es asi como el dominio seran los reales excepto el niimero -3.
Df:R — {3}

También podemos afirmar que la funcion tiene una asintota
vertical en x=-3. El rango de f saldra de despejar “x” de la

funcion es decir colocando x=f(y):

11



De forma similar al dominio, y # 1, es asi como el rango sera

los nameros reales excepto el nimero 1.

También podemos afirmar que la funcion tiene una asintota

horizontal en y=1 (ver figura 1.5).

Figura 1.5: Dominio y rango de la funcién racional

Fuente: GEOGEBRA
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Ejemplo 3.- Hallar el dominio y rango de la funci6n raiz

cuadrada f(x) = vVx + 4
Solucion:

Para una funcion raiz cuadrada, el dominio lo define el
discriminante del radical, este debe ser mayor o igual que cero

para obtener raices reales, asi:
x+4=>20->x2=>—-4
De tal manera que el dominio es:
Df:x € [—4, 0]
Para el rango debemos despejar “x” para lo cual se tiene:
y2=x+4

x=y%—4

De acuerdo con este resultado el rango seria todos los reales,
pero recordemos que el valor que arroja la raiz cuadrada de
un namero siempre es cero o mayor que cero (ver figura 1.6),

por lo que el rango sera:

Re:y €[0,00[

13



Figura 1.6: Dominio y rango de una funcién raiz cuadrada
Fuente: GEOGEBRA

Ejemplo 4.- Hallar el dominio y rango de la funcién

exponencial f(x) = e**2,
Solucion:

Para una funcion exponencial en forma general el dominio es
todos los ntimeros reales a excepcion de aquellos casos que
poseen funciones racionales o raiz cuadrada en el exponente,

para este ejemplo el dominio es:
Df: x€ER

El rango lo obtenemos despejando nuevamente “x” para lo

cual usamos logaritmos:

Iny=(x+2)Ine

14



x=Ilny—2

En funcion del resultado podemos determinar que el rango

depende del argumento del logaritmo natural, por tanto:
Re:y €1]0,00[

Existe una asintota horizontal en y=0, el eje x, ver figura 1.7.

Figura 1.7: Dominio y rango de una funcion exponencial

Fuente: GEOGEBRA
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Ejemplo 5.- Hallar el dominio y rango de la funci6on

logaritmica y = In(x — 3).
Solucion:

El dominio se calcula en relacion con el argumento del
logaritmo natural, recordemos que el argumento de un
logaritmo existe para valores mayores que cero, entonces el

dominio es:
x—3>0->x>3
Df:x € ]3,00[

({3

A continuacion, despejamos “x” con antilogaritmo, de tal

forma que el rango es:

ey = eln(x_3)
x=eY+3

Hay que mencionar que esta funciéon tiene una asintota

vertical en x=3, ver figura 1.8 .

16



Figura 1.8: Dominio y rango de una funcion logaritmica
Fuente: GEOGEBRA

Ejemplo 6.- Hallar el dominio y rango de la funci6on

. sy ® A
trigonometrica y = sen (x - E)'
Solucion:

Las funciones trigonométricas son periodicas y en el caso de

la funcién seno es continua en todos los reales:
Df: x €ER

El rango de la funcién seno depende de su amplitud y =
A sen(x + ¢) ,la amplitud para esta funcion es 1, por tanto, el

rango es:

17



Ver la gréfica en la figura 1.9.

08

06

04

Figura 1.9: Dominio y rango de una funcién seno

Fuente: GEOGEBRA

Ejemplo 7.- Hallar el dominio y rango de la funcién valor

absoluto f(x) = |x— 2|+ |x + 1].

18



Solucién:

Para funciones valor absoluto es recomendable reescribir la
funcibn como una funcién a trozos, de esta manera es

necesario abrir los valores absolutos, recordemos que:

le_{ x, six=0
T l—x, six<0

Por lo tanto, los valores absolutos se abren por separado. Para

el primero tenemos:

| —ZI—{x_Z' X =2
X T -(x=2),x<2

Notese que el punto x=2 es critico para el primer valor

absoluto.

Para el segundo valor absoluto se tiene:

x+1, x=-1

e +1] = {—(x+ 1),x< -1

Notese que el punto x=-1 es critico para el segundo valor

absoluto.

Para reescribir la funcion es necesario hallar la existencia de
la funcién en conjunto para lo cual se elabora un anélisis por
intervalos y se establece el signo del valor absoluto o valores
absolutos escogiendo un valor al azar del intervalo y
reemplazando en los mismos, por ejemplo, para el primer

intervalo, si x=-2 entonces el signo del primer valor absoluto

19



sera negativo mientras que para el segundo valor absoluto

sera negativo también.
I1: ]—o0, —1]

f)=—(x—-2)—(x+1) > f(x)=—-2x+1

I2: [-1,2]

fOO=-x=-2)+x+1)->f(x)=3

I3:[2, oof
fW)=xx-2)+x+1)->f(x)=2x—-1

Las funciones resultantes de estas combinaciones conforman

la funcion a trozos para dichos intervalos.
Se concluye que la funcién valor absoluto se transformo en:

—2x+1, x<-1
flx) = 3, -1<x<2
2x — 1, x =2

El dominio es la fusion de los intervalos descritos en la funcion
a trozos por tanto se puede concluir que el dominio es todos

los nimeros reales.

Df:xER

20



Para el rango la respuesta se la obtiene de la grafica, ver figura

1.10.

Figura 1.10: Dominio y rango de una funcién valor

absoluto

Fuente: GEOGEBRA

De acuerdo a la grafica el rango es finalmente:

Rp:y € [3,00[

21



Ejercicios propuestos

Hallar el dominio y rango de las siguientes funciones reales y

graficar.
L.y=—-x?>+5x—-6
2.f(x) =Vx—7
3.f(0) =22

=|x— 4| — |x + 4|
5.f(x) = 2sen(x +7)
6. f(x) = e®* ™D

7.y = In(x + 8)

8. f(x) ==

9. y=vVx?—3x+2

x, Six <2

10- f(x)_{\/T, six=2

Operaciones con funciones

Se pueden realizar con las funciones reales las cuatro
operaciones fundamentales: suma, resta, multiplicacion y
division. La funcién resultante tendrda un dominio que
proviene de la interseccion de los dominios de las funciones

que se combinan.
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La combinacion de funciones también se puede expresar

como una composicion de funciones.

Ejemplo 8.- Dadas las funciones f(x) =x—-2y g(x) =
x? — 4, hallar los dominios y rangos de: (f + g )(x), (f *g)x)y
(1/g)(.

Solucion:
Para la suma de funciones tenemos:
F+9x)=x—-2+ x*2-4
F+9x)=x>+x—6
Drigix €R

Calculando el vértice resulta:
1 1 1 25
v <_ R <_ 2(1))) =V <_§' _T)

25
Rf+g:y S [—T,OO[

Se puede verificar que el dominio es la interseccion de los

dominios de fy g,

D;nD,=RNR=R

23



La funcion resultante se visualiza en la figura 1.11

Figura 1.11: Dominio y rango de suma de funciones
Fuente: GEOGEBRA
Para el producto de funciones la funcion resultante es:

fre) =(x-2)(x*-4) =x>-2x" —4x +8

Para una funcién polinomial de grado tres el dominio y rango
siempre seran los nimeros reales, nuevamente el dominio

resultante es la interseccion de los dominios, (ver figura 1.12).
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Figura 1.12: Dominio y rango de un producto de funciones

Fuente: GEOGEBRA
ng: x ER

ng:y eER

Si dividimos las funciones se obtiene:

25



Si se factora el denominador de la fraccion se tiene:

(g) ) = ;2_—24 e —xZ)_(x2+ 2)
(g) ) = X j— 2

De lo observado se concluye que existe una perforaciéon en la
funcion en x=2, ver en la figura 1.13 como un circulo, esto
sucede porque es un factor que se simplifica por tanto no es

una asintota, la funcién no existe en dicho punto.
El dominio hace referencia a una funcioén racional y es igual a:
XxX+2#0->x+ -2
Df/g: R — {2}

Para el rango vamos a suponer que:

)=y
1
x+2

y =
Despejando resulta:
y(x+2)=1

_1-2y
y

X

26



y+0
Por lo tanto, el rango es:

Notese que esta es una funcién en la que se observa una
perforacion en x=2y asintotas en x=-2y y=0 al mismo tiempo

(ver figura 1.13).

La funcién resultante es muy especial ya que cuenta con una

asintota vertical, una asintota vertical y una perforacion.

27



Figura 1.13: Dominio y rango de un cociente de funciones
Fuente: GEOGEBRA

Composicion de funciones

La composicion de funciones es una relacion de
correspondencia entre dos funciones en donde (fog)(x) =
f(g(x)), esto se llama funciéon compuesta f con g (ver figura

1.14).

Figura 1.14: Composicion de dos funciones fog

28



También se puede tener la funcion compuesta g con f, es

decir, (gof)(x) = g(f(x)), como conclusién se tiene que

f(g(x)) # g(f(x)) (ver figura 1.15)

Figura 1.15: Composicion de dos funciones gof

En muchas ocasiones se suele usar la nomenclatura u =
g(x)y y = f(u),esdecir,y = f(g(x)) para hacer referencia
a la funcion compuesta en temas como derivacién e

integracion de funciones reales.

Ejemplo 9. —Dadas las funciones f(x) = vx y g(x) ==

x+1°

hallar el dominio de (fog)(x).

Solucion:

29



Se tiene que (fog)(x) = f(g(x)) por lo que

-1
Fo0) =g = [

El dominio se determina en relacion al discriminante:

x—1
x+1

=0

x—Dx+1)=0

De acuerdo con el analisis de regiones se tiene dos valores

criticos x=-1y x=1 (ver figura 1.16).

AA /--—1\\
-1 1

£
T

Figura 1.16: Dominio de f(g(x))
Conx+1+#0->x+ -1
El dominio de la funcién es:
Dfogix € |=00,—1[ U [1,400 [

El rango de la funcion compuesta se puede extraer del

grafico de la funcién y este es igual a:

Rejgiy € [0,1[U]1, +oo]

30



Revisar en la figura 1.17 el dominio y el rango de la funcion

compuesta.

o
N}
w
o~
o
o
~
®

*\

Figura 1.17: Dominio y rango de f(g(x))

Fuente: GEOGEBRA

Ejemplo 10. — Dadas las funciones f(x) =x2+1y

g(x) = sen x, hallar:

a)  (fog))
b) (g Of)(n/g)

Solucion:

(f 0 9)(x)

31



(f 0 9)(x) = f(g(x))
flg() = (g(x)2 +1=(senx)? +1
f(gx)) = sen?x + 1
(g0 1)("/3)

(9o P = g(f()
9(f(0) = sen (f(x)) = sen (x* + 1)

g(f(x)) =sen (x?+1)

Finalmente evaluamos la funcion compuesta en el valor de

x=7/3.
(g0 f)(7/3) = sen (("/3)" +1) = 0.8649

Notese que (fog)(x) # (gof)(x). Observe las figuras

1.18. ay 1.18. b respectivamente.
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f(g(x)

Figura 1.18. a: Dominio y rango de f(g(x))

Fuente: GEOGEBRA

2

g(f(x))

AR A TN AR
ALNARVASERVAT L1

-2

Figura 1.18. b: Dominio y rango de g(f(x))

Fuente: GEOGEBRA
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Cociente incremental

El cociente incremental se define como

f(x + Ax) = f(x)
Ax

donde x + Ax € Dy y Ax se llama incremento.

Esta operacion aplicada sobre una funcion real es de mucha

utilidad para la definicion de derivada de una funcion real.

Ejemplo 11. — Dada la funcién f(x) = x? — 5, hallar el

cociente incremental y simplificar.
Solucion:

El cociente incremental se describe como

f(x + Ax) — f(x)
Ax

({3

Se evalua la funcién con “x” incrementado en Ax

(x+Ax)? =5—(x*—-5)
Ax B

x? +2xAx + (Ax)> =5—-x*+5
Ax B

Simplificando

2xAx + (Ax)?
Ax B

34



Factorizando la soluci6on es

Ax(2x + Ax)

=2 A
Ax x+ Ax

Ejemplo 12. — Dada la funcién f(x) = vx + 1, hallar el

cociente incremental y simplificar.

Solucion:

Jax+Aax)+1—-+VJx+1

Ax

Racionalizando en el numerador la solucion es

JE+A)+1-Vx+1 w/(x+Ax)+ 1+Vx+1

Ax W+W
VE+Ax+1)2-/(x+1)?2 x+AMx+1-x-1

Axy/(x+Ax)+1++Vx+1 _Axw/(x+Ax)+1+\/x+1

Ax

1
Axw/(x+Ax)+1+\/x+1_w/(x+Ax)+1+\/x+1

35



Ejemplo 13. — Dada la funcion f(x) = xx: , hallar el

cociente incremental y simplificar.
Solucion:

x + Ax X
xX+Ax—6 x—6
Ax

Simplificando la fraccion compleja el cociente incremental

€S

(x+Ax)(x—6) —x(x+ Ax — 6)
(x+Ax—6)(x—6)
Ax
_ x%—6x+xAx — 6Ax — x* — xAx + 6x
B Ax(x + Ax — 6)(x — 6)

—6Ax ~ -6
Ax(x +Ax —6)(x —6) (x+Ax—6)(x —6)

Ejercicios propuestos.

Dadas las siguientes funciones hallar la operacion

solicitada.

Lfx)=x+2y gx) =x*—-2x+1,R;_ ;=2
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2. f(x) =vx+3y g(x) =x—3, Df/g=?

3.h(x) = (2x-3) y glx) = (x* + 1), (h» g)(-1) =?

Dadas las siguientes funciones resolver lo

solicitado.

4. fxX)=x-7y g(x)=log(x),Dyo5=?
5.f()=x* 'y h(x)=(x*+7), (foh)(2)=?
6.A(r) =nmr’yr(t) =0.5t, (Aor)(t) =?

Dadas las siguientes funciones calcular el cociente

incremental y simplificar.

7. f(x) =x3+3

8.9(x) =
9. h(x) =Vx—2
10.y = Vx

Ejercicios de Refuerzo de Unidad

Dadas las siguientes funciones, determinar

dominio y rango. Trazar la grafica.

1. y=x*+6x—2
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2, y=+Vx+2-Vx-2

x-3

3- f(X) = x2—-x-12

2

Y
4. g = |3
X, six < —1
5. g(x)z{xZ—B,si—1§x<3
4,six > 3

6. h(x) = |x — 4| + |x + 2|

V=5
7. f) ="
x2-1

t

9. x(t) = et+2

x+1

10. y=Ilog (;)

Desarrollar los siguientes cocientes incrementales
y simplificar usando racionalizacion y factoreo si

es el caso.
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N

o bW

fX)=x3-2x*+x-6
f(x)=x*+7x+10

fo0 =75
f0) ==
gx) =vx—4
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CAPITULOII
LIMITES DE FUNCIONES REALES
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Introduccion

Para definir el limite de manera méas formal es necesario
conocer la nocién intuitiva de limite y reconocer ademas
que este fue el punto de partida para el desarrollo del
Calculo Diferencial, de la mano de dos personajes, el fisico
y matematico inglés Isaac Newton y el mateméatico aleman
Gottfried Leibnitz, en el caso del primero desde el punto de
vista de la Fisica y del segundo desde el punto de vista de la
Geometria. De estas perspectivas nace el “limite”, ya que fue
necesario por ejemplo determinar aspectos como la
velocidad instantanea en Fisica, donde esta velocidad es la
tangente a la curva de la posicién con respecto al tiempo en

un punto determinado de un mévil al desplazarse.

Problemas geométricos como el célculo de la ecuacion de
una recta tangente a una curva llevaron a determinar que el
limite de una recta secante que corta a una curva en el plano
es una recta tangente si se tiende a un valor de cero la
diferencia de las coordenadas en “x” al calcular la pendiente
de la recta secante. Este tltimo criterio coincide con el

analisis en Fisica.

Los griegos también tuvieron la nocion intuitiva de limite al
intentar calcular el perimetro de un circulo mediante el
trazo de segmentos iguales formando figuras geométricas,
llegando a considerar que un circulo es un poligono de

infinito nimero de lados y que el limite del perimetro de un
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poligono es el perimetro del circulo. La nociéon de limite
también ha llevado a los matemaéticos a usar los limites
como herramienta para analizar la continuidad de una

funcion real.
Nocién intuitiva de limite

En la antigua Grecia se cimentaron las bases de la
Geometria, Euclides desarrolla la Geometria que lleva su
nombre, aqui es donde también se comienza a desarrollar
conceptos que mas tarde serviran para el desarrollo del
Calculo Diferencial muchos siglos antes que lo hicieran
Newton y Leibnitz. Como un ejemplo a resaltar se tiene el
perimetro de un circulo, una muy buena aproximacién es
inscribir figuras en él, se puede verificar que aumentando el

numero de lados de manera infinita el perimetro del

poligono inscrito es el perimetro del circulo, ver figura 2.1.

Figura 2.1: Limite del valor del perimetro de un poligono de

n lados
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Como conclusion de este ejemplo se puede decir que el
limite del perimetro de un poligono de infinito nimero de

lados es el perimetro de un circulo.

Otro ejemplo que nos acerca a la definicién formal de limite
estd en el andlisis de funciones, exactamente en la
continuidad de estas en puntos determinados. Examinemos

la funcidn:
f(x) =x%+2

Si se desea examinar de forma mas minuciosa la
continuidad de la funcién en el punto x=2, se puede hacer
un acercamiento por la derecha y por la izquierda de este
punto con valores muy cercanos, ver figura 2.2. La siguiente

tabla muestra los valores evaluados en la funcion:

Figura 2.2: Acercamiento a un valor de x por la derecha y

por la izquierda
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Ahora acerquémonos al valor de manera numérica con

valores muy cercanos a 2, ver figura 2.3.

EEEasa—)

X 1.9 1.99 1.999 2 |2.001 |2.01 2.1

f(x) 5.61 5.960 | 5.996 ? | 6.004 | 6.040 | 6.41

Figura 2.3: Acercamiento a un valor de x por la derecha y por

la izquierda de forma numérica

Para este caso es indudable que la funcién es continua en
x=2 ya que sustituyendo este valor en la funcién nos da un
valor exacto de f(x)=6, el limite al acercarnos por la derecha

y por la izquierda alrededor de x=2 es f(x)=6.
Ahora analicemos la funcion:

X — 2
x2 —4

f&x) =

Si se desea saber sobre la continuidad de la funcién racional
en el punto x=2, se observa que la funciéon da una
indeterminaciéon en x=2, es decir 0/0, sin embargo, al

acercarse por la derecha y por la izquierda alrededor del
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x=2, se concluye que la funcion racional tiene una

perforacion en x=2, ver figura 2.4.

s

X 1.9 1.99 1.999 2 | 2.001 | 2.01 2.1

f(x) 0.256 | 0.250 | 0.2500 ? | 0.249 | 0.249 | 0.243

Figura 2.4: Acercamiento a un valor de x por la derecha y por

la izquierda de forma numérica

Si se factoriza la funcion resulta:

Flx) = X — 2 _ 1
x+2)(x—-2) (x+2)
f(2) = ! =1=0.25
2+2) 4

Hay un valor de tendencia por la derecha y por la izquierda y
ese es 0.25, nétese que esto no quiere decir que f(2)=0.25,
recordemos que en x=2 hay una perforacion, por lo tanto
tenemos una indeterminacion, pero luego se concluird méas
adelante que el limite de esta funcién cuando “x” tiende al

valor de 2, es 0.25 usando teoremas de limites. Ver figura 2.5.
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Figura 2.5: Perforacion de la funcion en el punto x=2.
Fuente: GEOGEBRA

Definicion formal de limite y simbologia

(1)

De la noci6én intuitiva de limite podemos decir que, si “x
«_»

tiende a un punto “c” por cualquiera de sus lados, f(x) también

se acerca a un limite L, y se escribe como:
limf(x) =L
xX—C

Se lee, “el limite de f(x) cuando x se aproxima o tiende a c, es
igual a L.”. Para definir formalmente al limite de una funcién
real es necesario usar la definicion ¢ —§ de limite del

matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) y el
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matematico aleman Karl Weierstrass (1815-1897), la cual dice

lo siguiente:

‘Sea f una funcion definida en un intervalo abierto
que contiene a c (salvo posiblemente en ¢) y L un

numero real. La afirmacion
limf(x)=1L
X—C

Se prueba si y solo si para todo ¢ > 0 existe otro

numero é > 0 tal que si
0<|x—c|<éd entonces |f(x) —L| < &”

La definicion e(épsilon) -6(delta) permite realizar un
acercamiento arbitrario tanto a “c” como a “L.” usando valores
épsilon y delta positivos, estableciendo intervalos (¢ — §, ¢ +
) y(L—¢L+e¢),siselogra encontrar un & > 0 para un

& > 0, entonces se demuestra que el lim f(x) = L , observar la
X—C

figura 2.6, la ventana que se traza con este acercamiento.
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Figura 2.6: Acercamiento al valor de c con valores -6
Fuente: GEOGEBRA
Ejemplo 1.- Demostrar mediante ¢ — § que
lim(3x +3) = 12

Para demostrar la identidad vamos a usar la definicién de
limite de Cauchy, en primera instancia escribimos la

expresion con §:
0<[x-=3]<dé (D
A continuacion, escribimos la expresion para ¢:

3x +3—-12| < ¢
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3x —9| < ¢
3lx—3|<e¢
x—3| << (2
x 7 @
Lo cual indica que si comparamos (1) y (2) se concluye que:
P
K

Po ejemplo paraun € > 0, € = 0.03 existe un § = 0.01, por lo
tanto, se demuestra que existe un € > 0 para un & > 0. Se

establecen dos intervalos:
(3—-0.01, 3+0.01) y (12 —0.03,12 + 0.03)

En la figura 2.7 se observa la connotacion del valor de, e y 6.
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f(z)=3z+3

/
3-8

3 +46

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3.5 4 4.5 5 5/5

FENDISIS SIS S ENENDEEN SSRGS DESEMEN S S S T - N

Figura 2.6: Acercamiento al valor de ¢y al valor de L con

valores ey §
Fuente: GEOGEBRA

Calculo algebraico de limites

Al introducirnos en la nocion intuitiva de limite se logro
también hacer un analisis de limites de forma grafica, a
continuacion, se revisaran procedimientos y estrategias para

hallar el valor de los limites de forma analitica.

Limites por sustitucion directa. — Para el caso en que L

=f(c) el limite se resuelve por sustitucion directa. Esto es:

lim £(x) = £(c)
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Las funciones con este comportamiento son continuas en x=c.

A partir de este particular se establecen los limites basicos.
Si by ¢ son nimeros reales y n un entero positivo:

limb=0»

X—C

limx =c¢
X—C

limx™ = c™
X—C

Ejemplo 2 .- Evaluar los limites:

a) limé6 b) lim x ¢) lim x3
x—3 x—>=7 xX—>—=2

Solucion:
Aplicando los limites basicos:

a)lim6 =6

x—3

b) lim x = -7

x—>=7

c) lim2 x3=(-2)3=-8

x——

Cabe mencionar que las funciones expuestas son continuas

en x.
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Propiedades de los limites

Sean f y g dos funciones tales que:

lim f(x) = M, lim g(x)
xX—C X—C
= N, k constante y n entero positivo

1. Escalar por una funcion: lim kf(x) = klim f(x) =
xX—C X—C

kM

2. Suma o diferencia: }CILTg [f(x) £g(x)] = }Clirg fx) £

limg(x) =M+N
X—C

3. Producto: lim[f (x)g(x)] = (}Cigg f(x)) (}Cigg g(x)) =M

. . lim f(x) .
4. Cociente: lim 1) - e _—— = M, siempre que N # 0
x—c g(x) chl_rgg(x) N

5. Potencias: lim(f (x))" = (lim f@) =mr
6. Radicaci6n: lim HITOE "/}Ez f(x)=3VYM

7. Valor absoluto: lim|f (x)| = |y§§ f(x)| = |M|

Ejemplo 15.- Encontrar el limite lin}(?vc2 + 4x —
x—

5) usando propiedades.

Solucién:

N
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lim(3x? + 4x — 5)
x-1

= 3lim x?
x—-1

+4limx —lim5=3(1)2+4(1)—-5=2
x—-1 x—-1

A continuacién, se muestra la grafica de la funcion y las lineas
de comando para obtener el resultado usando Google
Colaboratory con lenguaje de programacion Phyton. Se utiliza
la biblioteca “sympy” para Algebra computacional, se debe
declarar la variable x como simbolo, se usa la funcién “limit”
cuyos argumentos son la funcion, la variable de tendencia y el

valor. Las graficas se trazan con la funcion plot.

© from sympy import*
x= Symbol ('x")

limit(3*x**2+4*x-5, x, 1)

[

2

plot (3*x**2+4*x-5, xlim=[-7, 7], ylim=[-10, 10])

10.0 4

7.5 1

5.0 1

2.5 1

-6 -4

—7.54

—10.0 -
<sympy.plotting.plot.Plot at @x7aa2f8d153ce>

Figura 2.7: Codigo y grafica del ejemplo 15
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Ejemplo 16.- Encontrar el limite lin% (x
X—

propiedades.
Solucidn:
2 — 2 lim Vx2 — 2
lim (x > = ( xo2
x—2 x — x—2 lim

x—2

lim x2 — lim 2

(lim x) i RGN (2) <

xX—2 limx —1lim1
x—2 x—2

x—1

4-2

2-1

Vi2
N usando

lim x) —_— | =

>=2x/§
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Nuevamente comprobamos la solucién con Phyton, ver figura
2.8.

° limit(x*sqrt((x**2-2))/(x-1), x, 2)
2v/2
[24] plot(x*sqrt((x**2-2))/(x-1), xlim=[-7,7], ylim=[0,10])

10 4

fix)

Fa¥
A2

-6 -4 -2 0 2 4 6
X

<sympy.plotting.plot.Plot at @x7f12338460e0>

Figura 2.8: Codigo y grafica del ejemplo 16

Cabe recordar para los usuarios de Phyton que siempre que se
use calculo simbdlico es necesario invocar en primer lugar a la

biblioteca Sympy
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Limites de funciones trigonométricas por sustitucion
directa

Sea ¢ un numero real en el dominio de las funciones

trigonométricas:

1. limsen x = senc 4.limctgx =ctgc
X—C X—C

2.limcos x = cosc 5.limsec x = sec ¢
X—C X—C

3.limtanx = tanc 6.limcsc x = cscc
X—C X—C

Ejemplo 17.- Encontrar el limite lin}z(xzsen x) usando
X—T

propiedades.

Solucién:

lim (x%senx) = ( lim x2)< lim2 sen x) = (m/2)%sen (E)

X->T/2 xX—-T/2 x-1/ 2
7.".2

4
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[28] from sympy import*
x= Symbol ('x")
limit(x**2*sin(x),x,pi/2 )

1)

m

© rlot(x**2*sin(x), xlim=[-7, 7], ylim=[-25, 25])

20 A

10 A

-10 4

—-20 4

Figura 2.9: Codigo y grafica del ejemplo 17
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Ejemplo 18.- Encontrar el limite

lim (&) usando propiedades.

x—1/4 \sen?x+cosx

Solucién:
) tan x xl_lﬂl;n” tanx
lim 3 =
x-m/4\Sen“x + cosx

2
(lim senx) + lim cosx
xX-m/4 x-m/4

tan(%) _ 1 _ 1 _
(son @) +eos(@) (F) + 2 3+
1 _ 2
14+4vV2 1442
2

[31] limit(tan(x)/((sin(x))**2+cos(x)),x,pi/4 )
1

1, v2
27T 72

° plot(tan(x)/((sin(x))**2+cos(x)), xlim=[-5, 5], ylim=[-25, 25])

20
] L

Vk T o T

14 \\ -2 2 4
_10 |

-20

k)

Figura 2.10: Cbdigo y grafica del ejemplo 18



Ejercicios Propuestos

Hallar los siguientes limites usando propiedades.

1. lim (x? —4x + 2)
x—>-3

2. lim (

x3—2x2—x+1)
x—-1

x2+42x-1

lim( 2x )
3. x—7 \x2+2x-1

4. lir% vx +1
X—

5. 1im (5

. sen 3x
6. lim (—)
Xx—T \COS 3Xx

. x%—x+1
7. lim T Ccosx

x—0 xX—=

8. lirré Vtan?x + x2 + 2
X—

9. lim (x3 — x2? + 3)*
x—-3

10. lim [x + 2|
xX—>=2
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Limites con indeterminaciones

Existen ejercicios de limites que al ejecutar la sustitucion
directa da como resultado las siguientes

indeterminaciones:
0/0, /00, 00-00, 0 0, 0°, 1° 'y 000

En dichos casos existen estrategias o procedimientos para

resolver, si estos no sirven simplemente el limite no existe.

Limites con indeterminacion 0/0

Los limites con indeterminacion 0/0 se originan de
funciones que son continuas excepto en un punto (con
perforaciones), sin embargo, como se vio anteriormente en
el analisis intuitivo, esto nos lleva a determinar que existe
un limite aproximandose por la derecha y por la izquierda.

Este anélisis esta fundamentado por el siguiente teorema:

Sea “c” un namero real y f(x)=g(x) para todo x+c en
un intervalo abierto que contiene a “c”. Si existe el
limite de g(x) cuando x se aproxima a “c”, entonces

también existe el limite de f(x) y
lim f(x) =lim g(x)

Dos funciones pueden ser equivalentes porque tienen
factores que hacen que la una sea multiplo de la otra, o0 a su
vez, la una funcion surge de simplificar la otra a su minima

expresion. Para este primer grupo de limites con
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indeterminacion 0/0 las técnicas a usarse son: factorizacion
y racionalizacion. Estos dos procedimientos hacen que la

funcién g sea la solucion a la indeterminacion.

Ejemplo 19.- Encontrar el limite lim (x2+x) .

x—0 X
Solucion:

Si se sustituye el valor de 0 en la funcion aplicando

propiedades

’ x*+x\ 02+0 0
o\ x )T 70 "o

Puesto que esté es una indeterminacion, hay que hallar la
funcioén equivalente para encontrar el limite, esto se lo hara

factorizando la funcidn.

C(x%+x o (x(x+1)
lim =lim|——
x—-0 X x—-0 X

lim(x + 1)

x—0

De acuerdo con el teorema anterior existen dos funciones,

para el ejemplo:

f@ =2y g) =x+1
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Las dos funciones son iguales salvo en un punto en x=0, sin
embargo, si g(x) existe en x=0 y tiene limite en este punto,
f(x) también tendra limite en dicho punto, ver figuras 2.11-

2.12.

lim(x+1)=0+1=1
x—0

Por tanto

'
()

-3

Figura 2.11: Figura del ejemplo 19

Fuente: GEOGEBRA
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Figura 2.12: Figura del ejemplo 19
Fuente: GEOGEBRA

Comprobamos a continuacién este tipo de limite en Phyton,

ver figura 2.13.

° from sympy import*
x= Symbol ('x")
limit ((x**2+x)/x, x, 9)

1

Figura 2.13: Codigo del ejemplo 20
Ejemplo 20.- Encontrar el limite lim (L)

x—1 \x2+6x-7

Solucion:
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1-1 0

I ( x—1
xl—r}} x% + 6x —

Procedemos a factorizar

I ( x—1
xlg} x2+6x—7

7):12+6(1)—7:O

) = lim(
x—1

x—1

x—Dx+7)

I ( 1 )_ 1 _1
a\x+7)"1+7 " 8

Por tanto

x—1

) 1
}clg}<x2+6x—7)_§

)
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[3] limit ((x-1)/(x**2+6*x-7), x, 1)

© rlot ((x-1)/(x**2+6*x-7), xlim=[-1@, 2], ylim=[-6, 6])

6_

4-

>4
: . . : . =% :
- -8 -6 -4 -2 2

X

-2

_4 e

_6 -

Figura 2.14: Figura y cddigo del ejemplo 20

fx+h)—f(x)
h

Ejemplo 21.- Encontrar }Lir% , st f(x) =x?+

3x — 1.
Solucion:

Este limite se lo resuelve primero desarrollando el cociente

incremental que se revisé en la unidad anterior.
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fx+h)—f(x) (x+h)?+3x+h)—1—-(x*+3x-1)
h B h

x>+ 2xh+h*+3x+3h—-1—x%>-3x+1
h
_2xh+h2+3h
B h

Aplicando el limite al cociente incremental

i 2xh+h*>+3h 0
hl—r>rc1) h )

. h(2x+h+3)
lim =limQ2x+h+3) =
h—0 h h—0

lim2x +limh+lim3 =2x + 3
h—0 h—0 h—-0

Este ejemplo es de mucha utilidad para el aprendizaje del
calculo de derivadas de funciones reales a partir de la

definicion geométrica de la derivada.

Ejemplo 22.- Encontrar el limite lim ( x+2_2).
x—2 x—2

Solucion:
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lim =0

Vx+2-2\ (VZ+2-2\ 0
(557

Cuando los radicales son parte de las funciones racionales,

la forma apropiada para obtener la funcion equivalente es

racionalizando con factores racionalizantes.

FR (FACTOR RACIONALIZANTE) =vx + 2+ 2

. (x/x+ —2><\/x+2+2>
2\ x-2 J\Vizr2+2

xX—2

I x+2—-4
im =
x=2(x—2)(Wx+2+2)

Evaluando nuevamente el limite por sustitucion directa.

x—2 1 1
lim =lim = =
x2(x—2)(Wx+2+4+2) *x2Hx+2+2) V4+2

o (Vx+2-2 1
lim{————— | =-
x—2 x—2 4

1

4
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El c6digo y grafica en Phyton a través de la figura 2.15.

1

1

2

) l G ¢
lim (\—
r )2 T

2

)

1.00 -
0.75 A
0.50 A

0.25 A

[9] Limit ((sqrt(x+2)-2)/(x-2), x, 2)

[10] limit((sqrt(x+2)-2)/(x-2), x, 2)

° plot ((sqrt(x+2)-2)/(x-2), xlim=[-4, 12], ylim=[-1, 1])

2]
D
P

—0.25 4

12

Figura 2.15: Figura y codigo del ejemplo 22

3
Ejemplo 23.- Encontrar el limite lim <\/§_4).

Solucion:

lim <
x—64

Vx — 4

x—64 \ Xx—64

x — 64

_V64—-4 0
T 64—64 0
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FR = (Vx)* + 43x + 16

_ (i/& = 4) ((i/E)Z + 43/x + 16)
lim 5
w64 \x — 64 )\ (3fx)" + 43x + 16

lim x — 64 _
=6t (x — 64) (V)" + 4Vx + 16)

1 1 1

li_}r& 37\ 2 3 T 2 3 ~ 48
ot (Ux) +4Vx+ 16 (V64) +4V64 + 16

. (%—4) 1
lim

x-64 \ X — 64 :E

[17] Limit ((cbrt(x)-4)/(x-64), x, 64)

lim
rofd \ x— 64

[18] limit((cbrt(x)-4)/(x-64), x,

(o)}
~

Figura 2.16: Codigo del ejemplo 23
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-0.04
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Figura 2.17: Grafica del ejemplo 23

Fuente: GEOGEBRA

Limites Trigonométricos que llevan a la forma

indeterminada o/0

Existen limites que contienen funciones trigonométricas

que al realizar la sustitucion directa se obtiene la forma

indeterminada 0/0, estos limites se llaman limites notables
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trigonométricos porque para encontrarlos se realiza una
demostraciéon rigurosa usando el “teorema del

emparedado”, que menciona lo siguiente:

Si h(x)<f(x)<g(x) para todos los x en un
intervalo abierto que contiene a c, por la posible

excepcion de la propia c, y si
limh(x) = L =limg(x)
X—=C xX—C
entonces el lim f(x) existe y es igual a L.
X—=C

Este teorema conocido como el del “emparedado”,
“sandwich” o “del encaje”, consiste en obtener los limites de
dos funciones h(x) y g(x) (las capas de pan), determinar que
son iguales y transferir esta igualdad a la funcion f(x) (el
jamoén), considerando que ésta también tiene el mismo

valor del limite (ver figura 2.18).

71



8

h(z) < f(z) < g(=)

Figura 2.18: Teorema del emparedado
Fuente: GEOGEBRA

Este teorema como se dijo anteriormente es de mucha
utilidad junto con conocimientos trigonométricos para
demostrar la veracidad de los siguientes limites notables:

.. senx
lim—— =

x—0 X

lim 22X = 1

x->0 X

3. lim %% = ¢

x—0 X

Ejemplo 24.- Encontrar el limite lim (sen Sx)
X—

Solucion:
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Al sustituir el valor de x tenemos:

lim
x—0

<sen Sx) _ sen 50) 0

4x 40) 0

La estrategia por usar es elaborar el limite trigonométrico
notable que se acople a partir de la funcion original
multiplicando y dividiendo por el mismo valor del
coeficiente del &ngulo miltiple a la fraccion, luego se realiza

un cambio de variable, para este caso en particular hay que

senx

llegar al limite del

lim
x—0

(sen Sx) 1. sen5x 5 (sen Sx)

4x - 4x1£r(1) S5x - 4x1—r>r(1) 5x

Notese que al multiplicar y dividir por el nimero 5 se trata
de igualar el argumento de la funciéon seno y el
denominador de la fraccién, finalmente con el cambio de

variable tenemos que
z = 5x
Six — 0,entoncesz - 0

Por el limite notable lin(l) % = 1 la soluci6n es
X—

5(1_ senz)_S(l)_S
40z /T2 Ty

I (sen Sx) 5
xl—r}(l) 4x B 4
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Es de notarse que la funcion tiene una perforacién en x=0y
que no hay una funcién que sea equivalente a la planteada,
es asi como usamos como herramienta de resoluciéon el
valor del limite notable. En la practica es necesario
acomodar el ejercicio para que se transforme en un limite

notable.

Esto también se puede verificar graficamente (ver figura

2.19)

sen(5x)
4x

fx) =

Figura 2.19: Grafica del ejemplo 23
Fuente: GEOGEBRA

El analisis grafico también muestra que si nos acercamos
por la derecha o por la izquierda del o el limite es 5/4

aproximadamente igual a 1.25.
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Figura 2.20: Cédigo del ejemplo 24

. s e . 7x—sen 5x
Ejemplo 25.- Encontrar el limite )161_% (m).

Solucion:
y ( 7x — sen 5x ) _7(0) —sen5(0) 0
x50 \4x — sen 10x) ~ 4(0) — sen 10(0) _ 0

Dividimos el numerador y denominador entre x:

7x — sen 5x

I 7x —sen5x\ y X
x50 <4x — sen 10x) = 290\ 2x —sen 10x

X
Aplicando propiedades:

lim (7 — 587;5") lim 7 — lim $¢L.2%

x—-0 — x—-0 x—0

. sen 10x . . Sen 10x
lim (4 — ) lim 4 — lim
x—0 X x—0 x—0 X



Nuevamente seria necesario realizar un cambio de variable,

el resultado se puede predecir, por lo tanto:

. sen 5x
7-5(Im>5>)  7-s) 2
. sen10x\  4-—10(1) 6
4= 10 (lim 75
I 7x —senb5x\ 1
Pl <4x—sen 10x)_ 3

[1e] 1limit((7*x-sin(5*x))/(4*x-sin(16*x)), x, @)

1

3

© rplot((7*x-sin(5*x))/(4*x-sin(10*x)), xlim=[-@.5, ©.5], ylim=[-16, 16])

(B 10.0 -

7.5 1

5.0 1

2.5 A

-10.0 -
<sympy.plotting.plot.Plot at @x79ff2025a650>

0.4

Figura 2.21: Grafica y codigo del ejemplo 25
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. s . x?+1-cosx
Ejemplo 26.- Encontrar el limite }CIL% (T)

Solucidn:
. x*+1—cosx\ (0)>+1—cos(0) O
o\ x+x2 EENOrYO

Al realizar algunos arreglos algebraicos y aplicando el limite

notable 3 nos queda:

2 _ 2 —
x“+1—cosx limx—+lim1 COS X
llm X = x20 X x>0 =
X0 x + x? lim(1 + x)
X x—0
limx+0
0 _—_—p
1 1

- [x*+1—cosx
lim{———— =0
x—0 X + x?
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[16] limit((x**2 + 1-cos(x))/(x+x**2), x, @)

0

° plot((x**2 + 1-cos(x))/(x+x**2), xlim=[-5, 5], ylim=[-10, 10])

10.0 4
7.5 1
5.0

2.5 A

A T

-4 -2 2 4

fik)

2.5 1

5.0 1

7.5 1

—10.0 -

<sympy.plotting.plot.Plot at @x79ff202c0880>

Figura 2.22: Gréafica y codigo del ejemplo 26
Ejercicios propuestos.

Hallar los siguientes limites.

1. lim (xz_lé)

x—4 \ X—4

) x2-3x-10
2. lim (—————
x——2 \x2-5x—14

lirn(x3+3x2—x—3)
3'x—n, x345x2—x-5

. (Vx+4—3)
4. lim (————
x—-5 x—5
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. (V5+x—1)
5. lim (———
xXx->—4 x+4

x—8 \ x—8

3
6. lim (ﬁ_2>

sen 2x

7. lim
x>0 3Xx

sen 8x

8. lim

" x>0 sen 4x

. 5x—tan 4x
9. lim (———
x—0 \7x—tan 3x

] x+Ax)3-x3
jo. lim &0 —x
Ax—0 Ax

Limites con indeterminacion co/co

’, . . . ., (o) o« .
Los limites con indeterminaciéon — , se originan cuando nos

«K_ .

acercamos a un limite mediante el crecimiento indefinido de “x”.

Los limites de estas funciones son asintotas horizontales y=k.

Al analizar una funcion tan sencilla pero representativa como 1/x

podemos determinar que:

1

=0 W
li 1—0 2
Am —=0 (2)

Si x es suficientemente grande ya sea hacia los nimeros reales

positivos o negativos puede aproximarse a o.
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. . ) x2-2x+1
Ejemplo 26.- Encontrar el limite lim ( ———
x—oo \3x%+3x—2

Solucidn:

i x*=2x+1Y)
oo \3x2 +3x—2)

818

. . . . (%)
Al reemplazar el infinito en la expresion nos queda —, se observa

({32

en este ejemplo que “x” crece indefinidamente a lo largo de los

numeros reales. Para hallar el limite se debe dividir toda la

({3

funcion racional para la variable “x” con mayor potencia.

x%?=2x+1 x2 2x 1
o XT o a2 X2 x?
Ao 3x2 +3x —2  xow3xZ 3x 2
T x2 x2 T x2 x2?
Al simplificar queda:
12,1
. x ' x
lim
x—>003+§_1
x  x2

({3

Al reemplazar el infinito en “x” da como resultado k/c donde k
es una constante, este cociente es similar a lo determinado en (1)
y (2), es igual a 0 por el crecimiento indefinido del denominador,

de esta manera obtenemos el resultado.

~1-0+0 1

" 340+0 3

w
+

8lw|8

8[8[—
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i x?—=2x+1) 1
o\3x2+3x-2) "3

El limite hallado es una asintota horizontal y=1/3, como se puede
observar en la figura 2.23, conforme x crece indefinidamente a lo
largo de los nimeros reales, tiende a acercarse a la asintota

y=1/3, indiscutiblemente este seré el limite de f(x).

A

Figura 2.23: La asintota y=3 es el limite de f

Fuente: GEOGEBRA

81



Para el calculo de este tipo de limite en Phyton es necesario
usar la doble letra “o” , es decir, oo para representar el

infinito.

[22] limit((x**2 -2*x+1)/(3*x**2+3*x-2), X, 00)

1
3

Figura 2.24: Codigo del ejemplo 26

Ejemplo 27.- Encontrar el limite lir_{l < ile_l)
x-+ -

Solucion:

Este ejercicio nos permite explorar dos diferentes
situaciones cuando x crece indefinidamente a lo largo de los
numeros reales positivos y decrece indefinidamente a lo
largo de los nameros reales negativos, cabe sefialar que en
este caso en particular hay que resolver dos veces el mismo

limite con diferente tendencia.

_ (\/sz - 1) oo
lim (———— | =—
x—>koo x—1 00

Para resolver este limite cuando x tiene a +oo se debe dividir

el denominador por x y el numerador por x = vx2.

V3xZ -1
3x2 -1 2
lim (—>: lim — Y22

Xx—+00 x—1 xot0 X —1

X
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3x2 1 3 1
N ) %2 V3-0
lim —Y*" = lim Y% X" = lim X
xot0 X —1 xX—00 E_l xX—00 1_1 1—-0
X X X X
) V3x? -1
lim [——— ) =43
x—>+00 x—1

Ahora resolvamos cuando x decrece indefinidamente, para

ello dividimos denominador por x y numerador por —vx?2.

V3x2 -1 1
3x% — 1 2 3-32
lim = lim = — lim
xX——00 x—1 xo—00 X —1 xX——00 1— 1
X X
_ 3—0
S 1-0
) V3x? -1
lim [——— ) =—V/3
X—>—00 x—1

Estas dos soluciones son asintotas y=+v3 y y=—V3,

también se conforma la existencia de una asintota vertical
en x=1, ver figura 2.25.
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Figura 2.25: Las asintotas Thorizontales reflejan

crecimientos y decrecimientos en el eje x

Fuente: GEOGEBRA

[24] limit(sgrt(3*x**2 -1)/(x-1), X, +00)

V3

o limit(sgrt(3*x**2 -1)/(x-1), x, -00)

/3

Figura 2.26: Codigo del ejemplo 27
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Limites con indeterminacion co — o

La indeterminacion c — o es consecuencia de restar dos
funciones, la estrategia para este caso consiste en
transformar la expresion entera en fraccionaria,
racionalizando, una vez realizada esta operacion se procede
a dividir toda la funcion racional para la variable con mayor

potencia tal como se hizo en la indeterminacion g
Ejemplo 28.- Encontrar el limite lirP (Vx%2 —x —x)
X—>+00

Solucion:

Una vez evaluada la funcion se procede a racionalizar para

., . . . ., ©0
transformar a funcidn racional con indeterminacion —.

lim (Vx?2—x—x)=o00—o00

xX—+o00

Racionalizando tenemos:

Vx2 —x+x
lim \/xz—x—x-<—> =
x>+ Vx2 —x+x

o ox?—x—x? _
lim = lim

—X
X9+ 2 — x 4 x XDt x2 x4 x

Dividiendo nuevamente el denominador por x y el

numerador por x = Vx? se tiene:
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X

lim

—x =
X2+ [x2 — x4 x
1/]:2

) 1
lim

S
xobeo [ ] 1 1., 2
/1_E+E /1—5+1

lim (Vx?2 —x—x) = !

X—+00 2

[4] 1limit(sgrt(x**2 -x)-x, X, +00)

[T

° plot(sqrt(x**2 -x)-x, xlim=[-5, 5], ylim=[-5, 18])

10 ~

fix)

D

-4 ) 2 4

-2 1

—4

<sympy.plotting.plot.Plot at @x7babad313f76>

Figura 2.27: Codigo y grafico del ejemplo 28
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Ejercicios propuestos.

Hallar los siguientes limites.
. 3x-2
1. lim ( )
x—o0o \4x+3
. x341
2. lim (21 )
x—o00 \2x3-3x2+1

. <Vx2—2)
3. lim

x—oo \ 3x—1

4. lim (5=)

5. lim (x —Vx2 + Zx)

xX—+ 00

Limites con indeterminacion 1°y con funciones

exponenciales

Las funciones de la forma y = f(x)9*) pueden desembocar
en formas de indeterminaciéon como 1*, 0° y °, en esta
obra se estudiard con énfasis la primera forma. Para
resolver limites con esta forma de indeterminacion se debe

recurrir a la definici6on del nimero “e” mediante limites:

n

lim (1 +%) —e (1)

n—-oo

e = 2.7182818284 ...
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En la expresion (1), cuando n crece indefinidamente se
acerca al valor del niimero “e” es asi que por ejemplo
cuando n=1 la expresion es igual a 2, cuando n=2 la
expresion es igual a 3/2=2.25, cuando n=3 es 2.3703..., si
n=10 es 2.5937..., etc. La expresioén antes mencionada tiene
otra forma de denotarle y es

n

1 1
lim <1+—) = lim(1 + x) /x = ¢
n x—0

n—->oo

Para los limites de la forma:
lim (f (%)™ (2)

que desembocan en la indeterminacion 1%, la estrategia
consiste en llevar la forma original de la funcion f(x) a la
forma f(x) =1+ ¢(x)), una vez realizada la
transformacion se arregla algebraicamente para que la
forma final sea igual a la definicién del nimero e. Tomando
en cuenta que

) lim g(x)

lim ( (x)) 9 = (}C‘L‘}l f() =A% (3)

«©_

Y por la definiciéon del nimero “e” se tiene

1 @ )g(x)
lim (f (x))9%) = lim l(l + (p(x))‘l’(x)l
x—a x-a

— e;lci—I>I¢11 @x)g(x) (4)
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. s . x-1\*
Ejemplo 29.- Encontrar el limite lim (—)

x—>+00 \X—2
Solucioén:

Al aplicar la igualdad (3)

lim g(x)

lim (£ (x))9® = (lim £ (x) )™

lim x

li x—1 e x — 1\ x>0
x—1>IJPoo<x—2) _<xl—>r§ox—2)

En el exponente se tiene:

lim x = o

X—00

Por tanto, nos queda:

im (A=) 2 g
Jim (=) =

Resolviendo con (4) tenemos

fG) =1 +e)

Dividiendo
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1 1
1+(p(x)=1+m, con (p(x)—m

. , . 1 . :L
Si el término e 2 entonces ¢@(x)g(x) —

finalmente se obtiene la identidad

X—27x—
lim [(HL) ] _ im()

x—00 x—2

. (0]
lim =—
x—>oox—2 (0 0]

Resolviendo el limite del exponente resulta:

1
lim = lim——5x=1
xX—oo X — x—>ool_g
X

e)}l—{{olo(xxTZ) = el

" x—1\"
x—l>I-POO<X—2) - ¢

Notese que esta funcion tiende al ntimero “e” cuando x

tiende a o, graficamente también se comprueba, ver figura

2.29. En la figura 2.28 el c6digo en Phyton.

[10] limit (((x-1)/(x-2))**x, x, 00)

c

Figura 2.28: Codigo del ejemplo 29
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55

A

Figura 2.29: Grafica ejemplo 29

Fuente: GEOGEBRA
1
Ejemplo 30.- Encontrar el limite 1iH(1) (cos 4x)x
x—
Solucién:
1
lim(cos4x)x = 1%
x—0

Transformando tenemos:

1+¢(x)=cos4x+1—-1
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cos4x—1
1 x lim(cos 4x—1)
liné (1 + (cos 4x — 1))cos4x-1 = ex-0
X—

Resolviendo el limite del exponente se obtiene:

lim
x—0

cosdx —1 1 — cos(4x
(—) _ gim T CSUD )=
X 4x

x—0

e;lcigtl)(%) =el =1

1
lim(cos4x)x =1
x—0

° limit ((cos(4*x)**(1/x)), x, ©)
> 1
© plot((cos(a*x)**(1/x)), xlim=[-5, 5], ylim=[e, 5])

5

-4 -2

| WANANA

Figura 2.30: Codigo y grafico del ejemplo 30
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Ejemplo 31.- Encontrar el limite lir% (@)
X

Solucion:

Realizando la sustitucion directa

lim =35

x—0

(ex -1+ senx) _ (e’ —1+sen(0)\ 0
X B 0
Si bien es cierto la indeterminacién no es la que se esta

estudiando, sin embargo, para resolver este limite

recurriremos a la identidad
lim(1 + x)l/x =e
x—0

Primero aplicamos propiedades de limites, asi

e*—1 . /senx
lim ( ) + lim ( )
x—-0 X x-0 X

Es conocido que el segundo limite es igual a 1, el primer

limite se debe resolver con un cambio de variable.
z=e*—-1
Despejando x se obtiene:

x=In(1+2)
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Sustituyendo en el limite también se debe cambiar la

tendencia, es decir,

Six —» 0,entonces,z - 0

1 lim1
lim (—Z ) =lim = 220
z>0\In (1 +2)/ z-0 1ln A +2) lirzlloln(l + z)1/%
Z

En el denominador de la fraccion se puede aplicar la

siguiente identidad:
lim In(f (x)) = In (lim £ (x))

lim1 1 1

z—-0

lim In(1 + )/ “In (im(1 + 2)1/%) “ine !
VAnd VA
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Por lo tanto, se obtiene la respuesta:

sen x

e =1
11m—+11m( )= +1
x—0 X x—0 X
o limit((exp(x)-1+sin(x))/(x),x, @)
L 2
[24] plot((exp(x)-1+sin(x))/(x), xlim=[-5, 5], ylim=[©, 5])
5_
4_
3-
=
L4
1_
—|4 —I2 i 0 é
X

Figura 2.31: Coédigo y grafico del ejemplo 31

La funcién es continua en los reales excepto el 0, segtin la

figura 2.31.
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3x—2x)

Ejemplo 32.- Encontrar el limite ling (
x—

Solucion:

; 3X—23__3W—w 0
lm< “\T 0o /70

x—0 X

El procedimiento para este caso consiste en llevar al limite

exponencial:

Este limite también se le relaciona con la identidad:

lim
x—0

a* -1
( ) =Ina
X
Notese que el limite es igual al logaritmo natural de la base
a.

Realizando el arreglo algebraico resulta

o 3x X 3 —1-2%41
lim ( ) = lim ( )
x—0 X x—0 X
3¥ -1\ /2% —1
= lim ( ) — lim ( )
x—0 X x—0 X

Finalmente, al resolver los dos limites similares:

lim
x—0

3*—1 2% —1
( )—lim( o )=ln3—ln2

X x—0
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3X _ X
lim (—) = [n3 —[n2

x—0 X

° 1imit((3**x-2**x)/x, x, ©)

log (2) +log (3)

[27] plot((3**x-2**x)/x, xlim=[-5, 5], ylim=[@, 1])

1.0

0.8

0.6

fix)

0.4

-4 -2 0 2 4

Figura 2.32: Cédigo y grafico del ejemplo 32

El resultado obtenido en Phyton es diferente al obtenido en
forma analitica, sin embargo, el grafico concuerda con el

resultado del desarrollo algebraico.
Ejercicios propuestos

Hallar los siguientes limites.

. x2+1 2x
1. lim ( )

x—00 \x2+2
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lim (x2—2x—3) x

senx

x—00 \x2+2x+3

lim *V/1 + 2x

x—0

. 5X—4%
. lim ( )
x—-0 2x

5. lim (ezx—l—sen3 x)

Ejercicios de refuerzo de la unidad

x—0 5x

Hallar el valor de los siguientes limites, tomando en cuenta

el tipo de indeterminacion y los limites notables.

1.

x—1 x—1

lim

x—1 x—1

x—0 X

. t¥—2t2+1
lim | ————
t-1 \ (t-1)2

(x3 —x%+x—1

lim (X2—2X+1) _

):

. x*—x3+x%—x
lim{—————) =
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X5—4X3+X2—4)
X+2

5. lim (

X—>—2

6. Ll—r}} (%_—11) -

0.l (5755) =

xZ4x—1

im0
x—00 \X3+x2+x-2

12. lim (i) =
x—00 \X+1
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. X
lim ( ) =
x—o00 \2X+3

. 2x%2-3x+4
lim =
x—00 \3x2+4Xx-5

Jim (=) =

lim

() =
X—00 X245

lim (=) =

lim (2) =

lim(Vx —vVx—1) =

X—00

ii@(ﬁ—x/x%— 1) =
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

lim (\/xz—3x+2+x)=

X——00

lim

x—+oo

x—0

lim

x—0

lim

x—0

lim

x—0

li

t—-0

m(

(
(

m(

(LJ,L

x—1

2 Cosx) _

cos 2x

X

X

sen8x) _

sen3x)2 _

sen2x __

X

t—sent

t+sent

):

):
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29.

30.

31.

32.

34.

35-

36.

. sen(x+A4x)—sen(x)\ _
i (o) =

. cos(x+Ax)—cos(x)
Al>1<I—I>lo ( Ax )

lim (tan(x+Ax)—tan(x)) _
AX—0 Ax

lim

x—1 x+1

( sen(y)—cos(y) )
y—T/4 senZ(y)—cos2(y)

x—0 X

lim (cos(x—n/z)) _

x—0 X

}(i_r}l(l) (tan(;()—x) _

<\/1+Cos(x)—\/1—cos(x)) _

lim <\/1+tan(x)—\/1—tan(x)) _
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37. lim (Sen(ﬁ> =
38. lim (ﬂ)senx =

39.  lim( — 4x+ 8)xrt =
40. }(i_{I(l)(COS x)Senx =

<21 x2+1
1. lim ( ) =
4 X—+o00 \X2+1

4z Jim () -

s In(n()-

103



. sen(3x) | __
}(1_r}r(1) (ln(1+x)2) o

) eSX_e4X
llm( ) =
x—0 \In(1+x)

. sen(5x)—sen(3x)) _
}(1_r}r(1) ( In(1+x)3 -
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CAPITULO III
RESOLUCION DE LIMITES LATERALES E
INFINITOS
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INTRODUCCION

Como vimos anteriormente la nocion intuitiva nos permite
tener una idea global del concepto de limite, a pesar de
haber resuelto limites de manera analitica o algebraica es
importante volver al anélisis intuitivo y comprobar si
realmente existe un limite mediante el calculo de limites
laterales sobre todo en funciones troceadas en donde las
graficas nos dan una primera impresion de continuidad en
cierto intervalo, pero que gracias a los limites laterales nos

permiten confirmar dicha continuidad.

Los limites infinitos son en si la confirmacién de la
existencia de asintotas en las funciones sobre todo aquellas

que presentan discontinuidades inevitables.

LIMITES LATERALES
Existencia del limite en un punto

Una estrategia para determinar la existencia de un limite en
un punto “c” es el uso de los limites laterales, esto es, un
analisis mas formal acercandose por la derecha y por la
izquierda, recordemos que en la parte preliminar del
estudio de los limites se hizo un acercamiento intuitivo a un
punto determinado. Para concluir que el limite existe en un

€ _»

punto “c".
limf(x) =L
X—C

Tomaremos en cuenta el siguiente teorema:
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Si f es una funcién y “c” y L son nameros reales, el
limite de f(x) cuando x se aproxima a “c’ es Lsiy

solo si
lim f(x) =L y lim fx)=1L

La igualdad de limites laterales es un requisito para
demostrar que una funcion es continua en punto

determinado.

No existe limite en los siguientes casos:

1) Cuando no existe uno de los limites laterales.

2) Cuando los limites laterales existen y son diferentes

Ejemplo 33.- Calcular si existe lin} f(x),donde f(x) =

{x3+1, x<1
x+1, x=1

Solucion:

Es bastante usual calcular limites laterales con un analisis
de funciones a trozos, aplicando el teorema que se expuso
anteriormente podemos afirmar que existe el limite

siempre que se cumpla:
lim f(x) =L y lim f(x) =L
x-1" x—-1t

Si los limites laterales son iguales entonces lin} f(x) existe
x—

y es igual a L.
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liI{l_ fx) = lir{1_(x3 +1) =(0.99999)3 + 1 ~ 2
xX— xX—

De la expresién anterior se puede concluir que, si nos
acercamos por la izquierda del nimero 1 por la funcién x3 +
1 con valores un poco menores, el limite es

aproximadamente igual 2.

Al acercarse por la derecha del niimero 1 por la funcién x +

1, con valores un poco mayores el limite es:

lim f(x) = lim (x + 1) = (1.00001) + 1 = 2
x-1% x-1%

Como los limites laterales son iguales, con este tultimo
“K__”

resultado concluiremos que el limite de f(x) cuando “x

tiende a 1 si existe y es igual a 2.
lim f(x) =2
x-1

Graficamente también lo podemos comprobar, en donde se
observa que la funcioén es continua en R y que los trozos se

enlazan en x=1, se muestra en la figura 3.1
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Figura 3.1: Funcion a trozos con limite existente en x=1

Fuente: GEOGEBRA

[8] 1limit((x**3+1), x, 1,'-")

2

o limit((x+1), x, 1,'+")

= 2

Figura 3.2: Codigo para el ejemplo 33
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Ejemplo 34.- Calcular si existe liITCI) f(x),donde f(x) =

{xz—l, x<0
x+2, x>0

Solucion:
Calculando los limites laterales
Jlimf(x) =L lim f(x) = lim f(x) =1L
x—0 x—-0t x-0~
lim f(x) = lim x2 — 1 =(-0.00001)2 —1 = -1
x—0" x—0"
lim f(x) = lim x +2 = 0.000001+2 =2
x—-07t x—-07t

Como podemos observar los limites son diferentes, por

tanto

A lim f(x)

x—0

Graficamente se puede observar que este tipo de funciones

tiene saltos, ver figura 3.2.
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x4+ 2

Lmmm

Figura 3.2: Funci6n a trozos en la que no existe limite en

X=0
Fuente: GEOGEBRA

Existe un salto en x=0 lo cual hace que la funcién sea

discontinua.

ax’+bx+1, x<1
Ejemplo 35.- Sea la funcion f(x) =4{2ax—b, 1<x<2
x+1, x> 2

. Hallar los valores de a y b para que existan los limites de

f(x) en x=1y x=2.
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Solucion:

El presente ejemplo servira como caso practico para repasar
Algebra. Para determinar los valores de a y b se usaran los
limites laterales alrededor de x=1 y de x=2, debemos
proponer que los limites por la izquierda y por la derecha

de x=1 son iguales y de manera similar con x=2.
lim f(x) = lim f(x)
x—1~ x-1F

lim (ax? + bx + 1) = a(0.999999)2 + b(0.999999) + 1

x—->1"

=a+b+1

lir{1+(2ax —b) =2a(1.00001) —b=2a—-b>b
X—

Igualamos los limites quedando:

a+b+1=2a—-b
(1) a=-2b=1

Se ha obtenido una primera ecuacién (1) con dos incégnitas,
para que se obtenga los valores de a y b se necesita otra
ecuacion, dicha ecuacidén saldra de los limites laterales

alrededor de x=2.
lirgl_ flx) = lirgl+ f(x)

lirgl_(Zax —b) =2a(1.99999) —b =4a—b
x—
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lim (x + 1) = 2.000001 +1 = 3
X—

Igualando los limites laterales tenemos una segunda

ecuacion
(2) 4da—b =3

Con las ecuaciones (1) y (2) tenemos el sistema de

ecuaciones

(a2

Resolviendo el sistema los valores de a y b son:

5., .1
a=z7ryb="7z

Estos valores haran posible que los limites en x=1 y x=2

existan.

La funcién a trozos queda definida como:

5 1
—x*—=x+1 x<1

7 7
x) =+<10 1
f() 7x+7, 1<x<?2

x+1, x> 2
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Ejercicios Propuestos

1. Calcular y graficar si existe lirzl1 f(x), donde f(x) =

{x3+1, x<-—1
x+1, x=-1

2. Calcular y graficar si existe lirr(l) f(x),donde f(x) =

{ x%, x<0
x—1, x>0

3. Calcular y graficar si existe lirr% (), lin% f(x),donde

x, x<1
f(x)={ x3, 1<x<?2
4—x, x>2

(1Pl

4. Encontrar el valor de “a” para que exista lirr} f(x), donde
X

_ (3x2, x>1
f(x)_{ax—zl, x <1

(Pl

5. Encontrar el valor de “a” y el valor de “b” para que exista
lim f(x), lim f(x)
x—-—1 x—3
donde

2, x<-1
f(x)=4Jax+b, —1<x<3
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LIMITES INFINITOS
Asintotas verticales y oblicuas

Las funciones con asintotas verticales son funciones
discontinuas y cuando nos acercamos a la asintota x= k por
la derecha o por la izquierda f(x) tiende a crecer o decrecer
indefinidamente. También existen funciones que cuando
“x” crece o decrece indefinidamente no nos muestran un
limite finito, ya que f(x) tiende a crecer indefinidamente,
este caso en particular hace referencia a asintotas oblicuas.
Estos dos casos seran tomados en cuenta para los ejemplos
en esta seccion.

Ejemplo 36.- Analizar la funcién f(x)=—— y su

x+2

existencia en x=-2.
Solucion:

Esta funcion tiene un dominio en R — {—2}, es evidente que
en x=-2 existe una asintota vertical, al analizar la existencia
de la funciéon mediante limites laterales en dicho punto

comprobamos que la funcion no es continua en x=-2.

Calculando el limite lateral se obtiene:

_ _ 1 1
xllinz—f(x) _xllfnz—x +2  —=2.00001+4+2 —0.00001

= —00
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De acuerdo con el resultado anterior podemos concluir que
si nos aproximamos por la izquierda de x=-2 con valores
cada vez mas cercanos, la funciéon decrece indefinidamente
por el signo del denominador, ahora analicemos por la

derecha de x=-2.

. . 1 1
m, fe) = m, x+2 —=1.999999 +2  +0.000001

= 4+

De acuerdo con el resultado anterior, concluimos que si nos
acercamos por la derecha de x=-2 la funcién crece
indefinidamente debido al signo del denominador. Al
analizar estos resultados se puede determinar que el limite
no existe ya que los limites laterales son diferentes, por

tanto, la funcién no existe en el punto x=-2.

Se ilustra en la figura 3.3, la existencia de la asintota
vertical se comprueba y la funcion indudablemente la
funcioén se fracciona en la asintota. Hay que puntualizar que
la curva solo se aproxima en el infinito a la recta x=-2 por

jamas la corta.
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[12] 1limit(1/(x+2), X, -2,'+")

o0

limit(1/(x+2), x, -2,'-")

O -

—0oC

plot(1/(x+2), xlim=[-5, 5], ylim=[-3, 3])

fix)
P

Figura 3.3: Codigo y grafica del ejemplo 36

Ejemplo 37.- Calcular el limite lim X2

x—-2%t x-2
Solucion:

Racionalizando la expresién se obtiene:

i Vxz — 4 (Vx2 —4) i x2—4 B
=2t X =2 (VxZ—4) o2t (x —2)(Vx2 — 4) Bl
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) (x+2)(x—2) _ x+ 2
lim = lim ———
=2t (x —2)(Vaz —4) x-2tx2 -4

Como podemos observar a pesar de haber racionalizado la
indeterminacion no desaparece, por tanto, analizando con

limites laterales tenemos:

o X+2 2.000001 + 2 4
lm = = =
x=2"\x2 =4 [(2.000001)2 —4 0.002

“+ oo

Mientras mas cercano este el valor a x= 2 por la derecha la
funcién crece indefinidamente. La figura 3.4 ilustra este

resultado.

[15] limit(sqrt(x**2-4)/(x-2), x, 2,"'+")

00

© rlot(sart(x**2-2)/(x-2), xlim=[-5, 5], ylim=[-10, 10])

10.0
7.5 1
5.0

2.5 1

—2.5 A

=5.0

Figura 3.4: Codigo y grafica del ejemplo 37
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Ejemplo 38.- Calcular el limite lim x_22

xX——o00 X+
Solucién:

Al reemplazar el infinito nos queda una indeterminacién
que aparentemente se puede eliminar dividiendo para x2,
pero el resultado es todo lo contrario, el limite tiene
respuesta infinita. La interrogante se centra en definir hacia
donde tiende estd funcion cuando x decrece
indefinidamente, para lo cual reemplazaremos valores
grandes al azar en la funcion.
x> (—100000000)>

A 2 T T100000000 12~

Indiscutiblemente la funcion tiende al infinito negativo.

Existe otra forma de resolver este limite dividiendo el

polinomio.
x? 2x _ _ 2x
lim = lim (x - ) = lim x — lim
x——00 X + 2 X—>—00 X + 2 X—>—00 x——0 X + 2
=—0—2=—0

La figura 3.5 ilustra el resultado anterior, podemos observar
la existencia de una asintota oblicua cuya ecuacion es y=x-
2 y una asintota vertical en x=-2. La asintota oblicua nos
confirma el hecho de que mientras x decrece

indefinidamente la funci6én también lo hace.
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---------------}\----.rl\)--------------------

Figura 3.5: Grafica del ejemplo 38
Fuente: GEOGEBRA
Ejercicios propuestos
Hallar los limites infinitos:

x2+4
1. e

x—>—2+ x+2

3
2.

m
X—+00 X2+2

3. lim =

x—>—5+ x+5
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3x2—4x

4.

x—>+o0 X+2

. x3+8x2+20x
5. lim Y
x—>2— XxX4=x-2

Ejercicios de refuerzo de la unidad

Hallar el valor de los siguientes limites:

1. lim (x+3) =

x—>3% \x%2-9

x%2-5x+6

x—2— (x—2)2

. m =
3 x>0t x2-2x
3
. lim =
4 x—2t x%-2x
. Vx2-49
5. lim =
x—)7+ x=7
6 I x3+3x2-x-3
’ x—>—5— Xx244x-5
x3+3x2-x-3
7- x—>—5+ x244x-5
. 5
8. lim =

x—1~ |x—1]
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0.

10.

11.

12.

le—1] _
x—>—2" lx+2|

3

m ———=
x—0~ X tan(x)

. 6x2-9
lim =

x—+00 2X—6

4x3-10

X—>—00 x+5
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UNIDAD IV
APLICACION DE LIMITES: CONTINUIDAD
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INTRODUCCION

La continuidad de funciones es un apartado muy
importante dentro del analisis de estas, las funciones
pueden tener o no rupturas o interrupciones. En el Calculo
Diferencial e Integral se considera de manera radical la
existencia o no de cortes en las funciones desde el punto de
vista de la definicion de derivada e integral. La palabra
continuidad en el analisis de funciones tiene la misma
connotaciéon que en la vida cotidiana. Podemos usar el

concepto de limite para analizar continuidad de funciones.

ANALISIS DE CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Una funcion real f es continua en un punto ¢ dentro de un

intervalo I si se satisfacen las tres condiciones siguientes:
1) Existe f(c), es decir c € D

2) Existe lim f(x)
X—C

3)lim £(x) = f(c)

Existen dos tipos de discontinuidad: Discontinuidad
Evitable y Discontinuidad No Evitable. A continuacién, se

estudiaran estos tipos de discontinuidad con ejemplos.
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Discontinuidad Evitable

Se dice que una discontinuidad en un punto c es evitable o
también llamada removible si f se puede hacer continua
redefiniendo apropiadamente f(c). Para redefinir una

funcion hay que tomar en cuenta lo siguiente:
1) Existe Ll_l}g f(x)=1L
2) Parac & Dy obienc € Dy setiene:
lim £(x) # £(c),
en este caso se define la funcion

Flx) = {f(x), Si x+c¢

L, six=c

Ejemplo 39.- Encontrar los valores de x en los que f no es

continua para las funciones y de ser posible redefinirlas.

2) f(x) ==

—2x+3, x<1
x?, x>1

b) () = {

Solucion:

2) f(x) ==

Al analizar esta funcién de manera preliminar podemos

determinar que es simplificable.
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x*=36 (x+6)(x—6)

f)=——¢ -6 x+6

Recordemos que este tipo de funciones las revisamos en el
capitulo II. Este resultado nos dice que la funcion tiene una
discontinuidad evitable en x=6, ya que esta abscisa no
define una asintota vertical, es una perforacion dentro del
dominio, sin embargo, podemos hacer que esta funcion sea

continua en toda R.

Redefiniendo tenemos:
lim(x +6) =12
X—6

_(x+6, Ssix+6
F(x)_{u, six=6

Finalmente, F(x) es continua Vx . La redefinicion de la
funcién es un parche que hace posible que f sea continua en
su dominio cumpliendo asi con las tres condiciones

expuestas al inicio de este capitulo. Ver figura 4.1.
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]

-8

Figura 4.1: Redefinicion de f(x) en F(x). Literal a
Fuente: GEOGEBRA

—2x+3, x<1
x?, x>1

b) £Gx) = {

Por ser una funcién a trozos es necesario aplicar las tres
condiciones expuestas anteriormente, el objetivo es

detectar saltos en la funcion.
1) Existe f(c), es decir c € D

fW=@1)3=1

Se confirma que f (1) si existe y x=1 es parte del dominio de
f.
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2) Existe lim f(x)
X—C
Jlimf(x) =L e lim f(x) = lim f(x) =L
x—1 x—-1t x—1"
lim f() = lim —2x +3 = ~2(0.999999) + 3 = 1
X— X—
: — 1i 2 2 _
XILIE_ flx) = leIE_X = (1.0000001)* =1
Por lo tanto
Jlimf(x) =1
x—1
3)lim £(x) = f(c)
De las condiciones 1) y 2) se concluye que
lim f(x) = f(1) =1
x—1

En conclusion, diremos que esta funcién no tiene puntos de

discontinuidad. El resultado se ilustra en la figura 4.2.
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-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 4.2: Grafica del ejemplo 39 literal b
Fuente: GEOGEBRA

Discontinuidad no Evitable

Cuando una funcién tiene una discontinuidad no evitable,
esta no se puede redefinir, es el caso de funciones con

asintotas verticales o funciones a trozos con saltos:

) limf(x) =+

2) lim, () # lim ()
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Ejemplo 40.- Encontrar los valores de x en los que f no es

continua para las funciones:

2) ) = =
_(x?2-=9, x<3

b)f(x)—{ x, x>3

Solucidn:

2) f() =

Si factorizamos la funcién racional tenemos:

_ x 1
x x(x—1) x-1

X
f6) ===

Existe una perforacién en la x=0, esta discontinuidad es
evitable, sin embargo, hay que analizar a la funcién en x=1,

ahora calculemos los limites laterales.

Jlimf() =L & lim f(x) = lim f(x) = L

. 1
AR = =

: L1
SRS = T =
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Indudablemente existe una discontinuidad inevitable en

x=1, notese que x=1 es una asintota vertical.

En este caso no es tan factible redefinir la funcion para
hacerla continua en todos los reales ya que en este dominio
existe una discontinuidad inevitable en x=1. A este tipo de
discontinuidad se le llama también de segunda especie.

Revise la figura 4.3.

[7] limit(x/(x**2-x), x, 1,'+")

o0

[8] 1limit(x/(x**2-x), x, 1,'-")

0
° plot(x/(x**2-x), xlim=[-5, 5],ylim=[-20, 20])

20 A
15 A

10 A

{¢]

-4 -2 = 2 4

_10 .

Figura 4.3: Grafica y codigo del ejemplo 40 literal a

brw = %15
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En esta funcidbn a trozos realizaremos el andlisis

directamente mediante limites laterales.
Jlimf(x) =L lim f(x) = lim f(x) =1L
x-3 x—-3t x—3~
lim f(x) = lim x2 — 9 = (2.9999999)2 — 9 = 0
x—3~ xXx—3"
,}L%L flx) = xllggrx = 3.00000001 = 3

Como podemos observar los limites laterales no son iguales
por tanto la funcidn tiene una discontinuidad no evitable en
x=3. Esta funcion a trozos tiene un salto, esto hace que no
sea posible redefinirla, se ilustra en la figura 4.4. Las
funciones con saltos se les llama discontinuas de primera

especie.
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SALTO

Figura 4.4: Funcion discontinua por un salto
Fuente: GEOGEBRA

Operaciones entre funciones y su continuidad

Cuando se aplican las cuatro operaciones fundamentales y
la composicion entre funciones existen teoremas que

podemos considerar a la hora de analizar la continuidad:

0 Propiedades de la continuidad

Sean f y g funciones de x y continuas en x=c:

1) f + gy f- g también son continuas.

2) f*g también es continua.

3) k * f para cualquier contante k también es continua.

4) f/g es continua si g(c) #0.
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O Continuidad de polinomios y expresiones racionales
Sean P(x) y Q(x) polinomios:

1) P(x) es continua en la recta real.

2) P(x)/Q(x) es continua en su dominio siempre que x=c
cumpla con Q(x) #0.

O Continuidad en funciones compuestas

Si g es continua en x=c y f es continua en x=g(c), entonces f

0 g, es decir, f(g(x)) es continua en x=c.

Ejemplo 41.- Demostrar que f/g es discontinua en x=0

o=, gl =2t +4

Solucién:
Aplicando la operacion se tiene que:

f_ _I/x 1
E_F(x)_x2+4_x(x2+4)

La funcién tiene una discontinuidad en x=0 no removible lo

podemos comprobar con limites laterales, asi:

1
hm f(x) = 110 m —o0
1 lim _r . =+
= (0]
Lo fe) = it x(x% +4)
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Queda comprobado que f/g es discontinua en x=0. El

resultado se verifica en la figura 4.5.

[10] limit(1/x*(x**2+4), x, 0,'+")

00

[11] limit(1/x*(x**2+4), x, ©,"'-")

—0oC

© rplot(a/x*(x**2+44), xlim=[-5, 5],ylim=[-20, 20])

20 7
15 A

10 A

Figura 4.5: Grafico y codigo del ejemplo 41

Ejemplo 42.- Demostrar que (f o g) es continua en x=0.

1
[0 ==, g0 =x* +4

Solucion:

AR
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Nuevamente podemos verificar que la funcién es continua

en x=0 con limites laterales.

. 11
Ao =l ey =
y . 11
A o) =l ey =1

Por lo tanto:

1
lim(f 0 g)(x) = y

Ademas, cumple con la condicion de que existe f(c), en este

caso:

_ 1 _1
(fog)(o)—m—z

Finalmente se cumple que:

1
lim(f o g)(x) =, =(f09)(0)
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Lo que demuestra que la composicion es continua en x=0.

El resultado se ilustra en la figura 4.6.

[13] limit(1/(x**2+4), x, ©,'+")

1

[14] 1limit(1/(x**2+4), X, 0,'-")

1
4

© rplot(1/(x**2+4), xlim=[-5, 5],ylim=[-1, 1])
1.00 -
0.75 -
0.50 -
-4 -2 = 2 4
-0.25

Figura 4.6: Grafico y codigo del ejemplo 41
Ejercicios propuestos

Encontrar los valores de x en los que f no es

continua y graficar.
1 f(x) _ x2-3x-10
) - x+2

3x342x2-6x+1
2-f(x)=T

o (x3-1,x<2
3'f(x)_{x+3,x>2
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3x+1, x#1
4, x=1

4. fe0) ={7,

5. f(x) =

x2 —-x-2
Ejercicios de refuerzo de unidad

Determinar los valores de x la funcion es
discontinua y construir la grafica. Determinar si
son discontinuidades evitables o removibles. De

ser posible redefinir.

N
2. fr) ="

x*-2x3-9x%2+2x+8

3- f(X) - x2-2x-8
2+x, x<-1

4. fx)=43—-x, —-1<x<1
x2, x>1
5, x<0

5. fx)=4{x—1, 0<x<2
X, x>1

6. f(x)=\/7%2

x+2 x<0
7 f(x)_{2cosx, x>0

x2, x<1

8. = {ln(x), x>1
9=

x2—-1, x<1
In(x), x>1
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x2, x<0
10. f(x)=4e*—1, 0<x<1
x+6, x=>1

12. Demostrar que f*g es discontinua en x=1

1 1
fe ==, g0 =——

x—1

13. Determinar puntos de discontinuidad para (f o g)

1
fo) ==, g =x* -4
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