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INTRODUCCION

Al preparar la presente edicion del libro de Célculo, hemos querido mantener un estilo propio a

fin de conservar las fortalezas de las matematicas. Nuestra meta ha sido, por lo tanto, identificar
las mejores caracteristicas de la presente obra y, al mismo tiempo, atender cuidadosamente las
sugerencias de nuestros revisores. Con estos altos estdndares de aplicacién, hemos construido los
ejercicios y aclarado algunos temas de dificil comprension, “hemos intentado escribir el libro con
tanta claridad y precision como nos ha sido posible”. Ademas, hemos restablecido los contenidos
para que sean mds 16gicos y congruentes con los programas de estudio de mayor difusion. Al revisar
esta labor en retrospectiva, nos percatamos de que los muchos conocimientos adquiridos nos han
ayudado a crear el texto de cdlculo, til y atractivo para la siguiente generacién de estudiantes y
docentes del ISUCT.
El presente texto no s6lo presenta a los estudiantes los métodos y las aplicaciones del célculo, sino
que plantea también una manera de pensar totalmente l6gica y abstracta. A partir de los ejercicios,
los ejemplos y el desarrollo de los conceptos que revela la teoria en un lenguaje legible, este libro
se centra en el pensamiento y la comunicacién de ideas matemadticas. El cdlculo tiene gran relacién
con muchos de los paradigmas claves de las matemaéticas y, establece los fundamentos reales para
la reflexion precisa y l6gica entorno de temas fisicos y matematicos. Nuestro propdsito se centra
en ayudar a los estudiantes y docentes del ISUCT a alcanzar la madurez matematica necesaria
para dominar y aplicar sus conocimientos de manera integra. El razonamiento que se deriva de la
comprension de lo analizado en las paginas de esta obra, hace que el esfuerzo que ha implicado su
creacién valga la pena.

AUTORES
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1. Limites y Continuidad de Funciones

Limite de una funcién

En estd seccion se explicard una definicién informal del limite de una funcién real. Sin embargo,

cuando ya se tenga la mayor claridad, se definird de manera formal el limite de una funcién.

Idea intuitiva de limite

Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto alrededor de xg, excepto posiblemente el
mismo punto xg. Si f(x) se acerca tanto como queramos a L, para toda x suficientemente cercana a
Xo, por cualquiera de los lados de x, pero no iguales a xp, esto es, que f se aproxima al limite L
cuando x se acerca a xp y se escribe

lim f(x) =L,

X—X0

el cual se lee como “el limite de f(x) cuando x tiende a xp es L". A veces, también se denota

f(x) — L cuando x — xo.

Esta idea no es una definicidon formal del limite, ya que las frases como tanto queramos'y
suficientemente cercana son imprecisas en una estructura matematica. Después de todo es lo
bastante clara y nos ayuda a evaluar limites de funciones especificas, en la Seccion 1.4 se definira
formalmente el limite de una funcidn, esto permitird probar propiedades, teoremas y verificar

resultados importantes del cdlculo de limites de algunas funciones.

\/
g
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Ay

y = f(x)

se aproxima L - == = /

alL 1

\

Lo

cuando x se aproxima a xg

Figura 1.1: Idea del limite de una funcién

» Ejemplo 1.1 — Comportamiento de una funcién alrededor de un punto. Analizar el
2

comportamiento de la funcién f: R\ {3} — R dada por f(x) = o
x —_—

39 al estar cerca de x = 3.

Solucién:
Observemos que la funcién f no esta definida en x = 3. Asi, aplicando descomposicion de factores,

se tiene

2 _
! 39:(x+3)wzx+3, para x # 3.
x

(=37

Figura 1.2: La gréfica de f es idéntica a a la recta y = x + 3 excepto en el punto x = 3, donde f no

esta definida

Por tanto, su gréfica es la recta y = x4 3 excluyendo el punto (3,6). En la Figura 1.2 se puede

observar que el punto (3,6) se lo representa con un circulo vacio, es decir, que f(3) no estd definida
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y es claro que se puede encontrar el valor de f(x) tan cerca como queramos de 6, tomando valores

lo suficientemente cercano a 3. Véase la siguiente Tabla 1.1.

Valores de x alrededor de 3  f(x) = );2__ 39 =x+3, x#3
2.9 5.9

2.99 5.99

2.999 5.999

2.9999 5.9999

3 -

3.0001 6.0001

3.001 6.001

3.01 6.01

3.1 6.1

2
Tabla 1.1: Cuando x estd mds cerca de 3, f(x) = *

-9
3 parece estar mas cerca a 6.

Finalmente, se concluye que el limite de f(x) se acerca a 6 a medida que x se aproxima a 3, y
se escribe

=6.

limf(x)=6 o lim

x—3 x—3 x—3

Observacién 1.1 El valor del limite, no depende de como esté o no definida la funcién en el punto
a analizar. La Figura 1.3 se muestra las graficas de tres funciones, analizando cada caso, se tiene
(a) La funcién f tiene limite cuando x — xp a pesar de que la funcién f no estd definida en
X = Xg.
(b) La funcién g tiene limite en xy a medida que x — xp, aun cuando L # g(xp).
(c) La funcién £ es la tinica cuyo limite cuando x — x¢ es igual al valor de la funcién en x = x,
es decir, xllgclo h(x) = h(xo).
Est4 dltima igualdad en la seccién 1.7, relacionaremos con la continuidad de la funcién.
Nota 1.1 En algunos casos se puede evaluar xlg?o f(x) calculando f(xp). Estd afirmacion es correcta
siempre que no exista algun tipo de restriccion en la funcién en el punto que se quiere obtener el

limite.
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————————————————————————————————————————————————

(@ (b) (©)

Figura 1.3: Es limite cuando x — xq para tres casos distintos

m Ejemplo 1.2 Determinacion de limites evaluando la funcién en el punto de limite.

a) lim (7)=17.
x——=5

b) lim(7) =7.
x—2

¢) lim(x) =1.

x—1

d) lim (4x—7) = —11.
x——1

. Sx—4 5(0)—4
e) lim = =-.
=02x—5  2(0)—5 5
y=k i
—
(a) Funcion Identidad (b) Funcién Constante

Figura 1.4: Las funciones del Teorema 1.1

Observemos que los limites de las funciones identidad y constante se pueden encontrar por

sustitucioén, lo cudl se enuncia en el siguiente Teorema 1.1.

Teorema 1.1

i) Si f es la funcion identidad dada por f(x) = xy sudom(f) =R, entonces

lim f(x) = lim x = xo.
X—X0 X—rX0
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ii) Si f es la funcion constante dada por f(x) = k donde k € Ry su dom(f) = R, entonces

lim f(x) = lim k = k.

X—X0 X—X0

La demostracién del teorema esta realizado en la seccién 1.4, donde se utiliza la definicién formal
del limite de una funcién real. A continuacion, observemos un ejemplo donde se utiliza inicamente
tabla de valores para determinar el limite de una funciéon. Mediante el uso de calculadoras se puede

obtener diferentes repuestas del limite de una funcién.

Vx2+16—4
m Ejemplo 1.3 Estime el valor de lim L

x—0 x2

Solucion:

En la siguiente Tabla 1.2 se listan los valores de la funcién , para varios valores cercanos a x = 0.

Vxr4+16—4

Valores de x alrededor de 0 f(x) = — e 0
+1 0.1231

+0.5 0.1245

+ 0.1 0.12498

4+ 0.05 0.12499

+ 0.01 0.1249998

VA2 r16—4

Tabla 1.2: Cuando x estd mds cerca de varios valores de 0, f(x) = 5
x

parece estar mas

cerca a 0,125.

Por tanto, a medida que x se acerca a 0, parecen aproximarse a 3 Asi, se supone que

o VxrP+16—-4 1
im—— = —.
x—0 xz 8

Por otra parte, supongamos que tomamos valores mds pequefios de x, ;puede ser, que el valor
del limite no sea exactamente %?; esto ocurre por la utilizacién de calculadoras que no aceptan
tantos digitos, observemos la Tabla 1.3 el valor del limite es O cuando x es suficientemente pequefio,
entonces |, significa que el valor del limite es 0 y no %?. No, el valor del limite es de %, como
se probara en la seccion 1.3. El problema se encuentra que en algunas calculadoras, el valor de

Vx%2 + 16 estd muy cerca de 4 cuando x es muy pequefia, asi la calculadora arroja 4.0000, por tal
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motivo surge €se€ €rror.

Va2 +16—4

Valores de x alrededor de 0 f(x) = 5 , x#0
X

=+ 0.0005 0.12500

=+ 0.0001 0.10000

=+ 0.00005 0.0000

=+ 0.00001 0.0000

Vx2+16—4
Tabla 1.3: Cuando x toma valores cercanos a 0, f(x) = % parece estar mas cerca a 0.

X

Cadlculo de limites mediante leyes y técnicas algebraicas

En estd seccidn se presenta teoremas y técnicas algebraicas para calcular limites de funciones
polinomiales, racionales y potencias, esto nos ayuda a fortalecer el estudio de la seccién 1.1 en la
cual se utilizé, solo calculadoras y gréficas para poder determinar el limite. El siguiente resultado
nos dice sobre la unicidad de limite, este teorema serd demostrado en la Seccién 1.4 utilizando la

definicién formal de limite.

Teorema 1.2 Sea f una funcidn real y si el limite de f(x) cuando x tiende a x existe, entonces

este es unico.

A continuacién enunciaremos la leyes fundamentales de los limites.

Teorema 1.3 — Leyes de los limites.

Sea f, g funciones reales y A es una constante real, tal que

lim f(x) =L y lim g(x) =K,

X—X0 X—X0
entonces
i) Regla de la suma: lim (f+¢)(x) = lim f(x)+ lim g(x) =L+K

X—rX0 X—X0 X—X0

ii) Regla de la diferencia: lim (f — g)(x) = lim f(x) — lim g(x) =L—K
X—X0 X—rX0 X—rX0

iii) Regla del producto: lim (f-g)(x) = lim f(x)- lim g(x) =LK
X—X0 X—rX0 X—X0

iv) Regla del miltiplo constante: lim (A - f)(x) =A- lim f(x) =AL
X—X0

X—X0
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f Jmfe
v) Regla del cociente: Iim (= | (x)=>"2—— ==, K#0
x=x0 \ 8 lim g(x) K
X—X0

vi) Regla de la potencia: Si r y s son enteros sin factores comunes y s # 0, entonces
y r/s y
. r/s __ e __gr/s
tim (/)" = (1im 1)) =L
siempre y cuando L'/* € R. (Si s es par, suponer que L > 0)

X—>X . ,
0 =LK, con Ly K no simultineamente nulos
X—X( X—X0

lim g(x)
vii) Regla: lim [£(x)]$¥) = [lim f(x)}

Estas leyes pueden expresarse verbalmente como sigue:
i) El limite de la suma de dos funciones es la suma de sus limites.
ii) El limite de la diferencia de dos funciones es la diferencia de sus limites.

iii) El limite del producto de dos funciones es la producto de sus limites.

iv) El limite de una constante multiplicada por una funcién es la constante por el limite de la
funcion.

v) El limite del cociente de dos funciones es el cociente de sus limites, siempre y cuando el
limite del denominador sea distinto de cero.

vi) El limite de una potencia racional de una funcién es el limite de una funcién elevado a esa
potencia, siempre y cuando estd dltima sea un nimero real.

vii) El limite de una funcidn elevada a otra funcion es el limite de la funcidn base elevado al
limite de la otra funcién, siempre cuando no sean simultdneamente cero los valores de los
limites.

Observemos que es facil dar por hecho que las leyes son validas, pero en la seccion 1.4 se probara
la mayoria de leyes utilizando la definicién formal de limite, a continuacién utilizaremos las leyes

para determinar los limites de funciones polinomiales y racionales.

= Ejemplo 1.4 — Leyes de los limites.

Dado que lim f(x) =—2y lim g(x) =5. Evaluar los siguientes limites:
x—-—3 x——3
a) lim [f(x) —5g(x)],
x——3

b) lim —3f(x)g(x),

I
VTR~ 4800

d) lim [£(x)]’.

Solucion:
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a) En efecto, utilizando las leyes de los limites, se tiene

lim [f(x) —5g(x)] = lim_ f(x)— lim 5g(x) Regla de la diferencia
x—=3 x——=3 x—=3
= lim _f(x)—5 lim g(x) Regla del mdltiplo
x—-3 x——3
=-2-5(5)
= -27.

b) En efecto, utilizando las leyes de los limites, se tiene

Regla del mdltipl
lim —3f(x)g(x) = =3 lim_f(x)- lim_g(x) egla del miltiplo
o o3 x==3 y el producto
=-3(-2)(5)
=30.

¢) En efecto, utilizando las leyes de los limites, se tiene

M
-3 f(x)—4g(x) xlirg [f(x) —4g(x)]

Regla del cociente

-2 Regla de la diferencia

It 41 il
xiril3 f (X ) xifil3 8 (x) y el mdltiplo

-2
2405
=7

227
_ 1
TR

d) En efecto, utilizando las leyes de los limites, se tiene

3
lim [f(x)]3 = [ Iim f(x)} Regla de la potencia
x——3 x——=3
= (-2
= 8.

Observacion 1.2 Por el Teorema 1.1 y la regla de la potencia o producto del Teorema 1.3, se sigue

2
que lim x> = (lfrn x) = a®.. Asi, se puede generalizar y obtener el siguiente resultado lim x" = a”,
xX—a X—a xX—a

paratodon € Z*.
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m Ejemplo 1.5 Utilizar las leyes de los limites y la Observacién 1.2, para encontrar los siguientes
limites:
lim (7x* —x* 42
a) x_1>n_12( X’ —x%+2x)
5
X +x—-1
b) lim ———
) s
¢) lim /5x2—7
x——3
21
d) lim (4 —7x+2)
x——1

Solucion:

a) En efecto, utilizando las leyes de los limites y la Observacién 1.2, se tiene

Regla de la suma
lim_ (7% = +2x) = 1im 76 — lim x* 4 lim 2x s
x——2 x——2 x——2 x——2 y la diferencia

Regla del prod
=7(=2)> = (=2)*+2(-2) egla del producto
y el miltiplo

= —64.

b) En efecto, utilizando las leyes de los limites y 1la Observacién 1.2, se tiene

S x—1 )lci_%(xs—i-x— 1)

)lcgn’% %—5 _ Iim ( P 5) Regla del cociente
X—2

)lcl;n%xs + }in%x - )lcin% 1 Regla de la suma

~ lim2x—1im5 y la diferencia

x—2 x—2

_ (2)5 +2—1 Regla del producto
2(2)7—5 y del multiplo
33

T

= —33.

c) En efecto, utilizando las leyes de los limites y la Observacién 1.2, se tiene

lim \/ 5x2—7=_/ lim (5x2—7) Regla de la potencia
x——3 x——3
=/ lim 5x*— lim 7 Regla de la diferencia
x——3 x——3
Regla del producto
=1/5(-3)2—7 gedep

y del multiplo
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d) En efecto, utilizando las leyes de los limites y la Observacién 1.2, se tiene

oxr—1
21 l_1)m] 2x
7 T 7z X -
lim (4 —7x+2) ¥ = | lim (4x° —7x+2) Regla7
x——1 x——1
lim %% — lim 1
xo—l o xmel
. . . lim 2x Regla de la suma, diferencia
= | lim 4x* — lim 7x+ lim 2 =l
x——1 x——1 x——1 y cociente

(=1)2—1
= [4(-1)° =7(-1)+2] 21

Regla del producto
y del miltiplo

Observamos que en el ejemplo anterior se pudo haber sustituido de manera directa para encon-
trar el limite de la funcién. A continuacion se presenta el Teorema 1.4 que nos permite calcular

limites de algunas funciones por sustitucion directa.

Teorema 1.4

i) Si Pes la funcion polinomial dada por P(x) = a, X" +a,_1 X" ' +---+ag y sudom(f) =R,
entonces

lim P(x) = P(x0) = an X +an_1 X '+ +ao.
X—X0

ii) Si Py Q son funciones polinomiales y Q(x) # 0 para todo x € R, entonces

o PO _ P0)
= 00) ~ 0 (x)

m Ejemplo 1.6 Calcular el limite de las siguientes funciones racionales:

a) lim x> 43x* —2x2 +15 = (=5)° +3(=5)* —2(—5)? + 15 = —1285.

x——5

B+t —x—2 (=23 4+2(-2)2—(-2)-2 0 _

b) Ii = =—=0.
e (—2)2+7 1

LS —dx 21 5(=1)P —4(=1)+(=1)2+1  —54+4+1+1 1

C) llm = = = ——.

-1 303 —2x2 41 3(—1)3—2(—1)2+1 —3-2+1 4

Las funciones en las que se puede utilizar el método de sustitucién directa, para calcular limites,
tienen la caracteristica de ser funciones continuas en x = xg; este tipo de funciones se estudiara en
la 1.7. Por otra parte, no todos los limites de funciones reales pueden ser calculados por sustitucién

directa, en la Seccién 1.3 se mostrard técnicas para encontrar limites indeterminados.
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Técnicas algebraicas para cdlculo de limites indeterminados

Cuando se evalda el limite de funciones racionales por sustitucién directa, puede suceder que
esta funcidn tienda a la forma g la misma que se denomina una forma indeterminada. En estos
casos es necesario desarrollar un andlisis mds detallado del comportamiento de las funciones para
determinar si el limite existe o no. Lo cual se puede realizar mediante técnicas algebraicas para
poder levantar la indeterminacion, el proceso es eliminar los factores comunes en el numerador y el
denominador, y se puede reducir a una fraccién simplificada en el cudl no se tenga denominadores
iguales a cero, de acuerdo al ejercicio se tendrd que aplicar las técnicas de descomposicion factorial

y racionalizacion. El proceso del célculo de este tipo de limites son justificadas por el Teorema 1.5.

Teorema 1.5

Si f(x) = g(x) cuando x # xo y si existen lim f(x) y lim g(x), entonces lim f(x) = lim g(x).
X—X0 X—X0 X—X0 X—X0

m Ejemplo 1.7 Utilizando la técnica de descomposicion de factores. Evaluar

. x> —dx+4
lim —
=2 x*—2x
Solucion:
Si evaluamos el limite, se tiene

. ¥ —dx+4  22-4(2)+4
11m =
=2 x2—2x 22-2(2)

= 6 . (Indeterminacién)

En este caso, debemos descomponer en factores el numerador y denominador de la funcién, es

decir,
f(x) B x2 —4x +4 B M(x — 2) Caso de Trinomio
N X2 —2x a XM y factor comtin
_x—=2 Eliminar (x —2)
a X parax #2
=8(x).

Asi, f(x) = g(x) cuando x # 2 y utilizando el Teorema 1.5, se tiene

X —4x+4 x—2 2-2
lim = lim = =0.
=2 x2—2x =2 X 2

2 _4x+4
Por tanto, lim X oaxda =0.

x—2 x2 —2x
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z?—4x +4 z—2
V=g v="3
(2,0) (2,0)
(a) (b)
2
x*—=2x+4 x=2
Figura 1.5: Las funciones f(x) = 27; yg(x) = tienen el mismo limite cuando x — 2

x?—2x

m Ejemplo 1.8 Utilizar racionalizacion para evaluar

V2t 16—4
lim I, E—
x—0 X

Solucion:

Si evaluamos el limite, se tiene

Va2+16—4  V02+16—4 0

im = —. (Indeterminacion)
x—0 x2 02 0

En este caso, debemos aplicar racionalizacion sobre el numerador de la funcién, es decir,

VaZ4+16—4  Vx2+16—4 Vx2+16+4
22 J/2rl6+4
(x* 4+ 16) — 16
X2(Vx2+16+4)
Pzl
A (Va2 416+ 4)
1 Eliminar x>

V2+16+4 para x # 0
= g(x).

flx) =

Asi, f(x) = g(x) cuando x # 0 y utilizando el Teorema 1.5, se tiene

o oVxE+16—-4 1
lim ————— = lim ———
x—0 X —0+/x2+16+4
1
V02 16—4
1
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VX +16—-4 1
Por tanto, Iim ————— = —.
x—0 x2 8

Observemos que este procedimiento da la respuesta correcta del limite de la funcién, a diferencia

de los resultados ambiguos que se mostraron en el Ejemplo 1.3 de la Seccién 1.1.

m Ejemplo 1.9 Determinar el valor del siguiente limite

lfm Va+x+x2-2
0 VAtx—2—2

Solucion:

Si evaluamos el limite, se tiene

Vad+x+x2—-2  V4+04+02-2 0

Iim = —. (Indeterminacién)

=0 /4 4+ x —x2 V41 0-02-2 0

En este caso, debemos aplicar racionalizacion sobre el numerador y denominador de la funcién, es

decir,
f(x) — ‘4+x+x2_2 _ ”4+x+‘x2_2. v 4+x+x2+2 Racionalizacién sobre
‘/4+x_x2_2 ,/4+x_x2_2 ,/4+x+x2+2’ el numerador
_ (A+x+x2)—4
(\/4+x7x272> (\/4+x+x2+2)
_ x+x2 \ 4+X—x2+2 Racionalizaci6n sobre
(VATx—2-2) (VAtxrad+2) VAtr—ate2l e
(x+22) (m+z)

2 (Varara12)
(x+1)(\/m+2)
K1) (VATr+ 2 +2)
1) (m 2) Eliminar x
1) (m )7 para x # 0

Factor comtin

=8(%).
Asi, f(x) = g(x) cuando x # 0 y utilizando el Teorema 1.5, se tiene

Vi txtaZ— (x+1)(\/4+x—x2+2)

lim = lim

0 Atx—x2 -2 a0 () (Va+rxTa+2)
(0+1) <\/4+0—02+2)

(0—1)(\/4+0+02+2>
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_#
—4
=-—1.
Por tanto, lim Atxta—2 1
r ,lim ——— = —1.
=0 /44 x—x2 -2
= Ejemplo 1.10
-7
a) Silim ) = 1, encuentre lim f(x).
=1 x—17 x—7
b) Si lim L;C) = —1, encuentre:
x—+=3 X
. e ()
1 lim ——=.
D fim S DT
Solucién:
-7
a) Como lim f) existe y por el Teorema 1.5, se tiene
=7 x—17
tim 79 =7y
=7 x—7
lim (f(x)—=7)=1-lim(x—7)
x—7 x—7
limf(x)—=7=1-(7-17)
x—7
lim f(x)—7=0
x—7
lim f(x) =17.
x—7

Por tanto, lim f(x) = 7.
x—=7

b) i) En efecto, utilizando las leyes de los limites, se tiene

x—=3 X
lim f(x) = —1- lim x*
x——=3 x——=3

lim_f(x) =—1-(-3)’

lim_f(x) = —9.

x——3

Por tanto, lim_f(x) = —9.
x——=3
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ii) En efecto, utilizando las leyes de los limites, se tiene

lim @

x——=3 )C2

Ifm {f(x)-l}:—l

x——3 X X

fl) 1

=-1

lim - — =
x—-3 X lim x
x——3

)

Iim =—1-lim x
x—-3 X x——3

. fx)
i S =1
tim &

x—-3 X

=3.

Por tanto, lim M
x—-3 X

=3.

Los siguientes teoremas son de gran utilidad en la teoria de limites, sus demostraciones se encuen-

tran en la seccion 1.4.

Teorema 1.6 — Teorema del Sandwich.

Si g(x) < f(x) < h(x) para todo x en algiin intervalo abierto que contenga a x( (excepto posible-

mente en el mismo punto x = xp) y supongamos que

Jlim g(x) = lfm h(x) = L.

Entonces, lim f(x) = L.

X—rX0

Algunas veces al Teorema del Sdndwich se le conoce también como el Principio de Intercalacién.

En la Figura 1.6 se dice que f(x) se comprime entre g(x) y h(x) cerca de xo, y si g y A tienen el

mismo limite en xp, entonces f es forzada a tener el mismo limite L en xj.

Teorema 1.7

Si f(x) < g(x) para todo x en algun intervalo abierto que contenga a xo (excepto posiblemente

en el mismo punto x = xg) y si los limites de f y g existen cuando x tienden a xj, entonces

lim f(x) < lim g(x).

X—X0 X—X0
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Y/ TN
Figura 1.6: La grafica de f estd entre las graficasde gy &

= Ejemplo 1.11 — Aplicacion del Teorema del Sandwich.

1
Demuestre que lim 2x* cos () .
x—0 X

Solucion:

Dado que la funcién coseno es acotada, se tiene
1
—1<cos|—-| <1, Vx e R\ {0}.
X
Ahora, si multiplicamos 2x* >0 para todo x € R en la desigualdad (1.1), se tiene

1
—2x* < 2x* cos <> < 2x*
X

X

(0,0)

1
Figura 1.7: La acotacién de la funcién y = 2x*cos <)
x

(1.1)

1.2)
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también se conoce que,

lim—2x*=0 y  lim2x*=0.
x—0 x—0

Asi, aplicando el limite x tiende a O en (1.2) y por el Teorema 1.6, se sigue que

1
1im —2x* < lim 2x* cos (> < 1im 2x*
x—0 x—0 X x—0

x—0

1
0 < lim 2x* cos () <0.
X

1
Por tanto, lim 2x* cos () =0.
x—0 X

1.3.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.1 — Estimacion de Limites.

2=5
x—V5

(a) Realizar una tabla de valores de f en los puntos x =2.2, x =2.21, x =2.22, x =2.236

1. Sea f(x) =

y asi sucesivamente con tas las aproximaciones decimales de /5. Estime 1im_f(x).
x—V/5

(b) Grafique la funcién f cerca de xo = v/5 y estime los valores de y en la grafica
conforme x — /5, y compare con el literal (a).

(c) Encuentre lim f(x) algebraicamente.
x—V/5

0
2. Seag(0) = sene( ), donde 6 es en radianes.

(a) Realizar una tabla de valores de g en los valores de 6 que se acercan 8y = 0 por
abajo y arriba. Estime 1im g(0).
0—0

(b) Grafique la funcién g cerca de 6y = 0 y compare con el literal (a).

2
x-—4
3. Sea h(x) = .
ea h(x) =2
(a) Realizar una tabla de valores de £ en los valores de x que se acercan xop = —2 por

abajo y arriba. Estime h’mzh(x).
x——
(b) Grafique la funcién & cerca de xo = —2 y compare con el literal (a).

(c) Encuentre 11’m2h(x) algebraicamente.
x——
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(a) Realizar una tabla de valores de F en los valores de x que se acercan xo = 1 por
abajo y arriba. ;Parece que F tiene limite cuando x — 1?. De ser asi, ;cudl es dicho
limite?. Si su respuesta negativo, justifique por qué.

(b) Grafique la funcién F cerca de xo = 1 y compare con el literal (a).

2-3x—10
5. SeaG(X):.ﬁ

(a) Realizar una tabla de valores de G en los valores de x que se acercan xg = —2 por
abajo y arriba. Estime lim G(x).
x—=2

(b) Grafique la funcién G cerca de xop = —2 y compare con el literal (a).

(c) Encuentre h’mZG(x) algebraicamente.
X——

Calculo de limites utilizando las Leyes y Teoremas

6. Suponga que lim f(x) =7 y limg(x) = —3 . Encuentre,
X—C X—C

(a) lim(5(x) ~ 3(x) () 1im T80
- 1) .
(c) )161_%11 m (d) )161_>n} \/7f(x) +3g(x) — 4.

7. Suponga que lim f(x) =5y lim g(x) = —2 . Encuentre,
Xx—a

X—a

(a) Iim(2£(x) +g(x)) (b) lim [f(x))?
) (&)
(c) lim4 f(x) g(x) (d) lim < g(x)>

8. Suponga que lim p(x) =3y lim g(x) =0,y lim r(x) = —4. Encuentre,
x——1 x——1 X

==l
(@) lim (3p(x)+q(x) —r(x))

(b) lim 2p(x)q(x) r(x)

. —4p(x) —5q(x)
(C) xgnfll r(x '

9. Encuentre los limites solicitados evaluando la funcién en el punto de limite.
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2
1
@ lim > (b) lim =
0
(¢) lim * sen(x) @ lim 0
x5 06— 2—T
(e) lim (3x* —4x? +7) (f) 1im 2¢ (3 +4)
x——2 t*>2
5
limv/2x3 —x2+x—16 h) lim ———
ST i e
y 4 o —4
1 11 ————— Iim —
() —5y+4 O)hao\/7h+9+3
2 3 1 2x2§—x—1
7 2 42 2 X7 —3x+ *
iz~ 4 o Jim (")

10. Calcular los siguientes limites, utilizando las técnicas algebraicas.

P+x—2 7x® +3x°
e b 1' =
@ ®) i 3 T 1622
) —y" 2% — 1462 4+ 12x
| d 1
©Mm== @ S 02 1 27x— 18
3x% —24x+48 3—y?
e) lim —— () lim
()H4 x—4 y—=v3 3 — ,/y +6
(@ lim V2+x—2—x ) lim X +8
& x—0 X x—»—2x2—4
1 1 1 V2 + 12—
Olim - [ — — = () lim ot
=0y \3+y 3 =2 z—2
\/9 2 _
() lim ———~ () Ifm Y2 X *
x—43 — \/xzi x—0 9_|_x—x2—
h) —
11. En los siguientes ejercicios calcular 11rr(1) w, para
h—
2
(@ flx)==
(b) fx) =3x~1
2
12. Si lim fl+ = 3, encuentre lim_f(x).
x—-2 x+2 x——2
13. Si lim @ = 2, encuentre
x——4 3x2
(i) lm f(x)
x——4
(i) lim @

x——4 X
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14. Suponga que g(x) < f(x) < h(x) para todo x # 3 y que

lim g(x) = limh(x) = —7.

x—3 x—3

(Puede concluirse algo cerca de los valores de f, gy henx = 3? ;Es posible que f(x) =0?

(Es posible que )1(13; f(x) = 0?. Justifique su respuesta.

15. Six* < f(x) <x?parax € [—1,1]y x> < f(x) < x* parax < —1 y x > 1, ;En que puntos

¢ se puede encontrar lim f(x)? ;Que se puede decir respecto al limite en esos puntos?.
X—C

1 . . . .
16. (a) Grafique g(x) =xsen <> , para estimar 1111(1) g(x) acercdndose al origen tanto como
X xX—
sea necesario.

(b) Pruebe el resultado que obtuvo en el literal (a).

1
17. (a) Grafique h(x) = x? cos (3>, para estimar lirré h(x) acercandose al origen tanto
X xX—

Ccomo sea necesario.

(b) Pruebe el resultado que obtuvo en el literal (a).

1.4 Definicion formal de limite

La idea intuitiva de limite explicada en la Seccién 1.1 es imprecisa para la demostracion de
resultados importantes, porque las frases como "x es suficientemente cercano a xo"'y "f(x) se
acerca como queramos a L" es muy ambiguo. A partir de la definicién formal de limite estaremos
en la capacidad de probar con rigurosidad leyes, teoremas y resultados importante de limites de

funciones que serdan muy utilizados en el estudio del calculo.

Definicion 1.1 Sea f: A — R una funcién (A C R), se dice que el limite de f(x) cuando x

tiende a xg es un ndmero real Ly se escribe

lim f(x) =L,

X—X0

esto significa que para todo € > 0, existe algtin 6 > 0 tal que paratodox € A, si 0 < |[x —xp| < O

entonces | f(x) — L| < €.

Esté en la definicién formal del limite, la cudl se utilizard en estd seccion por eso se debe comprender

muy bien su significado de forma geométrica.
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F (o)

L+e

Ty — 06 Ty xo+0

Figura 1.8: La relacion entre § y € en la Definicién de Limite 1.1

Observacion 1.3

lim f(x) =L <= lim (f(x) —L) =0 <= lim |f(x) — L|.
X—X0 X—rX0 X—X0
Nota 1.2 La definicién formal de limite no explica como hallar el limite de una funcién, pero nos

permite comprobar si el cdlculo de un limite es correcto.

= Ejemplo 1.12 Probar aplicando la definicién que h’ml(7x+ 5) = —2. Ademas, calcular el
X——

1
méximo & que corresponde en cada caso, el valor € = 3 y £ =0,01.
Solucién:

Se debe probar que dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo x € R,
O<|x—(=D|=lx+1<d = |f(x)—(=2)|=|(Tx+5)+2|<e.

En efecto, encontremos a partir de lo que debemos probar el é correspondiente en términos de €.
Asi,
|(Tx+5)+2|=|Tx+7|=Tx+1| <€

= |+1\<8
x hd
77

E
es decir, elegimos 6 = =

. . , €
En consecuencia, se tiene que para todo € > 0, existe 6 = 7 > 0 tal que 0 < |x+ 1| < &, entonces

€
|(7Tx+5)+2|=[Tx+7|=T|x+ 1| <78 :7/7 — ¢
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Por tanto, lim (7x+5) = —2.

x——1

N 1 .
1) Sie= 3’ entonces el d correspondiente es:

5:

Q| W~
ek

£
7

ii) Si e =0,01, entonces el § correspondiente es:

€
Observemos que el valor § = - noes el dnico que satisface que 0 < [x+ 1| < § implique |(7x+
5)+2| < €. Cualquier d positivo menor también cumple la Definicién 1.1, en general no se exige

encontrar el mejor & positivo, sino simplemente uno que demuestre el limite.

y=Tx+5

—2+4¢€

------------------------ f(=1)=—2

—2—¢

Figura 1.9: Interpretacién geométrica del lim (7x+5) = —2

x——1

m Ejemplo 1.13 Probar aplicando la definicién de limite que:

o xr=9
m —-—-
x—3 6()6 — 3)

Solucion:

Se debe probar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo x € R\ {3},

)Cz—

0 —-3|<d
<|x=3]<dé = 6(—3)

—1’<8.
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Asi,
2-9 _|G3e—sy
6(x—3)_ ‘— W— s puesto que x # 3
_|x+3-6
— |2 '
_\x—3|
6

se sigue que 0 < |x — 3| < 6¢. Por consiguiente, elegimos § = 6€.

En consecuencia, para todo € > 0, existe un 8 = 6¢ > 0 tal que 0 < |x— 3| < J, entonces

6(x—3) 6 puesto que x # 3
S
“6
_ fe
8
=€.
o x2-9
Por tanto, )1613% m =1.

3—6¢ 3 34 6¢
. . : x2—9
Figura 1.10: Interpretacién geométrica del lim ——— =1
x—3 6()6 — 3)

m Ejemplo 1.14 Probar aplicando la definicién de limite que:
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Solucion:

Se debe probar que dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo x € R,
0<|x—(=2)|=]x+2|<8 = |¥*—4|<e

Asi, x> — 4| = |(x +2)(x —2)| = [x+2| - |x — 2|. Note que, si podemos encontrar una constante

C > 0 tal que |x—2| < C, entonces

W2 —4| = |x+2|-|x—2| < Clx+2]

€
= x+2| < —.
w+2 < 2
Ahora, podemos encontrar la constante C si restringimos algun intervalo centrado en —2. De hecho,
estamos interesados sold en valores de x cercanos a —2, asi que es 16gico suponer que los valores

estdn separados del centro a una distancia de 1, es decir,

x+2| <1
—-l<x+2<1
—S5<x—2<-3

3<2-x<5,

se sigue que |2 —x| = |[x —2| < 5y por tanto, C = 5. Pero hay dos restricciones sobre |x+ 2|, las
cuales son:

e €
2l <1 2l< == —.
-2 y  t2<z=:

Para asegurarnos de que ambas desigualdades satisfacen, elegimos 6 = min{1,&/5}.

En consecuencia, se tiene que para todo € > 0, existe 6 = min{1,&/5} tal que 0 < |x+2| < 0,
€

entonces |[x+2| < 1= -3 <x< —1=[x—2| <5. Ademds, también tenemos |x+2| < s yse

tiene
€

3 F=e¢.

|x2—4| =|x+2|-|x—2| <

Por tanto, lim 2 =4.
x——2

m Ejemplo 1.15 Probar aplicando la definicién de limite que:

lim (x* —x+3) =3.
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Solucion:

Se debe probar que dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo x € R,
O<x—1<8 = |(*—x+3)—3|=]"—x<e.

Asi, |x*> —x| = |x(x—1)| = |x| - |x — 1|. Note que, si podemos encontrar una constante C > 0 tal que
|x| < C, entonces
Ix? — x| = x| - Jx—1| < C|x—1

€
= -1l < —=.
h—11< 5

Ahora, podemos encontrar la constante C si restringimos algin intervalo centrado en 1. Asi,

x—1] <1
—-l<x—-1<1

0<x<2,

se sigue que |x| < 2 y por tanto, C = 2. Pero hay dos restricciones sobre |x — 1|, las cuales son:

x—1| <1 y |x—1|<g:§.

De lo cual, elegimos § = min{1,&/2}.

En consecuencia, se tiene que para todo € > 0, existe 6 = min{1,&/2} tal que 0 < |x— 1| < 9§,
.. € .

entonces [x — 1| < 1= 0 < x <2 = |x| < 2. Ademds, también tenemos |x — 1| < 5 ¥ se tiene

8_

2

2 —x| = x| x—1] < 2- €.

Por tanto, lim (x2 —x+3)=3.
x—1

Demostracion de teoremas mediante definicion de limite

Muy poco se emplea la definicidn de limite para verificar limites especificos como los expli-
cados en los anteriores ejemplos. Sin embargo, el propésito real de la definicion es comprobar
teoremas generales como los enunciados en las secciones anteriores, para que los calculos de limites
especificos puedan simplificarse. En los siguientes ejemplos probaremos algunos teoremas de las

anteriores secciones.
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= Ejemplo 1.16 — Demostracion del Teorema 1.1.
Probar que:
1) lim x = xp,
X—rX0

11) lim k = k, donde k es constante real.
X—rX0

Demostracion.

i) Sea € >0, elegimos 6 = € > 0 tal que para todo x € R, se tiene

O0<|x—xo| <9 = |x —xo| < €.
Por tanto, lim x = xj.
X—X0
y
y=x
o+ €
ill()-‘rls [
|
VI i :
1 |
1 ]
E0—6 1
| 1
| 1
To—€ T '
! |
1
i 1 :
1 | : X
0 xo— 0 g zo+ 6

Figura 1.11: Interpretacion geométrica del lim x = x
X—X0

ii) Sea € > 0, elegimos cualquier § > 0 tal que para todo x € R, se tiene

0<|x—xo| <& = lk—k|=0<e.

Por tanto, 1im k = k, donde k € R.

X—rX0

» Ejemplo 1.17 — Demostracion del Teorema 1.2.

Sea f una funcién real y si el limite de f(x) cuando x tiende a x( existe, entonces este es unico.

Demostracion.

Sea L, M € R, supongamos que L # M. Ademas, que el limite de f cuando x tiende x( no es tunico,
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y

>
+
T o

e

0 xrg— 0 m0+5

8
5}

Figura 1.12: Interpretacién geométrica del lim k =k
X—rX0

es decir,

lim f(x) =L y lim f(x) =M.

X—rX0 X—X0

Esto es, dado € > 0 existe 0, & > 0 tal que para todo x € R, se tiene

£
O<|x—xo| <& = |fx)—L|<=,

2
&
O<|x—xo|<& = |f(x)—M|< >
Luego,
IL—M| = |L— f(x)+ f(x)— M|, VreR
< ’L — f(x)\ + ]f(x) — L‘, Desigualdad triangular en R
< & i £
2 2
=€

tomando € — 0 se sigue que, |[L — M| = 0. Por tanto, M = L lo cuél contradice lo supuesto. En

consecuencia, si el limite de f cuando x — x( existe entonces este es Unico. m

= Ejemplo 1.18 — Ley de la Suma - Teorema 1.3.

Dado que lim f(x) = Ly lim g(x) = K, probar que
X—rX0 X—rX0

Iim (f(x) +g(x)) =L+K.

X—X0
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Demostracion.

Se debe probar que, dado € > 0, existe & > 0 tal que
0<|x—xo| <& = |(f(x)+g(x))— (L+K)| <e.
En efecto,

(f(x) +8(x)) = (L+K)| = |f(x) = L+g(x) = K]

<|f(x) —L|+|g(x) = K|. Desigualdad Triangular

. L. € . . .
Necesitamos que cada término, sea menor que 5 Luego, como lim f(x) = L, es decir, existe

X—rX0
01 > 0 tal que
€
0<|x—xo| <& = ]f(x)—L\<§.
De la misma forma, como 1im g(x) = K, es decir, existe &, > 0 tal que
X—X0
€
0<|x—x0| <& = ]g(x)—K\<§.

Asi, elegimos 6 = min{8;, 5 }.

En consecuencia, para todo € > 0, existe § = min{J;,0,} > 0 tal que si 0 < |x —xp| < &, entonces

[(f(x) +8(x)) = (L+K)| = [ f(x) = L] +[¢(x) = K|

_l’_

AN
MmN m
| m

Esto demuestra que, lim (f(x)+g(x)) =L+K. .
X—rX0
= Ejemplo 1.19 — Ley del Producto - Teorema 1.3.

Dado que lim f(x) =Ly lim g(x) = K, probar que
X—X0 X—X0

lim [£(x)- g(x)] = LK.

X—rX0

Demostracion.

Se debe probar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

0<|x—xo| <& = |f(x)g(x) —LK| < €.
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En efecto,

[f(x)g(x) —LK| =[f(x)g(x) — Lg(x) + Lg(x) — LK]|
= |[f(x) = L] g(x) + L[g(x) — K]|
< |[f(x) — L] g(x)| + ’L [g(x) — K” Desigualdad Triangular

= [f(x) = L[ |g(x)[+|L]-[g(x) = K].

Asi,
|f(x)g(x) = LK| < [f(x) —L[-[g(x)[+|L|- |g(x) — K. (1.3)

. P .z € P .
Necesitamos que cada término de ecuacion, sea menor que 5 Luego, como lim g(X) == K, €S decm
X—rX0

existe 01 > 0 tal que

€

0<|x—xg| <6 = x)—K| < ————.

Ademds, existe un &, > 0 tal que si 0 < |x —xp| < &, entonces |g(x) — K| < 1, se sigue que
g(x)| = lg(x) — K+ K| < [g(x) = K|+ |K| < 1+|K]. (1.4)

Como lim f(x) = L, esto es, existe d3 > 0 tal que

X—X0

4

0<|x—xo| <& = ]f(x)—L\<m.

De esta manera, elegimos § = min{J;,5,,083}.

En consecuencia, para todo € > 0, existe 0 = min{d;, 5,8} > 0 tal que si 0 < |x —xo| < 8,

entonces
[f(x)g(x) —LK| < If(X) —L[-g(x)[+ L] -]g(x) —Kl por (1.3)
(IHKT +|L| - por (1.4)
2%(7 2(1+1L) \L\)
< 5 + 5
Esto demuestra que, lim [f(x)-g(x)] = LK. .

X—X0

= Ejemplo 1.20 — Demostracion del Teorema 1.6.
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Sig(x) < f(x) < h(x) para todo x en algiin intervalo abierto que contenga a xy (excepto posiblemente

en el mismo punto x = xp) y supongamos que

lim g(x) = lim h(x) = L.

X—X0 X—X0
Entonces, lim f(x) = L.

X—X0

Demostracion.

Se debe probar que dado € > 0, existe § > 0 tal que

0<|x—xo| <& = |f(x)—L|<e.

En efecto, sea € > 0y como 1im g(x) = L, es decir, existe §; > 0 tal que
X—rX0

0<|x—xo| <& = lg(x)—L| <&

se sigue que,

lglx) —L| <&
—e<glx)—L<e

L—eg<g(x)<L+e. (1.5)
Ademads, como lim h(x) = L, es decir, existe & > 0 tal que
X—X0
0<|x—x0| <& = |h(x)—L| <&

se sigue que,

|h(x)—L| <&
—e<h(x)—L<eg

L—e<h(x)<L+e. (1.6)

En consecuencia, tomando 6 = min{d;, 8} > 0tal quesi 0 < [x—xp| < 8y g(x) < f(x) < h(x),

entonces

L—g<g(x) <f(x)<h(x)<L+e, por (1.5) y (1.6)
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= L—e< f(x)<L+e

|f(x)—L|<e.

Por tanto, 1im f(x) = L. .

X—X0

» Ejemplo 1.21 — Demostraciéon del Teorema 1.7.
Dado que lim f(x) =Ly lim g(x) =K, y si f(x) < g(x) para todo x en algin intervalo abierto
X—X0 X—X0

que contenga a xg (excepto posiblemente en el mismo punto x = xg). Probar que L < K.

Demostracion.
Utilicemos el método de Reduccidén al Absurdo, esto es, supongamos que L > K y utilizando la ley

de la diferencia del Teorema 1.3,

lim (g(x) — £(x) = K — L.

X—rX0

En consecuencia, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que
O<lx—xo| <6 = |(glx)—f(x))—(K-L)| <e.
Luego, como L > K entonces L — K > 0 y tomando € = L — K en particular, y > 0, se tiene
O0<|x—xo|<é = |(gx)—f(x)—(K—-L)|<L-K.
Asi,

(g(x) = f(x)) = (K =L) <|(g(x) = f(x)) = (K= L)| <L—-K
= g)—f(x) <L-K+(K-L)
8(x) < f(x).

Por tanto, g(x) < f(x) para todo x en algin intervalo abierto que contenga xo, de lo cual esto

contradice que f(x) < g(x). Finalmente, L < K. .

Ejercicios Propuestos
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Ejercicio 1.2 — Definicion Formal de Limite.

1. Demostrar aplicando la Definicién 1.1 que ll’m2 (3x+2) = —4. Determinar el maximo &
x——

que corresponde en cada caso, el valor de € = % €= ﬁ y € =0.0001.

2. Demostrar aplicando la Definicién 1.1 (encontrando & en términos de €) que:

(a) lim (=7x+10) = —11 (b) lim (—x+9) =1
x—3 x—8
1 29 x*—16
1/ = 6 = —— d 1, P 4
(©) lim, <5x+ > 5 @ o —a)
(e lfm(xz —4)=5 (f) lim (x2 +3x—4)=—-4
x—3 x—0
1
(g) lim v1—4x=3 (h) lim — = 1.
x——2 x—=1X

1.5 Limites Laterales, Limites Trigonométricos y Limites al Infinito

En estd seccion enunciaremos un teorema que relaciona la existencia del limite de una funcién
real a partir de los limites laterales que son aquellos que se dan solamente cuando x se aproxima
unicamente por la izquierda a xq ( es decir, x < xp) o Gnicamente por la derecha a xy (es decir,
X > xp). También, se probar4 el limite fundamental trigonométrico y se analizard el comportamiento

del limite de funciones cuando x tiende al mas o menos infinito.

Limites Laterales

Para que el limite de una funcién f exista cuando x tiende a xp, debe estar definido ha ambos
lados de xo, es decir, que los valores de f(x) deben aproximarse a L cuando x se aproxima a xo,
a estos limites ordinarios se llaman bilaterales. Se puede tener funciones que no tengan limite
bilateral, pero pueden tener un limite lateral.

Si x se aproxima a xg por la derecha lo cual se denota x — xg , es un limite lateral derecho. Por otro
lado, si x se aproxima a xg por la izquierda lo cual se denota x — x, €s un limite lateral izquierdo.

A continuacién, definimos los limites laterales de manera formal.

Definicion 1.2 Sea f : A — R una funcién (A C R).
a) Limite lateral derecho: Se dice el limite de f(x) cuando x tiende a xy por la derecha

(significa que x > xg) es L y se denota ll’m+ f(x) =L, es decir, si para todo € > 0, existe
X—>X0
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0 > 0 tal que para todo x > x,

O0<x—x9<0 = |f(x)—L|<e.

b) Limite lateral izquierdo: Se dice el limite de f(x) cuando x tiende a xy por la izquierda

(significa que x < xp) es M y se denota 1im f(x) = M, es decir, si para todo € > 0, existe
X=Xy

0 > 0 tal que para todo x < xg,

0<xp—x<0 = |f(x)—M| < e.

F(@) pmmmmm 5@

M |--eg | v=f()

a) b)

Figura 1.13: Interpretacion geométrica de la Definicion 1.2

Observacion 1.4 Los limites laterales tienen las mismas propiedades del Teorema 1.3 en la
Seccién 1.2. Ademds, los limites laterales satisfacen los siguientes teoremas: Teorema 1.4 de las

funciones polinomiales y racionales, Teorema 1.6 del Sdndwich y el Teorema 1.7.

A continuacién, presentamos un Teorema 1.8 que relaciona la existencia de limite de una funcién

con sus limites laterales.

Teorema 1.8 Sea f : A — R una funcién (A C R). Si f(x) tiene limite cuando x tiende a xy si
y sol6 si existen los limite laterales izquierdo y derecho y ademads estos limites laterales son
iguales, en otras palabras,

lim f(x) =L = lim f(x)=L y lim f(x)=L.

X—=X0 x—xy x—xg

= Ejemplo 1.22
Analizar la Figura 1.14 que es un semicirculo correspondiente a la funcién f(x) = v/9 — x* donde

x€[-3,3].
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y

3 y =19 — 22

Figura 1.14: Gréfica de la funcién f(x) = v9 —x?

Solucién: En efecto, analizamos los limites en los puntos x = —3 y x = 3, se tiene

lim 9—x*=0 y lim v/9—x2=0.

x——3+ x—3~

Observemos que no existe el limite lateral izquierdo en x = —3, debido a que la funcién f no esta
definida en esos puntos. De la misma forma, no existe el limite lateral derecho en x = 3.

Por tanto, por el Teorema 1.8 no existe los limites bilaterales: ll’m3 VI—x%y h’rr% V9 —x2.
X—r

X—r—
» Ejemplo 1.23

Analizar la gréfica de la funcién f en todos los puntos de x.

y
3 °
y = f(x)
26
1 °
'
0 1 2 3 4

Figura 1.15: Gréfica de una funcién por partes

Solucién: Observando la Figura 1.15 se puede determinar lo siguiente:
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» Enx=0: lim f(x)=2. Pero, lim f(x) y lim f(x) no existen, debido a que la funcién
x—0t x—0~ x—0

no estd definida cuando x < 0.
» Enx=1: lim f(x) =1, aunque f(1) = 2. Ademds, lim f(x) =2y por el Teorema 1.8, se
x—1- x—1+

sigue que lim f(x) no existe, debido a que lim f(x) # lim f(x).
x—1 x—1+t x—1-

» Enx=2: lim f(x) =2 y lim f(x) = 2. Por el Teorema 1.8 el lim f(x) = 2, aunque
x—2- x—2+ x—2

f(2)=3.

= Enx=3: lim f(x) = lfm f(x)=1lim f(x) = f(3) = 3.

x—3~ x—3

» Enx=4: lim f(x) =2, aunque f(4) = 1. Pero, lim f(x) y lim f(x) no existen, debido
x—4- x—4+ x—4

a que la funcién no esté definida cuando x > 4.

Observemos que en otro punto xg en [0,4], la funcién f tiene limite y es lim f(x) = f(xo).
X—X0

= Ejemplo 1.24 Sea f(x) = i

lim f(x)?.
x—0

—, para todo x # 0. Calcular lim f(x) y lim f(x). ;Existe
X x—=0+ x—0~

Solucion: Observemos la representacion grafica de la funcién que se indica en la Figura 1.16.

y
||
y pr—
£r
1
0
-1

Figura 1.16: Grafica de la funcién f(x) = M
X

Asi,
lim f(x)= lim — = lim = =1,

x—0t x—0t X x—0t }é
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puesto que x > 0y en ese caso |x| = x. Ahora, si x < 0 entonces |x| = —x, se sigue que

lim f(x) = lim M: lim _—x:—l.

x—0~ x—0" X x—0~ 7(

Por tanto, 1im f(x) # lim f(x), entonces por el Teorema 1.8 no existe el lim f(x).
x—0~ x—07 x—0

X2+ a, six>?2 .
= Ejemplo 1.25 Sea f(x) = , donde a y b son constantes. Para que exista el
2x+b, six<2

lirr% f(x). (Qué relacién debe haber entre a y b?.
x—

Solucion: Primero determinemos los limites laterales en x = 2, se tiene

lim f(x) = lim (x*+a) =2 +a=4+a.

x—2+ x—2+
lim f(x) = lim (2x+b) =2(2)+b=4+b.
x—2~ x—27

Luego, para que exista h’rr% f(x) por el Teorema 1.8 debe cumplirse que,
x—

lim f(x) = lim f(x)

x—2+ x—2~
Ata=4+b
a=>b.

m Ejemplo 1.26 Aplicando la Definicion 1.2. Probar que lir(r)l+ Vx=0.
xX—

Solucion: Se debe probar que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo x > 0,
0<x<$é = [Vx—0| <e.

Asf, |/x— 0| = \/x < €, entonces x < €2. Por consiguiente, elegimos & = €.
En consecuencia, sea € > 0, existe = €2 > 0 tal que 0 < x < 8, entonces 0 < x < €2, se obtiene

|v/x—0| < €. Por tanto, 1im /x = 0.
x—=0*
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y

y=+vz

Q Fmmmm———

Figura 1.17: Interpretacién geométrica del 1fI(I)l+ Vx=0
X—
Observacion 1.5 Las funciones que se ha presentado han tenido algin tipo de limite en el
punto a analizar. Sin embargo, existen funciones que no tienen limites laterales, por ejemplo la

. 1 . . :
funcién y = sen <— , para todo x # 0. No tiene limite cuando x se aproxima a cero en su entorno,
X

observamos en la Figura 1.18 que los valores de sen (—) se repiten periédicamente en -1 y 1
X

cuando x se aproxima a cero. Por tanto, la funcién ’y” no tiene limites laterales izquierdo o derecho

enx=0.

=)

1
Figura 1.18: Grifica de la funcién f(x) = sen <—>
x

Limites Trigonométricos

, con 0 medido en radianes. A este limite se le

en(6)
0

En esta seccion estudiaremos el lim
6—0
conoce como el limite fundamental trigonométrico. Observemos en la Figura 1.19 que cuando

0 tiende a O el limite es 1y podemos confirmarlo algebraicamente mediante el Teorema 1.6 del
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Sandwich.
y
0
= sen() (radianes)
~3m —?ﬁ\/ﬂ- 0 ﬁ\/ﬂ 3T
0
Figura 1.19: Gréfica de la funcién f(x) = sene( )
Teorema 1.9
0
lim sen(6) — 1l (6 en radianes)
6—0 0

.. . A . T
Demostracion. Primero probaremos el siguiente resultado: Si 0 < 6 < > entonces

sen(0) 1
0 0 . 1.7
< cos(0) < 0 <cos(9) (1.7)
y
1 T
P
tan(0)
sen(6)
0
o cos(0) Q A(1,0)

Figura 1.20: La figura para la prueba del Teorema 1.9

En efecto, utilizando conceptos de geometria y considerando la cuarta parte del circulo tri-

gonométrico de radio 1. Observamos las regiones en la Figura 1.20, OQP, OAP y OAT . Luego,
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comparando el drea de las tres regiones, se tiene
Area AOQP < érea del sector OAP < drea AOAT.
Ademds, podemos expresar estds dreas en términos de 0, se sigue que

. 1 1
Area AOQP = 3 -base - altura = Ecos(e) -sen(0).

Area del sector OAP = w
(radio - dngulo en radianes) - radio
B 2
(1-0)-1
2
6
=5
p 1 1 1
Area AOAT = > -base - altura = 5(1) (tan(0)) = Etan(e).

Asi,

%cos ) sen( %9 < %tan

= cos(0)sen(H) < 6 < tan(0).

Como, sen(6) >0y cos(6) > 0en }O, g [ y dividiendo la anterior desigualdad para sen(0), se

tiene

vee}o,g[.

T
Por tanto, se ha probado (1.7). Observemos que, si 0 € ] 7 0 [ también se cumple que,

sen(0) 1
o = cos(0)

cos(0) <

T T .
En efecto, si ) < 6 <0,entonces 0 < —0 < 5 y utilizando (1.7), se tiene

sen(—0) - 1

cos(—0) < — 5 cos(—0)"




52 Capitulo 1. Limites y Continuidad de Funciones

Puesto que, cos(—0) = cos(0) y sen(—6) = —sen(0), se obtiene

sen(0)

cos(0) < g < cos(8)’

vee]—g,o[ (1.8)

T
Finalmente, de (1.7) y (1.8), se sigue que, si 0 < |8] < 5 entonces

sen(0) 1
0 1.9
cos(0) < 5 <cos(9) (1.9)
Aplicando el limite cuando 6 tiende a 0 en (1.9) y por el Teorema 1.6, se tiene
0
lim cos(0) < lim sen(6) lim
6—0 60 6 6—0 cos(0)
1< 1im 500 .
00 0
Por tanto, 1im sen(8) =1. "
6—0 0

0
= Ejemplo 1.27 Utilizando el limite fundamental trigonomérico lim Sene( ) _ 1. Probar que
—
Tx) 7 ¢

2 Tim 0% _7 by 1rm 200 _

x—0  3x 3 -0 X

h)—1

o) lim —— — 1 d) 1im W=

x—0 sen(x) h—0

Solucion:
a) En efecto,

sen(7x) . 7-sen(7x)

lim ——~ =1
xglg) 3x XILI}) 7-3x
7 7
lim L. sen(7x)
x—0 3 Tx
. sen(0) ‘
lim , Sustituyendo 8 = 7x
06— 0

(1)

7
3
7
3
7
3
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en(x)
o0s(x)

- . . . S .
b) En efecto, utilizando la identidad del cociente tan(x) = , se tiene
c

sen(x)

tan(x) cos(x)

lim = lim
x—0 X x—0 X
sen(x)

P

= lim
x—0 x cos(x

)
~ tim S e
=0 x  x=0 cos(x)

()

=1.

¢) En efecto,

1

lim = lim

x—0 sen(x)  x—0 sen(x)
x

Iim 1

x—0

i €0 (x)

1

x—0 X
1
1
=1.

¢) Primero evaluamos el limite para observar si es indeterminado,

h)—1 —1
Iim COS( ) = COS(O) = 9 (Indeterminado)

h—0 h 0 0

Ahora, encontremos una funcién equivalente, entonces

_cos(h)—1 _cos(h)—1 cos(h)+1

fh) = h B h cos(h)+1
cos?(h) — 1
" h(cos(h)+ 1)
sen’(h) Identidad Pitagérica
- h(cos(h)+1) ’ sen?(x) +cos?(x) = 1
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Asi, f(h) = g(h) cuando h # 0 y utilizando el Teorema 1.5, se tiene

lim cos(h)—1 — lim — sen’(h)
h—0 h h—0 h(cos(h)+1)
— im sen(h)  sen(h)
h—0 h  cos(h)+1
0
=—(1)-[ —
0 (3)
=0.
h)—1
Por tanto, lim & =0.
h—0 h

Observacion 1.6 El limite fundamental trigonométrico se lo aplica siempre que el argumento de

la funcién trigonométrica, como la expresion que aparece en el denominador tiendan a cero para

tendiendo hacia un valor finito o infinito.

Limites al infinito

En estd seccién utilizaremos el simbolo infinito (o), para poder describir el comportamiento de

la funcién cuando los valores sobrepasan en su dominio o rango a cualquier cota finita. Por ejemplo,

1
la funcién f(x) = — para todo x # 0, se puede observar la Figura 1.21 que cuando se analiza valores
X

. . 1 .
de x positivos muy grandes, se tiene que — se hace muy pequefia, de la misma forma cuando x es
X

. . . 1 ~ -
valor negativo y su magnitud es grande, se tiene que — se hace muy pequefia. Por tanto, el limite de
X

1 . o
f(x) = — cuando x tiende a mds o menos infinito (£e) es cero.
X

4 N ®w s M @ N @ ©

1
Figura 1.21: Grafica de la funcién f(x) = —
x
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Definicién 1.3 Sea f: A — R una funcién con A C R.

i) Decimos que f(x) tiene limite L cuando x tiende al mds infinito y se denota

lim f(x) =L,

X—>+-o0

si para todo € > 0, existe M > 0 tal que para todo x,si x > M entonces |f(x) —L| < €.

ii) Decimos que f(x) tiene limite L cuando x tiende al menos infinito y se denota

lim f(x) =L,

X—y—o0

si para todo € > 0, existe M < 0 tal que para todo x, si x < M entonces |f(x) —L| < €.

' s X -
M T e M

i) i1)

Figura 1.22: Interpretacién geométrica de la Definicién 1.3

» Ejemplo 1.28

1
Utilizando la Definicién 1.3. Probar que lim — = 0.
X—r+oo X

Demostracion. Se deber probar que, para todo € > 0 existe M > 0 tal que

1
x>M = ‘—0‘<s.
X

. 1 1 - . 1
Puesto que, x > 0 se tiene — < &, entonces x > . Por consiguiente, elegimos M = .
by

En efecto, sea € > 0, existeM:E>Otal que x > M, entonces
1 1
x>- = -<&g = |-—-0/<e.
X

Por tanto, lim — =0. n
X—r+Foo X

Observacion 1.7 Los siguientes limites son de las funciones constante y la reciproca de la
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identidad cuando tiende mas o menos infinito.

1
lim k=k y lim — =0. (1.10)

X—rtoo X—too X

Estos limites van ser de gran importancia, para el cdlculo de limites al infinito. A continuacidn,
mencionamos las reglas de los limites al infinito que tienen propiedades similares a la de los limites

finitos.

Teorema 1.10 [Ley de los limites cuando x — +oo]

Sea f, g funciones reales y A es una constante real, tal que

lim f(x)=L y lim g(x) =K,

X—poo X—>doo
entonces
i) Regla de la suma: xgrfm(f +g)(x)= ngwf(x) +xgrilmg(x) =L+K
ii) Regla de la diferencia: xLHEoo( f—gk) = xgrilw flx)— xgrilm glx)=L—K
iii) Regla del producto: xl_l)lgw( fgkx)= xlgilo fx) -xl_lglwg(x) =LK
iv) Regla del miltiplo constante:  1im (A-f)(x) =A4- lim f(x)=AL
X—ytoo x—+oo
lim f(x) L
v) Regla del cociente: lim ! (x) = mie 2K #0
SN g im () K
X o0

vi) Regla de la potencia: Si r y s son enteros sin factores comunes y s # 0, entonces

1mcmm”=<ﬁmf@yﬁzvk

x—too X—>Foo

siempre y cuando L'/* € R. (Si s es par, suponer que L > 0)

lim g(x)

vii) Regla: lim [f(x)]$¥) = [ lim f (x)] ke =LK con L y K no simultaneamente
X—too x—+oo

nulos o infinitos.

Estas propiedades son similares al Teorema 1.3 de la seccién 1.2 y se los utiliza de la misma

1 . .
forma. Ademés, lﬁf == 0 para p > 0, esto se lo demuestra utilizando la ley de la potencia.
X—r—o0 X

= Ejemplo 1.29

Utilizando las leyes de los limites del Teorema 1.10. Encontrar los siguientes limites

2 2

a) lim 7T——)= 1lim 7— lim — Regla de la diferencia

g
X——o0 X X——o0 X——o0 X
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= lim 7—2 lim — Regla del miiltiplo
X——o0 X——o0 X

=7-2(0) Por (1.10)

=17.

3 7 3 7
(b) lim <2 —— _|_4> = Iim = - lim -+ lim 4 Regla de la Suma
X X X—>+o00 X

X—roo X—rtoo X Xx—rdoo y la diferencia
. (1 1 P
=3Ilm (-)-(-)]—7 lim —+ lim 4 Regla del miltiplo
X—r+oo \ X X X—4o0 X  x—+oo

Regla del producto y
por (1.10)

Técnicas algebraicas para cdlculo de limites indeterminados

Cuando se evalda limite de una funcién racional o con radicales, puede suceder que esta tienda
oo

una forma —— 0 4o — oo la misma que se denomina una forma indeterminada. Para el calculo de
(>}

este tipo de limites tenemos que dividir el numerador y denominador entre la mala mayor potencia

de x en el denominador, y de acuerdo al ejercicio se tendrd que aplicar técnicas de racionalizacién.
m Ejemplo 1.30 Calcular los siguientes limites:
)i T3 +2x2 +x
a) lim ——————
x—teo 3x3 —4x+3

11x2 —4x+3
b 1’ - - @
L W v |

¢) lim (\/x2—2x—1—\/x2—7x—3)

X—>+oo

d) lim (\/x2—3x—x)

X—>+oo

Solucién:
a) Si evaluamos el limite, se tiene

. IR+ 2% +x oo
lim ———— = —.
x—teo 333 —4x 43 ~+oo

(Indeterminacidn)
Por estd razén procedemos como sigue,

73+ 2x% +x
I 7x3 4+ 2x% +x 3 3
m —— = lim ————
x—teo 3x3 —4x+3  xote 3x3 —4x+3

¥
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21
_ lm T+5+2
X0 3_%4_%3
_7+0+40
- 3-0+40
_7
3
y
. T 422
V=354 +3
Recta:g
7 +2x2
Figura 1.23: Gréfica de la funcién f(x) = ;3—&74&1;
b) Si evaluamos el limite, se tiene
m 11x? —4x+3 oo (Indeterminacion)
m ———=—.
e 3x3 _4x+1 . naeterminacion
Por estd razén procedemos como sigue,
11x? — 4x+3
112 —4x+3 .3
Iim ——— = — lim —
x—eo 3x3 —dx+1  xo—e 3x3 —4x+1
3
11_ 4,3
— jm 22T
R
~0-0+0
- 3-0+40
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11 x2—4x+3

Y= 3w _4z+1

Recta=0

Figura 1.24: Gréfica de la funcién f(x) 1x® —4x+3

igura 1.24: Grafica de la funcién f(x) = ————

g 30 —dxt 1

¢) Si evaluamos el limite, se tiene
11’1}_1 <\/x2—2x—1—\/x2—7x—3) = +o0 — oo, (Indeterminacion)
X—>—+oo

Notemos, L = h’rf (\/ xX2—2x—1— \/ X2 —Tx— 3) , en este caso, debemos aplicar raciona-
X—r+oo

lizacion, es decir,

(\/x2—2x—l—\/x2—7x—3> (\/xz—Zx—1+\/x2—7x—3)
L= lim
X—oo <\/x2—2x—1—|—\/x2—7)€—3>
=2 —1—(F—Tx=3)
= lim
Ao <\/x2—2x— 1 +\/x2—7x—3>

- Sx+2
= Ii
x—teo /32 —dx — 1 4+/x2—Tx—3
2
5+°
= lim X , >0
=t /32 —dx — 1+ Va2 —Tx—3 press
X
2
5+°
= lim X
x%+°°\/1 2 1+\/1 7 3
x  x2 x  x2
- 540
 V1I-0-0+v/1-0-0
_5
=3

d) Si evaluamos limite, se tiene

lim (\/ x2 —3x— x) = +o0—o00 (Indeterminacién)

X—>+oo
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En este caso, debemos aplicar racionalizacién, es decir,

M—x m+x
s (V5 - L IO

K =3x—4F

= lim ——F——~
Ao (\/x2 - 3x—i—x>
3x
= lim —%X pues x >0
=+ \/x2 3y 4 x
X
-3
—dm =
X——+o0
1——+1
X
B -3
vI+0+1
3
=3
1.5.1 Ejercicios Propuestos
Ejercicio 1.3 — Limites Laterales.
—1
1. Sif(x)= M, hallar lim f(x)y lim f(x) ;Existe lim f(x)?
x—1 x—1+ x—1- x—1
2_4 2_ 4 2_ ¢
2. Calcular lim x | lim x | (Existe lim x |? Ademads, realizar la grafica
x—2t x—2 x—2- X— =2 X—
5 . x> — 4
de la funcion f definida por f(x) = -
x J—
2 2
2. Calcular lim E y lim E
x—0t X x—0- X
. x—4|

3. Calcular Ii .
SO Y S e

5. Si f(x) = [3x] (la funcién parte entera de 3x), hallar lim_f (x) y lim f(x). Ademas,
n

Xtz Xtz
calcula lim f(x).
x—2
X2, six#2
6. (a) Grafique f(x) = .
0, six=2

(b) Encuentre 11’1%1 f(x)y lim f(x).
X—2~

x—2+
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(©) Llin% f(x) existe? Si es asi, ;Cudl es? Si su respuesta es negativa, explique por qué.
X—

7. Encuentre los siguientes limites laterales

_ VAh+5-V/5 o 1—V6n2+13h+7
(@ im ——— (b) lim
h—0+ h h—0- h
2 2 2x(x—2
© lim Y2¥=2) @ lim Y262
x—2t |)C = 2| x—2~ |x = 2‘
8. Calcular

¥, six>0

() lim f(2) si f(x) =

x, six<0
—x+3, six<3

(b) lim f(x) si f(x) = .
=3 (x—3)2, six>3

332+ a, six>1 )
9. Sea f(x) = donde a y b son constantes. Para que exista el lim f(x)
Tx+b, six<l1 =l

(Qué relacién debe haber entre a y b?

10. Demostrar aplicando la Definicién 1.2 que

(@) lim v/—x=0

x—0~

(b) lim = = —1

=0 x|

-2
1i =
© lm

Limites Trigonométricos

11. Calcular los siguientes limites
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..., sen(tan(0))
(1)%13}) sen(0)

() Ifm sen(4x) cot(7x)
=0 xcot(5x)
x3 —3x% + x? sen(x)
252 '

’
@ i

Limites al Infinito
12. Calcular los siguientes limites

Tin ——
@ M T

o (x4+5)3 (x—=7)?
© Mm 51

© lim V3x24+2x+1
X—> o0 2x+7

V52 +5-V1x2—6
(g) lim 7
X—>4-o00 \/ 3x4 + 2

() lim (\/4x2—x+1—2x>
X—3—oo

0 i (VTR )

9 _
(m) lim x+sen(x)
x—+o x4 cos(x)

tan(3x)
fm
x—0 sen(2x)

(d) lim 6x? cot(x) csc(2x)
x—0

® lim tan’(x) — sen(x)
x 32 cos(x)

(h) lim 3tan(x) — 7sen(x)
x—0 2x

: cot(x)
Iim ——~
(]) =% X— %

) lim x% + xcos(x)
x—0 sen(x) cos(x)

200«
RF e

L 204 3xT 8
@ Im =78

(f) lim —X— Y= VX + VX
BRRYEZ VARV

(h) lim (x+ : 1—x3)
X—>+-o00

(G) lim x( 9x2+1—3x>
X—>—+oo

x+ sen(x)
D I
M xhee2x 433 sen(x)

Limites Infinitos

En esté seccion se analizard que sucede cuando las funciones toman valores muy grandes en
magnitud es decir se dirigen al mas o menos infinito (o). Observemos la Figura 1.25 a medida
que nos acercamos a xo por la derecha o por la izquierda, el valor de f(x) se hace cada vez mas
grande. En realidad, se puede tener que f(x) se mantenga mayor que cualquier niimero positivo

que se desee, en este caso lim f(x) = +oo, pero esto no quiere decir que existe el limite ya que
X—X0
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mas infinito (-+e0) no es un nimero real, porque sus valores son arbitrariamente grandes en valor

absoluto y negativos.

Figura 1.25: Andlisis de la funcién cuando x — xq
Definiciéon 1.4 Sea f: A — R una funcién con A C R.

i) Decimos que f(x) tiende al mds infinito cuando x se aproxima a xo, y se denota

lim £(x) = +e,

X—X0

si para todo M > 0, existe § > 0 tal que para todo x, si 0 < |x—xp| < &, entonces f(x) > M.

ii) Decimos que f(x) tiende al menos infinito cuando x se aproxima a x, y se denota

lim f(x) = —oo,

X—X0

si para todo M < 0, existe § > 0 tal que para todo x, si 0 < |x—xp| < &, entonces f(x) < M.

y
0 xo—0d x xo+ 6
y=f(x)

‘E M
| \ / y = f(x)
0 z0—6 @0 wo+d
1 |
i) ii)

Figura 1.26: Interpretacion geométrica de la Definicién 1.4

Observacion 1.8 Como en el caso de limites finitos, podemos definir en este caso limites por la
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izquierda y por la derecha que son similares a la Definicion 1.4.

Abhora, veamos la siguiente definicion sobre limites infinitos, cuando x — oo.
Definiciéon 1.5 Sea f: A — R una funcién con A C R.

i) XETDO f(x) = oo siy solo si para todo M > 0, existe N > 0 tal que para todo x, si x > N
entonces f(x) > M.

ii) XETOO f(x) = —oosiy solo si para todo M < 0, existe N > 0 tal que para todo x, si x > N
entonces f(x) < M.

iii) XEIPN f(x) = +oo siy solo si para todo M > 0, existe N < 0 tal que para todo x, si x < N
entonces f(x) > M.

v) XEIPOO f(x) = —oosiy solo si para todo M < 0, existe N < 0 tal que para todo x, si x < N

entonces f(x) <M.

. Y
F@) fmmmm e e N '
e oo | 0 L
; y=f(z)
y=f(x) o S~ L
3 : Rt S E
0 : : B R -
N x
i) ii)

Figura 1.27: Interpretacion geométrica de la Definicién 1.5

» Ejemplo 1.31

1
Aplicando la Definicién 1.4. Probar que lim — = e
x—0 X

Demostracion. Se debe probar que, para todo M > 0, existe 6 > 0 tal que para todo X, si
1

0 < |x—0[ < &, entonces — > M.
X

Asi, X2 < ﬁ & x| < ﬁ por consiguiente, elegimos 6 = \/g

En efecto, sea M > 0, existe § = 4/ ﬁ > 0 tal que si |x| < &, entonces

\|<\/1 5 2<t oo Loy
X M X M xz .

1
Por tanto, lim — = +-oo. n
x—0 X

» Ejemplo 1.32 — Limites laterales infinitos.

1
Encuentre lim lim .
x—=2tx—2 yx%Z‘X—Z
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Solucién: Observando la grafica de y = ﬁ (Figura 1.28). Por tanto, el comportamiento de los

valores cuando se acera a 2, se tiene

lim - — lim —— =+
x%2*)€—2_ y x%2+x—2_ '
También, se puede pensar en nimero x — 2 y su reciproco.
- . _ 1
» Cuandox — 27, setiene (x—2) - 0"y P B
x —_—
1
= Cuando x — 27, se tiene (x—2) — 0"y 5 T
x p—
y
0 2 -
. . . 1
Figura 1.28: Graéfica de la funcién f(x) = 5
Y —

» Ejemplo 1.33 — Limites bilaterales infinitos.

Analizar el comportamiento del g(x) = Gran alrededor de x = —4.
X

1
W (Figura 1.29). Como el comportamiento de la
X

. 1 . 1 .
funcién y = — cuando x — 0 es que los valores son muy grandes, es decir, lln’(l) — = +oo. También,
X x—0 X

Solucién: Observando la grafica de g(x) =

1
se puede pensar que cuando x — —4, se tiene (x+4) — 0 entonces (x+4)> =0y Grae — oo,
x

Por tanto,
1

1, —_— = [o0)
xir§4 (X + 4)2 +
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1

Figura 1.29: Grifica de la funcién g(x) = CEwE
X

m Ejemplo 1.34 Evaluar los siguientes limites y observar que las funciones racionales pueden

comportarse de distintas formas cerca de los ceros del denominador.

. (x—3)? ., (x—3)'i o ox-3
! =1 = =0.
@ 3 29 xl—IgM(x—}—3) R xE3
x—3 x—=73 1 1
by lim S = lim > —jim— = .
( )xg%xz—9 xﬁM()Hﬁ) xlgéx—i—3 6
x—4 x—4 Los valores son
(C) Iim ——=1m —— = —oo, negativos para x > 3,

=3t x2 =9 x=3t (x—3)(x+3) e
X cercade 5.

Los valores son

(d) Iim ﬁ = Ilim i = +o0 positivos para x > 3
=3 x2—9 153 (x—3)(x+3) ’ ’
x cerca de 3.
(e) lim ﬂ = lim L no existe. Por los incisos (c) y (d)
x3x2—9  x-3 ()C—3)(X+3)
() tim > i T g L

x—3 (x—3)3 a3 (X—3);{ ) (x—3)2

Observemos que en los literales (a) y (b), el efecto del cero en el denominador en x = 3 se cancela,
ya que el numerador también es cero. Asi, existe un limite finito. Pero en el literal (f) no se elimina

completamente, debido que el denominador todavia es cero.

1.6.1 Ejercicios Propuestos
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Ejercicio 1.4 — Limites Infinitos.
1. Encuentre los siguientes limites

lim —
@l 25

y
© Im 1z

4
i
() lim 5

() él’g(l) (3—2cot(0))

2. Encuentre el lim cuando

P

(a)x — 3%

(c)x — —3T

3. Encuentre el lim cuando

2
(a)x — 27
(c)x — —2T

3

4. Encuentre el lim (); — 2) cuando
X

3
b) lim —
( )xi%l* 2x
, 4
@ )1613% (x—3)4
-2
®) Ii

x90 (x+ 1)2 (x+ 2)

(h) lim tan(6)

il
0—7

() elir{)l* (2+3csc(0)).

(b)x =3~

(dx — -3~

(b)x =2~

(dx— -2~

(@)x — 0" (b)x— 0~
©)x— 2
X2 —3x+2
5. Encuentre el lim EYET cuando
(@)x — 2+ (b)x — -2+
©x— 0" (dx— 17

(Que puede decirse acerca del limite conforme x — 0?

1
6. Encuentre el lim (2 +

x5 (x—2 5

2
) ) cuando
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(@Q)x — 07" (b)x =0~

©)x =2~ (d)x— 2T

3 5
7. Encuentre el lim | — — — | cuando
x5  (x—3)3

(a)x — 0" (b)x =0~

©)x —2F (d)x — 1~

8. Demostrar aplicando la Definicién 1.4 que

1 1
1/ —— = —O0 1, —_— =
(a) xl—r>1(1) x2 (b) xl—l;r(l) \/;
lim — _ — _ o0 d lim — = 4+
(C) xgl}l (x - 4)2 ( ) x—1>n—l6 (X T 6)4 +
1 1
(e) lim — = +oo @ lim = = —co
x—0t X x—0~ X
(g) li ! (h) i a4
1im — —©o0 im = +oo
gx%3*)C*3 x—3tx—3
(1) lim 5 1
x—=2-4—X

1.7 Continuidad

En estd seccidn se realizara el estudio de una propiedad muy importante de las funciones
denominada continuidad. Intuitivamente, la continuidad de una funcién y = f(x) significa que si x
es proximo a un punto xp, entonces f(x) estd muy cercano de f(xp) como tanto queramos, observar
la Figura 1.30. En la grafica de una funcién continua, no se representa con saltos bruscos. También

una funcién continua carece de puntos aislados.

Definiciéon 1.6 — Continuidad Puntual. Una funcién f se dice que es continua en un punto

x = xp de su dominio si lim f(x) = f(xp).
X—X0

Observacion 1.9 La continuidad de una funcién f en el punto x = x = 0 implica que se cumple
las tres condiciones siguientes:
1. lim f(x) existe.
X—X0
2. La funcién estd definida en x = xo, es decir, existe f(xp).
3. lim f(x) = f(x0).
X—X0

Asi, una funcién no cumple una de estas tres condiciones en x = xg, se dice que f es discontinua en
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X = xp. Ademads, recalcamos que el hecho de que para hablar de la continuidad de una funcién es

un punto x = xp, estd debe estar necesariamente definida en xp.

f(wo)

Figura 1.30: Andlisis de la continuidad en el punto x = xp

Observacion 1.10 La continuidad de una funcién podemos definir de la siguiente manera, diremos
que una funcién f es continua en el punto xy, si para todo € > 0, existe & > 0 tal que para todo x, si

0 < |x—xo| < 8, entonces |f(x) — f(xo)| < €.

= Ejemplo 1.35

1. La funcién constante es continua en todo punto.
Solucién: En efecto, si f(x) = k para todo x € R, entonces
(@) lim f(x)= lim k=k.
X—X0 X—X0
(b) f(xo) =k.
De (a) y (b) se sigue que 1im f(x) = f(xo). Por tanto, f es continua en xy.
X—rX0
2. La funcién identidad es continua en todo punto.
Solucion: En efecto, si f(x) = x para todo x € R, entonces
(@) lim f(x) = lim x = xo.
X—rX0 X—rX0
(b) f(xo) = xo.

De (a) y (b) se sigue que lim f(x) = f(xo). Por tanto, f es continua en x = xo.
X—X0

El siguiente Teorema 1.11, constituye una herramienta o un método que nos permite construir fun-
ciones continuas a partir de funciones elementales que acabamos de ver, es decir, las combinaciones
algebraicas de funciones continuas son continuas, siempre y cuando estén definidas, esto es, que

son continuas en su dominio.
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Teorema 1.11 — Propiedades de funciones continuas.
Si f, g son funciones continuas en x = xp, entonces las combinaciones siguientes son continuas

en un punto xo.

1. Sumas: f+g

2. Diferencias: f—g

3. Productos: f-g

4. Mudltiplos constantes: A f, para cualquier A € R

5. Cocientes: }:, siempre y cuando g(xp) # 0

6. Potencias: f'/5, siempre y cuando esté definida en un intervalo abierto que

contenga xg, donde r y s son enteros sin factores comunes y s # 0.

Casi todos los resultados del Teorema 1.11 pueden probarse a partir de las leyes de los limites del
Teorema 1.3, seccién 1.2. Por ejemplo, para probar la propiedad de la suma, se tiene

lim (f +¢) (x) = lim (f(x) +g(x))

X—X0 X—X0

— 1im f(X) + lim g(x) Regla de la suma

X—rXQ X—rXQ Teorema 1.3

= f(x0) +g&(x0)

= (f+8)(x0)

Por tanto, f + g es continua.
m Ejemplo 1.36

(a) Funciones Polinomiales: P(x) = aX, + ay—1Xp—1 + ...+ a1 x+ ag es continua, puesto que
lim P(x) = P(xo) de acuerdo al Teorema 1.4 de la seccién 1.2.
X—X0

(b) Funciones Racionales: Si P(x) y Q(x) son polinomios continuos, entonces la funcién racional
P(x)
O(x)

Teorema 1.11. Por tanto, para encontrar los puntos de discontinuidad de una funcién racional

es continua siempre que este definida en Q(xp) # 0, segin la regla del cociente del

(es decir, aquellos puntos en donde la funcién no es continua), se debe determinar los valores

para los cuales el denominador se anula.
s Ejemplo 1.37

1. Si f es la funcién real definida por f(x) = —, estd es continua para todo x # 0, ya que en
X

x = 0 es un punto de discontinuidad.
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2x

2. Determinar todos aquellos puntos en los que la funcién f definida por f(x) = E es

discontinua.

Solucién: Como f es una funcién racional, entonces sus puntos de discontinuidades son
aquellos donde x*+1=0, pero estd ecuacién no tiene solucién en R, es decir, no existe

ningin x € R tal que 3x* + 1 = 0, en consecuencia f es una funcién continua en todo R.
2

. . X . .
3. Sea f una funcion real definida por f(x) = 1 Determinar en que puntos f es continua.

Solucién: Como f es una funcién racional, entonces f no es continua en el punto x tal que

x—1=0, esto es, f es discontinua en x = 1. Por tanto, f es continua en todo R\ {1}.

4. Sea f una funcién definida por f(x) = v/x—1 no estd definida para todo x € R tal que

x—1 <0, es decir, para x < 1. Ahora, si xo > 1, se tiene lim vx—1 = \/xo—l = f(xo),

X—X0
entonces f es continua para todo x > 1.

El siguiente Teorema 1.12 nos hace referencia sobre la continuidad de funciones inversas.

Teorema 1.12 La inversa de una funcién continua, si existe, es continua.

Por ejemplo, la funcidn exponencial es continua y la funcién inversa de la exponencial es la funcién

logaritmo que también es continua.

Continuidad Lateral

Definicién 1.7

i) Continuidad por derecha: Decimos que f es continua en x por la derecha si 1lim f(x) =

F(xo). °

ii) Continuidad por izquierda: Decimos que f es continua en xy por la izquierda si

lim f(x) = f(xo)-

X*)XO
Observacion 1.11 f es continua en x si y solo si f es continua por la izquierda y por la derecha
en xp.
» Ejemplo 1.38
1. Sea f la funcién parte entera de x definida por f(x) = [x]. ¢ Es continua la funcién f en x = 1?

Solucién: Como f(x) = [1] = 1. Ahora, veamos si el limite existe, se tiene

lim f(x) =1 y lim f(x) =0.

x—1t x—1-
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Asi, lim f(x) # lim f(x) entonces lim f(x) no existe. Por tanto, la funcién f no es continua
x—1* x—1- x—1
enx=1.
Veamos si existe continuidad lateral:
Como 11’1{1+ f(x) = f(1), se sigue que f es continua por la derecha en xo = 1. y puesto que
xX—
ll/r{l f(x) =0 f(1), f no es continua por la izquierda en xy = 1.(Figura 1.31)
xX—1"
5 y
y = [x]
1] m = == - 44—~
J N .
Figura 1.31: Griéfico de la funcién parte entera f(x) = [x]
2
-9
. A . . L? six 7é -3
2. Analizar la continuidad en x = —3 de la funcién f definida por f(x) = x+3 .
0, six=-3

Solucion: En efecto, f(—3) = 0, es decir, f(—3) existe. Por otra parte,

2
Lo =9 (x=3)(x43) B
R
En consecuencia, lim f(x) existe.
x——3
Asi, lim3 f(x) # f(—=3), se sigue que f no es continua en x = —3.
X——
Veamos si existe continuidad lateral:
Como lim f(x)=—-6#f(—3)y lim f(x)=—6%# f(—3), se sigue que f no es continua
x——3F x——3~

en xo = —3 ni por la derecha ni por la izquierda.
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—
|
w
o
N

i —?

. : — = Six# -3
Figura 1.32: Gréfico de la funcién f(x) = x+3

0, six=-3

Observacion 1.12 Si lim f(x) existe y es finito, pero f(xp) no existe o si existe tal que f(xg) #
X—X0
lim f(x), se puede definir o redefinir la funcién f en x( de tal manera que ella sea continua tomando
X—X0
flxo) = lirn f(x). Cuando esto es posible se dice que la funcién f tiene una discontinuidad
X—X0

evitable. Si lim f(x) no existe, tiene una discontinuidad inevitable.
X—rX0

= Ejemplo 1.39

2_ 2
Sea la funcién f definida por f(x) = al

a . . . . N
, para x # —a. Analizar si f tiene discontinuidad
a

evitable o no en xg = —a.

Solucién: En efecto, f(—a) no estd definida. Ademas,

2 2
x“—a
lim f(x)= lim
x——a x——a X-+a
xX—a
i Gl
x——a x+a
= lim (x—a
X——a ( )
= —2a.
Consecuentemente, f tiene una discontinuidad evitable en xy) = —a, puesto que lim f(x) existe.
X——a
Ahora, f serd continua en x = —a, si se define f(—a) = —2a. Por tanto, se puede definir
2 2
xX“—a .
, Six# —a
glx) = x+a

—2a, six=-—a
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esta funcion g es continua en todo R.

y=x—a

Figura 1.33: Gréfico de las funciones f y su extension g

= Ejemplo 1.40

: : 3x+1, six>1 L : _
Sea la funcién f definida por f(x) = . Analizar si f tiene discontinuidad
3—2x, six<1
evitable o no en xp = 1.

Solucion: En efecto, f(1) =4, es decir, f(1) existe. Luego,

lim f(x)= lim (3—2x)=3-2(1)=1.

x—1- x—1-
lim f(x)= lim (3x+1)=3(1)+1=4.
x—1t x—1t

y = f(x)

Figura 1.34: Gréfico de la funcién f

Asi, lim f(x) # lim f(x), se sigue que, lim f(x) no existe.
x—1- x—1+ x—1
Consecuentemente, f tiene una discontinuidad inevitable en xy = 1, puesto que existe un salto
finito, entre los limites laterales.

Veamos si existe continuidad lateral:
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Como 11’r}1+ f(x)=f(1), se tiene que f es continua por la derechaenxy =1y 11’1{1 flx)=1+# f(1),
X— x—1—

se sigue que, f no es continua por la izquierda en xo = 1.

Teoremas sobre funciones continuas

Teorema 1.13 — Composicion de funciones continuas.

Si f es continua en x y g es continua en f(x), entonces go f es continua en xo.

Demostracion. En efecto,

ALy B & C

xo — f(x0) — (go.f)(x0) =g (f(x0))

Se debe probar que 1im (go f) (x) = (go f) (x0), es decir, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
X—rX0
para todo x,

O0<fx—x|<d = [(gof)x)—(gof)x)| <e.

Sea € > 0, como g es continua en xo, se sigue que, lim g(y) = g(f(xo)), es decir, existe 6; > 0 tal
X—X0
que

O<ly—slo)l<d = lgbv)—e(flx))| <€ (1.11)

De la misma forma, f es continua en xo se sigue que lim f(x) = f(xo), es decir, existe &, > 0 tal
X—X0

que

0<|lx—xo| <& = [f(x)—flx0) <& (1.12)

En consecuencia, elegimos 0 = &, y utilizando (1.11) y (1.12), se tiene

0<|x—x|<d = |[f(x)—f(x0) <&

= [e(f(x) —g(f(x))| <& cony = f(x)

Asi, lim (go f)(x) = (go f)(xo). Por tanto, g o f es continua en xy. .

X—X0

Observemos que la composicién de dos funciones o mds funciones continuas es otra funcién

continua.

= Ejemplo 1.41

s
1. La funcién h definida por i(x) = (3x*+2x—1)? es continua.
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Solucién: En efecto, & es continua puesto que se puede expresar como la composicion de
. . 5
dos funciones continuas, que son f(x) =x2 y g(x) =3x> +2x—1,conh = fog.

2. La funcién & definida por i (x) = sen (x*) es continua.

Solucién: En efecto, & es continua puesto que se puede expresar como la composicion de

dos funciones continuas, que son f(x) = sen(x) y g(x) =x?,con h = fog.

Teorema 1.14

Si f es continuaen Ly lim g(x) = L, entonces lim f(g(x)) = f(L).

X—X0 X—X0

Observacion 1.13 Laigualdad lim f(g(x)) = f(L), podemos escribirla de la siguiente forma

lim f(g(x) = f (}}Lrgog(xo :

Demostracion del Teorema 1.14.

En efecto, como lim g(x) = L, es decir, dado €’ > 0, existe 6; > 0 tal que para todo x,
X—X0
0<|x—xo| <O = lg(x)—L| < €.

Ademads, como f es continua en L, se sigue que, h’ni f(y) = f(L), es decir, dado € > 0, existe
y—

0, > 0 tal que para todo x,
0<py-L[<& = [fO)-fW)<e

Por consiguiente, elegimos & =&, y 6 = 9.

En consecuencia, sea € > 0, existe 0 = d; > 0 tal que

0<|x—x| <8 = |gx)—LI<&

= |flelx) —f(L)] <e. cony = g(x)

Por tanto, 1im f(g(x)) = f(L). .

X—X0

Ademds, si no se supone la continuidad de f en L, entonces no se tiene necesariamente que
lim X)) = lim g(x) | .
lim f(g(x) = f <ong( ))

= Ejemplo 1.42
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0, six#L L :
Sea f(x) = y g(x) = — x. Observemos la Figura 1.35,
1, si,x=L X0
P y=g(x)
v =)
Figura 1.35: Gréfico de las funciones f'y g
. L 0, six 7é X0 .
En efecto, si f(g(x))=f| —x) = y es fécil ver que, lim f(g(x)) =0,
X0 1, si,x=uxg X0

pero lim g(x) =Ly f <lim g(x)> = f(L) = 1, es decir, que lim f(g(x)) # f <lim g(x)> . Esto
X—X0 X—X0 X—X0 X—X0
sucede porque f no es continua en L.
Definicion 1.8
Se dice que f es continua en un intervalo [a,b] si y solo si f es continua en cada punto de [a, b].
En a y b se considera continuidad por la derecha y por la izquierda respectivamente.
I Definicién 1.9 — Funcién Acotada.

Una funcién f se dice acotada en [a, b, si existe M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo x € [a,b].

Observacién 1.14

fX) <M =  —M<f(x)<M.

/ y = f(x) /

0 a b

Figura 1.36: Interpretacion geométrica de la Definicién 1.9
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» Ejemplo 1.43

1. Si f es la funcién definida por f(x) = cos(x), entonces f es acotada.

Solucién: En efecto, se conoce que |f(x)| = |cos(x)| < 1, para todo x € R. Por tanto, f es

acotada.

2. La funcién g definida por g(x) = , entonces g es acotada.

*+1
1
Solucién: En efecto, se conoce que x* > 0, entonces x* 4+ 1 > 1 de donde, 0 < il <1,
1
es decir, que |g(x)| = 11 < 1, para todo x € R. En este caso basta tomar M = 1, para

que g sea acotada.

1
Figura 1.37: Gréfico de la funcién g(x) = ——
Los siguientes teoremas sobre funciones continuas en intervalos, tienen propiedades que las hacen

particularmente ttiles en matematica y sus aplicaciones, a continuacion se presentan sus enunciados,

las demostraciones de los teoremas se puede encontrar en cualquier texto de Andlisis Matematico.

Teorema 1.15

Si f es continua en [a, b], entonces f es acotada en [a,b].

Teorema 1.16 — Weierstrass.

Si f es continua en [a,b], entonces f toma sus valores maximos y minimos en [a, b], es decir,

que existen ¢, d € [a,b] tales que f(c) = sup f(x)y f(d) = i?fb] f(x).
x€la,

x€[a,b)
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Teorema 1.17 — Conservacion del signo para funciones continuas.
Sea f continua en xo. Si f(xo) # 0, existe un intervalo |xo — &,xp + 6 tal que f(x) tiene el mismo

signo que f(xp), para todo x € Jxg — 8,x0 + S].

(@ (b) (©)

Figura 1.38: Interpretacion geométrica del Teorema 1.17

Note que, si f no es continua en xq (Figura 1.38 (¢)), la afirmacién del Teorema 1.17 no se cumple,

pues es valido para funciones continuas.

Teorema 1.18 — Bolzano.
Sea f continua en [a,b]. Si f(a) y f(b) tienen distinto signo, entonces existe a < ¢ < b tal que

fle)=0.

(@) [=mmmmmmmmm oo 7 N S

f@

T ey
'

 SESREEEEe f(@)

(a) (b)

Figura 1.39: Interpretacion geométrica del Teorema 1.18

Nota 1.3 El Teorema no dice que existe un tnico c, sino que al menos existe uno, es decir, pueden
haber varios valores de ¢ para los que f(c) = 0. En la Figura 1.39 explica la Interpretacion geomé-

trica del Teorema del Bolzano 1.18.

Teorema 1.19 — Valor intermedio de Darboux.

Sea f continua en [a,b]. Si f(a) # f(b), entonces f toma todos los valores comprendidos entre

f(a)y f(b).
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Fb) trmmm e -

y = f(x)
f@--m---

S

oY . |

Figura 1.40: Interpretacion geométrica del Teorema 1.19

Demostracion. Supongamos que f(a) < f(b) ysea a € R tal que f(a) < o < f(b). Consideramos
la funcion g definida por g(x) = f(x) — a. Entonces, g es continua en [a,b], debido a que f es

continua en |a, b], se tiene

gla)=fla)—a<0 'y  gb)=f(b)-a>0.

Es decir, que la funcién g satisface las condiciones del Teorema de Bolzano 1.18, entonces existe

a<c<btalque g(c) =0.Pero, g(c) = f(c) — o = 0, de donde f(c) = a. .

Teorema 1.20

Si fy g son funciones continuas en el intervalo [a, b] y se verifica que f(a) < g(a)y f(b) > g(b),

entonces existe un nimero ¢ € Ja, b| tal que f(c) = g(c).

= Ejemplo 1.44 — Aplicacion del Teorema de Bolzano 1.18.
Demostrar que existe por los menos una raiz para la ecuacién x* — 3x? + 1 = 0 en el intervalo [2,3].

Solucién: Sea f(x) = x> — 3x% + 1, entonces f es continua, se tiene

f2)=(2)P3-32)*+1=-3<0

f3)=03)?-33)*+1=1>0.

Asi, f(2) y f(3) tienen distinto signo. Por el Teorema de Bolzano 1.18 aplicando a la funcién f
existe ¢ € |2,3[ tal que f(c) = 0. De esta forma, se ha probado que existe por lo menos una raiz de

la ecuacion dada.

Nota 1.4 Se dice que un nimero real xp es una raiz real de la ecuacion f(x) =0, si f(xg) = 0.
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También, decimos que una raiz real de una ecuacion ha sido separada, si se ha encontrado un
intervalo [a,b] que contiene estd raiz y ninguna otra. Este proceso de ir separando las raices,
utilizando varias veces el Teorema de Bolzano 1.18, se puede encontrar dichas raices con la
aproximacién que se desee, en el cudl se puede aplicar métodos numéricos como por ejemplo, el

método de Newton.
1.7.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 1.5 — Continuidad.

2
= .
Py (Para que valores de x es continua la
—

1. Sea la funcién f definida por f(x) = — i
x

funcién f?

2. Indicar donde es discontinua la funcién f definida por

3x, six <0
flx) = 2, six=0

x> 44, six>0

y realizar la gréfica de la funcién f.

3. Sea h la funcién definida por

si0<x<1

|
==

sil <x<2

si2<x<3

W A=

six>3

Analizar si la funcién £ es continua o discontinua en los puntos x = 1 y x = 2. Ademas,

realizar la representacion grafica de 4.

3x—2, six<?2
4. Dada la funcién g(x) = 5, six =2 ,estudiar la continuidad de dicha funcién

44, six>2
enx=2.

5. Seala funcién f(x) = x — [3x] para todo x € R. Realizar la representacion grafica de fy

encontrar todos sus puntos de discontinuidad.
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—1, six<0
6. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) =sgn(x) =¢ 0, six=0 .

I, six>0

7. Representar graficamente la funcién e indicar algin punto de discontinuidad

x—1, six<1
flx)= -1, sil<x<?2
x2, six>?2

8. Sea la funcién f definida por

x+3, six<l1
f)=1q x*+4, sil<x<2
x+9, six>2

(a) Realizar un grifico de la funcién f.
(b) ¢(Es f continua en x = 1?7 ;Y en x = 2?7 ;Es continua en los demés puntos? ;Es
continua por la izquierda en x = 1? ; Es continua por la derecha en x = 1?

9. Sea f la funcién definida por

x%+b, six<c
fx) =

sen(x+2), six>c
(a) Calcula lim f(x)y lim f(x).
x—c~ x—ct
(b) Para que exista el limite de f en x = ¢, ;Qué deben ser los lim f(x)y lim f(x)?
X—c~ x—ct
(c) Para f sea continua en ¢, ;Qué condicion debe cumplirse?

10. Encontrar los puntos de discontinuidad de las funciones definidas como a continuacion se

indican
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2_ 2 2_5,.16

@f() ==— O£ =25

2 _
@)= 224 @F(x) = VP =35 12

_ Vx+1-1 2
) f(x) = m ) f(x) = [x" =1
, 1 .

2—x°, six<?2 -, six <1
(&) f(x) = (h) f(x) = X

2x—6, six>?2 vx+1, six>1
, _ xtan(x) : IRZaka
(i) f(x) = 211 M) = 1 +sen?(x)

11. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones para los distintos valores del pardmetro

x2+ax, six <2 x+2, six<2
(@) f(x) = (b) f(x) =

a—x*, six>?2 4—ax®, six>2

W 4+4x+2, six>0

©f(x) = ax—+b, si0<x<1
3, six<1
X —8
12. Si f(x) = > defina f(2) de tal manera que f sea continua en x = 2.

2
13. Sea f(x) = |xj:2‘
X

(Es posible definir f(—2) de tal amnera que f sea continua en x = —2?

216
14. Si f(x) = xzx_3ﬁ’ defina f(4) de tal manera que f sea continua en x = 4.
2
—1
15. Si f(x) = ‘);_ I defina f(1) de tal manera que f sea continua en x = 1.

1 X

x—2 x2—x

16. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcién g(x) = x — y decir si en

alguno de ellos la discontinuidad es evitable.

17. Probar que las funciones definidas como a continuacién se indican son continuas.
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(a) 3/2x+ 5 (b) ex2—2x+1
(c) v/sen?(x) +1 (d) cos(/x)
(e) tan(x® + 1) () sen(cos(x))

(g) sen?(x? — 4x)

18. Con ayuda del Teorema de Bolzano 1.18, separar las raices reales de cada una de las
siguientes ecuaciones.
(@ x> —15x+1=0
(b) 2x* —2x> —2x+1=0
) x(x—1)2—=1=0
(d) 2x* —14x* +14x—1=0

19. Sea f(x) = x> + x> — x. Demuestre que existe c tal que f(c) = 50.

20. Demuestre que el polinomio 3x* — x> — 10 se anula en algtin punto comprendido en el
intervalo [1,2].

21. Sea f(x) =x* a=1y b =2. Demostrar que el Teorema del Valor Intermedio 1.19 es
vilido en este caso. Encontrar para cada nimero « tal que f(a) < o < f(b) todos los x
correspondientes.

22. Demostrar que la ecuacion 2 sen(x) = x tiene tres raices (x estd medido en radianes).
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2. Definicion y Propiedades de la derivada

2.1 Definicién y Propiedades

En esta seccidn se presenta la definicién formal de la derivada como el limite de un cociente
incremental. Posteriormente se exhibe las propiedades basicas de la derivada, sintetizadas en un

teorema, el mismo que se lo demuestra.

Definicion 2.1 Sea f : (a,b) — R una funcidn, se dice que f es derivable en xy € (a,b) siy
J(xo+h) — f(x0)
h
funcién f en el punto xp, y se lo denota como sigue:

existe. A este limite de existir, se lo denomina la derivada de la

solo si lim
h—0

1o e f(xo+h) — f(xo)
f(xo)—%l_f)% Y : (2.1

Note que, al tomar x = x( + & se tiene h = x — x¢ de donde al hacer 4 — 0 entonces x — xg, luego

en (2.1) se tiene que

f'(x0) = lim Sl +h) — flxo) — lim M

h—0 h x—=x0 X —XQ

2.2)

En consecuencia (2.2) también se lo puede tomar como definicién de la derivada de f en xo € (a,b).
Por la unicidad del limite, se sigue que, si la derivada en un punto existe ésta es tinica. Ademas si f
es derivable en cada x € (a,b), entonces se dice que f es derivable en todo (a,b).

Asi mismo de la teorfa de limites, se sabe que: 1im f(x) existe si, y solo si lim f(x) = lim f(x),en
X=X x—xg X=Xy
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h)— h) —
flxot+h) — f(xo) existe si, y solo si lim flxo+h) — f(x0) =
h h—0+ h

. A estos dos ultimos limites se los llama derivada por derecha y derivada

consecuencia se concluye que lim
h—0

1 /o +h) — flxo)
h—0~ h
por izquierda, notdndose como f (xo) y f (xo) respectivamente.

Luego f’(xo) existe si, y solo si las derivadas por derecha e izquierda de xo, existen y f} (xo) =

fL(x0).

f(xo+h) ¢---------- e E TR TR -

(o) pomeemmememenen e

:._—</,._—+

-
0 z zo+h

Figura 2.1: Definicién de derivada.

Notacion 2.1. A la derivada de una funcion f en un punto xy € (a,b) se denota como: f'(xp),

D.f(xo), dj;(;co)

) } } .. d
implicita se tomard la notacion de Leibniz, d—y
x

d
0 d—y En este trabajo se denotard como f'(xo) y posteriormente para la derivada
X

A continuacién se presentan algunos ejemplos de cdlculo de la derivada a partir de la definicién

de esta como el limite de un cociente incremental.

= Ejemplo 2.1 Si f(x) = x> + 5x — 3 con Dom(f) = R, determine su derivada, utilizando la

definicién.

Solucion.

Como f(x+h) = (x+h)? 4 5(x+h) — 3, entonces utilizando la definicién de derivada tenemos

iy e SR = f(x)

fx) = Jim h
mx2+2xh+h2+5x+5h—3—(x2+5x—3)
h—0 h
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l,mx2+2xh+h2+5x+5h—3—x2—5x+3
= 1i
h—0 h

. 2xh+h>+5h
= hmi

h—0 h

h

— lim (2x+h+5)

h—0 h

= lim2x+h+5
h—0

= 2x+5.

X
x+1

= Ejemplo 2.2 Utilizando la definicién derive la siguiente funcién, f(x) =

x+h

Solucién. Note que, f(x+h) = P
X

, por lo tanto

) +h) — f(x)
/ :1 f('x
fx) = lim .
x+h X
_ me—i—h+1 x+1
h—0 h

— lim (x+h)(x+1)—x(x+h+1)
h—0 h(x+1)(x+h+1)
_ ll,mx2+x+xh+h—x2—xh—x
h—0 h(x+1)(x+h+1)
Iim "
h=0 h(x+h)(x+h+1)
Iim !
h—=0 (x+1)(x+h+1)
1
(x+1)(x+0+1)
1
(x+1)

= Ejemplo 2.3 Utilizando la definicidn, halle la derivada de la siguiente funcién f(x) = v/5x—8

Solucion. Observe que f(x+h) = y/5(x+h) — 8. De donde

f(x) = lim

h—0 h
VS5(x+h)—8—5x—8 [ /5(x+h) —8++/5x—8
h—0 h VS5(x+h)—8++5x—38

. ( 5(x+h)—8)2—(\/m)2
L h(VS0HR) —8+V5x—3)
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= lim

= lim

Sx+5h—8—5x+8

h=0 , (\/5(x+h)—8+\/5x—8>
Sh

h=0p (\/S(x—i-h) —8+\/5X—8>
) 5

e (\/5(x+h)—8+\/5x—8)

5

(\/5(x+0) —8+\/5x*8>
5

2V/5x—8

= Ejemplo 2.4 Utilizando la definicidn, derive la siguiente funcién f(x) = /5 —3x

Solucién. En efecto, note que f(x+h) = /5 —3(x+h), luego se sigue que

f'(x)

= Ejemplo 2.5 Halle la derivada de la siguiente funcién, utilizando su definicién f(x) =

Solucién. En primer lugar, note que f(x+h) =

flx) =

h—0

= lim
h—0
. /5-3(x+h)—/5-3x
= lim
h—0 h

Hm\/5—3(x+h)—\/5—3x V5=3(x+h)+v5-3x
h—0 h V5 =3(x+h)++5-3x
; ( 5—3(x—|—h))2—(\/5—3x)2
~ h(\/5—3(x+h)+\/5—3x>
5—3x—3h—5+3x
h<\/5—3(x+h)+\/5—3x)
) —3h
= lim
120 (/530 h)+ V5= 3x)
-3
(V3=30+h) +v5-3)
3
(\/5—3(x+0)+\/5—3x>
3
2v/5—3x

5x—2
x—3

h)—2
M. De donde se tiene
x+h-3

fa+h) - f(x)
h

lim
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5x+h)—2 5x-2

— iy Xth=3  x-3
h—0 h

— lm (5x+5h—2)(x—3)— (5x—=2)(x+h—3)
h—0 h(x—=3)(x+h—3)

_ h,m5x2+5hx—2x—15x—15h+6—5x2—5hx—|—15x+2x+2h—6
h—0 h(x—3)(x+h—31)
lim i

h—0h(x—3)(x+h—3)

, —13

= lim

h—0 (x —3)(x+h—3)
—13
(x—=3)(x+0-3)

—13
(x—3)

Teorema 2.1 Sea f: (a,b) — R una funcién derivable en xo € (a,b) entonces f es continua

en xg.

Demostracion. En efecto,

f(xo+h) — f(x)

lim f(xo +h) — f(x0) = lim . limh
= f'(x0)-0
:0’

Luego }llfn(l)f(xo +h)—f(x) =0< }llfn(l)f(xo +h) = f(xo), lo cual indica que f es continua en
— —

X0- ]

Teorema 2.2 Sean f'y g funciones derivables en x € (a,b). Entonces se verifica las siguientes

propiedades:
a) (f+g) () = f'(x) +¢'(x).

d) Si g(xo) # 0, entonces <1 (x0) = — g'(x0)

, ' ) [g(xo)]z'
0 (g) =190 %) si g(x) £0.

Demostracion.
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a) En efecto tenemos

(ftg)x+h)—(f+g)(x)

(f+8)(x) = lim

h
o PGB gl ) — ()~ ()

h—0 h

. [ fx+h) = f(x) | glx+h)—gx)
:;113%[ h * I ]

[ farh) = )] [elxdh) —g(x)
- tim [ LT £ 8
F(x)+¢'(x)

¢) En el caso del producto, se prosigue a continuacion

(fg)(x+h) —(fg)(x)

(f8)'(x) = lim

h—0 h

_ i L Mgt ) — f()g(x) + flx+h)g(x) — fx+h)g(x)
h—0 h

i LGBl h) — ()] +8(3) [/ (x+h) — £ ()]
h—0 h

g(x) + lim

h—0

fx+h)

[g(er h}i - g(X)}

I NICSRORFICNRY i[85 HR) —8()] .
- iy | et + i | S
= f'(X)g(x) + f(x)g' (x). 23)

Note que en (2.3) se aplica el Teorema (2.1), para concluir que }lfrl(l) f(x+h)=f(x).
—
d) Antes de verificar este {tem, mostremos el siguiente resultado.
Si f es continua en xo y g(xp) > 0, entonces existe 0 > 0 tal que g(x) > 0, para todo x que verifica

|x —xo| < 8. Asi mismo, si g(xo) < 0 entonces existe un é > 0 tal que g(x) < 0, para todo x que
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cumple |x —xp| < 6.
En efecto, si g(xp) > 0, entonces como g es continua en xg, para € > 0, existe 6(€) > 0 tal que,
para todo x, si

lx—xo| < & = |g(x) —g(x0)| < &. (2.4)

Luego como g(xp) > 0, entonces al tomar € = g(xp) en (2.4) se sigue que, si

[x—xo| <8 = [g(x) —g(x0)| < g(x0)
— —g(x0) < g(x) —g(x0) < g(x0)
= —g(x0) +8(x0) < g(x) —g(x0) +8(x0) < g(x0) +8(x0)
= 0 < g(x) <2g(x0)

= g(x) > 0.

Asi mismo, si g(xp) < 0y como g es continua en xp, entonces se verifica (2.4) y al tomar € = —g(xg)

tenemos que, si

[x—xo| < & = |g(x) — g(x0)| < —g(x0)
— g(x0) < g(x) —g(x0) < —g(xo)
= 8(x0) +8(x0) < g(x) —g(x0) +8(x0) < —g(x0) +&(x0)
= 2g(xp) < g(x) <0

= g(x) <0.

Asi entonces, de este resultado se sigue que existe algin 6 > 0 tal que g(xo+h) # 0, para |xo+h —
1 . . . .

xo| = |h| < &, por lo tanto —(xo + &) tiene sentido para / suficientemente pequefio, en consecuencia
8

se sigue que

iy ) 09~ ()00
(&) -1 i
_ 1im 80) —8(x0+h
h=0 hg(xo)g(xo+h)
_ g 80t h) —glxo)
h—0 h h—0 g(x0)g(x0 +h)

, 1
8 ) P

(2.5)
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en (2.5) se ha usado el Teorema (2.1), el cual garantiza }121’1% g(xo+h) =g(xo).
—

e) Para este item se tiene,

, 1 1\’
W) (g) @) + () (g) ) 2.6)
N
=g )( ox 12) @n
~ f'(x0)g(x0) — f(x0)g' (x0)
- o)l ’ @8

donde (2.6) es consecuencia del item c), mientras que (2.7) es producto del item d) del teorema en

curso. |

Un resultado imprescindible es el siguiente teorema, el mismo que nos permitird derivar funciones
mucho mds complicadas en las cuales no es suficiente las propiedades anteriores, dicho teorema de
denomina regla de la cadena; la escencia de este resultado es permitir derivar una composicion de

funciones.

Teorema 2.3 (Regla de la Cadena)

Sea g derivable en x( y f derivable en g(xo) entonces f o g es derivable en x( y se verifica

(f08)'(x0) = f'(8(x0))8' (x0)-

Demostracion. En efecto, definimos la funcién ¥ como sigue:

S8l +h) —f(glx)) . o
¥(h):= glxo+h)—glxo) si g(xo+h) —g(x0) #0

f'(g(x0)) sig(xo+h)—g(xp) =0.

f(g(xo) +J) — f(8(x0))

Se sabe que f es derivable en g(xp), por lo tanto se verifica lim - =

j—0 ]
f'(g(x0))-

Luego por la definicién de limite, se sigue que para cualquier € > 0 existe un 8’(€) > 0 tal que,

f(8(x0) +J) — f(8(x0))
J

si, 0<j| <8 = — f'(g(x0))| < €. 2.9

Por otro lado, como g es derivable en xy, entonces por el Teorema (2.1), g es continua en xg, por lo

tanto existe 6 > 0 tal que para todo £,

si, |h| < 8= |g(xo+h)—g(x)| <& (2.10)
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Luego para h, cualquiera tal que |h| < &, si k = g(xo+h) — g(xo) # 0 entonces

 Fleloth) — flgl)  Flelxo) +J) — Flg(x)
= o —glw) j ’

asi de (2.10) se sigue que | j| < &’ y por lo tanto de (2.9) se concluye que [¥(h) — f'(g(x0))| < €.
Por otro lado, si g(xo+ /) — g(xo) = 0, entonces P(h) = f(g(x0)), de donde |¥(h) — f'(g(x0))| < €,

lo cual es equivalente a ,llfn(l) ¥(h) = f'(g(x0)), por lo tanto ¥ es continua en 0.
—

f(g(xo+h) — f(g(x0))) g(xo +h) — g(xo)

Abhora, si h # 0 ent
ora, si i # 0 entonces ; 2

=WY(h) , luego

f(8(xo+h) — f(g(x0)))
h

(Fog)'(x0) = Jim

h) —

:h,m.{,(h)g(xmL ) — 8(x0)

h—0 h

h) —

— 1im W(h) lim S50 ) ~8(x0)

h—0 h—0
= f'(8(x0))g (x0)-

L}
28 —5x% 43

= Ejemplo 2.6 Si f(x) = , para todo x € R. Halle la derivada de dicha funcién,

6x2 —x+3
utilizando las propiedades de la derivada.

Solucién. Utilizando la propiedad de la derivada de un cociente, se tiene:

(2x® —5x% +3)/(6x% —x +3) — (263 — 5x% +3) (6x% —x +3)’

fx) =

(6x2 —x+3)?
(6x% — 10x) (6x7 —x43) — (2% — 5x* 4 3) (12x — 1)
N (6x2 —x +3)2
360 — 62> + 18x% — 60x7 + 10x% — 30x — 24x* + 2x° 4 60x> — 532 — 36x + 3
B (6x2 —x+3)?

12x* —4x3 +13x% — 66x + 3
(6x2 —x+3)2

2.2 Derivadas de funciones tfrascendentes

En esta seccion se establecen las derivadas de algunas funciones importantes, las cuales son
de gran valor en el estudio del Calculo; en general se presentan en todo problema relacionado con
las ingenierias, tecnologias y en otras ramas del conocimiento donde se necesite, sin falta, de la
matematica.

En los siguientes, lemas presentamos varias reglas de derivacién de varios tipos de funciones,
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posteriormente se resume en los resultados en una tabla para su utilizacién oportuna.

Lema 2.4 Si f es una funcién constante f(x) = k, entonces f’(x) = 0.

Demostracion.

Lema 2.5 Si f es una funcion identidad, es decir f(x) = x, para todo x € (a,b), entonces

fl(x)=1.

Demostracion.

Lema 2.6 Sea f(x) = x", para todo x € R y n € Z. Entonces f(x) = nx""!.

Demostracion. Para probar este resultado, es importante recordar el Binomio de Newton, el cual

n
es: (a+b)"=Y (Z) a"kb*. Para esta prueba se toma a = x y b = h, en consecuencia,
k=0

fx+h) —f(x)

/ — 1/
f(x) = lim Y
iy A"
h—0

n

Z (Z)xn—khk — X

. k=0
= lim
h—0 h

n xnh0+ n Xn71h1+ n xn72h2_‘_ i n xnfkhk_xn
0 1 2 = k

= lim

h—0 h
n
X 4 (x4 Y (F) Rk —
= lim =3
h—0 h

h |:nxn—1+ (M) 2h+ i (Z)xn—khk—1:|
k=3

= lim
h—0 h

n " /n
—1i n—1 n—2h Xn_khk_l
e () £ )



2.2 Derivadas de funciones frascendentes

95

n—1 n
=nx 4+ <2>

=L

Lema 2.7 Si f(x) = \/x, para todo x > 0, entonces f'(x) =

1
2/x

Demostracion. Se obtiene la derivada de la funcién raiz cuadrada a través de la definicion de

derivada, como sigue

, L fxEh) —f(x) . Vx+h—yx
7o) = Jin - i =5
e \f[\/ﬁﬁf]
h—0 h VX+h++/x
e VAR (VR

P (VR V)

lim &
h=0 h(v/x+h+/X)
1
lim ———
h—=0 \/x+h++/x
1
2%

Note que la tercera igualdad arriba se verifica, pues el producto de dos numeradores es una diferencia

de cuadrados.

Lema 2.8 Si f(x) =

v/x, para todo x € R. Entonces, f’(x

1

—.
3v/x2

)=

Demostracion. Este caso es parecido al anterior, lo distinto resulta en la multiplicaciéon de una

elemento adecuado con el fin de formar una diferencia no de cuadrados sino de cubos, este proceso

se denomina racionalizacion.

= i LI _ g VT
f(x)_%ltl—lg h _}1,1—>0

ey VXA [(Vxth)? +\/x+hw+(y;)2

b0 h (Vx4 )2 + Vx4 h/x + (x)?
X+h—x

1

P R (VAT R+ Vit A+ (V)

(Va0 4 Va0 + (Va)?



96 Capitulo 2. Definiciéon y Propiedades de la derivada

Observacion 2.1 En general, por las propiedades de potenciacion y radicacién, toda raiz se puede
escribir como una potencia, luego su derivada se obtiene aplicando el Lema 2.6, para todo n € R.

En general, se deberd tomar en cuenta que x > 0.

5

= Ejemplo 2.7 Halle la derivada de la siguiente funcién f(x) = vx3.

< 3 . .
Solucién. En efecto, como f(x) = V/x3 = x3, entonces aplicando el Lema 2.6, se tiene

3-5
5

= Ejemplo 2.8 Halle la derivada de la siguiente funcién f(x) = v/x.

. 1 . .
Solucién. En efecto, como f(x) = y/x = x7, entonces aplicando el Lema 2.6, se tiene

1 11 1 _s 1 1
7 T S s
Otras funciones sumamente importantes son la exponencial y la logaritmica, por lo que a continua-

cién se obtienen sus derivadas, cuyas demostraciones dependen del limite algebraico fundamental,

el cual es: lim(1+x)7 =e.
x—0

Lema 2.9 Seaa >0y si f(x) = a*, para todo x € R. Entonces f’(x) = a*In(a).

Demostracion. En efecto, se tiene

—a lim @.11)

Ahora se analiza el limite en (2.11); para lo cual se define, ¥ := a'— 1, observe que, si h — 0

entonces ¥ — 0, esto se usard posteriormente. Por lo pronto se tiene que

V=i 1=—=4d"=¥+1
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— In(d") =In(¥ +1)

— h In(a) = In(¥+1)

_In(P+1)

= h=— @ 2.12)

Aqui es necesario la observacién anterior, en la cual, si # — 0 entonces ¥ — 0, ya que esto nos
permite cambiar la variable del limite original por uno equivalente utilizando ademds (2.12), como

se muestra a continuacion.

z

lim (@' - 1) = lim ————~
h—0  h ¥—0 In(W+1)
In(a)

In(a)

_ jim —12@)
V=0 In (W 1)¥

- In(a) (2.13)

ln{\}lfinm(‘l’+ 1)3,}
_ In(a)

(2.14)

=1In(a), (2.15)

donde (2.13) es producto de la continuidad del logaritmo, mientras que (2.14) es consecuencia del
limite algebraico fundamental. Finalmente, al sustituir (2.15) en (2.11) se concluye que f/(x) =

(@) =a*In(a). .

Observacion 2.2 Una particularizacién importante del lema anterior, se tiene al tomar: a = e,
donde e es la base de los logaritmos neperianos, en tal caso, se sigue que f’(x) = (') = e*In(e) =

e

Lema 2.10 Sea a > 0y f(x) = log,(x), para todo x > 0; entonces se verifica que f'(x) =

1
—log,(e).

Demostracion. En efecto, paraa > 0y x > 0 se tiene

1oy — i JETR) =) o log, (x+h) —log, (x)
e L

x+h
log,
, X
=lim———%

h—0 h
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I 1l x+h

=1lim--lo

h—0 h &a X
1_

h\ h
= 1fm |1 14—
i g, (1)

1
ot
h — 1 X
~ log, | lim (1 + x) h (2.16)
n—r
= log,[e]* (2.17)
1
— -1 .
< logy(e)

Note que (2.16) se verifica nuevamente por la continuidad del logaritmo; mientras que (2.17) es

consecuencias del limite algebraico fundamental. "

Observacion 2.3 Una particularizacién importante, del lema precedente, se establece al tomar:

a = e, en tal caso f(x) =log,(x) = In(x), de donde su derivada resulta: f’(x) = [In(x)]' = %ln(e) =
1
o

A continuacién se presenta una tabla de resumen, con las derivadas de funciones trascendentales,

mismas que en adelante se considerardn inmediatas.

fx) ') [ ')

k 0 a* a‘lna
X 1 e* e*
1
X ol log,(x) —log,e
X

Tabla 2.1: Derivadas de funciones trascendentales.

Combinando las derivadas de las funciones trascendentales y utilizando el teorema de las
propiedades, se puede obtener derivadas de funciones mas complicadas. As{ se presentan algunos

ejemplos.
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1
= Ejemplo 2.9 Si f(x) = —» parax # 0, —1. Determine f’(x), utilizando las propiedades de la
1+ =
x
derivada.

Solucién. En primer lugar, utilizando un poco de dlgebra se tiene que:

1 1 X
f=—T=mT=o7
1 1
14 X+ x+1
X X

Abhora, al aplicar la propiedad de la derivada de una divisién se sigue

(x) (x+1) —x(x+1)

/
f (X) - (X+ 1)2
Lx+1)—x(1)
GRS
1
(x4 1)
= Ejemplo 2.10 Si f(x) = %\/} para x > 0. Halle la derivada de dicha funcion, utilizando las

propiedades y derivadas de funciones trascendentales.

Solucion. En efecto, utilizando la propiedad de la derivada de un cociente se tiene que:

) = ()" (1 +v/x) = x(1+ V)’
(1+vx)?

1

i)
(V5P
2y/x+2x—x
2y/x(1+ V/x)?

2V/x+x

PNCIENGE

1 2 3
m Ejemplo 2.11 Si f(x) = — + — + —, para todo x # 0. Determine la derivada de esta funcion,
x x* x

utilizando las propiedades de la derivada.

Solucién. Utilizando la propiedades de la derivada de un cociente, se sigue que:

(Dx—1x)" (2% —2()"  (3)x"=3(*)

flx) = 2 + ()2 + (3)2
1 2(2x) 3(3x%)
R B
1 4 9
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= Ejemplo 2.12 Sea f(x) = x> +ax + b para todo x € R. Hallar los valores de a y b tales que la

recta y = 2x sea tangente a la grafica de f en el punto (2,4).

Solucién. Por hipétesis se tiene que la pendiente de la recta es m = 2, luego esta es la misma
pendiente de la tangente a la gréfica de f en el punto (2,4). Se procede a obtener la deriva general

de f. En efecto, se tiene:
f'(x) =2x+a.
Luego, m = f'(2) =2(2) + a = 4+ a. Ahora como m = 2, entonces
d4+ag=2—7a=2—-4=-2.

Finalmente, por hipétesis se tiene que f(2) = 4, y por otro lado f(2) =22 +a(2)+b=4—2(2) +

b =4 —4+4 b = b; entonces, igualando las dos ecuaciones se concluye que b = 4.

2.2.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 2.1 Hallar la derivada de las siguiente funciones utilizando la definicion.

4x—7
a) f(x) = 3x% — 5x+4 b) f(x) = )ﬁxﬂ

4 e — 27—l
C)f(x):m d)f(x):w
e) f(x) =58 +2x% —dx+1 ) f(x) =x—x+2x*+3

— X x2
o) fl) = 2t B ) = /153

T loxtxi-x

. =3 : VI-B 415
l)f(x):m%sxﬂ J)f(x):%-

Ejercicio 2.2 Aplicando las propiedades y la regla de la cadena, derive las siguientes funciones.

4 7
a) f(x) = (5 —4x* =32 427 +x =51 b) fx) = <x3x_22x>

_73 2_4
O fl) = X 4 d) £(x) = (10x* — 8% 4 5 — 32020

o =3P A = 9% — 8x* +6x2—9 2001
aﬂm=¢6ﬁﬁy = (2
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Ejercicio 2.3 Suponiendo la existencia de las siguientes funciones en dominios apropiados,

determine su derivada a través de su definicion.

a)ﬂ@_3x+§x 7.
by £00) = 5x—k2

¢) f(x)= (3x—i—2)

D fx) = 2x4—5‘

e) f(x)= 2;:31'

o =i
g f(x)= 25x—31—x

Ejercicio 2.4 Suponiendo que las funciones logaritmicas siguientes estdn bien definidas, deter-
mine su derivada utilizando las propiedades y la regla de la cadena.

a) f(x)=1In(2x—3).

(
b) f(x) =In(5x—3)3.
©) f(x)=In(v3x+5)>.
d) f(x) =a logy(7x).
e f(x): (2 Sx)
f(x)=x In(5x+7)—8x.
2) f(x>= ?In(x)].
h) f() =5 In(V32+9+x) +5v32 0.
b g =2 | B0 g
) ()= 3V3P+16—2In (V¥ +16—x).
_ 2 log(?+11)
k) f(x)= D e 3
D f(x)= 3 ln(\/?+5x)+5x(4x26+1)2 _3x\/59xzﬁ'

0) f(x) =25 log(10x).
)1 x+1
m) f(x) = In(1—x)""*+In(x+1)

2
o -4 2 en(5)]
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I Ejercicio 2.5 Si f(x) = "2+ 3x+2, determine g'(9), sabiendo que g(x) = f~'(x).

Ejercicio 2.6 Sea la funcién f : R — R con segunda derivada continua inclusive. Si f(zx) =

1
1 f(x), para todo x, € R. Demuestre que f(x) = §D2f(0) -x?, para todo x € R,

Ejercicio 2.7 Utilizando las propiedades y la regla de la cadena, determine las derivadas de las

siguientes funciones exponenciales, asumiendo que las mismas existen.

a) f(x)=

b) f(x) = —3pe 22

) flx)=

d) f(x)= —2axe xz.

e) f(X) i gxz 5
flx)=e* sz( —16x%).

g2 f(X) =3* +5x.

h) f(x) =3x*—2x In(10).

i) f(x) =100+,

) f(x)=—15""In(20).

K) f(x)= pin(ax+c)

) f(x)=b"0"91n xfg).

m) f(x) 7x+10

n) f(x)=9""In(7x—10)

i) f(x) = (3¢ )
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3. Derivadas Trigonométricas e Hiperbdlicas

Es de notar la gran importancia que tienen las funciones trigonométricas e hiperbdlicas en
aplicaciones reales, como por ejemplo en el andlisis espectral de Fourier como herramienta para el

procesamiento de series de tiempo aplicadas a sismos o andlisis del clima.

3.1 Derivadas de Funciones Trigonométricas

En esta subseccion, se obtiene las derivadas de las seis funciones trigonométricas como son el

seno, el coseno, la tangente, la cotangente, la secante y la cosecante. Se sabe que,

~ sen(x)

tan(x) = cos(x)

~ cos(x)

cotlx) = sen(x)
1

seclx) = cos(x)

csc(x) = senl o

Por tal circunstancia, se procede a obtener las derivadas del seno y del coseno a partir de la
definicién de derivada; mientras las derivadas del resto de funciones trigonométricas se las obtiene

utilizando las propiedades de la derivada, en funcién del seno y coseno.
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Lema 3.1 Sea f(x) = sen(x), para todo x € R. Entonces f’(x) = cos(x).

Demostracion. En efecto, al utilizar la definicion de derivada, se tiene:

f/(x) = Ilim M — lim SCH(X—i—h) - Sen(x)
h—0 h h—0 h
Xt+h—x X+h+x
2sen | ———— |cos | ——=——
= lim 2 2 o
N h—0 h )
sen h
= lim 72 lim |cos + ﬁ
0 h h—0 )
2
1-cos | lim |x+ h 32
= . i x - ‘
h—0 2

= cos(x).

De donde (3.1) es consecuencia de la conocida identidad trigonométrica:

oa+p
2

sen(a) —sen(f) =

a J—
2sen <2B> cos () ; mientras que (3.2) se justifica por la continuidad del coseno. "

Lema 3.2 Sea f(x) = cos(x), para todo x € R. Entonces f’(x) =

—sen(x)

Demostracion. De la definicion de derivada, se tiene:

£ = tim LEHN =) f(x+h)— f(x) — lm cos(x+h) —cos(x)
h—0 h h—0 h
<x+h x) (x+h+x)
—2sen _
= ]1113?) 3.3)
(3)
= —lim 2 - lim [sen (x—i—h)]
0| R | hso0 2
2
= —1-sen (h’m [x—&— h]) (3.4)
h—0 2

= —sen(x).

Note que (3.3) es consecuencia de la identidad trigonométrica:

cos(at) — cos(B) = —2sen <°‘;B> sen (O‘

mientras que (3.4) es producto de la continuidad del seno.

)
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Abhora las derivadas de las funciones trigonométricas faltantes, son consecuencia de los dos
lemas anteriores y de las propiedades de la derivada de una funcién. Estos resultados se recojen en

el siguiente lema.

Lema 3.3 Se supone la existencia de las siguientes funciones trigonométricas en sus dominios

correspondientes.
a) Si f(x) = tan(x), entonces f’(x) = sec?(x)
b) Si f(x) = cot(x), entonces f'(x) = — csc?(x)

(x)
¢) Si f(x) =sec(x), entonces f’(x) = tan(x) - sec(x)
fx) )

( (x) =
d) Si csc(x), entonces f’(x) =

flx —cot(x) - csc(x)

Demostracion. Supongamos que las funciones trigonométricas existen en sus dominios siguientes,

entonces

a) Como f(x) =tan(x) = zzrsl g; , entonces al aplicar la propiedad de la derivada de una cociente

se sigue que:

70 = an(oy = BenlL oty Zsentcostr)
cos(x) cos(x) — sen(x) [—sen(x)]
cos?(x)
_ cos?(x) + sen?(x)
cos?(x)
I
cos?(x)

= sec?(x).

os(x)

sen(x)

b) Para este item, observe que f(x) = cot(x) = , luego utilizando las propiedades se

tiene:

f(x) = [cot(x)]" = [cos(x)]" sen(x) —cos(x) [sen(x)]

sen?(x)
~ —sen(x)sen(x) — cos(x) [cos(x)]
B sen?(x)
_ sen’(x) + cos?(x)
sen?(x)
B 1
T sen?(x)

= —csc(x).



106 Capitulo 3. Derivadas Trigonométricas e Hiperbdlicas

1
¢) En este caso, se tiene f(x) = sec(x) = ——, luego
c

os(x)

f(x) = [sec(x)] = 1] cos(xc)o;((i)) [cos(x)]

(0) sen(x) — [—sen(x)]

cos?(x)
_ sen (x)
cos?(x)
sen(x) 1

= tan(x) - sec(x).

cos(x)

, de donde:
sen(x)

d) Finalmente para este literal se tiene, f(x) = cot(x) =

[1]sen(x) — 1 [sen(x)]’
sen?(x)

f1(x) = [ese(x)]) =

Por facilidad, para la utilizacién posterior, estos resultados se resumen en la siguiente tabla.

f(x) f'(x)
sen(x) cos(x)
cos(x) —sen(x)
tan(x) sec?(x)
cot(x) —csc?(x)
sec(x)  tan(x)sec(x)
csc(x)  —cot(x)csc(x)

Tabla 3.1: Derivadas de funciones trigonométricas.

Ahora, combinando las derivadas de funciones trascendentes, trigonométricas y las propiedades;
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es posible extender el espectro de funciones de las cuales se puede obtener sus derivadas.

1
2

x+sen(x)

= Ejemplo 3.1 Halle la derivada de la siguiente funcién, f(x) =

Solucién. En efecto, de las propiedades de la derivada se tiene,

_{H_((H'COS(X)Z)}Z (x+sen(x))? +2 4 2cos(x)

Fla) = x-+sen(x)) _ (x+sen(x))?
]

CEs sen(x))? +2cos(x) +2
(x? +xsen(x) —2)?

u Ejemplo 3.2 Determine la derivada de la funcién que se da a continuacién, f(x) = 4x?cos(x)

Solucién. A partir de las propiedades vistas, se sigue,

f'(x) =4 [2xcos(x) +x*(— sen(x))]
= 8xcos(x) — 4x*sen(x).
sen(x) — 1

cos(x)+1

Solucién. Usando las propiedades de la derivada se tiene,

» Ejemplo 3.3 Calcule la derivada de la funcién, f(x) =

cos(x) [cos(x) + 1] — [sen(x) — 1] (—sen(x))

flo)= [cos(x) +1)*
_ cos?(x) + cos(x) +sen?(x) — sen(x)
[cos(x) +1]?
_ 1+ cos(x) —sen(x)

[cos(x) 4 1]

. _ . sen(x) six<c,
» Ejemplo 3.4 La funcién f estd definida por: f(x) =
ax+b six>c,

Halle a y b de tal forma que f(c) exista

Solucién. Sabemos que la derivada en un punto existe, si y solo si las derivadas laterales en

dicho punto existe, por lo tanto

1fm fle+h)—f(c) ~ lim a(c+h)+b—sen(x)
h—0+ h h—0+ h

file) =
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— tm <a+ ac+b— sen(c)>

h—0+ h

<ac+b—sen(c)>

= 1/
a+ lim W

h—0t

De donde, como el denominador tiende a cero,entonces la fraccién tiende a infinito, excepto si el
numerador es cero, en tal caso el limite existe y vale cero.Luego como los limites laterales entonces,

necesariamente ac +b — sen(c) = 0, en consecuencia f' (¢) = a. Po otro lado,

- fle+h)—f(c) sen(c+h) —sen(c)

/ — 1/ — 1/
F-() h—0- h hi%l* h
5 sen ct+th—c cos ct+h+c
= lim 2 2
h—0- h
(5)
sen 5
= lim Iim cos <c—i— )
h—0- h h—0-
2
= cos(c)

Ahora como f’(c) existe, entonces necesariamente f} (¢) = f’ (c), luego igualando las dos ecua-
ciones se tiene que a = cos(c). Finalmente del hecho, ac + b — sen(c) = 0, se sigue que: b =

sen(c) —ac = sen(c) — ccos(c).

Derivar las siguientes funciones en dominios donde tenga sentido, utilizando los teoremas de
la propiedades y la regla de la cadena.

2 2
= Ejemplo 3.5 Halle la derivada de la siguiente funcién, f(x) = Seli(j—)%?)(X)
sen(x

Solucién. De las propiedades y teoremas precedentes se sigue,

(cos(x?)2xsen?(x) +sen(x?)2sen(x) cos(x)) (1 + sen(x)) — sen(x?) sen?(x) cos(x)

/
X) =
) [1 4 sen(x)]*
 (2xsen?(x) cos(x?) + sen(2x) sen(x?)) (1 + sen(x)) — cos(x) sen?(x) sen(x?)
[14sen(x)]* '
. . . o . sen(x)
= Ejemplo 3.6 Determine la derivada de la siguiente funcién, f(x) = in(x)

Solucién. En efecto,
_cos(x)In(x) — sen(®)

/ X
In?(x)
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_ xcos(x)In(x) — sen(x)
xIn?(x)

= Ejemplo 3.7 Calcule la derivada de la funcién, f(x) = sen®(cos(2x)).

Solucién. Se tiene, en efecto que,

f'(x) = 2sen(cos(2x)) - cos(cos(2x))(—sen(2x))(2)

= —4sen(2x) sen(cos(2x)) cos(cos(2x)).

1
» Ejemplo 3.8 Determine la derivada de la siguiente funcién, f(x) = %.
1 —sen(x)
Solucién. De los teoremas anteriores se tiene,
() 1 cos(x)(1 —sen(x)) — (—cos(x)) [sen(x) + 1]
X)) =
sen(x) + 1 [1 —sen(x))?
1 —sen(x)

1 4/1—sen(x) cos(x) — sen(x) cos(x) 4 sen(x) cos(x) 4 cos(x)

2 sen(m) 1 [1—sen(x)]?
cos(x)y/1—sen(x)

B v/sen(x) + 14/1 —sen(x),/1 —sen(x)(1 —sen(x))

cos(x)
1 —sen?(x)(1—sen(x))
_ cos(x)
\/cos?(x)(1 —sen(x))
1
T 1- sen(x)’

= Ejemplo 3.9 Calcule la derivada de la funcién, f(x) = y/sen(In(2x))
Solucion. Note que f(x) = y/sen(In(2x)) = [sen(In(2x))] %, de donde al derivar tenemos

£ = % fsen(In(2x))] cos(m(zx))zi 2

~ cos(In(2x)) i
2 sen(In(2x))

» Ejemplo 3.10 Halle la derivada de la funcién, f(x) = %2

Solucién. Usando la derivada de la exponencial, del seno y la regla de la cadena se tiene,

£'(x) = 2cos(2x) ™).
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u Ejemplo 3.11 Halle la derivada de la funcién, f(x) = csc?(x) + sec?(x)

Solucién. Utilizando las derivadas de funciones trigonométricas y la regla de la cadena, se

tiene,

f'(x) = —2csc(x) esc(x) cot(x) + 2 sec(x) sec(x) tan(x)

= —2csc?(x) cot(x) + 2sec?(x) tan(x)

1 cos(x) 1 sen(x)

sen?(x) sen(x) cos2(x) cos(x)

_ —2 [cos?(x) —sen?(x)]
8sen?(x) cos?(x)
8
_ —16cos(2x)
~ sen3(2x)

= Ejemplo 3.12 Determine la derivada de la funcién, f(x) = cos(mx?)

Solucién. De la derivada del coseno y regla de la cadena se tiene,

f(x) = sen(mx’) (37x?)

= 37x? sen(7mx’).

= Ejemplo 3.13 Determine la derivada de la funcién, f(x) = tan® (%)

Solucién. En efecto, derivando la la tangente y usando la regla de la cadena se tiene,

f'(x) = 3tan® (%) sec’ (g) (;)

3
= Etan2 (%) sec? (x) .

= Ejemplo 3.14 Calcule la derivada de, f(x) = sec(2x> +x).

[\O}

Solucién. Por la regla de la cadena se tiene,

f(x) = sec(2x® 4 x) tan(2x” +x)(6x> + 1)
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» Ejemplo 3.15 Determine la derivada de la funcion, f(x) = 4sen <x+1>
x

Solucién. En efecto, se tiene que,

£ (x) = 4cos (x:) (1(x+1)—1(x_1)>

X (x+1)2
x—1 x+1—x+1
=4cos
x+1 (x+1)2
_ 8 cos x—1
C (x+1)2 x+1

= Ejemplo 3.16 Calcule la derivada de la funcién, f(x) = sec(x?)cos(4x).

Solucién. Usando las derivadas de funciones trigonométricas, propiedades y la regla de la

cadena se sigue,

f'(x) = cos(x*)3x% cos(4x) — sen(4x)4 sen(x°)

= 3x7 cos(x®) cos(4x) — 4sen(4x) sen(x’).

= Ejlemplo 3.17 Determine la derivada de la funcién, f(x) = x*sec® (2x) + 5xcsc*(x*) — 6.cot? (£)

Solucion. En efecto, se tiene

f(x) = 4x sec® (2x) + x*3 sec (2x) sec(2x) tan(2x) + Scsc? (1) + 5xd esc? (x3)
— csc(x3) cot(x3)(3x2) —6-2cot <f> (— csc? <£>> (i)

T T T
= 4’ sec®(2x) 4 6x* sec? (2x) tan(2x) + S esc? (x*) — 60x% csc? () cot ()

12 X 2 (X
+ —cot (—) csc (—) .
T T T

= Ejemplo 3.18 Derive la siguiente funcion, f(x) = tan <

=

Solucion. Por propiedades de la derivada se tiene,

f/(x)zsecz< 2 ><_2\/xf_2\/2)%>

xVx—2 X2 (x—2)

 —4x+4 sec2< 2 )
x2y/(x=3)3 x/x—2

= Ejemplo 3.19 Derive la funcion, f(x) = cscv/57 — 3x.
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Solucién. Se tiene que,

f(x)= —csc(\/ﬂ) cot (\/ﬂ) <

_ 3cse(v/5m—3x) —cot(v/5 — 3x)
B 251 —3x

-3
2\/57t—3x>

= Ejemplo 3.20 Derive la funcién, f(x) = sec?(x —2)tan(x — 2).

Solucién. En efecto, se tiene,

f'(x) = 2sec(x — 2) sec(x — 2) tan(x — 2) tan(x — 2) + sec (x — 2) sec® (x — 2)

=2sec?(x —2)tan®(x —2) +sec* (x — 2)

= Ejemplo 3.21 Determine la derivada de la funcidn, f(x) = In(sec(2x)).

Solucién. En efecto, tenemos

= Ejemplo 3.22 Derive la funcién, f(x) = In(tan(3x)).
Solucién. Por la regla de la cadena, se sigue,

1

/ o 2 .
flx)= () sec”(3x)-3
~ 3sec?(3x)
~ tan(3x)
ex
Ej lo 3.23 Hallel i = .
= Ejemplo 3.23 Halle la derivada de, f(x) sen(20)

Solucién. Por las propiedades de la derivada se tiene,

e* [sec(2x)] —2¢* [cos(2x)]

fix) = sen?(2x)
_ €[sen(2x) —2cos(2x)]
sen?(2x)
o sen(2x) cos(2x)

sen?(2x)  sen?(2x)

= ¢"[csc(2x) — 2 cse(2x) cot(2x)]
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= e*csc(2x) [1 —2cot(2x)].

= Ejemplo 3.24 Derive la funcion, f(x) =1/1—+1—+2x
Solucién. En efecto, se tiene,

-1 -2

:4\/5\/1—\/5\/1—\/1—\/5'

= Ejemplo 3.25 Derive la siguiente funcién, f(x) = sen’ ( cos(x) + 5).

Solucion. Por la regla de la cadena se tiene,

f’(x) = 3sen’ ( cos(x) +5) cos ( cos(x) +5> . (—sen(x))

2y/cos(x)+5
—3sen(x)sen (W) sen (%/cos(xﬁ)
B 4,/cos(x) +5

= Ejemplo 3.26 Derive la funcién, f(x) = sen’®(cos?(x)) +sen®(cos?(x)).
Solucién. Usando la regla de la cadena y las derivadas de funciones trigonométricas, se tiene,
f(x) = 3sen?(cos?(x)) cos(cos?(x)) [—2cos(x) sen(x)]
+2sen(cos’ (x)) cos(cos? (x)) -3 cos?(x) sen(x)]

—= —3sen(2x) cos(cos>(x)) sen?(cos?(x)) — 3sen(2x) cos(x) sen(cos® (x)) cos(cos® (x))

= —3sen(2x) [cos(cosz(x)) sen’(cos?(x)) 4 cos(x) sen(cos® (x)) cos(cos® (x))] -

= Ejemplo 3.27 Halle la derivada de la funcién, f(x) = cos(sen(—cos(7x))).

Solucion. En efecto, tenemos,

f'(x) = —sen(sen(—cos(7x))) - cos(—cos(7x)) - sen(7x) - 7

= —7sen(7x) - cos(—cos(7x)) - sen(sen(—cos(7x))).

= Ejemplo 3.28 Calcule la derivada de la funcién, £(x) = In(x) In?(In(6x)).
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Solucién. De la regla de la cadena, seguimos que,

flx)= % In2(In(6x)) + 21In(x) In(In(6x)) - Tl %

2.

— L inin6x)) (1n(1n(6x>) +

X

3.2 Derivadas de Funciones Hiperbdlicas

En este apartado,se establece las definiciones del seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico, pos-
teriormente se obtienen sus derivadas correspondientes, con el fin de establecer a partir de estas

ultimas las derivadas del resto de funciones hiperbdlicas.

Definicion 3.1 Se define la funcién seno hiperbélico, notado por senh, como sigue:

R—R
senh = x

x+—  senh(x) := c-¢

2

Definicién 3.2 Se define la funcién coseno hiperbdlico, notado por cosh, como:

R+—R
senh = X ,—X
x+—  cosh(x) := ¢ +2€

Observacion 3.1 Se establece a continuacién una relacién itil e importante.

e\ 2 X a2
coshz(x)—senhz(x):<ex+2€ >_<e 26 )

4 4
_ 62x+2+e—2x_62x+2_e—2x
B 4

=1

Definicion 3.3 Se establece el resto de funciones hiperbdlicas.

a. Tangente Hiperbdlica, se nota mediante tanh y se define como:

X —X
tanh(x) := senh(x) = ¢ —ei , para todo x € R.

cosh(x) e*4e*
b. Cotangente Hiperbdlica, se nota mediante coth y se define como:
_cosh(x) e"4e*
~ senh(x) e*—e ™’
c. Secante Hiperbdlica, se nota mediante sech y se define como:

1

cosh(x) e‘+e
d. Cosecante Hiperbdlica, se nota mediante csch y se define como:

coth(x) : para todo x € R — {x|senh(x) = 0}.

sech(x) := —, para todo x € R.
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1 2
I csch(x) = senh(x) = = Para todo x € R — {x|senh(x) =0}

En la siguiente proposicion, se presentan las derivadas de todas las funciones hiperbdlicas,
definidas anteriormente; sus demostraciones estdn dadas en funcion de las propiedades de la

derivada vista en secciones anteriores de este capitulo.

Proposicion 3.4 Se considera las siguientes funciones definidas en sus dominios correspondientes.

1) Si f(x) = senh(x), entonces f’(x) = cosh(x).

2) Si f(x) = cosh(x), entonces f’(x) = senh(x).

3) Si f(x) = tanh(x), entonces f'(x) = echz( )

4) Si f(x) = coth(x), entonces f'(x) = —csch?(x).

5) Si f(x) = sech(x), entonces f’(x) = —sech(x)tanh(x).
5) Si f(x) = csch(x), entonces f'(x) = —csch(x) coth(x).

Demostracion. 1) Aplicando la derivada de un cociente se tiene:

F(x) = (senh(x))’ = (exz"’_x> _ % [ — (—e™)] = e”;_x — cosh(x).

2) Por la regla de la derivada de un cociente se tiene:

£'(x) = (cosh(x)) = <ex+2‘3x) = % [+ (—e™)] =< S = senh(x).

3) Aplicando la derivada de un cociente se tiene:

f'(x) = (tanh(x))’ = CZISIEEX),

_ [senh(x)]’ cosh(x) — senh(x) [cosh(x)]’
cosh?(x)

B cosh?(x) — senh?(x)

B cosh?(x)

= sech?(x).

4) Por la derivada de un cociente se tiene:

10 = comy = (S0}

[cosh(x)]’ senh(x) — cosh(x) [senh(x)]’
senh?(x)
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B senh?(x) — cosh?(x)
B senh?(x)

= —csch?(x).

5) De forma similar, por la derivada de un cociente se tiene:

£'(x) = (sech(x)) = (Cos:l(x)>/

_ [1)'cosh(x) — 1 [cosh(x)]’
B cosh?(x)

~ —senh(x)

~ cosh?(x)

= —csch(x) tanh(x)

6) Finalmente, por la derivada de un cociente se tiene:

F(x) = (csch(x)) = <sen111(x))/

_ [1]'senh(x) — 1 [senh(x)]’
senh?(x)

_ —cosh(x)

~ senh?(x)

= —csch(x) coth(x).

= Ejemplo 3.29 Considere la existencia de la siguiente funcién en un dominio apropiado, f(x) =
4 2
—2x- -3
tanh(x) — cos(x) cosh(x) + T =" 7 Determine su derivada
sech(x)

Solucion. Usando las propiedades de la derivada se tiene:

Y2337
£(x) = [tanh(x)]' — [cos(x) cosh(x)]' + [seczh(x)?
= sech?(x) — [— sen(x) cosh(x) + cos(x) senh(x)]
(4x® — 6x%)sech(x) — (x* — 2x* — 3)(—sech(x) tanh(x))
* ( sech?(x) )

= sech?(x) + sen(x) cosh(x) — cos(x) senh(x)

4x® — 6x% + (x* — 2x* — 3) tanh(x)
+
sech(x)
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m Ejemplo 3.30 Determine la derivada de la siguiente funcién suponiendo que existe la misma.

tanh
f(x) = esch(x) In(x) — ari/éx)
Solucién. En efecto, usando las propiedades de la derivada se tiene:
tanh(x) )’
'(x) = [esch(x)In(x)]" —
79 = s~ ()
tanh(x)
sech?(x)/x —
h
= —csch(x) coth(x) In(x) 4+ cscx(x) - . 2V

csch(x)  2x sech?(x) — tanh(x)
x 2xy/x

csch(x) sech?(x)  tanh(x)

+
X VX 23

= —csch(x) coth(x)In(x) +

= —csch(x) coth(x) In(x) 4+

3.2.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 3.1 Halle las derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x) = In[sen(2x)] b) f(x) =7 In[tan(3x)]
5(,2
¢) f(x) = {/cos?[tan(x) — 53 sen(x)] d) f(x)=Tn | — (x(;())s—(Zx)tan =
e) f(x) = Ci:(;z)i _C(t):ié;) f) f(x) = sen*[tan \/x — cos(x? + 2x+)]
_In[cos(x)] —xIn[sen(x)] x> —8x? —7x+5sen(x)
g) fx) = 1 — cos?(x) h) fx) = x> —3x3 4 sec(x)

_ log, [sen(ax) — cos(ax)]

i) £l = e J) £(3) = Infsen () — ese(x?)] '~
i — o
K) () = sec(@® +V2x=3) —tan’(sP) 1) f(¥) = o5 ie\f;)(X)
sen? (x)~65en(x) +9. ~ In[xsen?(x) — cos(x)]

m) f(x) — a9c052(x)—6cos(x)+] n) f(x) —

0) F(x) = csc (Cosl(i) = jztgg(x) )

q) f(x)= \/ln(sen2 (x)) +cos(Vx2—5x)  r) f(x) = sen(2v/x) cos(2y/x) — sen’(x)
n(sen(x) — X a sen(x)—csc(x)
s) f(x) = vl Ese (%)  cosl )i 1) f(x)

e V/In(sen(x)) — cos(x Y tan(x) — 7sen(x) +8x

x?cos(x) + sen(x)

p) flx)= \/tan(x) — tan?(x) — cos(x2)
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Ejercicio 3.2 Derive las siguientes funciones.

1

senh(x3) b) g(x) = tanh(y/x) — csch(coth(x?))

a) g(x) = cosh (x> — 5x+4) —

_ (
senh(x® — 2x + 1) 1 —senh(x) 4 cosh'x)
c) glx) = 5) — d) g(x) = \/ 2
csch?(142x —x?) senh”(x) — sech(x)
e[senh(x)+2cosh(x)] 5x3 — 7x +9

el = \/ tanh(x2) + sech?(x) 2SS v/ coth(x) — 2senh(x)
B 2senh(x* —1) _ cosh(y/%) — In(x)*enh)
8)glx) =1In Losh(x) + tanh(x) — e* h) 8(x) = 1+ x+ 22

i) g(x) = esch*(log(x — x*)) + tanh(v/x) j) g(x) = v/xsenh?®(x) + /sech(x)

Ejercicio 3.3

Dadas las siguientes funciones reales f(x) = y/senh(x) +cot(x) y g(x) = €/cos(?;x)—:—ssenh(x)
Determine: ’

a) (fog)'(x)y (g0f) (x).

b) (fog) (;) :

) (flog)(x)y (fog')(x).

d) \/f'(1) —In[(g’o f)(—1)].
o In(7(0)+1)
cosh(g’(0)—1)"
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4. Derivadas Inversas, Implicitas y Superiores

En este capitulo, se analiza las derivadas de algunos tipos de funciones no consideradas

anteriormente como son: derivadas de funciones inversas, implicitas y en general de orden superior.

4.1 Derivadas de Funciones Inversas

En este apartado se presenta el teorema de la derivada de la funcién inversa, que posteriormente

serd de gran utilidad para obtener las derivadas de una gran variedad de funciones inversas como

las trigonométricas.

Teorema 4.1 Sea f una funcién biyectiva continua y derivable en xy. Si f/(xp) # 0 entonces

£~ ! es derivable en yp = f(xo), cumpliéndose la siguiente igualdad:

1

—1\/ _
V00 = 5T

Demostracion. Tome & un elemento del dominio de f cercano a xo, entonces como f es biyectiva,
existe y, tal que & = f~1(y).

Ademis yo = f(xo) lo que es equivalente a xo = f~!(yo), en consecuencia
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de esta ultima igualdad al sacar el limite, se obtiene

)=o) 1 Sy ()
Iim = &) —fx) = (f)) = )

Y=o Y—>Yo0 lim

(: —X0 5

X0

A continuacién se presenta una proposiciéon donde se obtiene las derivadas de algunas funciones

trigonométricas inversas.

Proposicion 4.2 Sea x € (—1, 1) entonces:

1
i) arcsen’(x) = T
—x
1
i) arccos’(x) = — :
V1—x?
. ’ 1
i) arctan’(x) = i VxeR
x

Demostracion.

i) Por el Teorema 4.1 se tiene que

arcsen’(x) = __
~ sen’(arcsen(x))
1

B cos(arcsen(x))’ @1

Note que por la identidad trigonométrica fundamental, se tiene que:

[sen(arcsen(x))]? 4 [cos(arcsen(x))]* = | = x* 4 cos®(arcsen(x)) = 1

= cos(arcsen(x)) = /1 —x2, 4.2)

al sustituir (4.2) en (4.1) se concluye

1
V1—x2

arcsen’(x) = , Vxe(—1,1).

ii) Por el Teorema 4.1 se tiene que

L 1
arccos’(x) = cos’ (arccos(x))
1
~ “sen(arccos(x))” "
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Note que por la identidad trigonométrica fundamental, se tiene que:
[sen(arccos(x))]* + [cos(arccos(x))]* = 1 = [sen(arccos(x))]* + x> = 1
— sen(arccos(x)) = V1 —x2, 4.4
al sustituir (4.4) en (4.3) se concluye
arccos’(x) = ! Vxe (—1,1)
/1 — x2 Y Y
iii) Por el Teorema 4.1 se tiene que
arctan’(x) = !
~ tan/(arctan(x))
1
B 4.5
sec?(arctan(x)) “45)
Note que por la identidad conocida sec?(x) — tan?(x) = 1, se tiene que:
[sec(arctan(x))]? — [tan(arctan(x))]> = 1 = [sec(arctan(x))]> —x* = 1
— sec?(arctan(x)) = 1 +x%, (4.6)

al sustituir (4.6) en (4.5) se concluye

arctan’ (x) = Vx e R.

a2

= Ejemplo 4.1 Derive la siguiente funcién, f(x) = arctan(x?)

Solucién. Por la regla de la cadena se tiene,

1
T+ ()
B 3x?
IR

3x?

f'(x)

a Ejemplo 4.2 Calcule la derivada de la siguiente funcién, f(x) = arc sec(r>x>)
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Solucién. En efecto, tenemos

2

f'(x)

1 3,2
= 3rox
[r2x3]/(r2x3)2 — 1
3
B \x|\/r4x6—1'

t 1
= Ejemplo 4.3 Halle la derivada de, f(x) = W
nx—

Solucién. Usando la regla de la cadena, propiedades de la derivada y los teoremas precedentes

tenemos

1
- n(x—1)—
14 (x+1)2 nix—1) x—1

Fe) = In®(x+1)
_ (x=1)In(x—1) — (x* +2x+2)arctan(x+ 1)
B (x—1)(x2+2x+2)In*(x — 1)

-arctan(x+ 1)

21n(x?
= Ejemplo 4.4 Halle la derivada de la funcién, f(x) = arcselr1((21)1(x))
n(x
Solucién. en efecto se tiene,
1 4 2
e —;C -In(x?) —arc sen(21n(x2))—)2€
/ 1—[2In(x2)* * *
f (x = 0
[In(x?)]

41n(x?) — 2arcsen(21n(x?))4/ 1 — 41n?(x2)

xIn?(x2)4/1 —41n%(x2)

o2
m Ejemplo 4.5 Calcule la derivada de, f(x) = arccos ( >
1) o

Solucién. Por la regla de la cadena se tiene,

22
Fo)= e YR
AN (VP
1— (=
()
B Y
or 2x—e
2x
2/ 2x

N
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2

e
C 2x/2x — &

a Ejemplo 4.6 Derive la siguiente funcién, f(x) = sen™! (7 — x?)
Solucion. En efecto tenemos,

1

f’(x) = m (—2x)
B —2x
V1= (m—22)?

b
= Ejemplo 4.7 Derive la funcién, f(x) = cot™! <>
X
Solucién. Se sigue de la regla de la cadena y teoremas precedentes que,

St S
f(x) 1+<2>2 (x2>

X2+ b?
x2 5
X
_b
x2 4+ b2

= Ejemplo 4.8 Derive la funcién, f(x) = csc™! (bi)
X

Solucién. En efecto se sigue que,

FN s B =
WT )

la| Va*—b%x?
|bx| |bx]
ab2 2
 |albx®va® = b2x?

_ ab

 alVa? =22

(b )

= Ejemplo 4.9 Determine la derivada de la funcion, f(x) = sec™! [(ax+b)?].
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Solucién. Por la regla de la cadena se tiene,

"(x) = ! -2 (ax -a
A (ax+Db)*\/(ax+b)*—1 2(ax+b)
2a

(ax+b)\/(ax+b)*—1

= Ejemplo 4.10 Calcule la derivada de la funcién, f(x) = sen™!(sen(x)).

Solucion. Tenemos,

» Ejemplo 4.11 Determine la derivada de la funcion, f(x) = arctan(In(x)) + In(arctan(x))
Solucién. Por las propiedades precedentes se tiene,

I T B 1

T 14Ini(x) x * arctan(x) 14x2
1 1

x[1+1n?(x)] * [1+ x2] arctan(x)

f'(x)

= Ejemplo 4.12 Derive la funcién, f(x) = arccos(—2x)
Solucién. Por la regla de la cadena se tiene,

) —

2
V142

» Ejemplo 4.13 Derive la funcién, f(x) = arccot*(x?)

Solucion. En efecto, tenemos,

f'(x) = 4arccot® (x) (H_—?;z)z>

_ —12x%arccot’ (x%)
B 1+x6
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1
= Ejemplo 4.14 Derive la funcién, f(x) = arcsen <1 n )
X

Solucion. Por las propiedades anteriores se sigue,

I TR
o 1 \2 L(I—-x)
) (11x>
(1—x)? 0&?;;1
1

(1—x)V1—2x+x*—1
1

(I —x)y/x(x—2)

= Ejemplo 4.15 Determine la derivada de la funcién, f(x) = arctan(x*v/9x —9).

Solucion. Por la regla de la cadena se tiene,

/ 1 2 9
fB= [x2/0x—9]’ <2xm+x m)
B 1 4x*(9x —9) +9x?
1 +x*(9x—9) < 2v/9x—9 >
_ 36x° —27x%
2(9x5 —9x44+1)v/9x—9
3x%(4x —3)

T 2096 — 9+ 1)va—1
= Ejemplo 4.16 Calcule la derivada de la funcién, f(x) = arccsc(ax? — 2bx + 3c)arc sec(x)

Solucion. En efecto, tenemos,

—1
 Jax2 —2bx+3c| V(ax? —2bx+3c)2 — 1
B —2x+2b
lax? —2bx +3c| \/(ax? — 2bx+3c)? — 1

f'(%) - (2ax —2b)

1
» Ejemplo 4.17 halle la derivada de la funcién, f(x) = arctan ( IJ(CI—F)) .
n(l—x
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Solucion. Por la regla de la cadena y los teoremas precedentes se sigue que,

1 In(1—x)—(x+1)- 1_—1x
f’(x)zl T+ 1 lnz(l—x)
+<mu—@>

__ In(1-x) '<(1—x)ln(1—x)—|—x+l>
x+1+In(1—x) (1—x)In*(1 —x)

B In(1—x)"+x+1

~In(1—x)"*[In(1 —x) +x+ 1]

4.2 Derivadas Implicitas

Hasta este punto hemos trabajado con funciones explicitas, es decir con aquellas funciones las
cuales una variable se puede escribir en funcion de la otra como por ejemplo xy — cos(x) sen(3x) =

In(x) de donde se puede despejar de forma sencilla la variable y en funcién de x como, y =
cos(x) sen(3x) + In(x)
by

funcién explicita:
cos(x)sen(3x) + In(x

oy = 30 )

Sin embargo existen funciones que no se pueden expresar de forma sencilla en funcién dnicamente

, en tal caso a la variable y se la nota como y = f(x), por lo que se tiene la

de la variable independiente, a este tipo de funciones las denominamos implicitas, un ejemplo de
ello es la siguiente:

In(sen(x? + |/xy) — tan(x + ,/y) = 27 —senh(6y — \/X).

De manera formal tenemos la siguiente definicién.

I Definicion 4.1 Sea f:A C R — B C R, se dice que f es una funcién implicita si en ¥(x,y) =0

al hacer y = f(x), se cumple la siguiente igualdad ¥(x, f(x)) = 0, para todo x € A.

El método por el cual se obtiene la derivada de esta funcion ¥(x,y) = 0, se denomina derivada

implicita y su fundamento radica en la regla de la cadena.

Asi también se puede utilizar la regla de la cadena con la notacién de Leibniz, como sigue: Si

y=y(x) y asuvezz= f(y), entonces % = ch . %

En los siguientes ejemplos, se considera a y como una funcion de x, por lo tanto se obtiene las

derivadas implicitas de las funciones en los dominios donde tenga sentido dichas funciones.

= Ejemplo 4.18 Determine %, a partir de la ecuacién: sec?(x) + csc?(y) = 4
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Solucién. En efecto, mediante derivacién implicita, se tiene:

2sec(x) sec(x)tan(x) —2csc(y) csc(y) cot(y)% =0

—2csc(y)esc(y) cot(y) % = —2sec(x) sec(x) tan(x)

dy  sec’(x)tan(x)
dx  csc2(y)cot(y)’
x Ejemplo 4.19 Determine %

Solucion. Se tiene

2sec’(y) tan(y)% + [— csc?(x+y) (1 + Zﬁ)] — 2tan(x) sec?(x)
2sec’(y)tan(y) ? —csc?(x+y) —csc?(x+y) ? = 2tan(x) sec’(x)
x x

[2sec?(y) tan(y) — csc?(x +)]  _ 2tan(x) sec®(x) +csc?(x +y)

dx

4Y, a partir de la ecuacién: sec?(y) + cot(x +y) = tan*(x).

2
dy _ 2tan(x)sec?(x) +csc? (x +y)

s
dx  2sec?(y)tan(y) —csc?(x+y)

= Ejemplo 4.20 Determine, %, a partir de la ecuacion: tan(x +y) = e

Solucion. Se tiene

dy [ y—x2
2 - dx
1 =y | ——*£%
sec (x+y)< + > e ( 5

d x xd
y2sec?(x+y) +y*sec’ (x +) Y = ye> —xer ™

dx dx
2.2 dy x5 5
y sec”(x+y) +xe> o= Yyer —ysec (x+y)

dy yer —y2sec?(x+)

dx y2sec?(x+y) +xe>

d
= Ejemplo 4.21 Determine —y, a partir de la ecuacién:

tan(y?) — xIn(y) = arcsen < f)

Solucion. Se tiene

dy
dy xdy 1 1 y—X7
2,2 dx
2y— —1 ——— = .
sec”(y7)2y—— ~In(y) Vdx 1 (\/;) S ( >
—_— = y
y

[W}Zlnw:%(l L2

y yrdx
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[2}/2 sec?(y?) —x} dy n(y) = 1 B x dy
y dx 2V T=x  2y\/x(1—x)dx
{Zyzsecz(yz)—xdy+ X }dy: 1
y dx  2y\/x(1—x) J dx  2\/x(1—X)
{2 x(1—x) [2y*sec?(y?) — x| +x} dy 1+2In(y)y/x(1—x)

2yy/x(1—x) dx 2/x(1—x)

+1In(y)

dy y [1 +2In(y)+/x(1 —x)}

dx  2,/x(1—x)[2y2sec?(y?) —x] +x

d x
n Ejemplo 4.22 Determine d—y, a partir de la ecuacion: sen(x+y) = e>.
X

Solucion. Se tiene

dy
dy s (y—xgq
cos(x+y) [H_a’x} =ey (yz>

dy e xer dy

cos(x—i—y)—i—cos(x%—y)a BT
xey dy e
(cos(x—l—y)—i— & ) oy —cos(x+Y)

ycos(x+y) +xe» dy _ e> —ycos(x+y)
»? dx y
dy yer —y2cos(x+y)
dx  y2cos(x+y)+xe>

d
= Ejemplo 4.23 Determine d—y, a partir de la ecuacién: arctan(x +y) = x
X

Solucion. Se tiene

1 dy
—(1+=]=1
1+(x+y>2< +dx)

1 1 dy
o) TFerde
1 dy 1
14+ (x+y)2dx 14 (x+y)?

1 dy 1+(x+y)?*—1
L+ (x4+y)2de 1+ (x+y)?
dy 2
a—(x—ky) .

d
= Ejemplo 4.24 Determine d—y, sabiendo que y = sen(t) cos(t) y ademds x = sen~! (¢).
X
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P dy .
Solucién. Primero obtenemos I como sigue
X

% = cos(t)cos(t) —sen(t) sen(t) = cos(2t). 4.7)

dx )
Por otro lado, se aclara " como sigue

dx 1
dt — J1—12

(4.8)

Luego de (4.7) y (4.8) y aplicando la regla de la cadena con la notacién de Leibniz, se tiene

dy dydt
L 2 1/1_ 2
dx dt dx cos(2r) !

. d . .
m Ejemplo 4.25 Determine d—y, a partir de la ecuacién: ye¥ = et
X

Solucién.En efecto, se procede a derivar

v y — X+l

¢ dx+ye dx
dy

y v\ &Y x+l

(€' +ye )dx e
dy Paan
dx  e(1+y)
dy e
dx 14y

d
= Ejemplo 4.26 Determine d—y a partir de la ecuacién: y = [tan(cos(x))]™>")
x

Solucién. En primer lugar, se extrae logaritmo natural a ambos lados de la ecuacién anterior,

como se ve a continuacion
In(y) =1In ([tan(cos(x))]ln(sx)) = In(y) = In(5x) In[tan(cos(x))],

donde la dltima igualdad de arriba, es consecuencia de las propiedades de logaritmo.Luego derivan-

do a esta ecuacion se tiene

ldy 5 In[tan(cos(x))] + In(5x)

vdx 5x sec?(cos(x)) [—sen(x)]

1
tan(cos(x))
ldy _ tan(cos(x)) In [tan(cos(x))] — xsen(x) In(5x) sec?(cos(x))
y dx xtan(cos(x))
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dy _y {tan(cos(x))In [tan(cos(x))] — xsen(x) In(5x) sec?(cos(x)) }
dx xtan(cos(x))

d
= Ejemplo 4.27 Determine d—y, sabiendo que y = a(cos(f) +¢sen(t)) y ademds x = a(sen(t) —
x

tcos(t)).

. . d i
Solucién. Primero obtenemos —y, como sigue

d
di)t) = a(—sen(r) +sen(t) +rcos(t)) = atcos(t). 4.9)
. dx ) .
Por otro lado, se obtiene o derivando de la siguiente forma
dx
5= a(cos(t) —cos(t) +tsen(t)) = at sen(t). (4.10)

En consecuencia de (4.9), (4.10) y utilizando la regla de la cadena en la notaciéon de Lebniz se
concluye

dy dydt 1

_dydt _cos(1)
= At dn =at cos(t)

at sen(r) sen(r) cot(t).

4.3 Derivadas de Orden Superior

En este apartado se dara la notacion para derivadas de 6érdenes superiores, que seran de gran

utilidad para resolver una infinidad de problemas relacionados con el 4mbito de la ingenieria y
tecnologias.

Definicion 4.2 Se dice que f: A C R — R es una funcién n — veces derivable si existen

f(x), f(x), f"(x), fP(x), fM(x),...,f®(x), donde f’ se denomina la primera derivada, f”
la segunda derivada. /" la tercera derivada, f () la cuarta derivada, as’i sucesivamente hasta

f () que representa la n — esima derivada o derivada de orden n.

En la notacién de Leibniz se tiene que, si y = f(x) entonces:

, d d
0= =0

11 dzf dzy
fix) = a2 de?

43 d?
f/// (x) o f _ay

T dd T dad
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: a*f dty
WM(y==J %7
F ) dx*  dx3

_d'f dy
Cdxt dxt

£ (x)

Se expone algunos ejemplos de aplicacion.

. Lo ., T C
= Ejemplo 4.28 La siguiente expresion, f(¢) = sen (Et) — 5t* + 10 representa la posicién de una
particula en funcién del tiempo. Determine la derivada de la aceleracion de la particula en funcién

del tiempo. Ademds halle la aceleracion cuando ¢ = 2s.

Solucién. En efecto la primera derivada de la posicién se denomina velocidad de la particula,

la cual resulta
v(t)=f(1) il X 0r°.

Ahora la primera derivada de la velocidad o segunda derivada de la posicién representa la aceleracion
en funcién del tiempo, esto es:

2 2
a(t) = V(1) = f/(t) = ZT{ = sen (%1) —e0r”,

note que la funcién anterior establece la aceleracidn, de donde se puede obtener la aceleracién para

t = 2s, en efecto

2
a(2) = = "sen (52) = 60(2)* = ~240m/s*.

Finalmente al obtener la primera derivada de la aceleracion o de forma equivalente la tercera

derivada de la posicidn se obtiene la derivada de la aceleracion en funcién del tiempo, es decir:

d3 3
b(t) = a (1) = dT{ = eos (51) - 1201

= Ejemplo 4.29 Si f es tres veces derivable y f'(x) # 0, la derivada de Schwarz de f en x se define

como,

o=@ _3 (f”(X)> |

fx) 2\ f'(x)
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a) Demuestre que Z(fog) = [Zfog](¢)* + Psg.

b
b) Pruebe que si f(x) = axi 7 con ad —bc # 0, entonces Z f = 0. En consecuencia Z(fog) =
cx
2g.
Solucién.

a) En efecto, tenemos

(fog) (x) = (fog)(x)g'(x) = f(g(x)g' (x). @.11)

(Fog)"(x) = [£(e)e®] = [(f c)w)e' ()]’
= (f'0g) (¥)g (¥) +(f o g) (1)g" (x)
= (f"og)(x)g (x)g' (x) + (f o g)(x)g" (x)
= (f"0g)()(&'(%)*+(f o) (x)g" (x) (4.12)

(fog)"(x)=(f"0g) () +(f"0g) 288"+ (f og)g"(x)+(f og)g"
= (f"08)(g) +2¢'s" (" 0g)+ (f"0g)g's" +(f og)g”

= (f"0g)(x)(g (%))’ +3¢ (x)8" (X)(f" 0 8) (x) + (f 0 g) (x)g" (x). (4.13)

Luego de (4.11), (4.12) y (4.13), se sigue que

ol = F08) @ 3 ((Fog)"(0)\?
2(fog)lx) = (fog)’(X) ((fog) <x>)

3 [(f”og)(%)(s”(%))2
2 1(g(x))g' (x)
_ (f’”og)(g’)2+3g”(f”og) g 3 [(f”og)g’ g”r
(flog) (flog) g 2
(o) @)(g'(%)? | 38" (@) (" og)x) | g"(x) 3 (f0g)*(x)[g )]

(
T Pe® T (o) g 2 [(freg)w)

_38"(0)(f"eg)lx) 3
(f'og)(x) 2

_ { (f"og) )W 3 (08P () } P _372] ’
2

(f"08)(x)
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_ [ ("og)(x)  3(f0R)* () 2, &) 3[e"() ?
~{Grea 3 rogpen e *{ | ]}

—{2/(g())} [€ @] +{Ze(x)}
= (Dfog)(x) [ )]+ Zg(x).

b
b) Por hipétesis se tiene que f(x) = axt y ad — bc # 0, de donde
cx+d
y acx+ad —acx—bc  ad —bc
— = . 4.14
F ) (cx+d)? (cx+d)? (“414)
" (ad —bc)2c(ex+d)  2c(bc—ad)
— = . 4.15
f) (cxtd)? (cx+d)? (4.15)

Finalmente de (4.14) y (4.15) se sigue que

2

D(fog)(x)=[Zfog](x)[¢'(x)]"+ Zg(x)

=0[¢'(x)]*+ Zg(x)

= Pg(x).

Encuentre las derivadas de orden superior siguientes:

» Ejemplo 4.30 Determine f("*), sabiendo que f(x) = sen(3x).

Solucion. Se obtiene la primera derivada, utilizando la regla de la cadena
f'(x) = 3cos(3x).
Abhora se calcula la segunda derivada a partir de la primera derivada
f"(x) = —9sen(3x)
Posteriormente la tercera derivada, como sigue

" (x) = —27 cos(3x)
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Finalmente a partir de la tercera derivada anterior, se obtiene la derivada cuarta
) (x) = 81sen(3x).

= Ejemplo 4.31 Determine f”, sabiendo que f(x) = tan(x).

Solucién. Se obtiene la primera derivada, utilizando la regla de la cadena
f(x) = sec® (x).
Ahora se calcula la segunda derivada a partir de la primera derivada
F"(x) = 2sec(x) tan(x) sec(x) = 2sec?(x) tan(x).
Finalmente la tercera derivada se obtiene a partir de la segunda derivada anterior, como sigue

1" (x) =2 [2sec?(x) tan(x) tan(x) + sec? (x) sec? (x)]
= 4sec?(x) tan’ (x) + 2sec* (x)

= 2sec?(x) [2tan*(x) +sec?(x)] .

a Ejemplo 4.32 Determine f”, sabiendo que f(x) = sen(3x*).

Solucién. Se obtiene la primera derivada, utilizando la regla de la cadena
f'(x) = cos(3x*) [12x°] = 12x’ cos(3x*).
Finalmente se calcula la segunda derivada a partir de la primera derivada, como sigue

f(x) = 12 [3x* cos(3x*) — x? sen(3x*) - (12x7)]

=36x2 [cos(3x4) —4x* sen(3x4)] :
4.3.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 4.1 Halle las derivadas de las siguientes funciones.

o) £ = arcsen (foost) =) 5) 10 = arctan (12T
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_ +/arctan(x?) B /5
c) flx)= *+ arcsen(x) d) f(x) = arcsen [arccos ( x*—5x+ 2)}
1 —8x+ 6x3 earcsen(x2+5x71) 4
e) ) \/arctan(x) + arc sec(x) F) 8x) cos(x) —arccos(x) o
_ In(cot™! (x+sen(x))) —x* 542x+x2

h) f(x) = senh(arccos(x)) — a2+ 1)

x> — 5x + cos(x)
e* + tanh(x)

esen(¥) — cosh(x)
~ log(sen(x) +x* +2x)
\/x2+ 51In(senh(x)) + 3

j) £ =tan!

a) sen(xy) +1/5x —y> + cos(x) = tan(xy) b) tan(y) — In(sen(x —y)) = xy*

arcsen(xy) \ _ senh(x+ 5y —3xy)
2 cosh(xy) tanh(xy) +-arcsen (/) 4) = arcsen(x) — y/cos(xy)
3
e) /X3 +xy—y? =sen(y/x—2y?) f) cos(y) —tan(xy) = 2y
arcsen(xy)
2 _ —_
2) 3xy”— 5% sen(x) =y = arcsen(,/y) h) cosh™! (xy) = tan(xy) —sen™'(y)

2y — 3xy + 5x2
i cos(x —y) —tanh(y) /Xy
5xy —y3 Cx+y

j) senh™!(x+2y—5) = /2y +x

3
Ejercicio 4.3 Halle L dadas las siguientes funciones.
X

a) f(x) = sen(x — v/x) b) f(x) =In(x+cos(x)) — v/2x2 -5

_ x+5xcos(x)
c) f(x)= sen(x) — In(cosh(x))

d) f(x) = " —tan(x) + 5x°

— cosh t
Ejercicio 4.4 Dada la funcién f(x) = COS();)z —|—Cl(r)1?x§x—)—i\_/;n(X)’ determine f'(x), f”(x), f'(m)

Ejercicio 4.5 Sean las funciones f(x) = cos(sen(x) —In(x)) y g(x) = y/cos(x) +x2, determine
d2
——(fog).

Ejercicio 4.6 Halle las derivadas de las funciones trigonométricas inversas, suponiendo que las

| Ejercicio 4.2 Determine d—y, de las siguientes funciones implicitas.
x
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1

funciones estan bien definidas en un dominio adecuado.

a) f(x) = arcsen(y/x +x) b) f(x) = arctan <\/?+ 3x2)
B _arctan(x+1)
¢) f(x) = arcsen(8ax) - arc cos(8bx) d) f(x)= A1)
e) f(x) = arccsc(x® — 3x — 10) f) f(x) =tan" (x> — x)
S — sen” ! (x) o) = e sen(,/x) —arccos(y/x)
Q) fin =" w) 1) = v
i) f(x) = cos™(ax® + bx+c) j) f(x) = (arctan(y/x — 5x))*
k) f(x) = 322 arc sec(x) ) fx) = arc;f“_();z —1)
__arctan(x —5) D) o) = &€ sen(1 —x)
m) fix) = T ) o) = Fner =

0) f(x) = x> —arcsen(x) +arccos(v/x)  p) f(x) = arctan(x’ — 5x* +2x — 3)

arc sec(x?) anh 2x—1
x+5 )"

_ arcsen(x?+1)

Q) flx) = ———— r) f(x) =

arccos(x+ 1) ~ 1+4arcsen(2x)

Ejercicio 4.7 Determine d—y, de las siguientes funciones implicitas.
X

x—y 3
a) e—xy—arcsen(x ).

b) Y _ arctan <x>
X y

¢) In(xy) = 5+ arccos(5x —y).

d) X°y® —5y? —/2x = cos(x +y*) — cot(sec(xy)).
In(sen(y?) — 7x) 4 tan(x>y — 4y3)
e) — =0.
x2y3 —4xy? —y+3
f) —7xy” +5x%y° — 5x3y3 + 6x*y3 — cos(x)y? + 21 tan(xy) — arctan(1/xy3) = 0.

1
Ejercicio 4.8 Demuestre que la derivada m—ésima de la funcién f(x) = — resulta £ (x) =
x

m! , . .
(—1)’"m—+1, donde m es un nimero natural cualquiera. Suponga que la funcién es m veces
X

derivable.

o

Ejercicio 4.9 Demuestre que la derivada m—ésima de la funcién f(x) = Zj resulta £ (x) =
—x

2a(m!)

W. Donde m es un cualquier valor natural y & € R, con x # «.
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5. Resultados Importantes de Cdlculo Diferencial

En esta seccidén se prueban los resultados mds profundos del célculo diferencial, siendo el mis
importante el conocido como Teorema del Valor Medio para Derivadas; esto se probard como una
consecuencia del Teorema de Rolle, para finalmente establecer el Teorema del Valor Medio de

Cauchy el cual es una generalizacion de los anteriores.

Definicion 5.1 Sea f: 1 C A — R una funcién, donde A = Dom(f). Entonces un elemento
xo € I se dice que es punto méximo de f sobre I si f(xg) > f(x), para todo x € I. Ademis al
valor f(xo), se lo denomina el valor méximo de f sobre A.

Asi mismo se dice que x¢ € I es punto minimo de f sobre /, si — f alcanza su punto maximo en

xo €1.

Note que la existencia de un punto maximo o minimo no garantiza que dicho punto sea tnico. Para

ejemplificar este hecho, observe la Figura 5, donde I = (a,b).

fl@2) = flza)p---------

flao) = f(z1)

Figura 5.1: El maximo o minimo, en general no es tnico.

referencia 5 En este caso tenemos que xp # Xz, pero f(xo) = f(x2) y corresponde al valor
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minimo de f sobre I = (a,b). Asi mismo x; # x3, pero f(x;) = f(x3) corresponde al valor maximo
de la funcién f sobre I = (a,b). Por lo tanto para este ejemplo, existe mds de un punto maximo (y

minimo), pero a lo méds un dnico valor mdximo (y minimo).

Definicion 5.2 Sea f: I C A — R una funcién, se dice que xo € I es un méaximo local (o
minimo local) de f sobre I, si existe algin & > 0 tal que xp es un maximo (o minimo) de f sobre
IN(xg—08,x0+9).

I Definicion 5.3 Sea f : I C A — R una funcién. Entonces a todo valor x € I tal que verifique,

f'(x) =0, se denomina punto singular; en tal caso a f(x) se lo llama valor singular de f sobre I.

Teorema 5.1 Sea f: I = (a,b) — R una funcién. Si xp € (a,b) es un punto maximo (o minimo)

y si f es derivable en x, entonces f’(x) = 0.

Demostracion. Sea h > 0 tal que h < min {|xo —a|,|xo — b|}. Entonces para todo x € (xo — h,xp),

se tiene que x < xg < x —xp < 0, ademds como xp es maximo se sigue que

f(x0) 2 f(x) = f(x) = f(x0) <O

= f (x0) > 0. 5.1

Figura 5.2: Derivable en xg.

Asi mismo, para todo x € (xp,xo+ ) se tiene que xp < x < x —xp > 0, ademds como x es
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maximo entonces

f(x0) 2 f(x) = f(x) = f(x0) <O

— f1(x0) <0. (5.2)

De (5.1) y (5.2) se tiene que f’(xg) = 0, pues, por hipétesis, f es derivable en xo. "

Teorema 5.2 Sea f: 1 C A — R una funcién, donde A = Dom(f). Si f tiene un maximo local

(o minimo local) en xo € I 'y si f es derivable en x( entonces f”(xp) = 0.

Demostracion. Efectivamente, como | tiene un méximo local en xy € I, entonces existe 6 > 0
tal que f(xo) > f(x), para todo x € I'N (xg — 8,xp + &). Ahora tomando h tal que 0 <h <3y
aplicando el Teorema 5.1, al intervalo (xo — h,xo + h) se tiene que f'(xp) = 0.

De forma similar si xy es un minimo local. n

Observacion 5.1 Es importante notar que el reciproco del Teorema 5.2, en general es falso. Asi
por ejemplo, se tiene la funcién f(x) = x°, de donde f’(x) = 5x* como indica la Figura 5.3 En
consecuencia f'(0) = 0, pero x = 0 no es punto maximo ni punto minimo de f sobre R.

En conclusién, no todo punto singular es méximo o minimo.

T
|

Figura 5.3: La funcién f(x) = x° y su derivada en cero, f'(0) = 0.

Teorema 5.3 (Teorema de Rolle)

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el cerrado [a,b], y derivable en el abierto (a,b), si
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‘ ademds f(a) = f(b) entonces existe almenos un xg € (a,b) tal que f’(xo) = 0.

Demostracion. Como f es continua en [a, b], entonces sabemos que es acotada superior e inferior-
mente, por lo tanto existe un valor maximo y un valor minimo sobre [a, b].

Luego, sea xo € (a,b) el punto maximo de f sobre (a,b) y como f es derivable en x( entonces por
el Teorema 5.1, se tiene que f'(xg) = 0.

Asi mismo, si x; € (a,b) es punto minimo de f sobre (a,b) y como f es derivable en x;, entonces

nuevamente por el Teorema 5.1, se sigue que f(x;) = 0.

f () my = f'(y) =0 Ly

f(z1) my = f'(21) =0

Figura 5.4: Teorema de Rolle

Ahora queda el caso en que los puntos maximo y minimo sean los extremos de [a,b], luego
f(a) = f(b), entonces los valores maximo y minimo de f sobre |a, b] son iguales, en consecuencia

f es una funcién constante sobre [a,b], por lo tanto para todo x € (a,b), se tiene que f'(x) =0. =

= Ejemplo 5.1 Determine los puntos en el intervalo [—1,1], en los cuales la funcién f(x) =

—5x% + 5x — 1 tiene pendiente cero.

Solucién. Note que, f(—1) = —=5(—=1)>+5(—1)—1=—1y f(1) = =5(1)>+5(1) =1 =—1,de
donde f(—1) = f(1) = 1, ademds como f es polinomio de grado tres, entonces es continuo en
[—1,1] y derivable en (—1,1); por lo que se verifica las hipétesis del Teorema de Rolle 5.3, esto
implica que existe al menos un ¢ € [—1, 1] tal que f'(c) = 0, es decir, como f(x) = —15x> +5 se

sigue que,

fl(c)=0= —15¢*+5=0
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f(x) =—52>+52x—1

()

(%)
Figura 5.5: Funcién f(x) = —5x> +5x— 1

11
» Ejemplo 5.2 Determine los puntos en el intervalo [—5, 5} , en los cuales la funcién f(x) =

1
242 —V2x2 + 1 tiene pendiente cero.

i . . 1 . 1] .
Solucién. Si bien es cierto que la funcién f(x) = 2x> — v/2x2 + 168 continua en [— 5 5] , sin
embargo al derivar esta funcién se tiene,

1

4 -3 4
f(x) :4x—§x 3 :4x—m,

observe que existe un problema en el punto x = 0, verifiquemos si existe f’(x) en este punto, en

efecto,

. / T -
xgl(lﬁf (X) N xgr(lﬁ [4X 3%:|

= —OQ
?

mientras que

x—0~ x—0~

lim f'(x) = lim [4)6_33/}}

= —|—oo,
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por lo que lim,_,o f/(x) no existe en x = 0, luego f no es derivable en este punto. Consecuente-
mente, f no es derivable en (—5, 5> por lo que no se puede utilizar el Teorema de Rolle, y como
se observa en la Figura 5, la funcién f, tiene un pico en x = 0, que indica que no es derivable en

ese punto.

] =

f(z) = 22 + V222 +%

——————— Ul
o

77777777777777777777777777777777

100 V25

1
Figura 5.6: Funcién f(x) = 2x> — v/2x2 + 1

Ahora se presenta uno de los resultados mds importantes y profundos del Célculo Diferencial,
su importancia radica en el hecho de que a partir de la derivada de una funcién se puede obtener

informacién acerca de la funcion.

Teorema 5.4 (Teorema del Valor Medio)

Sea f: [a,b] — R una funcién continua y derivable en (a,b), entonces existe almenos un
f(b) - f(a)

xo € (a,b) tal que f'(xp) = .

Demostracion. En efecto, como b # a, entonces podemos obtener la ecuacion de la recta L, 1a cual

resulta
vy =mx—x0) =y fla) = LT D)
oy = 02T )4 pta)

Note que “y” depende de x, por lo tanto para todo x € [a, D] se puede definir la siguiente funcién

glx):=y= W(x—a)+f(a).
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f@)|

W (x)= f(x)—g(x)

f(b) = g(b)

9w = TO=LD oy s

g(x)

fla) = g(a)

a x b

Figura 5.7: Definici6n de V.

Por otro lado, se define la funcién W, la cual geométricamente representa la distancia entre f'y

g para cada valor x € [a,D]; esto es:

Por hipétesis f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), también g es continua en el mismo
dominio y derivable en el abierto, puesto que se trata de una funcién polinémica; en consecuencia

WY es una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b). Ademds se tiene que

TOZID (4 gy fa) =0, »
TO T () 4)— (e =0.

Luego W verifica las hip6tesis del Teorema 5.3, por lo tanto existe algtin x € (a,b) tal que

‘I'(Xo)=0:>fl(xo)—f(bz_f(a):0

— i) = L0
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Lema 5.5 Sea f una funcién continua definida en un intervalo, tal que f’(x) = 0, para todo x en

dicho intervalo. Entonces f es una funcién constante en todo el intervalo.

Demostracion. En efecto, sean a y b dos puntos cualquiera en el intervalo donde est4 definida
la funcidn, con a < b y a # b, entonces por el Teorema 5.4 (Teorema del Valor Medio), existe

x € (a,b) tal que
5.3)

Pero por hipétesis se tiene que f’(x) = 0 para todo x en el intervalo; entonces en (5.3) se tiene

_ f(b)— f(a)

0= L2 =1 1 0) = pta),

es decir que el valor de f en dos puntos cualquiera del intervalo son iguales, en consecuencia f es

constante en todo el intervalo. "

Lema 5.6 Sean f: [a,b] - Ry g: [a,b] — R dos funciones tales que f’(x) = g'(x), para todo

x € (a,b). Entonces existe algiin k € R tal que f(x) — g(x) = k, para todo x € [a,b].

Demostracion. En efecto, por hipétesis para todo x € (a,b), se verifica

fx)=g(x)=f(x)—g'(x)=0

= (f—g)(x) =0,

luego por el Lema 5.5, existe un k € R tal que (f —g)(x) =k < f(x) —g(x) =k. .

Ahora se presenta un resultado que generaliza el Teorema del Valor Medio para derivadas.

Teorema 5.7 (Teorema del Valor Medio de Cauchy)
Sean f : [a,b] - Ry g: [a,b] — R dos funciones continuas en todo su dominio y derivables en

(a,b). Entonces existe un xy € (a,b) tal que

[f(B) = f(a)lg'(x0) = [8(P) — 8(a)]f (x0)- (5.4)

Si g(a) # g(b) y g'(xo) # 0 entonces (5.4) se puede escribir como sigue:

= . 5.5
( (5.5
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g(x)
g(b)
f(a) = g(a)
1)

_ 1)~ f(a)

m
b—a

CHE
@) ¢ \ /

Figura 5.8: f'y g funciones continuas, L; y L; rectas.

Demostracion. En efecto si f y g son funciones continuas, como se observa en la Figura 5 y
cosiderando b # a entonces a dichas funciones se las multiplica por las constantes [g(b) — g(a)] y

[f(b) — f(a)] respectivamente, con la finalidad que d; y d» sean iguales, como se ve en la Figura 5.

[F(®) — f(a)lg(a)

F(B) — F(@)]a() N ®) —g(e)7(b)

l9(®) — g(@)]f () [F®) — F(@lg()
F®) — F@lg®) 4
d> = f(a)g(b) — g(a) £ (b)

l9(b) — g(a)] £ (b) i\

lg(®) —g@)If(x) ¢+~

0 a x b
[g() — g(a)]f ()

Figura 5.9: Transformacién de las funciones f'y g.

Luego se define la funcién

la misma que es derivable en (a,b).
Geométricamente esta funcion representa la distancia entre [g(b) — g(a)]f(x) y [f(b) — f(a)]g(x),

para todo x € [a, b].
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Ahora observe que,

por lo tanto se tiene que ¥(a)¥ (), como se distingue en la Figura 5.
Note que la funcién W, verifica las condiciones del Teorema de Rolle, en consecuencia existe algin

xo € (a,b) tal que

¥'(x0) = 0= [g(b) — ()] f'(x0) — [f(b) — f(a)]g'(x0) =0
= [g(b) — 8(a)]f'(x0) = [f(b) — f(a)]g'(xo)-

W(a) = dy = d» = ¥(b)

Figura 5.10: La funcién'W.

Finalmente, si g(b) # g(a) y g'(xo) = 0 se sigue de la dltima igualdad arriba que,
f(x0) _ ()~ f(a)
g'(x)  g(b)—gla)

Observacion 5.2 Como a # b en (5.5) del Teorema 5.7, se tiene que

) Oy
g'(xo) &bl my’

Lo cual geométricamente establece que existe al menos un punto xy € (a,b) tal que la razén entre
las pendientes de las rectas tangentes s f y a g en dicho punto es igual a la razén entre las pendientes

de las rectas secantes L; y L de las funciones f y g, como se ve en la Figura 5.

= Ejemplo 5.3 Considere el intervalo [1,2] y las funciones f(x) = x>+ 1y g(x) = x, definidas en
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dicho intervalo. Determine el valor xo € (1,2) de tal forma que la razén entre las pendientes de las
derivadas sea igual a la raz6n entre las pendientes de las rectas secantes a las funciones fy g que

pasan por los puntos extremos 1y 2.

Solucion.

Para f(x) = x*> + 1 se tiene

f(H=1>+1=2

f2)=2*4+1=5.

3

De forma similar, para g(x) = x° se sigue que

LY R et

7] SR e

Figura 5.11: Correspondiente al ejemplo.

Ademis g’(x) = 3x?, por lo tanto g’(x) # 0 para todo x € (1,2) y como g(1) = 1 # 8 = g(2),

entonces por el Teorema del Valor Medio de Cauchy, existe algtin xo € (1,2) tal que

flw) _ f@Q)—F) _ 2x _5-2

= :> [

g'(x) g(2)—g(l) 3 8-1
2 3
3xg 7
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:>xo:?.

5-2 8—1 14
Note que m; = 1 3ymy= 1 7, luego como xy = ) entonces

f'(xo) 2 (%) 2 3 m
4

gx) 34 3(%) 7 m

—

14 . .
Asi para xo = —, se verifica que —; X0) _ @, véase la Figura 5.
9 g (x0) m

REGLAS DE HOSPITAL

En este apartado se analiza unos resultados sobre limites conocidos como las Reglas de Hospital.
. . 0 o

Esto estd basado en resolver problemas de indeterminaciones de las formas 0 1, 09, o°. Por
oo

lo que se tiene el primer resultado siguiente.

Teorema 5.8 Sean f y g funciones reales definidas en una vecindad de xj, excepto quiza en

el mismo punto xo. Si lim f(x) = lim g(x) =0, con g(x) # 0, g'(x) # 0 y si ademds existe
X—>X0 X—>X0

)
lim fx) , entonces existe lim @ que verifica la igualdad siguiente,
x—x0 g'(x) =0 g(x)
/
tim L&) _ g L)

x—x g(x)  x—xo g’(x)'

Demostracion. Consideremos dos casos.
i) Sixg < ey f(x0) = g(x0) = 0, entonces en el intervalo [xg,x] las funciones f y g son continuas
y derivables en el abierto (xo,x), por lo que verifica las hipétesis del Teorema 5.7, en consecuencia

existe £ € (xp,x) tal que

, , F) —fxo)  F&)

1) = o) (9) = [(5) — gla)l (8) = 5= = s
&) @
) gR)

note que si x — xg entonces X — xp, de donde se sigue que,

o S0 SO fW

x—x g(x) o g(R) 0 g/(x)

ii) Si xyp = oo, entonces considerando el cambio de variable x) = —, se reduce al caso anterior i), es
y
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decir,

Teorema 5.9 Sean f y g funciones reales definidas en una vecindad de xg, excepto quizd en el

mismo punto xp. Si lim f(x) = lim g(x) = oo, con g(z) # 0, g’'(z) # 0 para todo z € (xo,x] y
X—X0 X—X0

/
. . . . X . . X . . .
si ademads existe lim /L, entonces existe lim m, que verifica la igualdad siguiente,
x—0 g'(x) x—x0 g(x)

lim —= = .
e g(x) | o g'(x)

) _ o 1@
8

5.1.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 5.1 Determine los intervalos (en caso de existir) en los cuales se puede aplicar el

Teorema del Valor Medio, de las siguientes funciones.

1 27X
@) flx) = cos(7x) b) fx) = cos(x)
) flx) = Vo2 4) ) = 55
e) f(x) =log(4x—7) f) f(x) =sen(2x) — cos(x)

I Ejercicio 5.2 Determine los valores c, que verifican el Teorema del Valor Medio en las funciones
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dadas para cada intervalo correspondiente.

a) f(x) = x> —2x+4, sobre [-3,3] b) f(x) =sen <gx> , sobre [0,4]

2x—5

) f(x) =V x*—2x+1, sobre, [0,2] d) f(x)= ——3’ sobre [—1,2]

e) f(x) =sen(mx) —2cos(2x), sobre [—m, 7] f) f(x) = In(5x* — 3), sobre [1,3].

Ejercicio 5.3 Se sabe que un vehiculo que se traslada de Quito a Guayaquil describe su posicién
a través de la funcién r(t) = 5¢3 —7t> +2t — 3, donde ¢ representa el tiempo. Ademds, conociendo
que se demora 6 horas en su recorrido y que la rapidez media es de 90 %’", determine exactamente

el tiempo en el cual la rapidez instantdnea del vehiculo coincidi6 con la rapidez media.
I Ejercicio 5.4 Demuestre el Teorema 5.9.

I Ejercicio 5.5 Demuestre que |sen(a) —sen(B)| < |a — B|.

I Ejercicio 5.6 Seann € Ny x > —1, demuestre que v/1+x < 1+ f.
n

Ejercicio 5.7 Sean n = 2 < 1,x,y € R utilizando el teorema del valor medio, demuestre que
q

(x+y)1 <xT+ym.

Ejercicio 5.8 Explique la razén por la cual no es posible aplicar el Teorema del Valor Medio a

la funcién f(x) = |2x — 3| en el intervalo [1,2].

xV/n® n@)
a) lim 1()( 1()>

= (va)" (In(x)) V>
3 xe* —4+2¢" —2x
¢) lim

x——2 1 4xsen(mx) + 5 +2sen(7x)
2(£Cosx 1) =
¢) lim (e +x—1)—m
x—mn/2  In(sen(—3x))

1+tan (§)

x—37T  COS (%)

g)

tanhx

i) lim .
x—oo tan~lx

| Ejercicio 5.9 Utilizando las reglas de Hospital, calcule los siguientes limites.

V203 x— x4 — ava’x
b) lim -
x—a o — v ox3

.. sen(3x)cot(2x)
d) f(x)_xgr(lﬁ In(cosx)

/1 —tanx—+/1+tanx
f) lim
pamy sen(2x)
In(x—%
h) lim M
x—7/2  SecX
tan ly— 241
j) lim %21)6
x—e coth™ x—
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6. Aplicaciones de la Derivada

Aplicaciones de la Derivada al Trazado de curvas

En esta seccion se establece el trazado de curvas utilizando el criterio de la primera y segunda
derivada asi como las definiciones de tipos de funciones vistas en el capitulo anterior.
Definicion 6.1 Sea f : [a,b] — R una funcién. Se dice que f es convexa si para todo x,x; €
[a, D], se tiene que el segmento de recta que une (xj, f(x;)) con (xz, f(x2)) queda sobre la grafica

de f.

Observacion 6.1 Note que el segmento que une (x1, f(x1)) con (x2, f(x2)) es la recta cuya grafica
estd dada por la expresion analitica i(x), como sigue:
flx) = f(n)

h(x) = ﬁ(x—xl)—l-f(xl), Vx € [x1,x2].

Observe que, para todo x € [a,b], esta recta queda encima de f, como indica la Figura 6.1, por lo
tanto
i) = flx)

h(x) > f(x) = (x—x1)+f(x1) > f(x)

X2 — X
— [P2=L0 ) > 09 )

. f(xzz—f(xl) S S = fla)
X2 — X1 X—X1
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Figura 6.1: Funcién convexa.

Ast, es posible establecer una definicién equivalente a la anterior.

Definicion 6.2 Sea f : [a,b] — R una funcidn, se dice que f es convexa en [a,b] si para

X1,X2 € [a,b] con x; < x < x; se verifica fx) = f(x1) < fx) _f(xl).
X — X1 X2 — X1

Definicion 6.3 Sea f : [a,b] — R una funcidn, se dice uge f es céncava en |a,b], si para

X1,X2 € [a,b] con x; < x < xp, se cumple que fx) — fx) > flx) _f(xl).
X —Xx1 X2 —X|

Proposicion 6.1 Sea f : [a,b] — R una funcién continua en todo su dominio y derivable en (a,b).
1) Si f/(x) > 0, para todo x € (a,b), entonces f es creciente en [a,b].

2) Si f'(x) < 0, para todo x € (a,b), entonces f es decreciente en [a,b].

Demostracion. 1) Sean x1,x; € [a,b] con x; < x, entonces por hipdtesis f es continua en [x;,x2] y
derivable en (x1,x;) por lo tanto aplicando el Teorema 5.4 (Teoerema del Valor Medio), seguimos

que existe algin x € (xj,x;) tal que

(12— 1)) = f ) — f ) = /() = L8 =S, 6.1)

X2 — X1
Ademds, nuevamente por hipétesis f'(x) > 0, pata todo x € (a,b) entonces de (6.1) se tiene

fla) = flx1)

o 0= )= ) >0 (6.2)

= fx2) > f(x),

donde (6.2) se verifica, pues x| < xp; = x, —x1 > 0.

2) Asi mismo, sean x;,x; € [a,b] con x| < x, entonces aplicando el Teorema 5.4 (Teorema del
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Valor Medio), sabemos que existe algtin x € (x;,x) tal que

fx) = floe) = fx) (6.3)

X2 —X|
Por otro lado, como f’(x) < 0, para todo x € [a, b], entonces de (6.3) tenemos

fx2) = fx1)

< 0= fle) = () <O (6.4)

= [(x) < f(a),

donde (6.4) se cumple, pues x; —x; > 0. "

Para localizar los puntos maximos o minimos de una funcién f definida en [a,b], es necesario
analizar tres tipos de puntos en dicho intervalo.

1) Los puntos singulares de f en [a,b]; estos puntos singulares se los suele también denominar
puntos criticos.

2) Los extremos a y b.

3) Los puntos x € (a,b) tales que f no sea derivable en los mismos.

Observacion 6.2 Se establece el siguiente esquema para el andlisis de los puntos singulares.
Supongamos que f es una funcién continua en un intervalo determinado tal que existe & en dicho
intervalo, con f'(&) = 0, es decir £ es un punto singular, entonces

a) Si f/(x) >0, parax < £y f/(x) < 0 parax > &, entonces & es un mdximo local.

b) Si f'(x) < 0,parax < &y f'(x) > 0 parax > &, entonces & es un minimo local.

¢) Si f'(x) >0 parax <& yparax> & osi f/(x) <0 parax< &y parax > &, entonces & no es ni

maximo ni minimo local.

La observacidn se establece en la siguiente Grafica(PONER)111. Para trazar graficas es impor-
tante determinar:
1) Los puntos singulares de f.
2) El valor de f en los puntos singulares.
3) El signo de f” en las regiones entre los puntos singulares.
4) El valor de x, tales que f(x) = 0.

5) El comportamiento de f cuando x — +o0 0 cuando x — —oo.
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Teorema 6.2 (Criterio de la Segunda Derivada)

Si f : [a,b] — R una funcién. Supongamos que existe & € (a,b) tal que f'(§) =0y si ademds
existe f”(x), para todo x € (a,b).

1) Si /(&) > 0, entonces f tiene un minimo local en &.

2) Si f"(&) < 0, entonces f tiene un méximo local en &.

Demostracion. Como f”(x) existe para todo x € (a,b) entonces

ey — i LEED =S E)
7€) = lim L2 12

h—0

h—0 h

)

se tiene la dltima igualdad arriba, puesto que por hipétesis f/(€) = 0.

1) Para el efecto, si

78y >0— LEN

f(E+h) >0, parah> 0 suficientemente chico

>0

=
fI(E+h) <0, parah<O0,suficientemente chico.

Luego por la Proposicion 6.1, se tiene que f es creciente en un intervalo a la derecha de £ y es
decreciente en un intervalo a la izquierda de &, por lo tanto, & es un minimo local de f.

2) Para este caso, si

!
h
f(E+h) <0, parah> 0 suficientemente chico
=
f(E+h) >0, parah <O0,suficientemente chico,
nuevamente por la Proposicion 6.1, f tiene un maximo local en &. "

Si f : [a,b] — R es una funcién y & € (a,b) es un punto singular, es decir f’(§) = 0, entonces
puede suceder que f”(&) = 0, en tal circunstancia no se garantiza nada respecto a £ puede ser

mdaximo o minimo local, o a su vez puede no ser ni maximo ni minimo local.

= Ejemplo 6.1 Sea f(x) = x> — 1, determine los puntos singulares, los puntos mdximos y minimos

locales en caso de existir.

Solucion.
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Note que Dom(f) = R, ademds f es continua en R, por lo tanto al derivar se obtiene f'(x) = 3x?;
luego si f'(x) = 0 de donde 3x> = 0 = x = 0. Asi x = 0 es un punto singular.

Ahora obteniendo la segunda derivada, f”(x) = 6x e igualando a cero se sigue que, 6x =0=—-x =0,
entonces no es posible aplicar el Teorema 6.2, es decir no se garantiza nada respecto a la naturaleza
del punto singular.

Note que para f'(¢) > 0 para todo ¢ < h con h < 0 suficientemente pequefio. Ademds f'(¢) > 0

para todo ¢ > h, con h > 0 suficientemente pequefio. Luego por el item c) de la Observacién 6.2,

se concluye que x = 0 no es maximo local ni minimo local, como se lo puede observar en la Figura

6.1.

-0.5

Figura 6.2: Funcién cubica

m Ejemplo 6.2 Analice la naturaleza de la siguiente funcién y realice su gréfica.

7 3
flx)= 8x3—§x2—2x—|—1

Solucion. Primero se procede a obtener la primera y segunda derivada de la funcién f. Esto es,

flx) = %x2 —3x—2 (6.5)
F(x)=7x—3 (6.6)

Abhora, se obtiene los puntos criticos, esto se obtiene igualando la primera derivada (6.5) a cero, es

decir

7
f’(x):0:>§x2—3x—2:0
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3+ \/(—3)2 4 <;> (—2)

> X =
()
2
3+£/37
X = 7
3—v37 3+v37
= X] = 7 V xp = 7 .

Asi, x; y x> son los puntos criticos; es necesario determinar la naturaleza de estos puntos, en

consecuencia utilizando la segunda derivada (6.6) se tiene,

f”(xl)=f<3_\/ﬁ> =7<3_\/ﬁ>—3:—\/f<0

7 7

3—V37 .
existe

luego, por el Criterio de la segunda derivada, Teorema 6.2, se concluye que en x| =
un méximo local.

De forma similar, se tiene,

f//(xz):f<3+7\/ﬁ> :7<3+7\/ﬁ> _3:\/?)>7>0’

3+V37
por lo que en x, = %, existe un minimo local debido al Teorema 6.2.

Figura 6.3: Propiedades geométricas de la funcién f(x) = %x3 - %xz —2x+1.

Como Dom(f) =Ry segun los resultados de los puntos criticos, se tiene que en el intervalo

(_ 3_/37 337 34+37
7 7 0 7

la funcién f es creciente. En el intervalo < > la funcioén es
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+V/37
7

. . 3 .
decreciente y finalmente en el intervalo [ ,—l—oo) es creciente.

Teorema 6.3 Sea f : [a,b] — R una funcién. Supongamos que existe f”(&) con & € (a,b).

Entonces tenemos

a) Si f tiene un minimo local en &, entonces f”(&) > 0.

b) Si f tiene un méaximo local en &, entonces (&) <O0.

Demostracion. a) Consideremos a £ un minimo local de f.

Supongamos que /(&) < 0 en tal circunstancia, por el Teorema 6.2, se seguie que & es un maximo
local de f, por lo tanto ésta debe ser una funcién constante, de donde f”(&) = 0, siendo esto
contradictorio.

b) Si £ es un méximo local de f y suponemos que f”(&) > 0, entonces por el Teorema 6.2 se sigue
que & es a la vez un minimo local de f, por lo tanto ésta es una funcion constante, en consecuencia

f"(&) =0, lo cual es contradictorio. .
Ejercicios Propuestos

Ejercicio 6.1 Determine las asintotas, puntos criticos, los intervalos de monotonia, los valores

extremos locales, puntos de inflexion, concavidad y grafica de cada una de las funciones

siguientes:
a) f(x) = e"cos(x) b) f(x) = —ixZ - é + §x+ i
) F8) = ~Va+ar —2x— &) f) ==+
) f0) = 30— 2x 45 ) 169 = sen(s) = =
9 ) =In(s) — s ) £(x) = ¥ sen(x)
) S = === ) £(x) = cos(2x) + sen(x)
k) f(x) = §x3 - %ﬁ +Tx—4 I f(x) = 2);;57
[2x% —5x+1 —2%x+3
m) f(x) = 7 ”)f(x):\/m
5x3 4x3 +x2 —2x
0) f(x):m P)f(x):W
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Ejercicio 6.2 Se construird una ventana rectangular coronada con un tridngulo equildtero. En la
parte rectangular se usard un vidrio que deja pasar el doble de luz por metro cuadrado que el
vidrio que se usard en la parte triangular. Si el perimetro de la ventana es de 15 metros, determine

las dimensiones que debe tener la ventana que deja pasar el maximo de luz.

99 99 9999

Ejercicio 6.3 Una hoja rectangular de perimetro 36 cm y de dimensiones ”x” por ”’y” cm se rota
en torno al lado de medida ”y” para generar el cilindro que se muestra en la Figura 6.4. ;Qué

9999

valores de ”x” e ’y”” hardn que el cilindro generado, tenga el mayor volumen.?

________

~ -
————————

Figura 6.4: Cilindro de mayor volumen

Ejercicio 6.4 Determine la distancia mds corta entre el punto (—1,7) y la curva de ecuacién

y = 3sen(2x).

Ejercicio 6.5 Determine la distancia mds corta entre el punto (2,3) y la curva de ecuacion

Ejercicio 6.6 Determine las dimensiones del cono circular recto de volumen de minimo volumen

que contiene una esfera de radio r = V2 m.

Ejercicio 6.7 Halle las dimensiones del rectdngulo cuya drea sea mayor, dado que el perimetro

es de 10 m.
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/. La integral Indefinida

Funciones primitivas o antiderivadas

En estd seccidn se estudiard como recuperar la funcién a partir de su derivada, debido a que
existen muchos problemas que requieren que recuperemos una funcién a partir del conocimiento
de su derivada, es decir, de su tasa o relacién de cambio. Por ejemplo, suponga que conocemos la
funcioén velocidad de un objeto que cae desde una altura inicial y que necesitamos conocer su altura
en cualquier instante de tiempo. De esta manera, se generaliza esta idea con la siguiente Definicién

7.1.

I Definicion 7.1 Una funcién F es una antiderivada o primitiva de f en un intervalo I si

F'(x) = f(x), para todo x € I.

El proceso de recuperar una funcion F(x) a partir de su derivada f(x) se denomina antideriva-
cion. Utilizamos letras mayusculas, como F' para representar una antiderivada de una funcién f; G

representa la antiderivada de g y asi sucesivamente.

» Ejemplo 7.1

1. Sea f(x) = 3x?, para todo x € R. En esfecto, una primitiva de f es F(x) = x*; puesto que
F'(x) = 3x* = f(x).
2. Sea g(x) = cos(x), para todo x € R. En efecto, una primitiva de g es G(x) = sen(x); puesto

que G'(x) = cos(x) = g(x).
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3. Sea h(x) = m, para todo x € R. En efecto, una primitiva de & es H(x) = mx.
4. Si j(x)= 1_&)62, para todo x € R, entonces J(x) = arctan(x) es una primitiva de la funcién
J; puesto que J'(x) = j(x).

Observacion 7.1 Mencionamos una primitiva y no la primitiva o la antiderivada, debido a que
si F es una primitiva de f, entonces F 4 C es también una primitiva de f, donde C es una constante.
Desde el punto geométrico, la funcién definida por y = F(x) + C es una traslacién en la direccién
del Eje y del gréfico de la funcién definida por y = F(x) es una cantidad C, si C > 0 entonces la
traslacién serd hacia arriba, ahora si C < 0 entonces la traslacion es hacia abajo como se puede

observar en la Figura 7.1. Estd translacion no cambia la pendiente de la recta tangente en cualquier

punto de la funcién primitiva. De esta manera, se tiene el siguiente Teorema 7.1.

by

s y = F(x)
y=F(x)+3
y=F(z)+C
y=F(x)+2
C>0
y=F(x)+1
£
5 4 3 2 0 2 3 4 5 6
= F(z)—1
y = F(z) y= F(z)+C
y=F@)-2 c<o
y=F(x)—3

Figura 7.1: La funcién y = F(x), con sus traslaciones hacia arriba (C > 0) y abajo (C < 0).

Teorema 7.1
Si F es una antiderivada o primitiva de f en un intervalo /. Entonces, la antiderivada m4s general

de fenles F(x)+C, donde C es una constante arbitraria.

Realizando la comparacién de distintas primitivas de la funcién observamos que estas difieren en

una constante, esto se lo puede expresar en el siguiente Teorema 7.2.

Teorema 7.2 Sean G y H antiderivadas de f en |a,b[, entonces G — H es una funcién constante.

Demostracion.
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Se debe probar que G — H es constante, es decir, (G— H)'(x) = 0, para todo x € ]a, b].
En efecto, como G y H son antiderivadas de f en |a,b[, esto es, G'(x) = f(x) y H'(x) = f(x), para

todo x € |a,b|. Asi
(G-H)(x)=G'(x)—H'(x) = f(x) — f(x) =0, Vx € la,b|.

Por tanto, G — H es constante en |a, b|. n

Es posible seleccionar una primitiva en particular de esta familia, si se asigna un valor especifico

a C. A continuacién se presenta un ejemplo que muestra cémo hacer tal asignacion.

= Ejemplo 7.2

Determine una antiderivada de f(x) = 3x?, que verifique F (1) = —1.

Solucion:

En efecto, la antiderivada de f es F(x) = x> +C, donde C es una constante real.

Abhora, utilizando la condicién que F(1) = —1, se tiene

F()=(1)y+Cc=1+cC.

Puesto que, F(1) = —1 entonces 1 +C = —1 esto implica que C = —2. Por consiguiente, F (x) =
x® — 2, para todo x € R es la antiderivada que satisface F(1) = —1.
Observe que dicha asignacién para C selecciona la curva particular de la familia de curvas y = x> 4+C

que pasa por el punto (1,-1) en el plano.

|

Figura 7.2: Ejemplo de una antiderivada definida en un punto
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En la siguiente Tabla 7.1 se presenta las férmulas de antiderivadas de funciones importantes.

Funcion Antiderivada General
1. x LW@C n#—1
n+1 ’
1
2. sen(kx) — 4 cos (kx)+C
1
3. cos(kx) L sen (kx)+C
) 1
4. sec”(kx)  tan (kx)+C
) 1
5. csco(kx) ~ cot (kx)+C
1
6. sec(kx) tan(kx) 7S¢ (kx)+C
1
7. csc(kx) cot(kx) - ese (kx)+C
k es una constante distinta de cero

Tabla 7.1: Férmulas de Antiderivadas

Observemos que las reglas de la Tabla 7.1 son faciles de comprobar derivando la férmula de la

antiderivada general para obtener la funcién de la izquierda.

m Ejemplo 7.3 Determine la antiderivada general de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x)=x",
1
b) g(x) = Kk

¢) h(x) =sen(9x),

o it eos (%)

Solucion:

a) Utilizando la Tabla 7.1 laregla 1, se tiene

1 1
7 7+1 8
= = F)= +C= +C.
flx)=x (x) 7 lx C Sx C

b) Utilizando la Tabla 7.1 la regla 1, se tiene

I
=
[SI[N)

=
wlw| —

8(x) = \/1;
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Asi,

1 3 1 -2
Gx)= ——x T4 Cc=2x24+C=—+C.
(x) e 7

¢) Utilizando la Tabla 7.1 la regla 2, se tiene
1
h(x) =sen(9x) = H(x)= -5 cos(9x) +C.
d) Utilizando la Tabla 7.1 la regla 3, se tiene

. 3x 1 3x 2 3x
i(x) = cos (2> = Ix)= gsen (2) +C= 3 sen (2> +C.

Mediante las reglas de diferenciacion se puede obtener reglas de las antiderivadas. Por ejemplo,
suma, diferencia de antiderivadas o multiplicar por una constante, de esta manera se tiene la

siguiente Tabla 7.2

Funcién Antiderivada General
1. Regla del multiplo constante: & f(x) kF(x)+C, kesunaconstante
2. Regla del negativo: —f(x) —F(x)+C
3. Regla de la suma o diferencia:  f(x) £ g(x) F(x)£G(x)+C

Tabla 7.2: Reglas de linealidad para antiderivadas

Las reglas de la Tabla 7.2 son de la misma forma féciles de probar. Observe que la regla 2 es un

caso especial, para k = —1 en laregla 1.

m Ejemplo 7.4 Determine la antiderivada general de las siguientes funciones:

1. g(x)= 2 + 7sen(9x).

Va3

Solucién: En efecto, utilizando la regla de la suma y multiplo de una constante de la Tabla

7.2, se sigue que

() = —2 (;) +7sen(9x)
S Gl = 2 <—2x> +7 (—;cos(9x)> e
4
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7> —3x2—15
x2 '

2. f(x) =

Solucién: Primero observemos que f se lo puede escribir de la siguiente forma, f(x) =

7x* —3 — 15x72. Ahora, aplicando las reglas de la Tabla 7.2, se tiene

7 15

F(x) = Zx4—3x—_—1x71+c
7 15

F(x) = 1)64—3)6-1—7-1-(?,

donde F es la antiderivada de f, puesto que F'(x) = f(x).

7.1.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 7.1
Determine la antiderivada general de las siguientes funciones y verifique las respuestas utilizando

la derivada.

§ 2 2 1
1. (a) 4x (b) 3x (c) 2x*—3x+ >
2. (a) —7x 2 (b) —4x~* (c) — %x‘2+3x_4—§
3. (@ L (b))i3+x6 (c) 2x6—’i5+2x—3+3
: 5 2 4
3 7 301
4. @ 5 ®) 3 ©4— 5+~
3 3 3, 2 1
5. (a) ¥ (b) - (©) 52 = =+ 5
6. (a) —%\/x (b) —4v/x2 (©) 2ﬁ—%€/ﬁ+%
4 2 o~ 1 09
7. (@) 3 VA ® 377 © =3V5-7=—7
2 ! 7 10 2 ., 3
8. (a)—gx 1 (b) —4x75 (C)Zx 4—§x 5+§x+1
9. () — /@ (b) — 42 (©) —2v/x3 — 32—§
3 S5x3 2x3 2
4 2 o~ 1 09
10. (a) 3 ¥/ ®) 357 © =3Vx—2=—3
11. (a) —gsen (gx> (b) %sen(x) (c) wsen(—mx) —4sen(x)

12. (a) gcos (Ex> (b) — mcos(mx) (c) cos <§x> — gcos(n'x)
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13. (a) %secz (x) (b) %secz (g) (©) — sec? (?)

14. (a) %csc2 (%) (b) gcsc (§ ) (©) —4csc(2x)

15. (a) %csc (x) cot(x) ) — - csc < > cot ( > © — gcsc <§x> cot <§x>
16. (a) % sec (4x) tan(4x) (b) — msec ( ) tan ( ) (c) — 3sec (3x)tan (3x)

17. (a) %sec (Var)un(vax)  ® § cse (v/3x) cot (v/3x) (c) — %Cscz (5%)eot(5%)
18. @ T — 52x3 — ®) x? sec? (x))cz— 7% +3

Determine la antiderivada de las funciones tal que verifique la condicién inicial.

19. f(x) = 2x, si F(1) = 4. 20. f(x) = —x, si F(—1) = 1.
21. f(x) =2x—17, si F(2) =0. 22. f(x) =7x* —5x+3, si F(—1) = 0.
23. f(x) =3x 2341, si F(—1) = -5. 24. f(x) = 2\3/; si F(4) =0.
25. f(x) = 1 +cos(2x), si F(0) = 4. 26. f(x) = —g sen <gx> , si F(0) =0.

27. f(x) = 8x+sec?(x), si F(0) = 1.

7.2 Integral Indefinida

En estd seccidn se introducird un simbolo para denotar al conjunto de todas las antiderivadas o

primitivas de una funcién f, de lo cudl se obtiene la siguiente definicién

Definiciéon 7.2 — Integral Indefinida.
El conjunto de todas las antiderivadas o primitivas de f es la integral indefinida de f respecto

a x, y se denota,

/ f(x)dx, o simplemente / I

Es decir, / f= / f(x) x) 4+ C, donde F es una antiderivada tal que F' = f.

Observacion 7.2

= El simbolo / es el signo de integral. La funcién f es el integrando y x es la variable de
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integracion.
= La letra x que aparece en / f(x)dx no tiene significado especial y se le conoce como la

variable muda, asi, se tiene

/ F(x)dx = / F(t)dt = / F(w) du = / F(2)dz

Puesto que cada férmula derivacién nos proporciona de manera inmediata antiderivadas por los
resultados en la seccidn 7.1, se puede elaborar una tabla de integrales indefinidas.

A continuacion se presenta algunas antiderivadas elementales:

Pran
1. /x"dx: ) +C, Vn# —

=In[x|+C=InK|x|, K> 0.

N

~
—— — \\\\\ \\T
Y
=

_|_

a

et

sen(x)dx = —cos(x) +C.

cos(x)dx = sen(x) +C.

Y
5
oy
I
m@
=
+
A

senh(x) dx = cosh(x) +C.

cosh(x)dx = senh(x)

2

sec”(x)dx = tan(x

(x)
(%)

x)dx = cot(x

(¢}
& 8
=

10.

= arctan(x) 4 C.

H
+

Y

= ><N

11.

= arcsen(x) +C.

—_
|
=

12. = arccos(x) +C.

Proposicion 7.3 / es un operador lineal, es decir,

L [rae= [re e

2 /ocf:oc/f, Vo € R.

Demostracion.
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1. Sean F+C, = [ fy G+C, = [ g. Entonces, F' = f y G’ = g, se sigue que
(f+£g)=(F£G).

Luego, (F £+ G) es la antiderivada de (f £ g), esto es,

/figz/fi/g

2. Seanox € Ry [ f =F +C. Entonces, F' = f en consecuencia (oF) = o.f. Asi,

ocF:/af

= /af:a/f.

m Ejemplo 7.5 Determinar las siguientes integrales indefinidas:
a) / [cos(x) +x° +2¢"] dx,
b) / [7x0 — 3x% + 2x — 4] dx,
) /(\/}—e") dx,

d) /<ZSGC2(X) - 1jx2> dx.

Solucion:

Utilizando las férmulas anteriores y la Proposicién 7.3, se sigue que

a) / [Cos(x)+x5+2ex] dx:/cos(x)dx+/x5dx+/2exdx
:/cos(x)dx+/x5dx++2/exdx+C

46
=sen(x) + 3 +2e' +C.

b)/[7x6—3x2+2x—4] dx:/7x6dx—/3x2dx+/2xdx—/4dx

:7/x6dx—3/x2dx+2/xdx—4/dx

=x" -+ —4x+C.

C)/(\/;c—ex) dx:/\/;cdx—/exdx

1
:/xfdx—k/exdx
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3
= —Xx2

—e*+C.

d)/<2sec2(x)—1j2> dx:/2sec2(x)dx—/1j2dx
x x
d
:2/secz(x)dx+3/l+x2
. X

= 2tan(x) — 3arctan(x) +C.

w\l\)

7.2.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 7.2 Determine la antiderivada mas general o la integral indefinidad. Verifique la

respuesta mediante derivacion.

1. /(x—l)dx 2. /(7—4x)dx
3./(3w2—|—%> ity 4. /(8t7

5. [ (20 = 5x+7) dw 6. [(1-+2 -3¢ ar
7./(—)(24+x5—;>dx 8. /<1 3—1—3x)d
9. /(\/fc+€/§c) dx 10. /<*f+ﬁ> dx
1, /<8y—y12/4> & 12, /(;—ysl/J o
13. /(W) dr 14. /(4;\/;) di

15. [ —2cos(t)dt 16. /—SSen(t)dt

17. [ —3csc?(x)dx 18. /<—Sec_j)(x)> dx

19. /<°SC(9)2““@)> 6 20. /<§sec(9)tan(0)> 6
21. /(sen (2x) — csc? (x)) dx 22. /(2005(2x)—3sen(3x)) dx
- /(H—cos (41) ) od. /<1—cgs(6t)) it

25. /(I—Han 26. /(2+tan2(9)) de

(Sugerencia:1 + tan’(6) = sec*(0))

27. / cot®(x) dx 28. / (1 —cot*(x)) dx
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(Sugerencia:1 + cot? (x) = csc?(x))

20. /cos(O)(tan(G)JrseC(e))d6 90, /csc(@c)sc—(zgnw)de

VERIFICACION DE FORMULAS DE ANTIDERIVADAS

Utilice la derivacidn para verificar las siguientes férmulas.

(5x—1)
31. / X 1 G +C
4 =l
32./4x+3 zdx:—(x—if)jtc
33. /sec (Bx—1)d gtan(3x—l)+C

-3
34, /csc2 <2> dx = —2cot (xz) +C
1 1
35. | ———=dx=———+C
/(x—i—l)2 * x—H+

1 X
36. | ———dx=———+C
/(x+1)2 * x+1+

Determine si cada una de las siguientes férmulas es cierta o falsa y argumente el porqué de su

respuesta.

2
37. /x sen(x)dx = % sen(x) +C

38. /x sen(x)dx = —xcos(x) +C

39. /xsen(x) dx = —xcos(x) +sen(x) +C
40. /tan(@)secz(e)de = sec33(9) +C
41. /tan(@)secz(e)de ;tan (6)+C
42. /tan(@)secz(e)de = %secz(ﬂ)—i-c

43, /\/2x—|—1a’x:\/x2+x+C
44, /\/2x+1dx:\/x2+x+C

1 3
4 ./\/2x+1dx:§<\/2x+l) +C

9
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7.3 Método de Sustitucion

El método de sustitucion para integrales se lo plantea mediante el siguiente Teorema

Teorema 7.4 — Cambio de Variable. Si u = g(x), entonces

[fwdu= [(fog))-gwax

0, equivalente

[=[tre0)¢

Demostracion. Sea F una antiderivada de f, es decir, F'(u) = f(u).

Como u = g(x), entonces F(u) = (F o g)(x). Ahora, utilizando la regla de la cadena, se tiene

(FoG)'(x) =F'(g(x))-8'(x) = f(g(x)) - &'(x).

Por tanto, (F o g) es una antiderivada de f(g(x))-g'(x), es decir,

:/f(u)du y (Fog)Z/(ng)'gl

Puesto que, F(u) = (F o g)(x) entonces

m Ejemplo 7.6 Determinar las siguientes integrales utilizando el método de sustitucién:
cos(x)
———dx
1 + sen?(x)
Solucién: Sea u = sen(x), entonces du = cos(x) dx. Asi,

cos(x
1+ sen2 1+

= arctan(u) +C

= arctan(sen(x)) +C.

earctan(x)
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Solucion: Sea u = arctan(x), entonces du = . Asi,
1 4 x2
earctan(x)
/ W dx = /e du
=e"+C

— earctan(x) +C.

3. /tan(x)dx

sen
Solucién: Primero observe que tan(x) = ()
cos(x)

/ tan(x) dx = / z:g; dx

Por consiguiente, u = cos(x) entonces du = — sen(x) dx

/tan(x)dx:/—%du

=—Inu|+C

, Se tiene

= —In|cos(x)|+C
1

= 1 _
. cos(x)

= In|sec(x)| +C.

Por tanto, / tan(x)dx = In|sec(x)| +C.
4. / sec(x)dx

Solucién: Utilizando el siguiente artificio, se tiene

/sec () dx = / sec(x) (sec(x) +tan(x)) I

sec(x) 4 tan(x)

Por consiguiente, u = sec(x) + tan(x) entonces du = (sec(x) - tan(x) + sec?(x)) dx. Asi,

1
/sec(x)dx:/fdu:ln\u|+C
u

=In|sec(x) +tan(x)| 4 C.

5. [(ax+Db)" dx,conn # —1.
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Solucién: Sea u = ax+ b, entonces du = adx. Asi,

d 1 n+1
/(ax+b)”dx:/u"-—”:—" +C
a an+1

1 (ax+b)"*!
Sk s ae)
a n+l *

6. /\5/ (3x—17)3dx.

Solucion: Sea u = 3x — 7, entonces du = 3dx

/mdx:/u3/5-a;bt

1 u3/5+!
3341

1 (3x—17)%3
_ LGx=7)77 8) +C

5

1 (3x—17)%3
_ LGx=7)7 8) +C

5

w

w

5
= ﬂ(3x—7)8/5—|—c

7. /xS 1 +x2dx.

Solucién: Sea u = 1 + x2, entonces du = 2xdx

/xsx/l—l—xzdx:/\/ﬁ(u—l)zdzu
:%/ul/z(uz—Zu—i—l)du

= %/(u5/2—2u3/2+u1/2)du

1 {472 5/2 3/2
1 <u7 U +u LC
2

3
2

SIS

1 2 1
:?(1—|—x2)7/2_g(1+x2)5/2+§(1+x2)3/2+c

LCP
8. /f(x) dx = In|f(x)] +C.

7.3.1 Ejercicios Propuestos

I Ejercicio 7.3
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Determine las siguientes integrales indefinidas, utilizando el método de sustitucion.

1. /7dx
V1 —9x2

dx
Y
5. /cot(4—5x)dx.
cos (7 —In(x))
7. /de.

2/ 3 sen(x d
\/5— 3cos
dx

20— /2x'
6. /csc(?m:x —7)dx.

8. /sec (7) d

74

9, / 3 sec(d® — 4) dx. 10, / 529 49,
26 37
1. /e—csc(eze—Z)dG. . eﬁ dt
13. / 14 / 2 d
0 —————— ax.
Va4 -2 x(1—41In%(x))
2x
15. /—dw. 16./7dx
V1—x*

21n
17/ X.
19./ —dx

eX+e ¥

Integracion por partes

7
18. /7dx
xV21x2 -1

En estd seccién, mostraremos otro método de integracion en el cual se relaciona la regla del

producto de la derivada, de esta manera se enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion 7.5 — Férmula de Integracion por partes. Sean u y v dos funciones de x. Entonces,

o0 equivalente

/ /
/M'V :M‘V—/M A

Demostracion. Notemos primero que,

() V()] = (x) v (x) +u(x) V' (x)

Luego, utilizando la Proposicion de linealidad, se tiene

x)dx+/u(x) v (x) dx

u(x)-v(x) = /u' X
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y despejando, se concluye que

Observacion 7.4 Usualmente la férmula de integracion por partes se escribe de manera mds

/udv:u-v—/vdu,

compacta como

donde dv =V'(x)dx y du = u'(x) dx.

m Ejemplo 7.7 Determinar las siguientes integrales utilizando el método de integracion por partes:

1. /xexdx.

Solucion:

U==x = du=dx
Sean . Entonces,

dv=ée'dx = v=¢é'

/xexdx:xex—/exdx:xex—ex—i—C.

2. / In(x) dx.
Solucion:

u=In(x) = du=%

Sean * . Entonces,

dv=dx = v=ux

/ln(x)dx:xln(x) —/dx:xln(x) —x+C.

3. /x2 e dx.

Solucion:

Uu==x =  du=2xdx
Sean . Entonces,

dv=e'dx = v=e¢e'
2 x 2 x X 2 x X
/x edx=x"¢e —/2xe dx=x"¢e —2/xe.
Utilizando el resultado de la integral anterior, se tiene

/xzexdx:xzex—2[xex—ex]+C:x26x—2xex+2ex—|—C.
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4. /ex sen(x)dx

Solucion:

u=sen(x) = du=cos(x)dx
Sean . Entonces,
dv=¢e'dx = v=¢é'

/ e* sen(x)dx = " sen(x) — / e* cos(x)dx. (7.1)

Aplicando de nuevo integracién por partes para / e cos(x)dx.

, u=cos(x) = du=—sen(x)dx ]
Realizando , Se tiene
dv=ée‘dx = v=e¢"

/e" cos(x)dx = €* cos(x) — /ex (—sen(x))dx = e* cos(x) + /ex sen(x) dx. (7.2)
Reemplazando (7.1) en (7.2), se tiene

/ ¢ sen(x) dx = ¢ sen(x) — [ex cos(x) + / ¢ sen(x) dx}

= ¢ sen(x) —e* cos(x /ex sen(x

= /ex sen(x) dx—{—/ex sen(x)dx = e*(sen(x) — cos(x)) + K
2/e sen(x e*(sen(x) —cos(x)) + K

/e" sen(x)dx = %(sen(x) —cos(x))+C.

5. / (In(x))?dx

Solucion: |
u=(In(x))> = du=2 n(x) dx

Sean X . Entonces,
dv =dx = v=x

/(ln(x))zdx:x(l /xln dxdx = x(In(x 2/1n

Utilizando el resultado de la integral anterior, se tiene

/(1n(x))2dx = x(In(x))? = 2(xIn(x) —x) +C.
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6. / e’ ) sen(4x) dx.

Solucion:

Primero observemos que,
/ s’ () sen(4x)dx =2 / e’ sen(2x) cos(2x) dx.

_ u = cos(2x) = du= —2sen(2x)dx
Realizando . Entonces,

dv = esen’(¥) sen(2x)dx = v= s’ (@)

/ s’ sen(4x)dx = 25’ () cos(2x) —2 / —2esen’ () sen(2x) dx
= 2%’ () cos(2x) 14 / s’ () sen(2x) dx
=27 %) cos(2x) + 4" ) 4 C

= 2t ) (cos(2x) +2) +C.
7.4.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 7.4

Resolver las siguientes integrales por el método de integracion por partes.

1. /xcos (%C) dx 2. /t2 sen(t)dt

3. /wcos <ga)) do 4. /xzcos(x) dx

5. / x?In(x)dx 6. / tIn(t) dt

7. /tan_l(x)dx 8. /sen_l(y)dy

9. /Zx sec?(x) dx 10. /6t sec? (1) dt
11./x4exdx 12. /p3e*pdp

13. /(x2—7x)ezxdx 14. /(r2+r+1)e2’dr
15, /t3e3fdt 16. /Ozsen(ZG)dG
17. /2x sen” ! (x?)dx 18. /ex sen(x) dx

19. /e cos(2 20/ “sen(5x)d.
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Realizar las siguientes integrales utilizando el método de sustitucidn e integracién por partes.

21. /ev4x+8dx 22. /y\/l—ydy

23. / x tan® (x) dx 24, / In(x 4 x*) dx

25. / sen (In(x)) dx 26. / z(Inz)* dz

Integracion Trigonomeétrica

En estd seccidn se realizara el estudio de las integrales trigonométricas, en la cual incluye
combinaciones algebraicas de las seis funciones trigonométricas basicas. El objetivo es expresar en
funciones del seno y coseno, pero con frecuencias es mds sencillo hacerlo con otras funciones, por

ejemplo:
/ sec?(x) dx = tan(x) +C.

La idea principal es utilizar las integrales trigonométricas para transformar las integrales en integra-

les més sencillas de trabajar.

Producto de potencias de senos y cosenos

Analizamos el siguiente tipo de integral:

/ sen” (x) cos” (x) dx,

donde m y n son enteros no negativos (positivo o cero). Ahora, consideremos los siguientes casos:
Caso 1: Si m es impar, entonces m = 2k + 1 para k € N y utilizamos las identidad sen?(x) =
1 —cos?(x). Asi, sen™(x) = sen* ! (x) = (sen? (x))k sen(x) = (1 —cos? (x))k sen(x). Luego, com-
binamos en la integral el sen(x) con dx y tenemos sen(x) dx que es igual —d(cos(x)).

Caso 2: Si m es par y n es impar, entonces elegimos n = 2k + 1 para k € N y utilizamos la identidad

trigonométrica cos?(x) = 1 —sen?(x). Asf,

cos” (x) = cos* ! (x) = (cos?(x))¥ - cos(x)

=(1- senz(x))k'COS(x)-
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Luego, combinamos el cos(x), que estd solo, con dx, y hacemos cos(x) dx es igual a d(sen(x)).

Caso 3: Si m y n son pares, entonces sustituimos por las siguientes identidades trigonométricas:

1— 2
sen’(x) = C;S(x), cos?(x)

_ 1+cos(2x)
B 2

para reducir el integrando a uno con potencia menores de cos(2x).

m Ejemplo 7.8 Determinar las siguientes integrales trigonométricas por los casos anteriores.

1. / sen’ (x) cos?(x)dx.

Solucién:
5 2 _ 4 2
/ sen” (x) cos”(x) dx = / sen” (x) cos”(x) sen(x)dx
= / (sen®(x))? cos®(x) sen(x) dx
= /(1 — cos?(x))? cos?(x) sen(x) dx.
Haciendo u = cos(x), entonces du = — sen(x) dx, se tiene

/senS(x) cosz(x)dx:/(1—u2)2u2(—du) - —/(1—2u2+u4)u2du

= —/(u2—2u4+u6)du

woow
=——42———+C
3 * 5 7 +
3 2 7
= _cos3(x) + gcoss(x) — COS7(X) +C.

2. / sen*(x) cos® (x) dx

Solucion:

/ sen’(x) cos® (x) dx = / sen*(x) cos?(x) cos(x) dx
= / sen*(x)(1 — sen?(x)) cos(x) dx.

Haciendo u = sen(x), entonces du = cos(x) dx, se tiene

/sen4(x) cos® (x)dx = /u“(l —u?)du= /(u4—u6)du
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5 7
_ sen (x) sen’(x) c
5 7
3. / sen®(x) dx
Solucidn:
1 3
/sen /(sen ) dx:/[z(lcos(Zx))} dx
g / 2 cos(2x) + 3(1)(cos(2x))? — (cos(2x))] dx
3 u=2x
§ x— 3/cos (2x) dx+3/cos (2x)dx — /cos (2x)| dx, con .
=dx
1 3
=3 |* cos du+3/cos (2x)dx— /cos (2x)
E——sen / (1+4cos(4x))d —l/cos (2x)dx
8 16 "3 IR !
1
= % - 13—6 sen(2x) + %x—k 63—4 sen(4x) — 16 cos® (u) du
x 3 303 1 5
=3~ Esen(2x) Ex—k asen(4x) ~ 16 cos(u) (1 —sen”(u)) du
x 3 3 3 1 1
g—ﬁsen(h) l6)c—i-asen(4x) 6 — sen(2x) + g 50 3(2x) +C
5 1 3 I,
=165 Zsen(2x) asen(4x) g 50 (2x)+C.
4. [cos*(x)dx.
Solucién:
1 2
/0054( )dx—/(cosz( ) dx:/(2(1+cos(2x))> dx
1
= Z/(l +2cos(2x) +cos*(2x)) dx
1
4[ +7. Zsen (2x) +/cos Zx)d]
_ X sen2) —/7(1 +cos(4x)) dx
4 4 4) 2
_x  sen(2x)  x 1
—Z—&- ) +§+§sen(4x) +C
~ 3x  sen(2x) = sen(4x)
=32 3 TG

7.5.2 Meétodo de eliminacion de raices cuadradas

Cuando una expresion trigonométrica que tenga raices cuadradas, utilizamos la identidad

1 20
trigonométrica cos?(0) = 1-+c0s(26)

para eliminar sus raices cuadradas.
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m Ejemplo 7.9 Determinar la siguiente integral

%
/ v/ 1 +cos(6x)dx.
0

Solucion:

Para eliminar la raiz cuadrada utilizamos la identidad

_ 1+cos(20)

> 14cos(26) = 2cos*(6).

cos>(9)
En nuestro caso elegimos 6 = 3x, esto se transforma en

1 4 cos(6x) = 2cos?(3x).

Asi,

[P VTTeos@ae= [*\faeo3rdr=va [ \feos(30)ds

= \@/0g |cos(3x)|dx, con :S([(S:)g; 0
= \@/g cos(3x) dx
0
_ 3 (sen§3x)>
0

1-0]

ol

7.5.3 Integrales de potencias de tan(x) y sec(x)

En esta parte se conoce como integrar la tangente, la secante y sus cuadrados. Para integrar
potencias mayores, utilizamos las identidades tan?(x) = sec?(x) — 1 y sec?(x) = tan*(x) + 1 e
integramos por partes, cuando sea necesario para reducir las potencias grandes o potencias menores.
m Ejemplo 7.10 Calcular las siguientes integrales

1. [tan*(x)dx.

Solucion:

/ tan*(x) dx = / tan’(x) - tan? (x) dx



7.5 Integracion Trigonométrica 183
/ sec (x)—1) dx

/ -sec?(x)dx — / tan®(x) dx
/ tan®(x) - sec” (x) dx — / sec?(x) dx+ / dx.

En la primera integral utilizamos la integracién por sustitucion,

u=tan(x) = du=sec’(x)dx
entonces,
2 1 5
udu=—-u +C.
3
Por tanto,

1
/tan4 (x)dx = 3 tan®(x) — tan(x) +x+C.

2. [tan®(x)sec*(x)dx.

Solucion:

/ tan®(x) sec* = / tan® (x) sec? (x) - sec? (x) dx

= )(1 +tan’(x)) - sec® (x) dx

= / tan x)+ tan (x))- sec’ (x)dx, hacemos u = tan(x) = du = sec’(x)dx

—/u—i—u

— C
7—i_9+

_ tan’(x)  tan’(x)
7 T

+C.

3. [tan’(x)sec’(x)dx.

Solucion:

/ tan’ (x) sec’ (x) dx = / (tan?(x))? tan(x) - sec® (x) sec(x) dx

= / (sec?(x) — 1)%sec®(x) - tan(x) sec(x) dx, hacemos u=seclx)
du = tan(x) sec(x) dx
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= /(u2 —1)%ubdu

= /(u4 — 21 4+ 1)u du

= /(ulo —2u® +u®)du

Mll 21/[9 M7
= 24t
11 9 + 7 +
11 2 7
_ secll(x) -2 sec?(x) + sec7(x) L

4. [tan®(x)dx.

Solucion:

/ tan®(x) dx = / tan?(x) tan(x) dx = [ (sec®(x) — 1)tan(x) dx

/
= / sec? (x) tan(x) dx — / tan(x) dx
/

u = tan(x)

tan(x) - sec(x) dx — In|sec(x)|, hacemos
du = sec?(x) dx

:/udu—ln]sec(x)]—l—c

2
= E—ln\sec(x)H—C

tan?
= anz(x) —In|sec(x)| +C.

5. [sec(x)dx.

Solucion:

/sec(x) dx — / sec(x)(sec(x) + tan(x)) dx.  hacemos u = sec(x) + tan(x)
sec(x) + tan(x) g e = (sec(x) tan(x) +sec® (1)) dx

:/dudu
u

=In|u| +C = In|sec(x) +tan(x)| +C.

Observacion 7.5 Las integrales de la forma / cot™(x) csc”(x) dx se pueden determinar con
métodos semejantes a la de la seccién anterior, utilizando la identidad trigonométrica 1+ cot?(x) =

csc?(x).

m Ejemplo 7.11 Calcular la siguiente integral

/ esc(x) cot(x) dx.
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Solucion:

/ csct (x) cot(x) dx = / esc?(x) esc?(x) cot(x) dx

u = cot(x)

du = —csc?(x) dx

- / (14 cot?(x)) csc?(x) cot(x) dx,  hacemos
:/(1+u2)u(—du)
:/(—u—u3)du

2 4

u u
-2 _Y.ic
2 4 +
2 tt
__co (x)  cot’(x) Lc
2 4

7.5.4 Producto de senos y cosenos

En estds seccion se indicara como calcular las siguientes integrales

/ sen(mx) sen(nx) dx, / sen(mx)cos(nx)dx 'y / cos”™ (x) cos" (x) dx

Podemos determinar las integrales utilizando el método de integracidn por partes, en cada ca-

so se requiere integrar dos veces por partes. Es mas sencillo utilizar las siguientes identidades

trigonométricas:
sen(mx) sen(nx) = % [cos((m —n)x) — cos((m+n)x)],
sen(mx) cos(nx) = % [sen((m —n)x) +sen((m+n)x)],
cos(mx) cos(nx) = % [cos((m — n)x) + cos((m+n)x)].

m Ejemplo 7.12 Calcular las siguientes integrales
1. [sen(4x)cos(5x)dx.
Solucién:
1
/ sen(4x) cos(5x)dx = / 5 [sen(4x — 5x) + sen(4x + 5x)] dx
1
= E/[sen(—x) +sen(9x)] dx

1

-1 [cos(x) - ;cos(9x)} e

2. [cos(3x)cos(6x)dx.
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Solucion:

/cos(3x) cos(6x)dx = /; [cos(3x — 6x) + cos(3x+ 6x)] dx

= ;/[cos(—?ax) + cos(9x)] dx

1 [sen§3x) . sené9x)} e

2

3. Simy n son enteros positivos, demostrar que:

-z T sim=n.

/n sen(mx) Sen(nx)dx{ 0, sim#n

Solucion:

i) Sim#n,

71
— [cos(mx — nx) — cos(mx + nx)| dx

T
/ sen(mx) sen(nx) dx =
2

-7

—

_7; [cos(x(m —n)) —cos(x(m—+n))] dx

sen(x(m—n)) sen(x(m‘i'”))} ’

m—n m—+n

-7

-0=0.

N— N—= =

1) Sim=n,

/ " sen(mx) sen(nx) dx = / "1 [cos(mx — nx) — cos(mx+ nx)| dx

—T —T

|
SN

[cos(0) — cos(2mx)] dx

T
T

[1 —cos(2mx)] dx

|
—
bS]

T
_sen(2mx)
2m

=

-7

Ry D= = N =

|
N
|
'\":1
N~

I
S

7.5.5 Ejercicios Propuestos
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Ejercicio 7.5

Productos de potencias de senos y cosenos

Resolver las siguientes integrales

L. / 8sen*(x) dx

3. / 8cos*(27x) dx

5. / 16sen’®(x) cos?(x) dx
7. /35 sen*(x) cos® (x) dx
9. /8 cos®(26)sen(26)d6

11. /3 cos®(3x) dx

13. /sen7(y) dy

Integrales con raices cuadradas

Resolver las siguientes integrales

15./\/1_0205()6)&
17. /\/l—senz(t)dt
19. /\/l—f-tanz(x),dx

21. /9\/1—003(29),039

Potencias de tan(x) y sec(x)

Resolver las siguientes integrales

Producto de senos y cosenos

6. /SSen cos(y)dy

8. /sen (2x) cos?(2x) dx

10. /sen (26)cos®(20)d6

12. /cos
14. /7cos7(t)dt

16. / /T—cos(2x) dx
18. /\/l—cosz(e)de
20. /\/secz(x)—ldx

22. / (1—cos2(r)) ™ dr

24. /e"sec(ex)dx

26. / 3sect(x)dx



188 Capitulo 7. La integral Indefinida

Resolver las siguientes integrales

31 /sen(3x)cos(2x)dx 32. /sen(2x)cos(3x)dx
33. /sen(3x) sen(3x) dx 34. /sen(x) cos(x)dx
35. /cos(3x) cos(4x),dx 36. /cos(x) cos(7x)dx

7.6 Integracién de Funciones Racionales
Plx)
O(x)’

en donde Py Q son polinomios. Es posible expresar f, como la suma de funciones mds sencillas.

Estudiaremos sobre una funcion racional, dada por la siguiente regla de asignacién f(x) =

Ahora, siempre que el grado de P sea menor que el grado de Q la funcién racional, de este tipo,
se llama Propia, en caso contrario, si f es Impropia, es decir, que el Grad(P) > Grad(Q), para lo
cual se procede a dividir P para Q, hasta obtener un residuo (R(x)) tal que el Grad(R) < Grad(Q),

asf la divisidn se lo puede representar por:

P(x) R(x)
flx)= S(x)+ )
=00~ o
donde S(x) es el polinomio cociente.
3
m Ejemplo 7.13 Determinar /x —i—lx dx.
Solucion:
x4 .
Sea f(x) = | > entonces Grad(P) =3 > Grad(Q) = 1, se sigue que,
x —_—
3 2 2
X +x|:{x—1)=x +x—|—2+x_ .
— x>+
x® +x
—x* +x
2x
—2x+2
2
Asi,

3 2
/x +xdx:/[(x2+x+2)+ dx

x—1 x—1
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_/ 2dx+/

§+ > —|—2x—|—2ln\x—l|+C

P(x)

Analizamos que, si f(x) = @ se puede expresar como la suma de fracciones parciales, para
eso necesitamos descomponer en factores el denominador (Q(x)), tanto como sea posible, de esta
forma se va considerar los siguientes casos:

Caso 1: El denominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos, es decir, que se puede
escribir Q(x) = (ajx+by)(axx+by) - - - (arx + by), en donde no hay factores que se repitan, en este

caso, existen constantes Aj,A,, - - - A, tales que:

P(x A A A
f(x) _ ( ) _ 1 + 2 e k )
Ox) ax+by ax+b; agx+ by
= Ejemplo 7.14
| Determi ¥ +2x—1 d
. Determinar | ———————dx.
2x3 +3x2 —2x
Solucién:
X421
Sea f(x) = 2013 2% lo primero se tiene que descomponer en factores el denominador,
entonces
O(x) =2x7 +3x* — 2x = x (2" +3x —2) = x(x+2)(2x — 1).
Asi,
() K421 x4+ 2x—1
x) = = .
23 43x2 —2x  x(x+2)(2x—1)
Luego,
X +2x—1 A B C
0 =—t—=+
x(x+2)(2x—1) x x+2 2x—1
42x—1  Ax+2)(2x—1)+B(x)(2x— 1)+ C(x) (x+2)
x(x4+2)(2x—1) x(x+2)(2x—1)
= X4+2—1=Ax+2)2x—1)+B(x)(2x—1)+C(x)(x+2) (7.3)
Ahora,
1
¢ Si tomamos x = 0 en (7.3), se tiene A = 5
1
¢ Si tomamos x = —2 en (7.3), se tiene B = 1o

1
* Si tomamos x = 3 en (7.3), se tiene B = —
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Esto implica que,

2-4—2)6—1
2x3 4 3x2 —

2. Demuestre que:

1 1 1

— 2, 10 5
d /<x+x+2+2x—1> dx

1 1
d _
2/ P L 2—1d

1 1
Eln\x\ ——ln|x+2\+—ln|2x—l|+C

dx 1 x—a
/m:%nx_’_a +C, Cona#o.
Solucién:
1
Sea f(x) = —— lo primero se tiene que descomponer en factores el denominador,
x2 —
entonces
0(x) =X~ = (x—a)(x+a)
Asi,
1 1 A B
flx) = ¥ —a® (x—a)(x+a) x—a x+a
Luego,
1 A B
(x—a)(x+a) x—a x+a
1 _ A(x+a)+B(x—a)
(x—a)(x+a)  (x—a)(x+a)
= 1=A(x+a)+B(x—a). (7.4)
Ahora,
1
¢ Sitomamos x = a en (7.4), se tiene A = "
a
¢ Sitomamos x = —a en (7.4), se tiene B = g
a
Esto implica que,
1 1
/ & d—/ 2oy 20 ) gy
x2 —a? x—a x+a
1 1 1 1
=— dx—— d
Za/x—a * 2a/x+a *

1 1
= %ln]x—a\ —%ln\x—i—aH—C

1
=—1
2a n

X—a

X+a

+C.
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4
1
3. Determinar x3+ dx.
X=X
Solucién:
1
Sea f(x) = ———, como Grad(P) = 4 > Grad(Q) = 3, entonces
X —x
2
1
( xt +1>:<x3—x> :x+x3+ :
X —x
—x* 22
¥ +1
Ahora, observemos que
2+1 K+
B—x  x(x—1D(x+1)
X +1 A B C
Y = —t——+
x(x=1D(x+1) x x—1 x+1
¥ +1 A —1)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x—1)
x(x—1)(x+1) x(x—1)(x+1)
= X+1=Ax—1D(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x—1). (7.5)

Esto implica que,

¢ Sitomamos x = 0 en (7.5), se tiene A = —1.
* Si tomamos x = 1 en (7.5), se tiene B = 1.

¢ Sitomamos x = —1 en (7.5), se tiene C = 1.

Asi,

4 2
/x +1dx:/ x—|— —|—1 /xdx /dx /
x3—x x—1 x+1

= ——ln\x|+ln|x—l|+ln|x+1\—|—C

2

4. Demuestre que:

dx 1
/m aarctan<a)+C cona # 0.

Solucion:

a2

/ dx _/ dx _l/ dx
x2+a2 a2 <x2 +1> (12 (£)2+*1-
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d
Abhora, realizando tan (0) = Is sec?(0)d0 = —x, se sigue que
a a

d 1 26 1 2 1 1 1
/ a zf/ sec (6) d6:/ﬁﬂiw)jdez/dezﬂ—i—C:tanl(x)—i-C.
. a al seeX6) a a a a

x? +a? tan?(6) + 1

7.6.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 7.6 Factores Lineales no repetidos

Exprese los integrandos como suma de fracciones parciales y evalué las integrales.

dx x+4
. 2. | ———dx.
1 —x2 /x2+5x—6 x
3‘/ dx ' 4/ 2x+1
x2+2x x2— 7x+12
y y+4
5./7d ) 6. d
v-2y-3% oy
dt x+3
7. —=——. 8.
/t3+t2—2t /2x3

Factores Lineales repetidos

Exprese los integrandos como suma de fracciones parciales y evalué las integrales.

3
9./ x> dx ‘ 10/ X dx
X2 4+2x+1 X2 —2x+1°

11./‘“. 12/ X dx
(x2—1)? x—1)(x2+2x+1)°

Factores cuadraticos irreducibles

Exprese los integrandos como suma de fracciones parciales y evalué las integrales.

2
13./dx‘ 14/3t +t+4
(x+1)(x*+1) B+t
2 1 2
15/y—|—y+ ‘ 16/8x+8x+
(y*+1)? 4x2 4+ 1)?
25+2 s* 481
17. 5 ds. 18.
/s2 Y(s—1)3 / (s249)2
26° + 562 4 4 —40°+20% - 1
19./ 6°+56 +89;|— 0. 20./9 0 + 0 : 30+1 4
(62+20+2) (62+1)
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Método de Sustitucion Trigonométrica

En el método de las sustituciones trigonométricas, son de gran utilidad para la sustitucién de

expresiones algebraicas las cuales pueden estar dadas por: Va2 —x2, Va2 +x2 y Va2 — a2, de esta
forma se convierte en integrales que se pueden evaluar de manera directa. Ahora, se presenta tres

tipos de sustituciones basicas.

Tipos de sustituciones trigonométricas basicas

Las sustituciones mds frecuentes son x = atan(60), x = asen(0) y x = asec(0). Las cuales

provienen de los tridngulos rectangulos de la figura

= Con x = atan(6),

@ +x* =a* 4+ d*tan*(0) = a*(1 +tan’(0)) = a’ sec*(9).
= Conx=asen(0),

a® —x* =d* —a*sen’(0) = a®(1 —sen?(0)) = a* cos*(0).
» Con x = asec(6),

X2 —a* = a*sec?(0) —a® = d*(sec?(0) — 1) = a* tan’().

Se necesita que cualquier sustitucion que utilicemos en una integracion sea reversible, de manera
que podamos restituirla a su variable original. Por ejemplo, si x = atan(0), se desea poder hacer
6 = tan"!(x/a) después de realizar la integracién. Si x = asen(0), se desea poder hacer 6 =
sen~!(x/a) cuando se haya terminado la integracién, y de manera similar para x = asec(8). Como
se conoce las funciones trigonométricas en estas sustituciones solo tienen inversa para ciertos

valores de 0 (figura 8.3). Para que se pueda revertir,

T T
» x=atan(f) requiere O = tan~! ({) con —5 < 0 < ox
a
X T y/a
. x= 6 iere 6 — —1<7> Y P
x=asen(0) requiere sen” (-~ ) con S0,
0<o< n s T>1
= A 1 -z b
» x=asec(f) requiere 6 =sec”! <{) con - 2 a
a §<9§TC, si -<-1.
a

Para simplificar los cdlculos con la sustitucién x = asec(6), restringiremos su uso a integrales

en las que x/a > 1. Esto colocard a 0 en el intervalo [0,7/2) y hara que tan(0) > 0. Después se

tendrd v/x2 — a2 = \/a?tan?(0) = |atan(8)|, sin valores absolutos, siempre y cuando se encuentre
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con esas condiciones.

= Ejemplo 7.15

Determinar las siguientes integrales utilizando sustituciones trigonométricas.

! / dx
ARV
Solucion:

Primero observemos que,

9\ [

3
tan(0) == = x=3tan(H)
V9 +x2
sec(0) = 3

Luego, sustituyendo x = 3 tan(8) = dx = 3sec?(0) en la integral , se tiene

de [ dx  [3sec’(0)
Votra2 3\/93+7_ 3sec(0)
:/sec(G)dQ
=1In|sec(6)+tan(0)|+C

V9 + x2 +x

3 3

do

+C.

=In

2
2. / —dx.
V16 —x2
Solucion:

Primero observemos que,



7.7 Método de Sustitucion Trigonométrica 195

716 — x2

sen(G):% = x=4sen(0)

V16 —x2

cos(0) = 1

Luego, sustituyendo x = 4 sen(0) = dx = 4cos(0) en la integral , se tiene

dx:/(436“Wd9:/16sen2(9)d9

_ 16/;(1—cos(29))d9
_s (9_5"'“(22")> e

=8(0 —sen(B)cos(0))+C
/x\ x V16—x?
=38 [sen ( ) —1 1

2
/ V16 —x2

- C
4 4 +

=8sen”! (%) — gv 16 —x2+C.

3 / dx - 2
] Y——, x> =.
Vox*—4 3

Solucion:

Primero observemos que,

¥
9x2 — 4
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2

esto es, para poner el radical en la forma x* — a?. Luego, sustituimos

2
x:gsec(e) = dx=<sec(0)-tan(0)dO
2\? 4 4
o (2 _ 4 24
X <3> g Se¢ () 5
42 4. 9
=5 (sec’(0) —1) = g tan (6)
2\* 2
2_(Z2) =2 ==
X <3> 3|tan(9)\ 3tan(G)7

puesto que tan(6) > 0, para 0 < 6 < 7 y con estds sustituciones, se tiene

/ dx :/ dx :/gsec((?)-laﬂ{’e')de
Vo=t Sy fam(g) ) 3Guante)
= %/sec(@)d@
— %1n|sec(9)+tan(9)\ +C

1
=—In
3

37x+ Ox2 —4
2 2

La sustitucion z = tan (%)

Analicemos la siguiente sustitucion trigonométrica importante,

—tan(f)
S )

+C.

(7.6)

reduce el problema de integracion de expresion racional en sen(x) y cos(x) a un problema de

integracién de una funcidn racional de z. Esto a su vez puede integrarse por medio de fracciones

parciales.

De la siguiente figura
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P(cos x, sen x)

sen x

se tiene la relacion

tan (5) - m

Para ver el efecto de la sustitucion, calculamos

2
cos(x) = 2cos’ ({) =1
2 secz(7>
2
2 _2
_1+tan2<§> S 1+2
2
= cost) =12
cos(x) = ——
1+272°

Finalmente, x = 2tan~!(z), de est4 forma

2dz
dx = . 7.7
T2 (7.7)

m Ejemplo 7.16
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1
a. Determinar / ——dx
1 +cos(x)

Solucion:
/ 1 J / 1 2dz
_ dx= .
1 + cos(x) 1—22 1+72
1+

1+z

_ / 7 ZdZ

:/dz:z+C

—tan<2>+C

1
b. Determinar / ——dx
2+sen(x)
Solucion:

/ B I+z 2dz
2+sen(x) J 2+42z+2722 1+72

B dz - dz
_/z2+z+1 _/(z+(1/2))2+3/4

_/u2+a2

_ 2 ! (14—2:2}%()6/2)) +C.

7.7.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 7.7

Determine las siguientes integrales indefinidas, utilizando el método de sustitucion trigonométri-
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ca.

Va+x2
1./ 5 dx
X

3
s [
Vv 1+9y? Y

1 3/2

16 9x
5. / dx.

7/Vy_

dy y>>5.

9. /*dw
w24 —w?
11./x2\/4—x2dx.

13/
x22

15. —d
/er 2¢* +5)3

17. /703
VI+4At/t

dx
4+x2

2
o[
V1—4x2
/l+\/x2+
6. dx
(2 +1)3?
dx
b
9 — w2
10./ o dw

12, /x—a’x
V21 +4x—x?

14, /dx.
xzm

5/2
16. /

Utilice la sustitucién z = tan(6/2) para calcular las siguientes integrales.

1
18. | ——————d~x.
/1—sen(x) *
1
20. | ————d~x.
/1—cos(x) *
1
22. | ————db
/2+c0s(6)

dt
24, | ————. .
/ sen(r) — cos(t) y>3

26. /sec(@) de

o [
1 +sen(x

21 /1+sen( +cos(x)

~—

dx.

\/r—a

cos(0)do
= /sen( 0)cos(6) +sen(6)’
cos
2. /l—cos

27. /csc(O)dG.






8.1

[0}
ISU chico

8. Integral Definida

La idea de integral, es antecesora a la de derivada, sin embargo por intereses didacticos se

presenta posterior a ésta.

Las secciones estdn separadas en funcién de la necesidad de conceptos, es decir, en la prime-
ra seccion se presenta algunos resultados de sumatorias; en la segunda seccidn se establecerd
algunos resultados sobre el axioma del supremo, éstos servirdn para abordar la tercera seccion
en donde se definird la integral de Riemann, posteriormente en la cuarta seccién se estudiara las
propiedades de ésta integral para finalmente en la quinta seccién establecer la relacién entre la

integral con la derivada, a través de los teoremas fundamentales del cdlculo.

Sumatorias

Sean x; € R, con k= 1,2,3,...,n paran € N. A la suma de n elementos x;, la notamos como

sigue:

n
Zxk:xl-l-xz-l—...-l—xn, con k=1,2,....n.
k=1
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Donde el simbolo ), denota la letra griega sigma a la cual en este apartado lo denominamos

sumatoria. Esta sumatoria se puede generalizar para una funcién real ¢ € (% (R)), como sigue:

Z @ (xk) = @(xm) + @(Xmr1) + @(Xmi2) + .. + O (xn).

En la siguiente proposicidn se enuncian algunas propiedades de la sumatoria.

Proposicion 8.1 Sean &,¢ € .Z(R), k € N y ¢ una constante real. Entonces se verifican las

siguientes igualdades:

1) ,;n: c=c(n—m+1)
2) Y (€00 90) = ¥ £+ 1 ol
k=1 k=1 k=1

n—+p

M:
- 1
=1
~c

~
Il
3

k=m+p

=
1=

(p(k) —@(k—1)) =@(n) —@(0) Propiedad Telescopica

T
I

V)]
~
1=

(p(k) —@(k—1)) =@(n) —@(m—1) Telescopica Generalizada.

~
Il
3

Demostracion. 1) Para este item, se tiene:

m—1

ic: ic— Z c
k=m k=1 k=1

=(c+c+...+¢c)—(c+c+...+¢)

n—veces (m—1)—veces

=cn—c(m—1)

=c(n—m+1).

2) En efecto,

Y (£ (0) £ 9(0) = e£(1) £ p(1)] +[cE2) £ 9]+ +cEn) £ (o)

=[cEM)+c&ER2)+...+cE(n)]£[e(1)+@(2)+ ...+ ¢(n)]

=c[(M)+S2)+ ...+ &) £ [@(1) +9(2) +... + o(n)]

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)
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3)Sir=k+ pentonces k=r—p.Luegosik=m=—-r=m—+pysik=n=—r=n-+ p,usando

estos hechos se sigue que:

n+p

Y, ok-p),

k=p+m

en la dltima igualdad arriba, se ha cambiado el contador r por k.

4) Para este item, se utiliza la definicién de sumatoria, como sigue:

;Up(k)—fp(k—l)):[(P(l)—¢(0)]+[</>(2)—<l>(1)]+---+[<P(n)—<P(n—1)]
=¢0(1)—9(0)+02)—o(1)+..+9(n)—@(rn-1)
=¢(n)—¢(0)

5) En este caso, se tiene
n n m—1
kg@(k)—(/)(k—l))ZI;l(qv(k)—(P(k—1))—};(¢(’<)—<P(k—1))

El siguiente lema, recoge algunas férmulas importantes de la sumatoria.

Lema 8.2 Para k =1,2,3,...,n se cumple:
n+1)
a) Y k= (8.6)
k=1
Z n+1)(2n+1) 87)
— 6
L 1
Z <(n+)> (8.8)
L 1 2+n—-1
Z n(n+1)(6n° ;8911 +n ) 89)
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Demostracion. a) Como,

(k=12 =k —2k+1=2k=k—(k—1)*+1

1 1
:k:i[kz—(k—l)z}—Fi, (8.10)

utilizando (8.10), (8.2) y (8.4) se sigue

beeglieonl

1 & 1 &
:EZ[kZ—(k—l)z}—l—EZl
k=1 k=1
IR S RO |
—2[n 0]+2n
_ n(n+1)
2

b) Tome ¢ (k) = (k+1)3, entonces al aplicar la propiedad telecépica (8.4), se tiene:

D=

(9(k) —@(k—1)) = ¢(n) — ¢(0)

>~

l
- L

(k+1)° =K =(n+1)>-13

~
Il
_

I +3k° +3k+1 -k =n* +3n> +3n+1-1

M:

+3Zk+):1—n +3n°+3n
k=1 k=1

3n n+1)

ﬂ =~
M: HM: L

+n=n>+3n>+3n

3
:>3Zk2:n3+3n2+2n—§n(n+l)
k=1

i nn+1)2n+1)
= Y k= :
k=1

¢) Considerando ¢ (k) = (k+ 1)*, y aplicando nuevamente la propiedad telescépica (8.4), se sigue:

;(“’(") gk~ 1)) = o(n) — 9(0)
:i[(kﬂ) N =mn+1D*=1*

~
Il
_

[k 443 + 6% +dk+1 — kY =n* +4n® +6n* +4n+1-1

M:

~
Il
—_



8.1 Sumatorias 205

n n n n
= 4Y P+6Y KP+4Y k+ Y 1=n"+4n’ +60° +4n
k=1 k=1 k=1 k=1
:>4ik3+6n(n+l)(2n+l) n(n+1)
k=1 6

> +n=n*+4n’ +6n*+4n

+4

n
=4 Y P =n"+4n’ +6n° +4n—n(n+1)(2n+1)—2n(n+1) -
k=1

— ik3: <n<nz+l)>2

k=1

d) Finalmente, tomando ¢(k) = (k+ 1)°, y aplicando nuevamente la propiedad telescépica (8.4),

se sigue:

(g E

) (p(k) —p(k—1)) = ¢(n) — ¢(0)

— Y [k+1P° -] =(n+1°-1°

= L

k

[N

s

Z[k5+5k4+10k3+10k2+5k+1—k5] (n+1)°—1

Z +10ik3+10ik2+5ik+i1:(n+1)5—1

=

(n;—l)2 n(n+1)(2n+1)++n(n+l)

6 2

2 1 2n+1
n-+n+ " n-+
2 3

:>5fk4+10

+10 +n=m+1)0° -1

:>52k4 =’ 4 5n* + 100> + 100> +-4n — 5n(n+1)

—5Y k*=—[6n* + 1517 + 10n* —
re-gl !
n(n+1)(6n*+9n> +n—1)
e k4: .
Z 30

k=1

m Ejemplo 8.1 Halle el valor de la siguiente sumatoria,
99 _
Y In(2').
i=1

Solucion. Se tiene,

99 9 99 99(100
lgiln(Z’) =) iln(2) =In(2) ) i=In(2)- ()(2) =

i=1 i=1
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m Ejemplo 8.2 Calcule el valor de la siguiente sumatoria,
100 .
Z In <l> .
=1 \it2

Solucion. Se tiene,

1001 AR e
Y (15) = Lo a2
100 100

:—{;ln(i—l—Z)—;ln(i)}

= In(100!) — In(102!)
1
_ln<5151>'

m Ejemplo 8.3 Halle el valor de la sumatoria siguiente,

20

Y 3i(i*+2).

i=1

Solucién. Se tiene,

20 20 20
Y 3i(+2)=3)Y P +6) i
i=1 i=1 i=1

_3. (20)2(10+ D’ . (20)(220+1)

= 133560.

m Ejemplo 8.4 Calcule la el valor de la sumatoria siguiente,

25
;Zi(i—l).

Solucion. Se tiene,

25 25 25
;21'(1'— 1)=2 [;iz _ Z‘Iz]
[25(25+1)(2(25)+1) _ 255+ D1 _ 0400,

=2
6 2
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m Ejemplo 8.5 Calcule la sumatoria siguiente,

Solucién. Se tiene,

S
+

= Ejemplo 8.6 Halle el valor de la sumatoria dada a continuacion,

i2i+i(i+1)
Pt 2i+1(i2+l‘) '

Solucion. Se tiene,

20 z+1 u 2! i(i+1)
221+1 Z 21+1 2z+1( +l)

1 & 1
)

Por otro lado, el realizar fracciones separadas, se obtiene:

1 _A_ B _Ai+A+Bi _i(A+B)+A
i(i+1) i i+l i+ 1)

de donde se sigue que, A =1y A+ B =0. Por lo tanto B = —1. As{ entonces,

1 11
(8.12)

i(i+1) i i+l

1
Ademds, si f(i) = ST y usando la propiedad telescopica se sigue,

Z(z ) =f(n)—f(0)=>i21i<;—1> _ !

i=1
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i
1=

Luego al sustituir (8.12) y (8.13), en (8.11) se concluye :

RN AV T AN
) _lzl<i+1_i>+;2
1 1
:2_+1_1>+1_2n]
1 1 1
22 a 2]
B 1 1
N S T

Note que (8.14), es consecuencia de la propiedad telescopica.

m Ejemplo 8.7 Determine el valor de la siguiente sumatoria

i1n<1+1>i(1+i)

= In(i") [In(1 + i) +]

Solucion. Asi mismo, usando la propiedad telescépica se tiene,

<1+1.>l(1+1) .
Z ! Z”:llnl—i—l —1In(i)] +1In(1+1)
& (@) [In(1+)"*] & i(1+i)In(i)In(1+4i)

In

n

i 1 1 1
:;[(14-1)1 @ Q+om(i+d)  i(l+)n0)
i 1 1
‘i:):z [iln(i) B (1+i)ln(1+i)]
" 1 1
__1:25 (1+4)In(1 —|—i)_iln(i)}

B 1 1

T [(1 +n)In(n+1) 21n(2)]
1 1

T 2n(2) (n+1)In(n+1)

m Ejemplo 8.8 Resuelva la siguiente sumatoria

1

n
; 1 221 logu (22i+2)

(8.13)

(8.14)
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Soluciéon. Nuevamente, al usar la propiedad telescpica se tiene,

L 1 " 1
Zl (2% -log,, (22+2) _;25 (2i+2) [log, 2] [log, 2]
4[10ga { ;

= | z":l(
[}
_4[10;,2]2{_ni

4[loga 2 i=1
1—|—
[log 22 <n+1>

'

n
i=1Xi

m Ejemplo 8.9 Six =

Solucién. En efecto, tenemos que

(x7 — 2x:%

&l
_|_
=|

\l/\)

0=
=
|
=l
[\S)
I
M=

Il
_
Il
—_

Il
™=
Kat

|

&
(agE
Ry
+

1,
(ngE

I
—_
I
=
I
—_

I
1=
=
Al S}
|
¥
.M:
Rad
+
=
=
S

—_
—

I
1=
-~
Al \S]
|
&
.ME
&
+
=
I\
|
=

l
= |

I
=
=
=~
\
] =

8.1.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 8.1 Halle el valor de las siguientes sumatorias.

57 3 99 2 ) 5
a) k;[Zk — k] b) k; [Sk +2k]
)20 D sk 24 2 d) %)(Sk 2)3
L2 37 T2 =

n

O L e H Em(5)

, demuestre que: Y (x; —%)? = YL 22 — XYL xi.

Z [ (2k—5) —;(6k—1)2}
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Ejercicio 8.2 Demuestre la siguiente igualdad.

Z":\/kJrl \/1221_ 1

k=1 \/ +k vn-+ 1

Ejercicio 8.3 Sean n y p nimeros naturales. Pruebe las siguientes desigualdades.

vn+1 Z <\/ﬁ—\/p—1.

Axioma del Supremo
I Definicion 8.1 Sea A C R, A # 0, se dice que y € R es una cota superior de A si x <y, para

todo x € A.

Definicion 8.2 Al conjunto B = {y € R|x <y, Vx € A} se denomina el conjunto de las cotas
superiores del conjunto A.

Si B # 0, entonces A es acotado superiormente.

Una equivalencia de esta definicion es: Si B = () entonces A no es acotada superiormente.

Definicion 8.3 Si A C R, A # 0, un nimero @ € R se denomina extremo superior de A si
verifica las siguientes condiciones:
a) x < o, Vx € A; esto significa que & es una cota superior de A.

b) o < ¢, Ve € B; es decir que o es la menor de todas las cotas superiores de A.

Al extremo superior ¢ del conjunto A se lo denomina supremo y se nota como sigue: & = sup A.
Se denomina maximo de A, notado por: max A al supremo de A, es decir a & = sup A siempre y

cuando & = sup A € A.

Teorema 8.3 Sea A C R, A # 0 si existe el sup A = a, este es tnico.

Demostracion. Supongamos que existe § = supA y o # 3, entonces tenemos los casos siguientes.
i) o < B, este caso no es posible pues B = supA y es la menor de todas las cotas superiores, asi
que no puede existir una cota superior mas pequefia que 8 = supA.

ii) B < a, tampoco es posible este caso pues o = supA es la menor de las cotas superiores de A y

no puede existir una cota superior mas pequefia que el supremo o = supA. "

I Definicion 8.4 Sea A C R, A # 0, se dice que z € R es una cota inferior de A si z < x, para todo

x €A.
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I Definicion 8.5 Al conjunto C = {z € R/z < x, Vx € A} se denomina el conjunto de las cotas

inferiores de A.

I Definicion 8.6 Si C # 0 entonces A es acotado inferiormente.

Una equivalencia a la definicién anterior es que si C = @) entonces A no es acotado inferiormen-

te.
Definicion 8.7 Sea A # 0, A # 0, un nimero 3 € R se denomina extremo inferior de A, si se

verifican las dos condiciones siguientes:

i) B < x, para todo x € A. Esto quiere decir que f3 es cota inferior.

ii) B > ¢, para todo ¢ € C. Esto quiere decir que f3 es la mayor de todas las cotas inferiores.
En este caso al extremo inferior 8 se lo denomina el infimo del conjunto A y se nota 3 = infA.

Se denomina minimo de A y se nota minA al infA = 8 siempre y cuando infA = 8 € A. Esto es:

B =minA, ssi B €A, donde B =infA.

Observacion 8.1 Todo méximo es el supremo, pero no todo supremo es maximo.

Todo minimo es el infimo, pero no todo infimo es minimo.

I Definicion 8.8 Sea a C R, A # 0 se dice que A es un conjunto acotado, cuando es acotado

supeiormente e inferiormente al mismo tiempo.

= Ejemplo 8.10 Pruebe que A = (0,+o0) no es acotado.

Solucién.

1) El conjunto a = (0,+o0) no es acotado superiormente, puesto que el conjunto de las cotas
superiores del conjunto A es vacio.

2) El conjunto A = (0, +e0) es acotado inferiormente, puesto que el conjunto de las cotas inferiores
C = (—o0,0] # 0.

Asi de 1), 2) y de la Definicion 8.8 se sigue que A = (0, +o0) no es acotado.

Teorema 8.4 Sea A C R, A # 0. Si existe el infimo B = infA este es tnico.

Demostracion. Suponemos que existe @ = infA y B # «, entonces tenemos los casos siguientes:
i) B < «, esto no es posible pues B = infA y es la mayor de las cotas inferiores.

ii) @ < B no es posible pues @ = infA y es la mayor de las cotas inferiores. "

AXIOMA DE COMPLETEZ
SeaA C R, A # 0, si A es acotado superiormente entonces existe el supremo de A, es decir existe

o = supA.
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Teorema 8.5 Sea A C R, A # (. Si A es acotado inferiormente entonces tiene extremo inferior,

es decir existe el infA.

Demostracion. Sea B el conjunto de las cotas inferiores de A, es decir

B={yeR/y<x, VxeA}.

Note que B # @ pues por hipétesis A es acotado inferiormente.

Luego B es acotado superiormente puesto que por ser A # 0, existe a € A y por la definicién de
cota superior a > b, para todo b € B.

Asi por el Axioma de Completez, existe @ = sup B. Mostremos ahora que infA = .

i) En efecto, o es cota inferior de A, puesto que si & > a para algtin a € A entonces se tendria que a
es una cota superior de B, lo cual no es posible pues & = sup B es la menor de las cotas superiores
de B. Por lo tanto ¢ < a, para todo a € A.

ii) Sea y una cota inferior de A, entonces y € B de donde y < o = sup B, esto prueba que « es la
mayor de todas las cotas inferiores de A.

Asi de 1) y ii) seguimos que o = infA. "

Teorema 8.6 Sea A un conjunto no vacio acotado superiormente y sea b = supA. Entonces, para

todo € > 0, existe x € A tal que b — € < x.

Demostracion. Supongamos que dado & > 0 se cumple x < b — &y, para todo x € A. Luego como
esto sucede para todo x € A, entonces b — & es una cota superior de A, pero como b — & < b
entonces tenemos que existe una cota inferior de A la cual es menor que el supA = b, lo cual es una

contradiccién pues el supremo es la menor de todas las cotas superiores de A. "

Teorema 8.7 Sean A C R, A # 0, si b es una cota superior de A y ademds si para todo € > 0,

existe x € A tal que b — € < x, entonces b = supA.

Demostracion. Sabemos que b es una cota superior de A; luego sea
B={yeR/x <y, Vx € A}, note que B # 0 pues b € B por hipétesis.
Sea ¢ € B entonces ¢ > a, para todo a € A pues c es cota superior de A.
Para probar que b = supA es suficiente probar que b < ¢, para todo ¢ € B.
Supongamos que b > ¢ entonces b — ¢ > 0.

Note que por hipétesis,

Ve>0,dx€A tal quex >b—¢ (8.15)
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Como (8.15) se verifica para todo € > 0, en particular se cumplird para € = b — ¢ > 0, asi entonces

Ix €A tal que x>b—(b—c)=c, esdecir x>c. (8.16)

Como ¢ > a, para todo a € A entonces tomando a = x € A entonces ¢ > x, lo cual es contradictorio
con (8.16).
Asi la suposicién b > c es falsa, lo correcto es que b < ¢, para todo ¢ € B, esto quiere decir que

b = supA. "

Teorema 8.8 Sea A un conjunto acotado inferiormente y sea a = infA. Entonces, para todo

€>0,existexcAtalquex <a+e.

Demostracion. Supongamos que dado & > 0 se verifica x > a + &, para todo x € A; asi entonces
a+ & es cota inferior de A, luego como a + & > a = infA entonces seguimos que existe una cota
inferior de A mayor que a — infA, lo cual es contradictorio pues el infA = a es la mas grande de

todas las cotas inferiores. n

Teorema 8.9 Si c es una cota inferior de A y si, para todo € > 0, existe x € Atalque x < c+ &€

entonces ¢ = infA.

Demostracion. Sabemos que c es cota inferior de A, luego sea

C:={zeR/z<x, Vx € A}, note que C # 0 pues por hipétesis ¢ € C.

Para mostrar que ¢ = infA es suficiente probar que ¢ > z, para todo z € C.

Supongamos ¢ < z, para todo z € C, luego z — ¢ > 0. Por hipdtesis tenemos que, para todo € > 0,

existe x € A tal que x < ¢+ &, en particular esto se cumplird para € = z— ¢ > 0, es decir:

Si, e=z—c>0, Ix€A tal que x<c+(z—c)=z. (8.17)

Luego (8.17) es contradictorio con la definicién de C, pues z < x, para todo x € A; asi entonces la
suposicidn ¢ < z es falsa. Lo correcto es ¢ > z, para todo z € C, es decir ¢ es la mayor de todas las

cotas inferiores de A, por tanto verifica la Definicién 8.7, consecuentemente ¢ = infA. "

Proposicion 8.10 Sean A y B dos conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Poniendo
A+B={x+y/x €A, y€ B}, setiene que:

i) sup(A+ B) = supA + supB.

ii) inf(A + B) = infA + inf B.
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Demostracion. Consideremos las siguientes observaciones. Como A C Ry B C R no vacios, y
ademds A y B son acotados, entonces son acotados superiormente e inferiormente, luego por el
Axioma de Completez existen supA y supB; ademds por el Teorema 8.5, seguimos que existen
infA e infB.

i) Mostremos que A + B es acotado superiormente.

En efecto, por las observaciones dadas previamente, se tiene que para todo x € A , x < supA;y
para todo y € B, y < supB, de donde x+y < supA + supB, para todo x € A y para todo y € B.
Asi entonces, se sigue que A + B es acotado superiormente, pues al menos existe la cota superior
supA + supB.

Por otro lado, dado € > 0 arbitrario tenemos por el Teorema 8.6 que existen x € A e y € B tales que,

SupA — g <x (8.18)

supB — ; <. (8.19)

De (8.18) y (8.19) seguimos que, para todo € > 0 existen x € A e y € B tales que (supA +supB) —
€ < x+Y, entonces por el Teorema 8.7 se sigue que,

supA +supB = sup(A + B).

ii) mostremos primero que A 4 B estd acotado inferiormente.

En efecto, por las observaciones dadas al inicio de la demostracion de este teorema, se tiene que:
para todo x € A, infA < x, ademads inf B < y para todo y € B; de donde infA +infB < x+y. Asi se
sigue que A + B es acotado inferiormente, pues al menos existe la cota inferior infA + inf B.

Por otro lado, dado € > 0 arbitrario, tenemos por el Teorema 8.8 que existe x € A e y € B tales que

x < nfA+ g (8.20)
y< ian+§. (8.21)
De (8.20) y (8.21) se sigue que, para todo € > 0 existen x € A e y € B tales que x+y < (infA 4+

infB) + €.
Luego por el Teorema 8.9, se sigue que infA + inf B = inf(A + B). "

Ejercicios Propuestos

k 1
Ejercicio 8.4 Sea B = {k—i—l s Z+} . Demuestre que inf*B = 7Y ademads sup‘B = 1.
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1
Ejercicio 8.5 Sea 2 = {3k+2 / ke Z}. Demuestre que inf2{ = —1 y ademads sup2( = 0.

Ejercicio 8.6 Sea € C R, € # 0y acotado superiormente, ademds ¢, B constantes reales, donde
B> 0.

i) Si B = {a—Bx/xe}. Demuestre que B es acotado inferiormente, ademds infB =
o —PBsupC.

ii) Si B = {a+ fx / x € €}. Demuestre que B es acotado superiormente, ademds supB =

o+ BsupC.
I Ejercicio 8.7 Demuestre, que si 2,8 C R acotados no vacios, entonces 2l U ‘B es acotado.

Ejercicio 8.8 Sean 2(,B C R no vacios y acotados. Si € = {x-y / x € 2,y € B}, entonces

demuestre que en general no se verifica sup € = sup 2 - sup‘B.

8.3 Definicion de Integral de Riemann

En esta seccion se define la integral de Riemann de una funcién f, a partir de los resultados
previos sobre el axioma del supremo y de la idea de drea bajo una curva.
. i sz I= [(l,b] — R ., .
Definicion 8.9 Sea f: una funcién real acotada, definida sobre el

x = (),

intervalo cerrado I = [a, D).

Se define una particion & del intervalo I, como un subconjunto de puntos de /. Es decir:
P ={X0,X1,X2y ey Xy o0y Xn ) X €1, conk =1,...,n}

tal que, a =xp <x] <xp < -+ <X <X <Xpy] <o <x,=b.

Asfi el subintervalo I; se define como sigue:
I := [xk—1,x%), con k=1,2,...,n.
La longitud del intervalo I, se nota y se define a continuacién:

DNix = xp —xp—1, con k=12, ...,n.
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A la longitud mds grande de todos los subintervalos Ij, se denomina norma de la particiéon & y

se denota por || 2|, esto es:
| 2|| := max Agx.
I

Se definen M} y my como los valores maximo y minimo respectivamente, que toma la funcién f
en el subintervalo [y, esto es:
M= méxf(x),
xely

my = Ecl’élllklf(x).

Observacion 8.2 Se dice que la particién de [a,b], &' = {a = x{,x,...,x,, = b} es un refina-
miento de & = {x¢,x1,...,x,} si todo x; € & también se encuentra en &'. Es decir que &’ se

construye a partir de &7, aiadiéndole a esta dltima uno o mas puntos adicionales.

A continuacién se presenta un problema geométrico clasico, el cual es determinar el drea bajo una

curva generada por una funcién, como se muestra en la Figura(8.1)

a =Ty In:b

Figura 8.1: Area bajo la curva f.
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Para esto es necesario dar una descripcién elemental de lo que se entiende por area. Es asi
que, se supone la existencia de una familia .% de conjuntos C, del plano, a los cuales se les puede
evaluar en una funcién y, denominada funcién drea. Estos conjuntos se denominan ” Conjuntos
Medible ”, y la funcién y satisface las siguientes condiciones:

1) y(Cy) > 0, para todo Cy € .Z.
2)SiCy y Gy € F entonces C1NC, € F y CLUC, € #, cumpliendo ademads:

Y(CIUG) = y(Cr) +y(C) —y(CiNG).

3)Si C,C, € Z con C C Cy entonces C; \ Cy € F y se cumple ademés

V(G \C) = y(C) —y(C).

4) Si C; € .7 y si ademas existe un C, tal que es congruente con Cj, entonces se verifica que
C, € .#, adicionalmente se cumple que y(C;) = y(C3).
5) Sea un rectdngulo C € .#, cuyos lados son a y b, entonces y(C) = a- b.

6) Sean Cy, C; € .7 y C un conjunto que satisface

GcCcch. (8.22)

Si existe un tGnico nimero u que satisface y(C;) < u < y(C,), para todas las regiones escalonadas

C; y C; que satisfacen (8.22), entonces C es un conjunto medible y ademds y(C) = L.

Como consecuencia de la existencia de una funcién drea, definida sobre conjuntos medibles,

entonces se procede a obtener el drea bajo la curva f de la siguiente forma.

Primero, se establece la particion &2 del dominio y posteriormenete se calcula las dreas de los
rectdngulos por exceso, como se puede ver en la Figura (8.3), donde las bases de éstos son: la

longitud de cada subintervalo I, y su altura cada valor M} del respectivo subintervalo.
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Figura 8.2: Suma por exceso .

Por lo tanto el 4rea por exceso calculada como la suma de estos rectdngulos la notaremos por:
n
Up(f) =M Dy x+My Dox+--+ My Dyx =Y My Dgx.
k=1

usié i upper”, que signi uperior.
Se coloca U en alusion a la palabra inglesa ” . que significa superior.

De forma similar el darea por defecto, se calcula como la suma de los rectangulos cuyas bases son
las longitudes de los subintervalos /; y las alturas son los valores minimos de la funcién f en dichos

intervalos, como se muestra en la Figura (8.3), notados por my. Esto es:

n
Lo(f)=m Dyx+myDox+-+my Nyx = kaAkx,
k=1

Se utiliza la letra L en alusion a la palabra inglesa ”/ower”, que significa inferior.

Figura 8.3: Suma por defecto.
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En ambos casos &2 representa la particion sobre la cual se definen estas sumas.

Proposicion 8.11 Sea f : [a,b] — Z, una funcién acotada en el dominio, entonces para cualquier

particiéon & del intervalo I = [a, b], se cumple que:

Lay(f) <Uz(f).

Demostracion. En efecto, si & es una particion, como la dada en la Definicién 8.9, y por la

definicién de my y My, para k = 1,2, ...,n, se tiene que

my < M :>mkAkx§MkAkx

n n
- kaAkXS ZMkAkx
k=1 k=1

= Lo (f) SUp(f).

Proposicion 8.12 Sea f : [a,b] — R una funcién acotada, si & y &’ son dos particiones de

[a,b], donde &’ es un refinamiento de Z2, entonces se verifican las siguientes desigualdades:
i) Uz (f) <Uz(f)-
i) Lo (f) < Lo (f).

Demostracion. En efecto, sin pérdida de generalidad, considere a 42’ un refinamiento de 2, tal

que a esta ultima particion se la ha afiadido un punto X €]x_1,x[. Es decir:
P = {XO,Xl, “eos Xk—15 Xk "'axn} ;

dondea=xp <x; <+ <X <X < -+ <X, =.

Asi también,
/ ~
9 = {xo,xl, coey Xfe—19X, Xis ...,xn},

con,a=xp<x1 < <X <X X, < - < xp,=b.

i) Con las particiones definidas anteriormente se tiene,

U@/(f) =M, A1x+M2A2x+---+A7Ikl Aklx—l—A//}kz Akzx—i—---—i—MnAnx

<M, A]X-I-MzAzX—F--~—i—MkAklx—i-MkAkzx—i-'--—i-MnAnx
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=M Dy x+My Dox+ -+ My [Dg x+ Dgyx] + -+ My Ny x
=M Alx—i—MzAzx—i—---—I—Mk[()?—xk_l)+(xk—)?)]+~-+MnAnx

=M, Alx—l—MzAgx—i—---—i—Mk(xk—xk_l)—|—---—|—M,, Anx

n

= ZMk DN x
k=1

=Ux(f).
ii) Asi mismo, considerando las particiones definidas anteriormente se tiene,

Lo(f)=m Dyx+my Dox+ -+ gy Dy X+ Mgy Dgy X+ -+ +my Dy x
<myDyx+myDox+--4my Dg, x+my Dy x4+ +my, DNy x
=m Dy x+my Dox+ -+ m[Dg x4+ D x|+ - +my Dy x
=m N x+myLox—+-+m[(X—x—1) + (e —X)| + - +my Ny x
=m Ay x+my DNgx+--+my (X —xp—1) + -+ my Dy x

niy Akx

(ngE

k

Il
-

Il
™~

2(f).

Proposicion 8.13 Sea f : [a,b] — % una funcién acotada, si ademéds &2 y &' son particiones de

[a, D], entonces: Ly (f) < Ux(f).

Demostracion. En efecto, considere 7% = &' U &2, entonces &7 es una particién de [a, b] enton-

ces por las Proposiciones (8.11) y (8.12), se sigue que:

Ly (f) < Lo (f) Uz (f) <Us(f).

Observe que toda funcién f acotada en [a, b], y para cualquier particiéon 2, el drea por defecto
tiene cotas superiores que son las dreas por exceso, y viceversa. Esto quiere decir que existen tanto

el infimo como el supremo de estas sumas, tales que verifican:

Ly (f) < infUsn(f) (8.23)
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supLa (f) <Ux(f). (8.24)
Asi, de (8.23) y (8.24) se sigue que
supLy(f) < infUp (f). (8.25)

Definicion 8.10 Sean f : [a,b] — R una funcién acotada y % una particién del intervalo [a, b],
entonces al supL »(f) se lo denomina integral inferior de Riemann; asi también al infU » (f) se

denomina integral superior de Riemann. Se notan las dos integrales como sigue:

infUxp(f) = | f(x)dx

supLas(f) = [ f(x)dx.

Proposicion 8.14 Sea f : [a,b] — R acotada donde I" y 0 son las cotas superior e inferior

respectivamente, entonces se verifica:
b i
o(b—a)< / f(x)dx < / f(x)dx <T(b—a).

Demostracion. Como, 6 < f(x)y f(x) <T, para todo x € [a,b]. Entonces
/ )dx = supLis (F) 2 Lo(f) = Y ms Syx = ¥ 8 Ax = 8(b—a). (8.26)
Ja_ k=1 k=1
Asi mismo,
/bf(x)dx = fUs(f) <Unp(f) = Z My Dgx < Z My Dx=T(b—a). (8.27)
a k=1

k=1

De (8.26), (8.27) y por la Definicién 8.10 se sigue que,

o(b—a)< /abf(x)dxg /abf(x)dx§ I['(b—a).

Proposicion 8.15 Sea f : [a,b] — R una funcién integrable. Si & € (a,b), entonces se verifica la
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siguiente igualdad:

/a ? )dx = / )+ /5 P,

Demostracion. En efecto sea & una particion de [a,b] y sea 2 un refinamiento de & donde
& € 0. Asi 2, induce particiones de [a,&] y [€,b] que las notamos por 2’ y 2" respectivamente.
Noteque 2=2'U2"y 2 N2" ={¢&}.

Ahora, dado que Tf flx)dx = fgr},f Uy (f)y Té’ fx)dx = gglﬂf Uy (f), entonces por el Teorema 8.8 se

sigue que, para todo € > 0, existen particiones de [a,&] y [&,b] tales que

b

g
Uo() < [10axt5 v Usrlr) < [ F0)ds+ 3,

de donde

¢ b
Uslf) = Us () +Usr(1) < [ fodet [ flopdere,

a

luego por el Teorema 8.9, se concluye que

T E ) ) )
/a F)dx+ /é F(x)dx = inf U (f) = / F(x)dx. (8.28)

Asi también, como ff f(x)dx=supLo(f)y |, é’ f(x)dx =supLgr(f), entonces utilizando el Teore-
— g/ —_— Ql(
ma 8.6 se sigue que, para todo € > 0 existen particiones 2’ y 2" de [a,&] y [€, b] respectivamente,

tales que

b

S
| w5 <Lotn) v [ rde=3 <L)

de donde al sumar miembro a miembro, se tiene

£ b
/a Flx)dx+ /: F)dx—€ < Lo (f) +Lon(f) = Lo(f).

Luego por el Teorema 8.7 se sigue que:

¢ b b
/a Flx)dx+ /gj F(x)dx = supLo(f) = / F(x)dx. (8.29)
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Ahora como f es integrable entonces:

/bf(x)dx:/bf(x)dx
:>/f dx+/f dx—/f dx+/f
:,[/jﬂx)dx/ o| [ reoa- [ ]

I F@dx = [££(dx = [ f(x)dx
JEf@)dx= [2f(x)dx = [f f(x)dx

(8.30)

Finalmente, de (8.28), (8.29) y (8.30) se sigue que

/j fx)dx+ /; flx)dx = /jf(x)dx—i—/;f(x)dx = /abf(x)dx _ /abf(x)dx

Teorema 8.16 — Condicion de integrabilidad. Sea f : [a,h] — R. Entonces f es integrable
sobre el dominio, si y solo si para todo € > 0 existe una particién & de [a,b] tal que U (f) —

Ly(f) <e.

Demostracion. La demostracion se establece en dos partes que son la suficiencia y la necesidad.

=) en efecto, suponiendo que f : [a,b] — R es integrable, es decir:

/ab fx)dx = /abf(x)dx = /abf(x)dx. (8.31)

Luego como E’f(x)dx =infUx(f) y fff(x)dx = supL»(f), entonces por el Teorema 8.8 y

Teorema 8.6 se tiene respectivamente que, para todo € > 0, existe una particion & de [a, b] tal que,

T b b
< / Fldet Sy / f@d =5 <L (f),

de donde, al sumar miembro a miembro las dos desigualdades, se obtiene

4 [ rwan= < [ reans S L),
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reordenando los términos de forma adecuada se tiene
b b
Up(H~Lo(f) < [ f@ds— [ flodre,
a Ja_
donde al utilizar (8.31) en la desigualdad anterior, se tiene
b b
Un(f)~Lo(f) < | f@dx= [ fx)dxte = Un() ~Lr(f) <.
a a

<) Reciprocamente, si para todo € > 0 existe una particion & de [a,b] tal que U (f) —Lo(f) <&,

entonces

) b
0< ["fWdr— [ fx)dx=infUs(f) ~supLin(F) < Us(f) ~ Lo(f) < &

Como estas dltimas desigualdades arriba, se verifican para todo € > 0, entonces

/abf(x)d)c—/abf(x)dx:0:>/abf(x)dx:/abf(x)dx7

esto significa que f es integrable sobre [a, b)]. .

= Ejemplo 8.11 Determine si la siguiente funcién f : [0,1] — R, que se define a continuacién, es
integrable.

0 si x€[0,1]NQ

1 si x€[0,1]N(R\Q).

flx)=

Solucion. Note que para cualquier particién &2 del intervalo [0, 1] existen racionales e irracionales,
por lo que se tiene que My = sup f(x) =1y my = ing f(x) =0, ademds la longitud del intervalo
y G

[0,1] resulta: b—a =1—0= 1, por lo tanto

1 n n
/ f(x)dx:i%fUp(f) =Y M Nx=) 1x=1-1=1. (8.32)
0 k=1 k=1
1 n n
/ F)dx =supLp(f) = Y me Apx =Y 0/ x=0-1=0. (8.33)
JO P k=1 k=1

En consecuencia de (8.32) y (8.33) se sigue que 1 = fT}f(x)dx # folf(x)dx = 0, luego por el
Teorema 8.16 se concluye que f no es integrable.
Observe que existen funciones, como la del ejemplo anterior, que a pesar de ser acotadas no son

integrables segin Riemann.
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Proposicion 8.17 Sea f : [a,b] — R una funcién mondétona, entonces f es integrable.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que f es creciente, por lo tanto para cada
subintervalo i C [a,b], que define una particion &, se nota my = f(x,_1) y My = f(x:) al infimo y

al supremo respectivamente de la funcién f. Luego, usando la propiedad telescépica, se sigue:

i My —my] = i [f (k) — f (xx—1)]
=1 k=1

= f(x) = f(x0)
= f(b) - f(a). (8.34)
Ahora, para esta particiéon Z se tiene,
b b
0< [ fdr— [ f0)dr <UL (1)~ Lo ()

[
D=

n
Mk Akx— Z my Akx
1 k=1

M| 2] = Y mil| 2|
k=1

o~
Il

IN
™=

=1
=[|2|1' Y (M —my)
=1
= |2||[f(b) — f(a)]. (8.35)

Si f(a) = f(b), entonces de (8.35) se tiene que: Tff(x)dx = fif(x)dx, lo cual significa que f es
integrable en el dominio.

Si f(a) # f(b) y como f es creciente, se tiene f(b) — f(a) > 0, dado € > 0 y al tomar 7 =

€
———, entonces si || Z|| < 1, en (8.35) se tiene:
7(6)— fla) 171
b b
0< [ rwax— [ f@wax <<lf(b) - f(a)
JE T )
f(b) = f(a)
= €.
Luego se cumple las hipétesis del Teorema 8.16, en consecuencia f es integrable en [a, D). ]

m Ejemplo 8.12 Determine si la siguiente funcidn es integrable.
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x+1 si —2<x<0
flx)= 1 si 0<x<1
41 osi 1<x<2.
Solucion. Note que en [—2,0) la funcidn es creciente; ademds en [0, 1] la funcidn es continua;
finalmente en (1,2] la funcidn es creciente, en consecuencia en todo el dominio la funcién f es
creciente, es decir es mondtona, entonces por la Proposicién 8.17, se sigue que f es integrable en

-2,2].

Proposicion 8.18 Si f : [a,b] — R es continua, entonces es integrabl en todo el dominio.

Demostracion. Como [a,b] C R es un cerrado y acotado, es decir es un compacto, ademds como f
es continua en dicho compacto, entonces f : [a,b] — R es uniformemente continua, es decir que

para todo € > 0, existe 8 = 6(&, [a,b]) > 0 tal que para &, € [a,b],

€

si |8 =Cl <= 1f(&) —fO)l <, — (8.36)

a

Considerando una particion & de |a, b| tal que ||Z?|| < 9, entonces en cada subintervalo Iy C [a,b]
generado por dicha particion, existen &, §; € I tales que My = f (&) y mx = f(&), en consecuencia

por (8.36), se sigue que
€
18— &l < | 2]] < & = M —mye < |My—mye| = | f (&) — f(&)| < o (8.37)

Ahora de (8.37) obtenemos:

b b
0< /af(x)dx—/af(x)deng(f)—Lw(f)
:iMkAkx—imkAkx
k=1 k=1
< Z |Mk—mk]Akx

=
Il
—_

I
[\_ﬂ:

(&) = f(G)| Drx

k=1
" £
< A
kg’lbfa X
n
= € ZA](X
b—akzl
€
= (b—a)=¢

>
|
S
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Luego por el Teorema 8.16 se sigue que f es integrable sobre [a, b]. "

Es de notar que la continuidad de una funcién sobre un dominio garantiza siempre la integrabili-
dad de dicha funcion, pero reciprocamente en general no se cumple. Es decir una funcién integrable

no siempre es continua. Asi se ejemplifica en la siguiente funcién.

) —x+1 si —2<x<0
= Ejemplo 8.13 Note que la funcién: f(x) =
X2 osi 0<x<2.

No es continua en x = 0, sin embargo es integrable en [—2,2].

1
= Ejemplo 8.14 Note que la siguiente funcién f(x) = —, no es una funcién integrable en [-2,2],
X

1

ya que lim — = +oo, es decir que f no es continua en x = 0.

x—0Xx

» Ejemplo 8.15 ;La funcién f(x) = x>+ 1 es integrable sobre [—2,2]?

Si, ya que f es continua en todo [—2,2], luego por el Teorema 8.18, se sigue que f es integrable en

dicho dominio.

Teorema 8.19 — Linealidad de la integral. Sean f,g : [a,b] — R funciones integrables,

entonces la integral es lineal; esto quiere decir que se verifican las propiedades siguientes:

» [ o= [ wacs [ g
b [ (e / e

donde c es una constante real.

Demostracion. a) Sean &7 una particion de [a,b] con I C [a,b] subintervalos definidos por esta

particion. Entonces definimos:

my = inf {(f +) ()/x € [}
ml, = it {£(x)/x € I}
ml! = inf{g(x)/x € I}
My = sup{(f +g)(x)/x € I}
My = sup{(f+g)(x)/x € It}

My = sup{(f+g)(x)/x € Ik}
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En primer lugar note que para &;, &, € I; tenemos por la Proposicién 8.10,

mi+my = f{f(&1)/& € I} +nf{g(&)/E € I}
=inf{f (&) +8(%2)/61,8 € Ik}
<inf{f(§)+g(5)/5 €L}
— . (8.38)

Asi mismo por la proposicién 8.10, se tiene que

My +M; = sup{f(&)/& € I} +sup{g(&)/& € Ik}
=sup{f(&)+g(&)/&,5 € I}

> inf{f(£)+g(&)/E € I}
— M, (8.39)

Ahora de (8.38) se tiene

my +my, < my = m) Npx+ml Dpx <my Dgx

n n
— Z(m;{ Akx—i-m;{/ Akx) < ka DNpx
k=1 k=1

n n n
= Zm}c N x+ Zm"Akx < kaAkx
k=1 k=1 k=1

= Lo (f)+Lr(8) <Lz(f+g). (3.40)
Asi mismo de (8.39) se tiene que:

MkSM,’C—Q—M,’(’§Mk:>MkAkx§M,’€Akx+M,’<’Akx
n n
— ZM/{A/(XS Z(M]/(Akx-f—M]/(/ Akx)
k=1 k=1
n n n
— M Npx < ZM;CA](X—I- ZMNA]()C
= k=1

k=1 k=1

= Uz (f+8) <Uz(f) + Uz (/). (8.41)

Luego por la Proposicién 8.11, ademads de (8.40) y (8.41) se obtiene

Lo(f)+Lr(8) <Lzp(f+8) <Uzp(f+8) <Uzp(f)+Uszn(f).
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Ahora como f y g son integrables en [a,b] entonces por el Teorema 8.16 se tiene que existen

particiones &'y &” de [a, b] tales que:

U (f) —Low(f) <

Uz (f) = Lo (f) <

Considerando a &2 = &' U 22" entonces de (8.42) y (8.43) se sigue

Up(f)—La(f) <

MM

Up(f)—Lo(f) <

de donde al sumas lado a lado de las desiguadades, se tiene

Up(f)+Uz(g) — Lo (f) +Lr(g)] <E,

luego de (8.40), (8.41) y (8.46) se concluye que

Up(f+8)—Lap(f+8) <Uzx(f)+Ux(g) —[Lx(f) +Lx(g)] <&,

en consecuencia por el Teorema 8.16 se sigue que f + g es integrable.

l\)\m[\‘)‘m

(8.42)

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

Finalmente cono f + g es integrables, f es integrable y g es integrable, entonces se tiene respectiva-

mente
b
Lap(f+e) < | (f+8)(x)dx<Ux(
b
Lo(f) < | f(x)dx<Usz(f)
b
Ly(g) < [ glx)dx<Ux(g),
de donde

b b b
Lo +Lo(@) < [ (F+e@dr< [ s+ [ gds < Un(f)+Us()
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luego de (8.47) se concluye que

0< [ rwat [“gwax— [[rreoa<e,

y como es para todo € > 0 entonces

/abf(x)der/abg(x)dx:/ab(ijg)(x)dx'

b) Consideramos el caso ¢ > 0, entonces se definen

my = inf{(cf)(x)/x € It}
mj = inf{(f)(x)/x € I}

luego note que

my. = inf{(cf)(x)/x € It} = inf{cf(x)/x € L} = cinf{f(x)/x € Ik} = cmy,
de donde

my = cmy, = my [N x = cmy, N x
n n
= kaAkx:chchkx
k=1 k=1

= Lyp(cf)=cLp(f)
= sup{Lx(cf)} =sup{cLx»(f)}
= sup{Lx(cf)} =csup{Lx(f)}

= /b (cf)(x)dx=c /b f(x)dx. (8.48)
Por otro lado, si M, = sup {(cf)(x)/x € I} y M = csup{f(x)/x € I}, de donde,
My = sup{(cf)(x)/x € I} = {cf(x)/x € I} = csup{f(x)/x € L} = cM;,
en consecuencia

M = CM]/( — M, Akx = CM]I( Akx
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— imkﬁkx:ciM,’cAkx (8.49)
k=1 k=1
— Uplef)=cU (f)
= inf{Ux(cf)} =cinf{Usx(f)}
b b
= / (cf)(x)dx = c/ f(x)dx (8.50)
Luego de (8.48) y (8.50) se tiene
b b b b
/ (cf)(x)dx = c/ f(x)dx < / (cf)(x)dx = c/ f(x)dx. (8.51)

Como f es integrable, entonces de lo anterior se sigue

de donde por el Teorema 8.16, se concluye que cf es integrable en [a, b].

Ademds de (8.51) se sigue que,

/ /cf dx—c/f dx—c/f

Si ¢ < 0, el procedimiento es el mismo.

0< | (ef)x)dx— [ (cf)(x)dx = Cif (x)dx—c [ f(x)dx
s Lo oo
=c </abf(x)dx—/abf(x)dx>

Definicion 8.11 Sea f: [a,b] — R una funcién acotada. Si &2 una particién del intervalo y

si Iy = [xx_1,X] es un intervalo de dicha particién entonces tome & € [x;_1,x;] de donde se

obtiene f (&) Ay x, lo cual representa el drea del rectdngulo k — esimo como indica la Figura,

entonces la suma de las dreas de los n rectdngulos formados por la particion resulta:

T (f Z f(&k) Dpx.

A la expresion (8.52) se la denomina suma de Riemann.

(8.52)

Note que en (8.52) si n se hace cada vez mas grande o de forma equivalente si ||Z?| se hace

pequeiia entonces la suma de Riemann se acerca al 4rea bajo la curva de la funcién f. Esto amerita
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la siguiente definicién de integral.

Definicion 8.12 Sea f : [a,b] — R una funcién acotada, si &7 es una particién de [a,b] con
norma &. Entonces se dice que f es una funcién Riemann integrable sobre [a,b] que se nota

por [ ab f(x)dx, si existe el siguiente limite de las sumas de Riemann

/f X = IJH Ongk ) A\g x. (8.53)

Note que el limite de las sumas de Riemann existe y cuyo valor es L significa que: para todo € > 0,

existe algin 6 = 6(¢&) > 0 tal que si
2] <6 = |T»(f) - Ll <e.

En consecuancia se tiene otro teorema de integrabilidad.

Teorema 8.20 Sea f: [a,b] — R. se tiene que f es integrable e igual al valor L si y solo si:

lim .Z»(f) =L.
e 2(f)

A continuacién se presentan algunos ejercicios de aplicacion directa de la teorfa vista en esta

seccion.

= Ejemplo 8.16 Sea f(x) = ¢, para todo x € [, ], donde oo < B y ¢ es una constante real.
Determine |, O’f f(x)dx, utilizando el criterio de integrabilidad a partir del limite de las sumas de

Riemann.

Solucién. Tenemos los siguientes hechos que se deducen de las hipétesis:

f(x)=c Vxe€a,p]

szﬁ_a

n

&:a+kAx_a+E:—

f(ék) =G

de donde se tiene
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» Ejemplo 8.17 Sea f(x) = cx, para todo x € [a, ], donde @ < B y ¢ es una constante real.
Determine f(f’ f(x)dx, utilizando el criterio de integrabilidad a partir del limite de las sumas de

Riemann.

Solucién. Tenemos los siguientes hechos que se deducen de las hipétesis:

f(x)=cx Vxe|a,p]

Ax:B_a
n

§k:a+kAx:a—l—k~B;a

f(ék)—c<a+k-ﬁ;a>,

de donde se tiene

B n
|50 =1im Y £(8) 8

(e 0 (1)

S

:r}gglca<ﬁ_a>il+c<ﬁ_a>2ik]
k=1 k=1
=m[ca( ) ()
calp o)+ 56— (1+1m )

:§<B2—a>

» Ejemplo 8.18 Determine el drea de la regién acotada por f(x) = 12 — x> —x, el eje de las x y las

rectasx = -3 yx=2.
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Solucién. Para este ejemplo se tiene

fx)=12—x*—x, x€[-3,2]
2-(-3)_5

)
n n

NAx=

ék:—3+kAx:—3+%
n

5K\ 2 Sk 25k 25k
e (302 - (2 2) g 2 2

n n n

en consecuencia

I
=
B
1=
=
g
T
>
=

-~
Il
—

2512 25K (5
n

Il
=
§3

.

il aob
N
o))
|
3‘
[\ ]
3

m30 125k O 125k
= Ii S
"gl‘l_l;l” k; n’ +k§41 nz]
- f30¢ 125 & , 125
_r}glolo ;k;ll_?kglk +”2,;1k]

i [30, 125n(n+ )@n+1)  125n(n+1)
n~>oo_n n3 6 n2 2
im0 125 (1 1) (D) 125 (0
I’l—)oo_ 6 n n 2 "

125 125
=30— —

3 72
305
==

8.3.1 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 8.9 Determine el valor de las siguientes integrales de Riemann, utilizando el Teorema

de condicién de integrabilidad en funcidn del limite de las sumas de Riemann.

3 L /2 1
a) / (x* —2x+3)dx D) / S s — 1 |k
1 0o \3 4
2 T /1 1
c) / (x* —2x% + 7x)dx d) / <x2 +2x— ) dx
0 0 Y T

e) /_11 ( z—zx—f-ﬂ:z) dx f) /01 (x4+x3—x2—x+7r)dx
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2) /Olo(xz—x—i—l)dx h) /07][ (2x2+x—;>dx
el

Ll 32+1 20 | d
—=x —3x +-x— X
5 7

2
i) / (7> — 2x% — 9x 4 10)dx
0 -2

Ejercicio 8.10 Exprese el siguiente limite como una integral de Riemann:

1 1 1 1
lim + 4k NI )
’H°°<\/n2+1 V2 +22  /n24+32 \/n2+n2>

Ejercicio 8.11 Utilizando el limite de las sumas de Riemann, determine la integral en el dominio

[0, ] de la siguiente funcién:

1
X —=2x+1 SI OSXSE
1
flx)= 2%+ x+1 si 5 <x<l1
-5 si 1<x<m

8.4 Teoremas Fundamentales del Cdlculo

En esta seccidn, se demuestran los teoremas fundamentales del calculo; los cuales relacionan la

integral con la derivada.

Teorema 8.21 [Primer Teorema Fundamental del Célculo] Sea f una funcién real integrable

sobre el intervalo [a, b]; ademds se define la funcién

[a,b] — R
x = F(x):= [ f(t)dr.

F=

Si f es continua en £ € [a, b], entonces F es derivable en &, ademds se cumple que F’'(&) = f(&).

Demostracion. Considere dos casos.

i) Si 4 > 0, entonces definimos

o(h) :=inf{f(x): & <x<E+h}

O(h) :==sup{f(x): E <x<&+h}
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Luego por la Proposicién 8.14, se sigue que
o(h)-h< f(t)dt <O(h)-h. (8.54)
Por otro lado, note que

E+h £
FE+m=F@E) = [ fwdi= [ sy

a

_ / * it /g T e — /  fle)ar

E+h
:ié F(0)dr. (8.55)

Sustituyendo (8.55) en (8.54) se sigue que,

am»hséﬁfﬂmhs@@yhzéamwhSF@+m—F@>S®m»h

— lim ot(h) < lim F(&+h) ~F($) < lim©(h)

x—h x—h x—h

= f(§) <F'(&) < f(&), (8.56)

= a(h) <

de donde (8.56) se sigue de la continuidad de la funcién f.

ii) Si 2 < 0, de forma similar se define

o(h):=inf{f(x):E+h<x<E&}

O(h) :==sup{f(x): E+h<x<C}.
Ademds como & +h < &, entonces

E+h ¢
CFEAR)+FE) =— [ f)di+ / F()dt

a

= _/jf(z)dz—/;+hf(t)dt+/j f(e)dr
3

= f(t)ar. (8.57)
E+h

Abhora por la Proposicién 8.14, por la ecuacion (8.57) y debido a que —h > 0, se obtiene que

S
@] < [ Fe)dr < O] = o) [H] < —F(§-+1) +F(&) < O(R)[
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:>Ot(h) < _F(é_'_h)"i_F(é) §®(h)

— gt < fig L= < oty

= f(§) <F'(§) < f(&). (8.58)
Asi de (8.56) y (8.58) se sigue que F'(&) = f(&), paratodo & € [a,b]. .

Se presentan algunos ejemplos de aplicacion directa del primer Teorema Fundamental del Calculo.

= Ejemplo 8.19 Determine F’(x), si
X
= / V1—12dt
0
Solucion. En efectos, utilizando el Teorema (8.21), se tiene

:‘i[/oxmdt]
—V1-2.

= Ejemplo 8.20 Determine F’(x), si

5
:/ vV 1+1de.

Solucion. Por el Teorema (8.21), se tiene

d 4
d— [/ VI1+t dt]
— \/1+t4dt
5
—/14+x~

= Ejemplo 8.21 Determine F’(x), si

F (I ! dt |d
= ——>—dt .
(x) /0 </6 1+124cos?t ) Y

Solucion. Por el Teorema (8.21), se tiene

F'(x) d /X /y ! dt)d
x)=— .
dx |Jo \Je 1412+ cos?t Y
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X 1
= —_——dt.
6 1412+ cost

= Ejemplo 8.22 Determine F’(x), si

F(x) = cos [/Oxsen </Oy sen’ tdl) dy] .

Solucioén. Por el Teorema (8.21), se tiene

/ _ i /x /y 3
F'(x) = 75 €08 A sen A sen’tdt | dy
* Y a3 d * Y 3
= —sen / sen / sen’tdt | dy| - — / sen / sen’tdt | dy
0 0 dx | Jo 0
X y X
= —sen [/ sen (/ sen’ tdt) dy] -sen (/ sen’ tdt) .
0 0 0

= Ejemplo 8.23 Determine F’(x), si

x 1 3
F(x)= —dt| .
®) {/0 a+ bt +ct? ]

Solucién. Por el Teorema (8.21), se tiene
d ] 3
[RTR | g —
®) dx{[o a+ bt +ct? } }
| > d ]
=3 ——dt| -— ——dt
[/0 a-+ bt +ct? ] dx([/o a-+ bt + ct? ])

3 ] 2
. / dt| .
a-+bx+ cx? [ 0 a-+bt+ct?

= Ejemplo 8.24 Determine F’(x), si

F(x):/x Mdt

o +1

Solucioén. Por el Teorema (8.21), se tiene

g L[ [ s
dx | Jioo 2 +1

_sen’ /x
SR
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m Ejemplo 8.25 Halle la funcién f y una constante c¢ tal que se verifique la ecuacién siguiente:

X 1
/c f(t)dt = cosx — X

Solucioén. Por el Teorema (8.21), se tiene

£ ( [ f(t)dt) -2 [cosx— ;} — f(x) = —senx.

Luego por el segundo Teorema Fundamental del Célculo, se tiene que:

* 1 1
/ —sent dt = cosx — 5= cos(t)[X = cos(x) — 3
c

= cos(x) —cos(c) = cos(x) — %

1
= cos(c) = 3

_— C =

w|a

m Ejemplo 8.26 Una particula se mueve a lo largo de una linea recta. Su posicion en el instante ¢ es

f(@).
Si0 <t <1, f(t) estd dado por:

"1+ 2sen(mx) cos(7mx)
1) = dx.
J) /0 1 +x2 *
Parat > 1, la particula se mueve con aceleracion constante que adquiere en t = 1. Calcule
a) Su aceleracionent = 1.
b) Su velocidaden t = 1.

¢) Su velocidad cuando 7 > 1.

Solucién. a) En efecto, para 0 <t < 1, se tiene que:

1+ 2sen(7t) cos(mt 1 + sen(2mt
V(f):f/(t): 1<_|_t2 ) - 1+t2 )

por lo tanto,

[2mcos(2mt)] [1+12] — [1+sen(27r)] [21]

a(t) =V () = (1) = Ny ,
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de donde
(1) = [2mcos(27)] [14 12] — [1 +sen(27)] [2(1)]
A= (1+12)2
Cdzm—2 1
a1 "2

. 1
Ahora, como a es constante luego del primer segundo, entonces a(2) = 7 — —.

1 +sen(27t) 1+sen(2m) 1
b) Como v(r) = T iz entonces, v(1) = 11 "3

¢) Por las propiedades de la integral definida, se tiene

v(t) = /Olf(x)dx+/1t (71'— ;) dx
1 1

Proposicion 8.22 Sea f una funcién continua y sean ¢, y funciones derivables, entonces se

verifica:
d v , )
*/ f@)dt = f(y(x)y'(x) — f(o(x)) ' (x).
dx Jo(x)

Demostracion. En efecto, si definimos

(W= [ fwar

de donde, al aplicar el Teorema 8.21 se tiene que:

S = [ rar = ¢w =5 [ rwar
= {'(x) = f(x). (8.59)

Por otro lado, utilizando la regla de la cadena se tine que

) (x)
[ = @oviw = 5 [T 0= L icoww)
d [vw gt ,
— [ s = 2w )
d [vWw

— 2 [ rd = sy ) (8.60)
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Note que (8.60), se obtiene de (8.59).

Ahora consideremos el caso general,

tiﬁﬁ%mm:iiﬁgﬂmw+ xf@@
= % [/W) f(t)dr — A ' f(t)dt]
:zx/o (X)f(t)dt—;i/o i f(t)dt
= f(w ()Y (x) = f(@(x) ' (x), (8.61)
aqui (8.61) se sigue de (8.60). m

= Ejemplo 8.27 Determine F’(x), si F(x) = [ f(t)dt.

Solucion. Por la Proposicion (8.22), se tiene
d g(x)
F'(x)=— / 1)dt
W= | [ roal

= _% {/Oxf(t)dt} +% [/Og(X)f(t)dt}

= —f(x)+ f(8(x))g'(x).

= Ejemplo 8.28 Determine F’(x), si F(x) = fl[ln(x)}z V14 costdt.
Solucién. Por la Proposicion (8.22), se tiene

Inx]?

d

F'(x) = o V1 —I—costdt]
1

= /1 eostinaf? - & fin2(v)]
:%mu)1+ww¥&ﬂ

3 1 d
» Ejemplo 8.29 Determine F’(x), si F(x) = sen? < ;f“ Isen’t ll) dt

1 +sen?t

Solucién. Por la Proposicion (8.22), se tiene

3 3
i fremdt 1 Ji et 1
F/ — 2 / I+sen=t dt . / 1+senst d[ .
() seft ( u 1 +sen?t cos p 1+ sen?t
3
d f; 1+533112 t dt 1
— ———dt
dx (/a 1 +sen’t
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fx3%df 1
— sen 2 / 1+sen< ¢ d[
; 1 +sen?t
d| M~ 1
Ay pe—
dx | Ja 14sen?t

2 I 1
= 3x - -sen [2 (/ Lren? — dt)] .
[14 sen?(x3)] [1 + sen? (fx 1 d;)} a 1+ sen?t

1
1+ sen? (f;3 ¥dt>

1+sen?t

a 1+sen’t
= Ejemplo 8.30 Determine F’(x), si F(x) = ff 1% cost dt.

Solucién. Por la Proposicion (8.22), se tiene

1 cost dt]

d x d | v
= — —/ t2cost dt| +— / 1> cost dt
dx 0 dx | Jo

d
__2 3\2 3y, 43
= —x~cosx+ (x”)“cos(x”) dx[x]

= —x?cosx+3x8cos(x?).

Teorema 8.23 — Segundo Teorema Fundamental del Cdlculo. Sea f : [a,b] — R una

funcién derivable, si ademés f’ es integrable en [a, b]. Entonces

[ rwax=r0)- 1@,

Demostracion. En efecto, si consideramos & una particion de [a, b], entonces por el Teorema 5.4,

existe un & € [xx_1,xx], tal que

SOa) = flu1) = (&) (a —x1),

de donde se sigue que,

=
S

[
=
S

I
0=

Lf e — f (1))

>~
Il
—_

I (&) (o — x5-1). (8.62)

I
™=

~
Il
_
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Considerando, M} = sup f'(x) y mj, = f}lf f'(x) y al aplicar (8.62), se tiene lo siguiente:
I k

D=

n
Z m;c Akx <
k=1 k

FE) o —xr) = F(b)— f(@) < Y M A, (8.63)
k=1

1

como (8.63) se verifica para toda particién & de [a, b], entonces al considerar el supremo de todas

las sumas inferiores y el infimo de todas las umas superiores se obtiene

b b
supLas (f') = / F(2)dx < f(b) — fla) < / £ (x)dx = if U (). (8.64)

Ahora, como f” es integrable en [a,b] se sigue de (8.64) que

/ab fdx = /b fx)de = / "fw)dx = £(6)  f(a).

Algunos ejercicios de aplicacion directa se presentan a continuacion.

m Ejemplo 8.31 Calcule la siguiente integral.

S

/0 sen(x) cos(x)dx

Solucién. Se tiene la siguiente identidad trigonométrica, 2 sen(x) cos(x) = sen(2x). Note ade-

mas que
2
[cos(2x)]" = —2sen(2x) = sen(2x) = _cosé x). (8.65)
En consecuencia de la identidad trigonométrica enunciada y de (8.65) se sigue que:
2 1 /3
/ sen(x) cos(x)dx = 3 / 2sen(x) cos(x)dx
0 0
1 z
= 7/2 sen(2x)dx
2 Jo
171 7
=3 [—2005(2x)] . (8.66)

= —% [cos (g) - cos(O)}
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observe que en (8.66) se ha utilizado el Teorema 8.23.

m Ejemplo 8.32 Determine el valor de la siguiente integral

/ o tan(x)dx
0

Solucion. Observe que,

[ln(cosz(x))]/ = cosi(x) -[2cos(x)] - [~ sen(x)]
_Zsen(x)

cos(x)

= —2tan(x).

Luego utilizando (8.67) y el Teorema 8.23 se obtiene

/0z —tan(x)dx = ;/04 —2tan(x)dx
= % [In(cos?(x))]

0
-3 fin (e [5]) -

2 2 |
1
= ) [—1In(2)]

(8.67)

se sigue que:

b B
| o= [ flo)e/ wyar.

Teorema 8.24 — Método de Sustitucion. Sea f : [a,b] — R continua, ademads si ¢ es una

funcién con derivada continua en [¢t, 3], donde @ (o) = a 'y @(B) = b. Entonces si () € [a,b],

Demostracion. Definimos,

(8.68)
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Note que, por la regla se la cadena se tiene

d 9 ,
—lf f(x)dx]w) (8.69)
= f(o()o'(1), (8.70)

donde (8.69) se obtiene de (8.68), mientras que (8.70) procede del Teorema 8.21. Como consecuen-

cia de (8.70) se presenta los siguientes resultados,

B B
| re)e/ @y = [ “weenyar

=vy(e(B)) —v(e(a)) (8.71)
=y(b)—vl(a)
= /abf(x)dx, (8.72)

es de notar que (8.71) es producto del Teorema 8.23, mientras que (8.72) se obtiene de (8.68). =

Teorema 8.25 — Integracion por partes. Sean f,g : [a,b] — R derivables. Si 'y g’ son

integrables en [a,b]. Entonces

Demostracion. Note que si f'y g’ son integrables, entonces (fg)’ = f'g+ fg' es integrable ya que

es la suma de funciones integrables; luego por el Teorema 8.23 se obtiene

, (8.73)
ademas
b b b
| rsear= [ fwgwds+ [ rg (dx 574

luego igualando (8.73) y (8.74) se concluye

b

b b
| r@sdr+ [ 508 wdx = f(0)e)

a
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Se presenta un ejemplo de cdlculo directo utilizando las propiedades enunciadas anteriormente.

» Ejemplo 8.33 Sean f(x) = xe*. Demuestre que, ¥(x) = f(x), sabiendo que
X
Y(x) = sen(x) + 2/ cos(x—1)f(t)dr.
0
Solucién. Se tiene

W(x) = sen(x) +2 /0 " cos(x—1)f(t)dt
=sen(x) +2 /Ox cos(x —1)te'dt

== sen(x)—|—2/0x [cos(x) cos(z) + sen(x) sen(t)]te’dt

X X
=sen(x) +2 [cos(x)/ te cos(t)dt+sen(x)/ te sen(t)dt} . (8.75)
0 0
Utilizando integracién por partes, donde

u=te' — du= (' +te')dt

dv = cos(t)dt — v = sen(r)
entonces en la integral siguiente se tiene

/ te' cos(t)dt = te' sen(t)[§ — /(e +1é') sen(t)dt
0
= xe*sen(x) — / e sen(t / te' sen(t)dt. (8.76)
0

Usando integracién por partes, se tiene

m=é —dm=e'dt

dn =sen(t)dt — n = —cos(r)
por lo que

X X
/ ' sen(t)dt = €' cos(t) [} —i—/ e cos(t)dt
0 0

X
= —e*cos(x)+1 +/ e cos(t)dt. (8.77)
0
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Nuevamente, se utiliza integracién por partes como sigue:
w=¢é —dw=¢édt
dz = cos(t)dt — z =sen(t)
de donde
X X
/ e cos(t)dt = ¢ sen(t)|’5—/ sen(t)e'dt
0 0
X
= e“sen(x) —/ e sen(t)dt. (8.78)
0
Sustituyendo (8.78) en (8.77), se tiene
X X
/ ¢ sen(t)dt = —e* cos(x) + 1 + ¢* sen(x) —/ e sen(t)dt
0 0
X X 1 X
— [(esen(pyar = T30 1 Teo) 8.79)
0 2 2 2
Al aplicar integracién por partes, se sigue
p=te —dp= (e +te)dt
dg = sen(t)dt — q = —cos(r)
de donde
X X
/ te' sen(t)dt = —te' cos(t)|’(§—|—/ (¢' +1te") cos(t)dt
0 0
X t
= —xe* cos(x) +/ e cos(t)dt+/ te' cos(t)dt. (8.80)
0 0

Finalmente, usando la integracién por partes siguiente,

g=¢€ r—dg=2¢édt

dh = cos(t)dt — h = sen(r)
de donde, al considerar (8.79) se tiene

X X
/ ' cos(t)dt = €' sen(t)[§ — / ¢ sen(t)dt
0 0

1 ée*sen(x) e*cos(x)
— r _
= ¢ sen(x) 3 > + >
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_ 'sen(x) 1 e“cos(x)

—= 8.81
> >+t (8.81)
Abhora al sustituir (8.81) en (8.80) obtenemos
X X 1 X X
/ te' sen(t)dt = —xe* cos(x) + esen(x) 1 +° cos(x) +/ te' cos(t)dt. (8.82)
0 2 2 2 0
Asi, al sustituir (8.79) y (8.82) en (8.76) se sigue
X 1 *sen9 e* o
/ te' cos(t)dt =xe*sen(x) — = — ¢’ senx) + cos(x) + xe*cos(x) — ¢'sen(x)
0 2 2 2 2
| X
+t5- cozs(x) _/0 te' cos(t)dt
X
= 2/ te' cos(r)dr = xe* sen(x) +xe* cos(x) — e* sen(x)
0
. /x (¢! cos(r)dt = xe*sen(x) ~xe'cos(x) e'sen(x) . (8.83)
0 2 2 2
Por otro lado, al sustituir (8.83) en (8.82), tenemos
X X 1 X ex
/ te' sen(t)dt = —xe* cos(x) + eisen(x) 1 + £ cosx) +2 sen(x)
0 2 2 2 2
xe*cos(x)  e'sen(x)
2 2
xe*cos(x) e‘cos(x) xefsen(x) 1
= _— 84
5 t—  t 7 5 (8.84)

Finalmente, sustituyendo (8.83) y (8.84) en (8.75), y aplicando la identidad trigonométrica funda-

mental, se concluye que

W¥(x) = sen(x) +2cos(x) [xex sen(x) | xe*cos(x) _ e sen(x)}

2 * 2 2

xe*cos(x) e“cos(x) xe*sen(x) 1
2 2 2 2

+2sen(x) [— + + —

— sen(x) +xe* sen(x) cos(x) + xe* cos (x) — e* sen(x) cos(x)
— xe*sen(x) cos(x) + ¢ sen(x) cos(x) +xe* sen?(x) — sen(x)

— xe*sen’(x) + xe* cos>(x)

— xe*[sen?(x) + cos?(x)]

= xe"
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=f(x).

Teorema 8.26 — Valor medio para Integrales. Sea f : [a,b] — R continua, entonces existe

un ¢ € (a,b) tal que,

[ reax= re)o-a)

Demostracion. Definimos y(x) = [ f(¢)dt entonces por el Teorema 5.4 para derivadas existe
¢ € (a,b) tal que
a
v(e)= YO — (- a)= wi) - via)
b a d X
— [ st [*soa= 5| [ roa| ©0-a

— [ rar = o))

en la dltima igualdad anterior se a aplicado el Teorema 8.21. "

Geométricamente el Teorema 8.26 anterior indica que si f es continua en [a, b], entonces existe
un punto ¢ entre a y b tal que el drea bajo la curva f, sea igual al drea del rectdngulo f(c)(b—a),

donde f(c) es la altura de dicho rectangulo y b — a es la base. Esto se visualiza en la Figura 8.4.

f(o)

f(a)

F(®)

Figura 8.4: El Teorema del Valor Medio indica que A| = A,.
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8.5 Aplicaciones de la Integral Definida

En esta seccién presentamos algunas aplicaciones de la integral definida.

8.5.1 Cadlculo del drea entre curvas

Sabemos que el drea bajo la una curva, generada por la funcién f en el intervalo [a, b], estd

dada por la integral

A(R) = /abf(x)dx.

A(Ry)

Figura 8.5: Area de la regién Ry, bajo la funcién g.

Figura 8.6: Area de la regién R», bajo la funcién f.

Consideremos ahora que f(x) > 0y g(x) > 0, para todo x € [a,b]. Ademds si f(x) < g(x), para
todo x € [a,b]. Entonces el drea entre las curvas A(R), se define como la diferencia entre el drea
A(Ry) de la regién generada por la grifica de g y el drea A(R;) de la region generada por la gréfica
de f, es decir:

b
a

AR) = AR ~AR:) = [t~ [ o= [gto - reola
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En la Figura 8.7 se muestra el sentido geométrico de la ecuacién anterior.

g9

A(R)

Figura 8.7: Area de la regién R, entre las funciones g y f.

Cuando f(x) < g(x), pero no necesariamente f(x) > 0.

Figura 8.8: Funciones cualquiera gy f.

Entonces existe o € R tal que f(x)+ a > 0, en tal caso el drea de la region entre las funciones

fy g estd dada por:
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Figura 8.9: Area entre las funciones g+ a 'y f + a.

Observe que se redujo al caso inicial en el cual f(x) > 0, para todo x € [a,b].

= Ejemplo 8.34 Halle el area de la regién A(R) entre las graficas de las funciones f'y g en el

intervalo que se determina a continuacion.

fx) =X, g(x) =4x, [-3,3].

Solucién. En primer lugar, obtengamos los puntos de interseccion de las dos funciones,

£0) = gl0) = = dx
= x(x2 -4)=0

= x=0Vx==+2.
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274

o —12

g(x) =4z

————————————————— —27

Figura 8.10: Area entre las funciones fy g.

Note que f(—x) = (—x)* = —x> = —f(x) y g(—x) = 4(—x) = —4x = —g(x), es decir las dos
funciones son impares, por lo tanto el drea entre las dos graficas en el intervalo [—3,3] se puede

calcular como dos veces el drea en el intervalo [0, 3]. Esto es:

AR =2 [Tot0 - slax+ [ 170) - stolax )
2 (/02[4x—x3]dx+ /23 [ — 4x]dx>
2 (el [5-2e]f)

81
2(8—4+4—18—4+8>
41

2

= Ejemplo 8.35 Halle el drea de la region A(R) entre las gréficas de las funciones f y g en el

intervalo que se determina a continuacion.

f(x) =sen(x), g(x)=cos(x), [0,27].
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Solucién. Obtenemos los puntos de interseccion de las dos funciones, como sigue:

En consecuencia, se obtiene el drea entre las dos curvas como sigue:

z % 2
A(R) = / (cosx — senx)dx + / (senx — cosx)dx + ﬁ (cosx — senx)dx
0 z =4

z 5z 2
= (senx+ cosx) . + (—cosx—senx)| =+ (senx+cosx)|
4 3
= sen <§) + cos (E> sen(0) —cos(0) — cos 7 sen 7 +cos (E>
B 4 4 4 4 4

T R}/4 R}/4
+sen (Z> +sen(2m) 4 cos(2m) — sen <4> —cos (4)

=2(2v2-1).

N S

Figura 8.11: Area entre las curvas fy g.

8.5.2 Longitud de arco

Se sabe que, ¥/ (1) = A11’m0 Ag(;) Ag(tf)
r—

r'(¢t) At. En consecuencia || Ar(r)|| = ||/ (¢)]| At; es asi que 7 = Y ||/ (¢)]| At.

, de donde 7/ (1) ~

esto implica a su vez que, Ar(t) =

Por lo tanto definimos la longitud de arco de una curva %', como el limite de la sumatoria, y en caso

de tal limite existir este coincide con el valor de la siguiente integral:

p
y::/ 17 (1)||de, donde o<t <p.
o
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(1)
Ar(t;)

r(tiv1)

Ar(ty) = r(tipr) — r(t:)

Figura 8.12: Longitud de arco ..
Ahora procedemos a definir la funcion longitud de arco .7 () como sigue:
t
(1) = / IF(2)|de, donde t > € R,
o

Ejercicios Resueltos
m Ejemplo 8.36 Calcule el drea de la regién R, comprendida entre las graficas de f y g para el
intervalo [a, b] que se especifica.
f(x) :x37 g(x) =4x, x€ [_373]
Solucién. Primero se determina los puntos de corte de las dos funciones, para lo cual, igualamos

las mismas y de la ecuacion resultante despejamos los valores de la variable.

flx)=gx) — x> =4x
—x(x*—4)=0
— =4 V x=0

—x=42 V x=0.

Abhora, se calcula el drea de la regién R, utilizando la definicién de 4rea entre dos funciones y las
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propiedades de la integral definida, como sigue

g(@) = 4z

f(z) =2

Figura 8.13: Area entre dos funciones.

AR =2 [ - flax+ [ 1) - g0l

81

=2(8—4+ - —18-4+38

8.5.3 Ejercicios Propuestos

Ejercicio 8.12 Demuestre que las siguientes igualdades:

i) /7r x cos(nx)dx =0

-7

ii) /” x sen(nx)dx = %(_1)n+1

—TT

T
iii) /

—7T

T T
iv) / sen’ (nx)dx = =
0 2

V) / i cos’*(nx)dx =1

—T

sen(x) ‘ cos(nx)dx = =2 (

m2n?

o 2 3 —1)"
vi)/ 1 cos (Et> dt:M
0 o

=2 _/02 (4x—x3)dx+/23 (x3—4x)dx]

()]
-2 +20)

} _4

s
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i e ()= 3 (e 2

Ejercicio 8.13 Si o > 0. Pruebe que se verifican las siguientes desigualdades:

o ol
—— < | ——dt <1l
oa+1 /0 t%+1
Ejercicio 8.14 Sea f una funcién continua en todo x € R. Tal que verifica
X
/ f(1)dt = —*" 4 cos®(x) — xsen?(x).
1

Determine:
a) f(t).

ws(=3)-1(5)
©) (fof)(sen(m)).

funcién f(z) y el valor de k, tal que verifique la siguiente ecuacion:
X
/ tf(t)dt = sen®(x) — xcos(2x) — 3x +4.
c

Ejercicio 8.16 Sean I = [a,b] y F : I —> R continua y supdngase que para cualquier funcién
integrable g : [ — R, el producto fg es integrable y [ f fg =0. Demuestre que f(x) =0, para

todo x en .

Ejercicio 8.17 Seal = [a,D] y sean f y g funciones acotadas de I a R. Supdngase que f(x) <
g(x) para todo x € I. Probar que L(f) < L(g) yU(f) <U(g).

Ejercicio 8.18 Suponiendo que o, a, b son constantes, halle la siguiente integral definida.

V2 aol

= —2 _a
w 42y —p2"

| Ejercicio 8.15 Sea f una funcién continua en todo x € R. Determine de forma explicita la
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Ejercicio 8.19 Sean f(x) = (1)62)5 Demuestre que, ¥(x) = f(x), sabiendo que
+x
3x+2x° ¥ 3x 4200 — ¢
Yx)= —— — - = -
&) = 30727 /0 (ap 0

Ejercicio 8.20 Sean f(x) = ¢*[cos(e*) — ¢*sen(e*)]. Demuestre que, ¥(x) = f(x), sabiendo

que
W(x) = (1 —xe*)cosl —ezxsenl—i-/x [1- (x_f)ezx] f(e)dr.
0

Ejercicio 8.21 Sean f(x) = (1 —x). Demuestre que, ¥(x) = x, sabiendo que
Ejercicio 8.22 Sean f(x) = (1 —x). Demuestre que, ¥(x) = x, sabiendo que

Ejercicio 8.23 Determine dos funciones no constantes ¥ y ¢ tales que, camplan la siguiente

igualdad:

/01 y(t) o(t)dt = (/0] q/(t)dt> : (/0] (p(t)dt) _

Ejercicio 8.24 Halle el 4rea de la superficie de revolucidon generada al girar el grafo de la

2
1
funcién W(x) = x3 ng )

Ejercicio 8.25 Sea f : [0,2] — R una funcién continua positiva, tal que

[ roue= [ =

Demuestre que para cada x € [0, 1] existe un tGnico y = g(x) € [1,2], tal que

[ st =
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Ejercicio 8.26 Halle el valor de las siguientes integrales definidas.

b2 2 P
a) / _see ) g b | N Sl
z 747 tan?(x) Y o
3 V3 5 -1 —|—ln(x)
Yy d / L UG
C)/l V1 —e > * ) I In?(x) .
e2 _
e)/ [In(e - x)] ") dx / \/1 x? - arcsen(x) 2xdx
¢ V1 —x2 (arcsen(x))
e’ T X x—2
g)/ 75 cos (x)dx h)/ idx
e 0 5x—1
3 ,ln(x)+
' dx =
l)/] P’ J) Vo132
d 2 27 ] o
0 7 T I ) / xn(x)cos();) sin(x) I
-2/20x2—15x—6 x sen?(x)
0 1 V/ 2
m) / St . p) [ fREEVIEE)
~19eX —12¢*+29 0 1422
w b1
2 + (Y gen (£
0)/7ﬂ(1+cos(x)) dx p)/0 cos (2> sen<2>dx
2 T
q)/ sen® ({> dx r)/ (1+cos(x))*dx
2 -7
V1-x2
/ /1 +4x2dx t)/ 2xsen(x) sen(r)dt
—V1-x
B 2_ 2 2
u)/ (e 2(x+y) _ex+y)dx V)/ o(B=—x°)+ (ot +x)x dx
0 0 BZ_XZ

b

) /O 7 [(R+ reos(x))? — (R — reos(x))2] 2 cos(x) sin(x)dx

1 2
%) /72: <a0052x+ 2 cos(x) sen(x) + }/senz(x)> dx
y) / ’ 1
z x[In(In*(In(x)))] - [In(In(x))] - In(x)

b}

dx

1
z)/ V35 +4x3 4+ 6x2 + 12x— 5(° + 22+ x+ 1)dx
-3
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SUTechico

9. Impresion, Offset y Acabados

Aplicacion 1

Se requiere disefiar una caja sin tapa en base a una plancha de cartén de 30 x 15 cm para
almacenar retazos de papel reciclado proveniente de una imprenta. Considerando que se corta un

cuadrado de lado L en cada esquina y se dobla la hoja levantando los cuatro laterales de la caja.

15em

30cm

Figura 9.1: Plancha de carton.

Se desea determinar las dimensiones de la caja para que su volumen sea maximo si el lado L

cumple la siguiente condicidn:

3<L<4
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Para resolver este ejercicio identificamos los datos.
Ancho de la caja: a
Profundidad: p
Altura: h

Asfi, la representacion algebraica al cortar los 4 cuadrados de lado L serfa,

a=30-2L

p=15-2L

por tltimo, la altura coincide con el lado del cuadrado recortado, es decir,

h=L

p=(15—2L)cm

T

1

1
B e EE TR
-

1

1

1

AL —
- — s

Figura 9.2: Medidas en funcién de L.
Se necesita calcular el volumen de la caja en funcién de L:
V =ahp 9.1
Reemplazando en la ecuacién (9.1), los datos dados en la hipétesis del problema, como sigue:
V(L) = (30—-2L)(15—-2L)L

V(L) = (450 — 60L — 30L +4L*)L

V(L) = (450 —90L+4L?)L
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V(L) = 450L —90L> +4L>

luego, derivando el volumen, se obtiene
V/(L) =450 — 180L + 1217 9.2)

seguidamente, resolvemos la ecuacién cuadrdtica para encontrar los puntos criticos, para lo cual

igualamos a cero la ecuacién (9.2).

12L% — 180L + 450 = 0

aplicando la férmula general,

—(—180) 4+ +/(—180)2 — 4(12)(450)
2(12)

L=

[— 180 ++/10800

24
1804 60v/3
b=—"
~60(3+3)
-
L:§<3i\/§)
L1:%(3+\/§> y L2:§<3—\/§> 9.3)

es decir, existen puntos criticos en L; = % (3 + \@) yLi = % (3 — \@)

I1 12 3

@

(3+\/§>

7'\
o

v

=5

5
L2:6(3_\/§) Ll1=

oo

Figura 9.3: Particién de la recta R en intervalos.
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Mostremos que V/(L) > 0 en I} = [—o0,3 (3—+/3)]. En efecto, por (9.3) se sabe que:
) 2 2
1217 — 180L + 450 = gL—3>—x@ gL—3+xf3

luego, si L € I, entonces

ZL-3+V3<0 9.4)

Ademas,

L§§<3—\@>

2
gL§3—ﬂ

2
gL—3—x@§—2x@<o

%L—S—\@SO ©.5)

Aside (9.4) y (9.5) se tiene que,

2 2
V/(L) = 121> — 180L + 450 = <5L—3—\/§> <5L—3—f3> >0, VLel

Consecuentemente, debido al criterio de la primera derivada, existe un maximo relativo en L, =

2(3-V3).

Por lo tanto, las dimensiones de la caja deben ser

a=30-2L

a:30—2(§ (3—@))

a=23,66cm

p=15-2L

p:15—2<; (3—\@)>
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p=28,66cm
h=L=3,17cm

Entonces reemplazando en la ecuacion (9.1)
V =(23,66)(3,17) (8,66) = 649,52 cm®

En conclusién, las dimensiones de la caja serian: 23,68 cm x 8,68cm x 3,16cm

Aplicacién 2

Una empresa gréfica desea colocar una pancarta publicitaria debajo de un puente, cuyo espacio

tiene la forma de una pardbola que viene dada por:
flx) = —4x* +8, Vxe {—\6, \@}

el cartel debe sujetarse por los vértices superiores y la distancia entre el cartel y el suelo debe ser de
2,3m. Calcular
a. Las dimensiones del cartel para que su drea sea maxima

b. Los puntos de los vértices superiores del cartel.

fa) f(a)
!
bt
+ v
| +------ S >
g
i a

Figura 9.4: Cartel publicitario debajo de un puente.

Solucion:
Datos

a — mitad del ancho del cartel
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b = altura del cartel

La funcidén es simétrica respecto al eje de las ordenadas.

Desarrollo:
b+2,3 = f(a) = —4a® +8 de esta expresion, escribimos b en funcién de a, despejando b se
tiene

b=—4a>+8-2,3
b= —4a>+5,7 (9.6)
La funcién del area del cartel viene dada por:
A(a) =2ab 9.7
Reemplazamos el valor de b en (9.7)
A(a) =2a (—4a2 +5,7)

Aa) = -84 +11,4a

Derivamos el area en funcién de a
A'(a) = —24a*+ 11,4 (9.8)

Para buscar los puntos criticos, igualamos a cero la ecuacion (9.8). Apliquemos el criterio de la
primera derivada:

—24a*+11,4=0

—24a* = —11,4

~11,4
2 _ )
T

a*=0,475

la| = /0,475
a1 =0,68 y a =—0,68

entonces existen puntos criticos en a; = 0,68 y a, = —0,68.
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[1 -0.68 [2 0.68 [3
T s e I SR 3

Figura 9.5: Particion de la recta R en intervalos.

oo
Zk:O

Apliquemos el criterio de la segunda derivada, derivando A’ se obtiene

A" (a) = —48a
de donde
A"(a)) = —48a; = —48(0,68) < 0
lo que indica un méximo relativo en a; = 0,68. El valor a, = —0, 68 se descarta pues corresponde

a una cantidad negativa y no tiene sentido considerarla.

[1(-) 088 | I2(+) | 088  [3(-)
L i e ¢

Figura 9.6: Analisis de positividad en los intervalos /1, I, y I5.

Por lo tanto:

El ancho del cartel se determina por:
2(a) =2(0,68)

2(a) =1,36m
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Mientras que la altura del cartel se determina por (9.6):
b=—4a*+5,7

b=—4(0,68)>+5,7
b= —4(0,46)+5,7
b=—1,84+5,7
b=3,86m
La pardbola es simétrica, los vértices superiores del cartel son:

3,86m+2,3m=6,16m

(—0,68;6,16) y (0,68:6,16)

Aplicacién 3

Se requiere fabricar un recipiente que esté cubierto por un material previamente impreso. ;Qué
dimensiones debe tener dicho recipiente, si este debe tener una base cuadrada y capacidad para

8000 litros, de tal manera que su fabricacion sea lo mas econémica posible?
Solucion:
Datos
Sean las variables a utilizar
x = medida de la base del recipiente

y = medida de la altura del recipiente
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A

A 4

Figura 9.7: Recipiente de base rectangular

Desarrollo:

El volumen estarfa definido por:

V =xy 9.9)

Reemplazando en la ecuacién (9.9), los datos dados en la hip6tesis del problema, como sigue:

8000 = x%y

8000
)

X

Por otra parte, el drea superficial del recipiente estaria definido por:

A =4dxy+x° (9.10)
Reemplazando (9.9) en (9.10):
8000
A=4dx—3 + 22
X
32000
A= +x°
X

Ademads, el dominio para esta funcién deberia considerar todos los valores x > 0.

Derivando el area en funcién de x:

32000
Al(x)=— 2 +2x

_ —3200042x°

A(x) 5 9.11)

X
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Aplicando el criterio de la segunda derivada: Para buscar los puntos criticos, igualamos a cero la

ecuacion (9.11)

Al(x)=0
—32000 + 2x*
2 =0
X

—32000+2x> =0

2x3 = 32000
E 32000
2
x = V16000

luego, existe un punto critico en x = v/16000.

Determinamos la segunda derivada del 4rea en funcién de x; es decir, derivamos la ecuacién
(9.11):
(—32000+2x%)" (x?) — (=32000 +2x%) (x?)’
(x2)°
(6x%) (x*) — (—32000+2x7) (2x)
x*

A7 () = 6x* 4- 64000x — 4x*
x4

2x* 4+ 64000x
A" == 7
() x4

(2x* +64000) x
x

2x> 4+ 64000
A”(x)Z% 9.12)
P

A”(X) —

A'(x) =

A// (x) —

Evaluamos el punto critico x = v/16000 en (9.12):

3
A” ( 3 16000) 2 (G/M) +§4ooo
) )

A" (G/M) —42>0

Consecuentemente, debido al criterio de la segunda derivada, existe un minimo relativo en x =

v/16000.
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Por lo tanto, las dimensiones que debe tener el recipiente de base cuadrada y capacidad para

8000 litros, de tal manera que su fabricacion sea lo mas econémica posible, serfan:

x = v/16000 = 25,20

_ 8000 _ 8000
< (o)

> = 12,60

. . . 1
Sin embargo, recordemos que las unidades estarian en /3, por lo que transformando a m, las

dimensiones serian:
1m3
1000/

1
3
x:25,201§( ) —2,52m

Aplicacion 4

La posicion de una matriz de impresion en una maquina estd dada por la expresion: s(¢) =
2+7cos(t), para la cual 7 representa a la variable tiempo dado en minutos. Determinar todos los
tiempos para los cuales no se estaria moviendo.

Solucion:

Datos:

Expresion de la posicion de la matriz de impresion:
s(t) =2+7cos(t) (9.13)

La matriz no se estaria moviendo si y sélo si la velocidad de la matriz de impresion es igual a cero.
Desarrollo:
Para determinar la expresion de la velocidad, derivamos la expresion de la posicién con respecto
al tiempo (9.13), obteniéndose:

v=ys'(t) = —Tsin(t) (9.14)

Para determinar los tiempos en los que la matriz de impresion no se mueve, igualamos la expresién

de la velocidad (9.14) a cero y despejamos ¢:
v=ys(t)=—Tsin(t) =0

—7sin(t) =0

sin(r) =0
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Los valores de t que permiten cumplir esta condicién son:

t =km,dondek € Z

—4m

-

Figura 9.8: Funcién de cambio de posicion de la matriz de impresion

Aplicacion 5

Una empresa de impresion establece que el precio de venta de los bienes que produce esta

determinada por la ecuacién de la demanda p = 16 —0,03x , y la funcién del costo C =3+ 1,4x,

siendo x el nimero de bienes producidos. Determine:

a. El nivel de produccién que generard la maxima utilidad.

b. La utilidad maxima

p=1p6—0{03z

/

/—Ci=3114%

/

Figura 9.9: Ecuaciones de la demanda (p) y del costo (C)

Solucion:
Datos:

Sea
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x = nimero de bienes producidos

Entonces la expresion del precio de venta es:
p=16—0,03x 9.15)

y la expresion del costo es:

C=3+14x 9.16)

Desarrollo:

Para determinar los ingresos de la empresa, se multiplica el nimero de bienes producidos por el
precio de venta:

I=xp 9.17)

reemplazando (9.15) en (9.17):
I=x(16—0,03x)

I=16x—0,03x (9.18)
mientras que la utilidad viene dada por la diferencia entre ingresos y costos:
U=I]—-C 9.19)
reemplazando (9.16) y (9.18) en (9.19):
U =16x—0,03x> — (3+1,4x)

U=16x—0,03x>—3—1,4x
U=14,6x—0,03x>—3

U=—0,03x>+14,6x—3 (9.20)

Para determinar la maxima utilidad, podemos aplicar el criterio de la segunda derivada, para lo

cual en primer lugar determinamos los puntos criticos.

Derivando la utilidad (9.20) en funcién del nimero de vienes producidos (x):

U' =—0,06x+ 14,6 9.21)
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igualando la ecuacion (9.21) a cero:

U' = —0,06x+14,6 =0

—0,06x+ 14,6 =0

0,06x = 14,6
14,6
0,06
luego existe un punto critico en x = (lfdg.

Obtenemos la segunda derivada de la utilidad; es decir, derivamos la ecuacién (9.21):
U" =-0,06 (9.22)

evaluando el punto critico x = 146 o (9.22):

0,06
14
U <0 62) =—-0,06

14,6
U// ) < 0
<0706>

consecuentemente, debido al criterio de la segunda derivada, existe un maximo relativo en x =

0.06°
14.6

por lo tanto x = 0.06

constituye el niimero de unidades que producen la utilidad méxima.
La utilidad maxima se obtendria reemplazando x = (1)4—0’2 en la expresion de la utilidad (9.20), de

tal manera que se tiene:

14.6\ > 14.6
S ’ 14 ) =
U 0,03<0706) + ,6<0706> 3

Unax = $1773,33

Aplicacion 6

Los estudiantes de la carrera de OFFSET y acabados deben disefiar un cartel publicitario que
tiene la siguiente forma: base horizontal de 10m de longitud y resto del contorno limitado por la

siguiente funcion:

—x>+6x, si0<x<5
g(x) = (9.23)
—x+10, si5<x<10
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Calcule la cantidad de material de soporte requerida para el cartel.
Solucién:
Datos:
Sea
x = longitud del cartel en el eje de las abcisas [m]
y = longitud del cartel en el eje de las ordenadas [m]

Si hacemos coincidir la base horizontal del cartel con el eje de las abscisas, su funcidn estaria
dada por:
f(x)=0, VxeRtalque0<x<10 (9.24)

el resto del contorno del cartel estd limitado por la siguiente funcién:

—x>+6x, VxeRtalque0 <x<10
g(x) = (9.25)
—x+10, VxeRtalque0<x<10

g(z) = —a’ +6x,Vz eR/0< <5

g(z)=—z+10,Vz € R/5 <z <10

0 2 4 6 8 10 12 14
flz)=0,Ve e R/0<z <10

Figura 9.10: Forma del cartel publicitario

Desarrollo:

Para calcular el 4rea bajo la curva, se integran la funcién a trozos en sus respectivos dominios:

5 10
A :/ (—x* +6x) dx—i—/ (—x+10)dx
0 5
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se aplican las reglas de integracion y se resuelven las integrales definidas:
5

X3 x2
A=—= 435 —=+1
( 3+3x>0+< 2+ 0x>5

12 2
A= <—5 +75) + (=50 +100) — (—25+50)

10

3
100 75
A=—" 1502
3 + 2
275
14:?1’”2

Cabe recalcar que la base horizontal del cartel ya estd considerada en la integral, al hacerla

coincidir con el eje de las abscisas.

Aplicacion 7

Una empresa grafica tiene un contrato para disefiar un cartel publicitario, para lo cual debe
determinar el 4rea de la figura ABCDA sabiendo que la curva ADC es parte de la grifica de una
funcién polindmica de segundo grado. El 4rea estd limitada por la pardbola que pasa por los puntos
A(—2,0),C(2,0) y D(0,—4); ademas la region se delimita con segmentos de recta que van desde el
punto B(0,1) hacia el punto A y C.

Solucion:

Datos:

B(0,1)

C(2,0)

D(0,—4)

Figura 9.11: Forma del cartel publicitario
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En la Figura (9.11) se observa la simetria de la region a determinar, con el eje de las ordenadas,

entonces basta con calcular el drea que estd a la derecha del eje vertical y después duplicarla.
La pardbola pasa por los puntos A(—2,0), C(2,0) y D(0,—4).

La region se delimita con segmentos de recta que van desde el punto B(0, 1) hacia el punto A y

Sea

x=longitud del cartel en el eje de las abscisas [m]

y = longitud del cartel en el eje de las ordenadas [m]
Desarrollo:

Se requiere determinar la ecuacion de la pardbola vertical que pasa por tres puntos: A(—2,0),

C(2,0) y D(0,—4), para la cual aplicamos la ecuacién general de la pardbola vertical:
¥ +Dx+Ey+F=0 (9.26)
evaluando el punto A(—2,0) en la ecuacién (9.26)
(=2)*+D(-2)+E0)+F =0

4-2D+F =0
WD+ F=—4 (9.27)
evaluando el punto C(2,0) en la ecuacion (9.26)

(2)>+D(2)+E(0)+F =0

442D+F =0
2D+F =—4 (9.28)

evaluando el punto D(0,—4) en la ecuacién (9.26)
(0)2+D(0) +E(—4)+F =0

—4E+F=0 (9.29)
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Resolvemos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

—2D+F =4 F=—4
2D+F=-4 = D=0 (9.30)

reemplazamos los valores de F,D y E en la ecuacién (9.26)

4+ (0)x+ (—1)y+(—4)=0

X—y—4=0
X —4=y
y:x2—4

entonces la ecuacion d la pardbola queda definida por

Se requiere determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos B(0,1) y C(2,0), para la

cual aplicamos la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos

yoy =22 (o) 9.32)
X1 —Xp

Considerando como x; y y; los valores correspondientes al par ordenado de B(0, 1); mientras
que para x, y y, consideraremos los valores correspondientes al par ordenado de C(2,0), entonces

la ecuacidn (9.32) estaria definida de la siguiente manera

1-0
y=l=5—x-0)
1
y—lz—ix
1
y= _EX—H (9.33)

Para calcular el 4rea de la derecha del eje vertical, se integra las funciones correspondientes a
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las ecuaciones (9.31) y (9.33)

A:/02 [(—;x—i—l) — (x2—4)] dx

se aplican las reglas de integracién y se resuelven las integrales definidas,

entonces, el area total seria

Aplicacioén 8

1 X2
A=(—=xX -2
< 3x ) —|—5x>

2

0
1,5 22
A=—-(2)P - +50
L -2 s0)
1
A=
19
AT:2<3M2>
38
AT:?M2

En un restaurante de comida exdtica dénde la decoracion no es tan comin y el espacio disponible

es muy limitado se debe agregar un cartel publicitario de las promociones del mes. Para imprimir el

cartel a la medida se requiere calcular el drea del mencionado cartel cuya forma viene dada por

la regién limitada por las curvas: y = x? y y = 4 — x> que es el espacio designado para agregar la

publicidad a través del arte disefiado cuyas unidades vienen dadas en metros.

Solucion:
Datos:

Sea

x = longitud del cartel en el eje de las abscisas [m]

y = longitud del cartel en el eje de las ordenadas [m]

El 4rea destinada para el cartel viene limitada por la interseccion de las curvas:

fx)=y=x

g)=y=4-x

(9.34)

(9.35)
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Figura 9.12: Forma del cartel publicitario de las promociones del mes

Desarrollo:

Se requiere determinar los puntos de interseccién de las curvas, para lo cual igualamos las

ecuaciones (9.34) y (9.35):

x::I:\fZ

luego, existen puntos de interseccién en x; = v/2y x» = —v/2.

Enlafigura () se puede apreciar que el 4rea A que se busca es aquella formada por la interseccion
de las curvas y = x* y y = 4 — x2, por lo que el valor de su superficie se puede determinar restando

las dreas de y = 4 —x?> menos y = x°. Entonces integrando entre los puntos de interseccién
V2
A= [ [(@=2) = Par
-V2

V2
A :/ (4—2x2) dx
V2

se aplican las reglas de integracion y se resuelven las integrales definidas
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Aplicacién 9

A una empresa de impresion offset y acabados, llega un pedido de una pancarta publicitaria
para colocarla en una pared cuya forma se expresa en la figura (9.13 ). Calcular la cantidad de

soporte requerido para cubrir dicha pared.

-0.5

Figura 9.13: Pancarta publicitaria

Solucion:

Datos:

Sea

x = longitud del cartel en el eje de las abscisas [u]

y = longitud del cartel en el eje de las ordenadas [u]

El drea destinada para el cartel corresponde al 4rea bajo la curva

fx)=y=vx 9.36)

Desarrollo:

En la figura () se puede apreciar que el drea A que se busca es aquella formada por la regién
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bajo la curva f(x) =y = /x, entre las rectas x = 2 y x = 6, entonces integrando

6
A:/ Vxdx
2

se aplican las reglas de integracién y se resuelven la integral definida

6l
A:/ x2dx
2

3\ (6
2
A>:: (X;)
2/ 12
6
A (2x2>
3
2
L2622
3 3
A:12%—4 25

Aplicacién 10

Una empresa de impresion offset y acabados requiere hacer un inventario de las tintas almace-
nadas en bodega. Para lo cual, se conoce que el recipiente que contiene las tintas tiene la forma que

se presenta en la figura (9.14). Calcular el volumen de tinta que contiene cada recipiente.

-

N
=

-
- R

-
.
~

Figura 9.14: Contenedor de tintas
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Solucién:

Datos:

Sea

x = longitud del recipiente en el eje de las abscisas [u]

y = radio del recipiente en el eje de las ordenadas [u]

En la figura () se puede observa que el volumen del recipiente se forma al girar la regién

limitada por f(x) = V2 y el eje de las abscisas, entre x = 2 y x = 6.

fx)=y=vx 9.37)

Desarrollo:
Para calcular el volumen de tinta contenida en e recipiente, se puede integrar aplicando el

método de discos considerando que la region gira alrededor del eje de las abscisas,

b
V=n / 2 (x)dx (9.38)

reemplazando (9.37) en (9.38) y considerando los limites de integracién se tiene

V:ﬂ/;(\/})zdx

se aplican las reglas de integracién y se resuelven la integral definida

6
V:n/ xdx
2
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Aplicacién 1

Hallar los valores de la fuerza y el par lateral, F; y My para mantener una velocidad angular
constante de 10rad /s el viscosimetro cilindrico de la figura. (Considérense los esfuerzos cortantes,

en la superficie lateral y en la base).
Solucion:
Datos:
H=10cm
Ry =3cm
h=0,1m
u=7-1073N- -~ (constante)
T=pd
Desarrollo:

En la cara lateral se tiene:
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Figura 10.1: Viscosimetro cilindrico

r_ du

= d
du_Vl—O_Rl(D
dy h  h

los valores de la fuerza y el par lateral, F; y M;, se obtienen:

Rio o
FL:T-dS:u-lT-ZﬂRl-H:uﬁ27r-H-R%

rad
_ 3y 8 (105) 2
F = (7-10 N- W) oo 0 1m(2m)(0, 1m)(0.03m)

Fp =3,9584-107%[N]

Riow (0]
M, =F R, :/,L~1T-27IR1-H-R1 :uZZn-H-R?

) (10%44)

N
M, :(7-10—31\/-—
L 0,1m

— 0,1m(2m)(0,1m)(0,03m)>

My =1,1875-107° [Nm]
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Aplicacioén 2

Una ventana tiene la forma rectangular con su parte superior en media circunferencia. Cuéles

serdn sus dimensiones para que penetre el mdximo de luz para un perimetro dado.

A
v

Figura 10.2: Forma de ventana

Solucion:

De la figura se deduce que el perimetro seria

X
P:7+2Y+X

1 X
y=-(pP-x-"%
2 2

luego, la funcién que describe la cantidad total de luz serfa:

entonces

Ay = B (P—X—”X)

donde la mayor superficie corresponde a determinar los puntos mdximos de A en su correspondiente



290 Capitulo 10. Mecdnica Industrial

dominio, derivando e igualando a cero se tiene

P X
2P

entonces se tiene un punto critico en X = luego derivando A’ para utilizar el criterio de la

n+4°
segunda derivada se tiene

A"(x):—1—§ <0

: £ _ 2P
por lo tanto existe un maximo en X = Tid

Como ademas,

Y—lPXTCX—lP 2P mw /[ 2P _P
2 2 ) 2 T+4 2\m+4)| n+4

por lo tanto, las dimensiones para que entre la mayor cantidad de luz seria

2P p

X=—" Y= —
x+a 7 T+4

Aplicacién 3

Si un recipiente cilindrico de 1dmina (cerrado en ambos extremos) ha de tener V como volumen

constante, encuéntrese las dimensiones que requieran la minima cantidad de material.

Figura 10.3: Cilindro genérico de radio r y altura &

Solucién:
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Dado que para cualquier cilindro su volumen se calcula con la férmula

V =nr’h
se sigue que
Vv
h=—
mr?

y ademas su superficie total considerando que es un cilindro cerrado con tapa se calcula como

S =2nr? +27rh

reemplazando £ en la Gltima expresion se tiene la superficie total en funcién del radio de la siguiente

manera
1%
S(r) =211 +21r—
(r) r+ r77:r2
2V
S(r) =2mr* + —
»

Utilicemos el criterio de la primera derivada para hallar sus puntos criticos

2V
S’(r):47rr—? :0

A%

dnr = —-
2

iV
21

|4

es decir se tiene un punto critico en r = /5.

Utilicemos el criterio de la segunda derivada, es decir derivemos nuevamente y reemplacemos

nuestro punto critico hallado previamente, se tiene

4v
S”(r) = 47'L'—|— rT
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lo que indica que r = {/ % es un minimo, ademds hallemos el valor de &:

Aplicacién 4

. Va . , 1 3 . .
Hacia un tanque cénico fluye agua a razén de 8 p}:fifl , si la altura del tanque es de 12 pies y el

radio de la base es de 6 pies. ;Qué tan rapido se estd elevando el nivel del agua cuando tiene 4 pies
de altura?

Solucion:

Esquematicemos en un grafico, la informacién dada:

Figura 10.4: Cono genérico de radio r y altura &

Llamemos a:
M = Cantidad de agua que entra en pie’
Q = Cantidad de agua que sale en pie’

V = Cantidad de agua alojada en pie’

Para este tipo de problema de manera general se puede proponer M — Q =V, derivando con
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respecto al tiempo resulta:
dM dQ dv

dt dr dt

ahora de acuerdo a la informacién proporcionada tenemos:

am 8 pies’
dt — min
dQ pies’
= _o02E

dt min

El volumen del agua alojada depende del recipiente en este caso deberiamos usar la formula
del volumen de un cono, es decir:
1

V= gﬂ:rzh

ahora hay que tener la funcién volumen en término de una variable, que en este caso 1o mas indicado
es que sea una funcién de 4. La forma geométrica del recipiente y la forma geométrica de la masa de
agua que se va alojando en el recipiente nos permite hacer lo indicado. Las secciones transversales

son tridngulos semejantes, esto nos permite relacionar r con A.

h_r
12
h
r= =
2

b1
V=0
12
por lo tanto,
av _r }ﬂ@
dt 4 dt
entonces,
am_dg _av
dt dt dt
T ,dh
8—0="n*—
4 dt
dh 32 pies

dt ~ 7wh? min
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luego, en 1 = 4 resulta
dh 32 32 2 pies

dt  wm4)? 16 7 min

Aplicacién 5

Se desea construir una caja con tapa utilizando una lata rectangular que mide 5 pies X 8 pies.
Esta se realiza cortando las regiones sombreadas de la figura y luego doblando por las lineas
discontinuas. ;Cudles son las dimensiones x, y y z que maximizan el volumen de la caja?

Solucion:

T Y Tty

Figura 10.5: Lata rectangular de Spies x 8pies para la realizacién de caja con tapa

De acuerdo a la figura, la caja formada asi, tendrd un volumen que se puede calcular con la
férmula

V =xyz

observe 5 = 2x+ z, por lo tanto z = 5 — 2x, observe también que 8 = 2x+ 2y, por lo tanto y =4 — x,

reemplazando en el volumen se tiene
V=x(4—x)(5—2x)

V= (4x—x2) (5 —2x)
V =2x" — 13x% +20x
Para utilizar el criterio derivamos e igualamos a cero, la derivada es

dv
L =6x>—26x+20=0
dx
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6x> —26x+20=0

10
x=1y x=—3~333

escogemos el punto critico x = 1 pies porque no es posible que x > 2,5.
Porlotantoy=4—x=4—1=3piesyz=15—2x=>5—2(1) = 3 pies serian las dimensiones

para obtener un volumen médximo. El valor de este volumen seria:

Vinax = xyz = 1(3)(3) = 9 pies’

Aplicacion 6

Encontrar el drea acotada por las curvas cuyas ecuaciones sony =¢*,y =e¢ *y larectax = 1.
Solucién:

La region comprendida por y = €%, y = e * y x = 1 es la del gréfico siguiente:
g p pory

X

Figura 10.6: Region acotada por las curvasy=¢*,y=e *yx =1

Entonces el drea de esta regién viene dada por:
1
A(R) = / (" —e*)dx
0

A(R) = (ex—i-e*x) o
AR)=e+e -2
AR) =2 <ex+2"_x - 1>

A(R) =2(cosh(1)—1)
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por lo tanto,

A(R) =2(cosh(1) —1) u?

Aplicacion 7

Una fuerza de 25kg, alarga un resorte de 3 cm, encontrar el trabajo requerido para alargar el

resorte 2 cim mas.

Figura 10.7: Resorte y un peso de 25kg

Solucion:

Se tiene F(x) = kx como x = 3 cm, entonces x = 0,03m y F(0,03) = 25kg, entonces

25=0,03k
de donde
2500
k= ——
3

se sabe que el la férmula del trabajo viene dado por la integral

W:/abF(x)dx

005 /9
4 :/ ( 500x> dx
0,03 3

2500 x2 003
X
W‘(3'2>

0,03

entonces,
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2500
w="
3

12
W= %(0,0025 —0,0009)

[(0,05)* — (0,03)?]

N —

W= @(0,0016)

w=27
-3

Aplicacion 8

Para varias aplicaciones industriales, es necesario conocer el volumen de una esfera de radio r.
Solucion:

Podemos considerar la esfera como el sélido de revolucién generado al girar el semicirculo de

radio r con centro en el origen alrededor del eje X:

Figura 10.8: Esfera genérica de radio r

La ecuacién que describe el semicirculo es:

2

¥ +y?=r cony>0

de donde se obtiene
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A

Figura 10.9: Semicircunferencia f(x) = v/r> — x? antes de ser girada respecto al E jeX.

Como f(x) = Vr? —x?, y la férmula del volumen para un sélido de revolucion es

V= n'/bfz(x)dx

entonces
r 2
V:n/ < r2—x2> dx
—r

V:27r/r(r27x2) dx
0

x3
V=2m(rx—"=
r3
V=2r(r-=
(7-5)

4
V= §Er3 u?

r

0

Aplicacién 9

Calcular el volumen de un cilindro y de un cono, ambos circulares rectos, con radio r en la base

y altura A, consideremos como sélidos de revolucioén.
Solucion:

Tanto el cilindro como el cono se generan como sélidos de revolucién al girar un rectangulo y

un tridngulo, respectivamente, alrededor del eje x como se muestran en las figuras:
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(0,7) éh’ r)

A
\ 4

EjeX

Figura 10.10: Funcién constante, f(x) = r antes de ser girada respecto al E jeX y convertirse en un

cilindro

Figura 10.11: Funcién lineal, antes de ser girada respecto al E jeX y convertirse en un cono.

Utilizamos la férmula para determinar el volumen del sélido de revolucién que es la siguiente:

V:ﬂ/bfz(x)dx

con f(x) = r para el cilindro, asi como g(x) = ;x para el cono puesto que y = 7x es la ecuacién de
la recta que pasa por los puntos (0,0) y (h,r), obtenemos:
Para el cilindro

h
h
V:ﬂ/ rzdx:ﬂrzxozﬂrzhu3
0

Para el cono,

hrr N2 B3
ol G5 %
n/o LX) dx=—5 3,
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Aplicacion 1

El tanque de combustible de un vehiculo para correr rally esta fabricado de fibra de vidrio tiene
una forma de paralelepipedo de medidas en centimetros: base 60 x 40 cm; altura 35 cm. Se vierte
combustible desde un surtidor con un caudal de 6000%. Determinar:

a. Larapidez que sube el nivel del combustible

b. En qué tiempo se llena el tanque

Figura 11.1: Tanque de combustible de un vehiculo para correr rally.

Solucién:
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Para el item a., podemos darnos cuenta el problema estd en llenar el volumen contenido dentro
del tanque de combustible, al ser una figura homogénea no presenta mayor complicacidn; para
ello debemos crear la funcién del volumen del tanque y saber que mientras se llena el tanque
las medidas de la base se mantienen constantes mientras que lo que va variando es la altura de
llenado del tanque. El volumen de llenado y la altura por lo tanto dependeran del tiempo que vaya

transcurriendo, la funcién queda definida de la siguiente manera:
v(t) = (60cm)(40cm)h(t)

si derivamos estd expresion con respecto al tiempo tenemos:

dv dh
— =2400cm*—-
dr M

despejando % que representa la rapidez a la cual sube el nivel de combustible en el tanque nos

queda: .
dh _ g
dt  2400cm?

reemplazando el dato del caudal que representa la rapidez de cambio del volumen con respecto al

tiempo tenemos:

” 3
@ _ 6000% _ cm
dt  2400cm? " min

cm .
min’

Lo que significa que por cada minuto que pasa la altura sube 2,5 esto para cualquier instante de
tiempo debido a que el tanque tiene una forma homogénea.

Para el item b., es decir, para determinar en qué tiempo se llenard el tanque, con el dato
encontrado en el punto anterior y el valor de la altura del tanque podemos encontrar el tiempo de
llenado. La altura del tanque es 35 cm, mientras que la rapidez a la cual sube el nivel de combustible
es de 2,575 eso significa que si dividimos 35 para 2,5 nos va a dar el tiempo de llenado del tanque

y se puede comprobar que las unidades si son correspondientes:

35cm .
Hienado = 257077,1 = 14min

min

Aplicacion 2

Un coche de competicion se desplaza a una velocidad que entre las 0 y 2 horas y viene dada por
la expresion v(x) = (2 — x)e* donde x es el tiempo en horas y v(x) es la velocidad en kilémetros.

Determinar:
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a. En qué momento del intervalo circula a la velocidad maxima e indicar la misma.
b. En qué periodos gané velocidad y en cudles redujo

c. Indicar si se detuvo en alguna vez el coche

Solucion:

Segun los datos mencionados concluimos que nuestra derivada es:
Vix)=—1-e"+e'(2—x) = —¢"+2¢" —xe* =" —xe* = €*(1 —x)
para utilizar el criterio de la primera derivada igualamos a cero el resultado anterior obteniendo
e(l—x)=0=1-x=0=x=1

ya que e* nunca puede ser cero.

Utilicemos el criterio de la segunda derivada,
VI(x) =" — e —xe* = —xe*

de donde

lo que indica que existe un maximo en x = 1.

Ademids, note que V/'(x) = €*(1 —x) > 0 cuando x € [0,1) lo que indica que gana velocidad
cuando el coche recorre de 0 a 1 hora, también se observa que Vv'(x) = ¢*(1 —x) < 0 cuando

x € (0,2] lo que indica que pierde velocidad cuando el coche recorre de 1 a 2 horas.

Dado que v(1) = (2—1)e! = e entonces e es la velocidad mdxima que alcanzé el coche, y dado

que v(2) = (2—2)e? = 0 entonces a las 2 horas el coche se detuvo.
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Figura 11.2: Velocidad de un coche de competicion.

Aplicacion 3

Un automévil que parte desde la posicion de 10m de un sistema de referencias, se desplaza a
una velocidad inicial de 57 y lleva una aceleracion constante de 9 3. Determinar La posicion en

funcién del tiempo.
Solucién:

Segun los datos mencionados concluimos que nuestra funcién es:

at?

f(t) = 7 “+vot + Xxo

donde x es la posicién inicial, v es la velocidad inicial y a es la aceleracion constante, reemplazando

datos tenemos que:
2

9
f(t):%—l—St—l—lO

Para corroborar se recuerda que la posicién inicial se define como xy = f(0), lo cual coincide

con nuestra ecuacion
9(0)?
x0 = f(0) = > +5(0)4+10=10m

la velocidad inicial se define como vy = f7(0), lo cual coincide con la derivada de nuestra ecuacién
F(t)=9+5=>vo=f(0)=9(0) +5=52
s

por dltimo la aceleracién que es constante se define como a = f”(¢), lo cual coincide con la segunda
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derivada de nuestra ecuacion

v 4
f(t):9%+5t+10

Figura 11.3: Funcién f(¢) = a% +vot +x0 cuando a = 9m/s?, vy = Sm/s y xo = 10m.

Aplicacion 4

Una empresa quiere saber la cantidad minima de metal para fabricar una lata de aceite para
auto de forma cilindrica de 350ml.

Solucion:

Sea r el radio de la base y A la altura del cilindro.

Figura 11.4: Lata de aceite para auto de forma cilindrica de 350ml.

El drea de la base es 772 igual al drea de la tapa. El 4rea lateral es 27rh, producto de la

circunferencia por la altura del cilindro. Por lo tanto, el drea total, que es la funcién para minimizar,
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estd dada por:

f(r,h) = 2mrh+2mr?

El otro dato del problema es el volumen del cilindro 772h, que debe ser igual a 350mi. De este

se despeja la altura, para sustituir en la funcién 4rea total,

nrlh = 350ml
350 350 ,» 700 5
h= ﬁ :>f(7") =27r <7‘L’r2> +27re = 7‘1‘27["
700
flr)=—+2m
r

Utilicemos el criterio de la primera derivada, derivamos f
1
f1(r) = =700 +4nr
r

igualamos a cero

1
0= —700— +47r
r

—700 + 477
= T

r:f/@zs,mcm
4r

utilizando el criterio de la segunda derivada se tiene

0

1 700 1
f'(r)=700= +4x = f" | {/-— | =700—— +47>0
r 4m 3/700
an
lo que indica que r = ¢ % es un minimo.
La altura nos da
h= i =7,63cm

0\
3
(V%)

Las dimensiones de la lata cilindrica de 350m/ que tiene menos superficie lateral son: Una base

de aproximadamente 3,81 cm de radio y una altura de aproximadamente 7,63 cm.
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Aplicacion 5

Un vehiculo se mueve en trayectoria rectilinea (a lo largo del eje x), con una aceleracién dada
por la siguiente ecuacion a(t) = 2t> — 6¢, donde la aceleracion a estd dada en .y eltiempo 7 en
segundos. Exprese la velocidad y la posicién de la particula en funcién del tiempo si parte con una

velocidad inicial de 5% desde una posicién de 2m.
Solucién:

Partiendo de la ecuacion de la velocidad

d
v~ ix=var
dt
asi como
dv
a=—=—dV =adt
dt

En funcién a los datos del ejercicio planteado, se procederd a obtener la primitiva considerando
que en integrales indefinida aparece siempre una constante C de la igualdad de dV = adt, asi

aplicando la integral a los dos lados me queda:

/dV:/adt
V:/adt

seguidamente reemplazamos la funcién aceleracién en el integral

V= / (26> —6t) dt

2
V:§t3—3t2+C

Ahora bien, con los datos enunciados en el planteamiento del ejercicio, se sabe que, la Vo =57

y en ese instante ¢ = 0, entonces al reemplazar en la ecuacién nos quedara:

5= g(0)3—3(0)2+C:>c25

conocido el valor de C se procede a reemplazar en la ecuacién, de la siguiente manera

2
V:§t373t2+5
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Seguidamente se procederd a expresar la posicion en funcidn del tiempo, siguiendo el mismo

procedimiento descrito anteriormente, de la siguiente manera:

x= <§t3 —3t2+5> dt
1
x= 8t4—t3+5t+C

partiendo de las condiciones iniciales se sabe que con ¢ = 0, la posicién inicial es de xo = 2m,

entonces

2 é(o>4—(0)3+5(0)+c:>czz

entonces la funcion de la posicion respecto del tiempo me queda expresado de la siguiente manera:

1
x:8t4—t3+5t+2

Por lo tanto, las graficas correspondientes de las funciones obtenidas quedardn expresadas de la

siguiente manera.

5 i 3
z(t) =t — 3+ 504+ 2
i 6

Figura 11.5: Funcién de la posicién con respecto del tiempo de un vehiculo.
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Aplicacion 6

Calcular el trabajo mecanico en Joules de una fuerza con la funcién f(x) = 3x> —x+ 1 que

varia con la posicién en el intervalo [1,3].
Solucién:

Empezamos interpretando graficamente el ejercicio de la siguiente manera

25

20

Figura 11.6: Funcién a calcular el trabajo mecanico en Joules.

El trabajo mecdanico, de acuerdo al concepto a la integral definida que existe entre la fuerza y el

producto escalar de la posicién en el intervalo [1,3],

W—/ISfdx

seguidamente, aplicando las propiedades de las integrales definidas se obtendrd, el resultado

esperado

3
w :/ (3x2—x—|—1) dx
1
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W_51 3
2 2
W =24J

Entonces se puede decir que el trabajo mecdnico entre la funcién y el eje de las x, es el drea

bajo la curva con el mismo eje de las x.

Aplicacion 7

Una fébrica de repuestos automotrices descubrié que el costo marginal cuando se producen g
unidades es T'(q) = 3¢* — 30g +200 délares por unidad. Si el costo total de produccién de las 2

primeras unidades es $800, ;cudl es el costo total de produccion de las 5 primeras unidades?

T(q) = 3¢ — 30q + 200

80
60
40

20

-20 O 20 40 60 80 100 120

Figura 11.7: Funcién del costo marginal cuando se producen ¢ unidades.

Solucion:

Dado que
T(q) = 3¢*> —30g +200

integramos

/T(q) dg= / (3¢ —30g+200) dg = ¢° — 15¢* +200g + C
/T(q)dq=q3— 15¢% +200g+C

sustituimos [ 7 (g)dq = 800, cuando g =2,

800 = (2)* —15(2)* +200(2) +C
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C =452

Después sustituimos los valores en esta dltima, para obtener el costo de produccién de las 5
primeras unidades:

/T(q) dg = (5)* —15(5)2 +200(5) +452

/T(q) dg =1202

asi, el costo total de produccion de las primeras 5 unidades es: $1202.
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Aplicacion 1

La corriente eléctrica no es mas que la velocidad de cambio de la carga eléctrica con respecto

al tiempo, para calcularla se tiene la siguiente expresion:

i) = < 00

donde:
- i(r) es la corriente eléctrica medida en Amperios (A)
- Q(t) es la carga eléctrica medida en Coulomb (C)

Si en determinada aplicacién la carga eléctrica de un circuito responde a la funcién:
O(t) = 5~ cos(50t) uC

Calcular la corriente eléctrica que genera dicha carga.
Solucién:

Aplicando la férmula de i(¢) se tiene,
d
i(t) = 556741‘ cos(50¢)

i(t) =5 [—4e ¥ cos(50f) +e ¥ (—sin(50¢)) - 50]
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i(t) = —20e™* cos(50r) — 250e ¥ sin(50r)

i(t) = —10e™* [2cos(50r) — 25sin(50¢)] A

Aplicacién 2

Una de las aplicaciones de la derivada se encuentra cuando se desea calcular la fuerza electro-
motriz inducida en un circuito, este fenémeno de induccién se genera por la variacién con respecto

al tiempo del flujo magnético, lo cual se puede expresar de la siguiente forma:

d
EZ—E‘P(I)

donde:

- & es la fuerza electromotriz inducida medida en Voltios (V)

- ¢(7) es el flujo magnético medido en Teslas (7')

Si en un determinado circuito se conoce que el flujo magnético varia de acuerdo a la siguiente
funcién:

¢(r) =3tsin(t) T

Calcular:

a. Calcular la fuerza electromotriz inducida en dicho circuito

b. Calcular la fuerza electromotriz inducida al tiempo de 0,4 s
Solucion:

Para el item a., aplicando la férmula de € se tiene

e = —% Bt sin()]

€ = —3[1-sin(¢) +1cos(r)]
€ = —3[sin(r) +rcos(t)] V
Para el item b., reemplazamos t = 0,4 s en &€,

€ = —3[sin(0,4) + (0,4) cos(0,4)]

e=-1,22V
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Aplicacion 3

Un amplificador operacional es un circuito integrado que tiene una amplia gama de aplicaciones
en el campo de la Electrénica. Una de ellas se denomina circuito derivador, que como su nombre lo
indica nos permite derivar una sefial de voltaje que se conecte a la entrada de dicho circuito. La

configuracién usada para este fin es la siguiente:

R
T ey W

Figura 12.1: Circuito derivador.

Para poder calcular el voltaje de salida de esta configuracion se tiene la siguiente férmula:

Volt) = —RC%V,-(t)

donde

- Vo(2) es el voltaje de salida

- Vi(t) es el voltaje de entrada

- Res laresistencia expresada en ohmios

- C es la capacitancia expresada en faradios

Se desea calcular el voltaje de salida de un circuito derivador si se conoce que R = 15kQ,

C =120uF y el voltaje de entrada responde a la siguiente funcion:
Vi(t) = 15sin(r)V

Solucién:
Aplicando la formula de Vy(z) se tiene,

d
Vo(t) = —15-10° - 120- 10—6d

- [15sin(r)]
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Volt) = —1,8%[15sin(t)]

Vo(t) = =27 cos(t)

Aplicacién 4

Un inductor es un elemento de un circuito eléctrico capaz de oponerse al cambio de la corriente,
sus unidades se expresan en Henrios que se representa con la letra H. Para poder calcular el voltaje

de un inductor debido al paso de una corriente se tiene la siguiente férmula:

d.
VL = Lal(t)

donde

- i(t) es la corriente en funcién del tiempo que circula por el inductor
- Vi es el voltaje del inductor

- L es la inductancia medida en Henrios (H)

Calcular el voltaje de un inductor de 0,5 H, por el cual circula la siguiente funcién de corriente:

0, Si —oo <t <0

5672 si0<t< oo

Solucion:

Aplicando la férmula de V7, se tiene,

_ i —2t
Vi _O’Sdt [5¢* cos(r)]

d
Vi=2,5—
L ) dr

[e % cos(t)]
Vi =2,5[-2¢ *cos(t) +e ¥ (—sin(t))]
Vp = —5e 2 cos(t) —2,5¢ ¥ sin(t)

V= —e 2 [5cos(t) +2,5sin(t)]

0, Si—co <1 <0
Vi =
—e 2 [5cos(t) +2,5sin(t)], si0<t< 4oo



317

Aplicacion 5

La resistencia de un circuito por el cual circula determinada corriente eléctrica, empieza a
calentarse de manera anémala, cuando la temperatura ha llegado al limite maximo permitido
salta una proteccion y el circuito queda desenergizado. Si la temperatura con la que se enfria
la resistencia durante los primeros 30 segundos de desconexién responde a la siguiente funcion:
T(t) =45 — 3t +0,045¢>°C. Determinar la raz6n de cambio de la temperatura de la resistencia a

los 15s.
Solucion:

Para obtener la razén de cambio de la temperatura se debe derivar la funcién de temperatura

con respecto al tiempo,

d d
ZT(t) = — (45 =3¢ +0,045¢%
dt ®) dt( +0, )
dT(t)——3+O 09¢
dt o ’

reemplazando t = 153,

%T(IS) — —3+0,09(15)

d °C

—T(15) =—1,65—

dt ( ) 9y s
Aplicacion 6

En el campo de la Electricidad se utiliza mucho el valor eficaz de voltaje que actda sobre una

carga, dicho valor es posible calcularlo aplicando la siguiente integral:

1 /T 2
Vrms - \/T/() (th> dwt

donde

- T es el periodo de la funcién de voltaje
- Vi es la funcién de voltaje

- Vims €s el voltaje eficaz

Digamos que se tiene un circuito, el cual recorta el ciclo negativo de la funcién seno de una sefial
de voltaje y lo entrega a una carga; se pide calcular el voltaje eficaz que el circuito entrega a dicha

carga con los datos que nos proporciona la sefial de voltaje de la figura.
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Vit = Bsin(wt), si wt € [0; 7]

Figura 12.2: Funcién de voltaje.

Solucion:

De la grifica se pueden obtener los siguientes datos:

Ssin(wt), si0<wr<m
Vi = )
0, SIT < wt <21

Luego aplicando la férmula para V,, se tiene:

1 21 ) 5
Vons =1/ 52 /0 (5 sin(wi))? dwi

25 2n'
Vs = \/271:/0 sin?(wt ) dwt
2” cos (2wt
Vims = \/ / ):| dwt
25 2 25 2
Vims = \/47[/0 dwt — H/o cos(2wt) dwt

25 . 25 . )
Vims = \/4” (wt|g" — e (sin(2wr)[5"

Vims = \/isr (2m) — g [sin(47) — sin(0)]

|

Vrms =

5
V2

Vrms =



319

Aplicacion 7

Un capacitor es un elemento de un circuito eléctrico capaz de acumular y conservar cargas
eléctricas, sus unidades se expresan en faradios que se representa con la letra F'. Para poder calcular

el voltaje de un capacitor cuyo voltaje inicial es de cero se tiene la siguiente férmula:

1 T
Ve — E/o 1) dt

donde,

- i(t) es la corriente en funcién del tiempo que circula por el capacitor
- Vc es el voltaje del capacitor

- C es la capacitancia medida en faradios

Calcular el voltaje de un capacitor de 100mF, en un intervalo de 0 a 0, 1 s, por el cual circula la

siguiente funcién de corriente:

0, Si —oo <t <0
i(t) =

3¢, si0<t< oo

Solucion:

Aplicando la férmula para V¢ se tiene:

v, —1/0’13 2 gy
C=700-103 Jy ¢

V, 3 /0’1 24t
= e
€7 100-10-3 Jo

0,1

3 8721,‘
e =100-102 <_ 2 ) .
_ 3 —-02 0
Ve= 5557103 ¢)

Ve=2,72V
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Aplicacion 8

Un amplificador operacional es un circuito integrado que tiene una amplia gama de aplicaciones
en el campo de la Electrénica. Una de ellas se denomina circuito integrador, que como su nombre
lo indica nos permite integrar una sefial de voltaje que se conecte a la entrada de dicho circuito. La

configuracion usada para este fin es la siguiente:

0

VI e—AAN 2

=

Figura 12.3: Circuito integrador con amplificador operacional.

Para poder calcular el voltaje de salida de esta configuracién se tiene la siguiente férmula:

Vo(t) = —Rlc/OTV,-(t)dt

donde

- Vo(2) es el voltaje de salida

- Vi(t) es el voltaje de entrada

- Res laresistencia expresada en ohmios

- C es la capacitancia expresada en faradios

Se desea calcular el voltaje de salida del circuito integrador de la figura en un intervalo de 0 a
3 si se conoce que R = 12kQ, C = 100 uF y el voltaje de entrada responde a la siguiente funcion:
Vi(t) =2t +4.

Solucion:

Aplicando la férmula de Vj se tiene,

1 3
- 244
Yo 12000.100-10—6/0 (21 +4)ar

5 3
voz—f/ (26 +4)dr
6 Jo
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Aplicacioén 9

Para el calculo de la resistencia de cierto conductor en donde el area transversal de dicho

conductor se puede considerar como constante, se tiene la siguiente férmula:

R(L) —/()Ll)fg)c)dx

donde

- R(L) es la resistencia del conductor a calcularse

- p(x) es la resistividad que varia en funcién de la longitud del conductor

- S es la superficie transversal del conductor

- L es la longitud total que tiene el conductor

Calcular la resistencia de un conductor si se conoce que la superficie transversal es S la longitud
es L y la funcion que describe la resistividad es p (x) = po(1+ 7).

Solucion:

Aplicando la férmula de R(x) se tiene,

5 L
X
RL)="5 <x+ 2L>
0
L2
R(L) =52 <L+ 2L>
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Aplicacién 10
Un elemento de un circuito tiene un voltaje de v = 28sin(1007¢) V y circula por él una corriente
de 45mA. Calcular la potencia absorbida por el elemento en funcidn del tiempo y la energia

absorbida en un intervalo de 30ms, sabiendo que:
T
w= / Pdt 'y P=vi
0

donde
- w es la energia absorbida medida en Julios
- P es la potencia absorbida medida en vatios
- ves el voltaje medido en voltios
- ies la corriente medida en amperios
Solucién:

Primero calculamos la potencia absorbida por el elemento,
P =vi = [28sin(1007¢) V][0,045A] = 1,265sin(1007t) W
Ahora se calcula la energfa absorbida por el elemento en un intervalo de 30ms,

30-1073
w:/ 1,26in(10077) dr
0

EL 2 |
w:1,26/0 o sin(u)du

1,26
Y= 100

1,26
w =
1007

(—cos(u)) "

b(2)

w=8,02mJ
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Aplicacion 1

El modelo de la cantidad de orden econémico.

Una de las primeras aplicaciones de las matematicas en la gestion de fabrica fue el trabajo
de Ford W. Harris (1913) sobre establecer tamafios de lotes de fabricacién. A pesar de que el
documento original fue evidentemente incorrecto citado durante muchos afos, el modelo EOQ
(Economic Order Quantity) de Harris ha sido ampliamente estudiado y es un elemento bdsico de
practicamente todos los libros introductorios de produccién y gestiéon de operaciones.

Motivacion:

Considere la situacién de MedEquip, un pequefio fabricante de monitores de quiréfano y equipo
diagndstico, que produce una variedad de productos finales mediante el montaje de componentes
electrénicos en bastidores metalicos estandar.

Los bastidores se compran en un local taller de metalurgia, que debe configurar su equipo (pren-
sas, estaciones de mecanizado y estaciones de soldadura) cada vez que produce una .%ecucién"de
bastidores.

Por el tiempo perdido instalando el taller, el taller de metalurgia puede producir (y vender)
los estantes de manera mds econdmica si MedEquip los compra en cantidades superiores a uno.
Sin embargo, MedEquip no quiere dar demasiado de su valioso efectivo en tiendas de estanterias,
no quiere comprar demasiado, éste dilema es precisamente el estudiado por Harris en su articulo

Cudntas partes hacer a la vez".
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Lo puso de la siguiente manera: El interés sobre el capital vinculado a los salarios, materiales
y gastos generales establece un limite mdximo para la cantidad de piezas que se pueden fabricar
de manera rentable a la vez. La experiencia le ha mostrado a un gerente una forma de determinar
como economizar el tamafio de lotes. (Harris 1913)

El problema que Harris tenia en mente era el de una fibrica que producia varios productos,
donde el cambio entre productos implica una configuracion costosa.

Como ejemplo, describié una tienda de metalurgia que producia conectores de cobre. Cada
vez que la tienda cambiaba de un tipo de conector a otro, las maquinas tenian que ser ajustadas, el
trabajo administrativo se tenia que hacer, y el material podria desperdiciarse (por ejemplo, cobre
usado como piezas de prueba en el proceso de ajuste).

Harris defini6 la suma de los costos de mano de obra y materiales para preparar el compre
para producir un producto que sea el costo de instalacién. (Observe que si los conectores hubieran
sido comprados, en lugar de fabricados, entonces el problema seguiria siendo similar, pero la
configuracion del costo corresponderia al costo de realizar un pedido de compra).

La compensacién bésica en la caja del conector de cobre de Harris es la misma que en el
Ejemplo de MedEquip. Los lotes grandes reducen los costos de instalacion al requerir cambios
menos frecuentes. Pero los lotes pequefios reducen el inventario al sincronizar mejor la llegada de
materiales que son utilizados. El modelo EOQ fue el enfoque sistemdtico de Harris para lograr un
equilibrio entre estas dos preocupaciones.

A pesar de su afirmacién en la cita anterior de que el EOQ se basa en la experiencia, Harris fue

consistente con el énfasis de gestion cientifica en enfoques matematicos a la gerencia de la fabrica.

QS

Inventario (Unidades)

Q/D 20/D 30/D 40/D

Tiempo

Figura 13.1: Inventario versus el tiempo en el modelo EOQ.

Para derivar una férmula de tamafio de lote, hizo las siguientes suposiciones sobre el sistema de
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fabricacion:

- La produccion es instantanea. No hay restriccién de capacidad, y todo el lote se produce
simultdneamente.

- La entrega es inmediata. No hay demora entre la produccién y la disponibilidad para satis-
facer la demanda.

- La demanda es determinista. No hay incertidumbre sobre la cantidad o el tiempo de de-
manda.

- La demanda es constante en el tiempo. De hecho, se puede representar como una linea
recta, por lo que si la demanda anual es de 365 unidades, esto se traduce en una demanda
diaria de una unidad.

- Una ejecucion de produccion incurre en un costo fijo de instalacion. Independientemen-
te del tamafio del lote o el estado de la fébrica, el costo de instalacion es el mismo.

- Los productos pueden ser analizados individualmente. O solo hay un tinico producto o

no hay interacciones (por ejemplo, equipo compartido) entre productos.

Con estos supuestos, podemos usar la notacioén de Harris, con ligeras modificaciones para
facilidad de presentacion, para desarrollar el modelo EOQ para calcular el lote de produccién

Optimo tamafios. La notacion que necesitaremos es la siguiente:
D = tasa de demanda (en unidades por afio)

¢ = costo de produccién unitario, sin contar la configuracién o los costos de inventario (en

délares por unidad)
A = costo fijo de instalacién (pedido) para producir (comprar) mucho (en délares)

h = costo de mantenimiento (en délares por unidad por afio); si el costo de mantenimiento
consiste enteramente de interés sobre el dinero inmovilizado en el inventario, luego 2 = ic, donde i

es la tasa de interés anual
Q = tamaiio del lote (en unidades); esta es la variable de decisién

Para fines de modelado, Harris represent6 tanto el tiempo como el producto como continuos
cantidades. Como asumié una demanda constante y determinista, haciendo pedidos de unidades
0 cada vez que el inventario llega a cero resulta en un nivel de inventario promedio de % (ver
Figura(13.1)). El costo de mantenimiento asociado con este inventario es por lo tanto %Q por afo.
El costo de instalacién es A por pedido o % por afio, ya que debemos realizar pedidos g por afio
para satisfacer la demanda. El costo de produccién es ¢ por unidad, o ¢D por aiio. Por lo tanto, el

costo total (inventario, configuracién y produccién) por afio, que denotamos con Y (Q), puede ser
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expresado como

Y(Q):—+A£—|—CD (13.1)

Ejemplo:

Para ilustrar la naturaleza de Y (Q), volvamos al ejemplo de MedEquip. Supongamos que la
demanda para bastidores metélicos es bastante estable y predecible a D = 1000 unidades por aiio. El
costo por unidades de los bastidores es ¢ = $250, pero el taller de metalurgia también cobra un costo
fijo de A = $500 por pedido, para cubrir el costo de cerrar la tienda para configurar una ejecucién
de MedEquip. MedEquip estima su costo de oportunidad o tasa de obstaculo para el dinero en un
10 por ciento anual. También estima que el espacio requerido para almacenar un estante cuesta
aproximadamente $10 por afo en costos anualizados. Por lo tanto, el costo de tenencia anual por
rack es h = (0,1)(250) 4+ 10 = $35. Sustituyendo estos valores se obtienen los graficos de la Figura

(13.2).

30.00

25.00 -
—~
g 20.00 |-
S
S
=
S
~ 15.00 |
&
Dl
Q
®
3 1000 |
| hQ/2D
5.00 |- |
|
T
o !
0.00 P T
0 100 200 300 400 500
0% =169

Cantidad de la orden (Q)
Figura 13.2: Costos en el modelo EOQ.

Soluién
Podemos hacer las siguientes observaciones sobre la funcién de costo Y (Q) de la Figura

% aumenta linealmente en el tamafio de lote Q y

- El término de costo de mantenimiento
eventualmente se convierte en el componente dominante del costo anual total para grandes Q.
- El término de costo de instalacién % disminuye ripidamente en Q, lo que indica que
mientras aumentar el tamafio del lote inicialmente genera ahorros sustanciales en el costo de

instalacién, los retornos de lotes aumentados disminuyen rapidamente.

- El término de costo unitario ¢D no afecta el costo relativo para diferentes tamafios de lote, ya
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que no incluye un término Q.
- El costo anual total Y (Q) se minimiza en algiin tamafio de lote Q. Curiosamente, esto resulta
que el minimo se produce precisamente en el valor de Q para el cual la explotacién el costo y
hQ |, AD

el costo de instalacion estdn exactamente equilibrados (es decir, las curvas de costo 7y o

se cruzan).
Vamos a aplicar las derivadas para encontrar el tamafio de lote adecuado Q* tal que el costo
anual Y (Q) es minimo. En efecto, derivemos la Ecuacién (13.1), e igualemos a cero para hallar los

puntos criticos,
d _h AD

h _AD

2 0
2AD
Q=%

dado que el tamaifio del lote Q debe ser positivo, consideramos el valor positivo Q* = 1/2/?71),

derivemos dos veces la Ecuacion (13.1) y verifiquemos que Q* > 0 es un minimo,

d? AD
@Y(Q) =0

. 2 .. L.
pero para O* > 0 se tiene que j—QY(Q) > 0, lo que indica un minimo en Q*.
Esta féormula de raiz cuadrada es la conocida cantidad de orden econémica (EOQ), también

referido como el tamaiio del lote econdmico. Aplicando esta férmula al ejemplo de la Figura ..., se

. [2aD _ [2(500)(1000) _
Q _\/ h _\/ 35 ~ 169

La intuicién detrds de este resultado es que el gran costo fijo ($500) asociado con realizar un

tiene

pedido lo hace atractivo para MedEquip cuando se ordenan bastidores en lotes bastante grandes

(169).

Aplicacion 2

Tiempo de respuesta para un sistema eléctrico de segundo orden

Considere el sistema eléctrico ilustrado en la Figura (13.3). El voltaje de entrada v;, es aplicado
a las terminales @ — b. La salida del sistema es un voltaje vy, medido a través de los terminales

c—d.
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Figura 13.3: Un sistema eléctrico de segundo orden.

Cuando se aplica una entrada escalonada al sistema, la forma general de la respuesta depende
de si una cantidad llamada relacién de amortiguamiento {, estalque { > 1,{ =10 < 1. La

cantidad ¢ depende de los valores de L, C y R. Esto se ilustra en la siguiente figura.

v (1) A
U E T —
=1
> 1
k |
i t

Figura 13.4: Respuesta a la entrada de paso de un sistema de segundo orden.

Si la relacion de amortiguamiento § < 1, entonces vy sobrepasa su valor final y se dice que el

sistema estd subamortiguado. Para este caso se puede demostrar que

in(pt
vo=U—-Ue * cos(ﬁt)+asng(ﬁ) (13.2)
Parat > 0, donde U es la altura de entrada escalonada aplicadaent =0, y
o=
W, = (13.3)

=

[l
DESRS
8

Los ingenieros a menudo estdn interesados en saber qué tan rdpido responderd un sistema a una
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entrada particular. Para muchos sistemas, este es un criterio de diseflo importante. Una forma de
caracterizar la velocidad de respuesta del sistema es el tiempo que tarda la salida en alcanzar un
cierto nivel en respuesta a un paso de entrada. Esto se conoce como el tiempo de subida y a menudo
se define como el tiempo que tarda la produccién en aumentar del 10 % al 90 % de su rendimiento
final valor. Sin embargo, al observar la respuesta subamortiguada ilustrada en la Figura (...) estd
claro que el tiempo ¢, requerido para que la salida alcance su valor miximo también proporciona
un indicador del tiempo de respuesta del sistema. Como la derivada de una funcién es cero en un
punto mdximo es posible calcular este tiempo.

Diferenciando la Ecuacién (13.2) y usando la regla del producto,

d d
o _ 4 {Vo =U—-Ue™* [cos(ﬁt) +

di — dt asmmt)”

B

dVo o O—Ui [efmcos(ﬁt)] -U d [e‘“’asin(ﬁt)}

dr dt di B
B0 — U [ oos(pr) e Bin(p)] - |~ B < Tap B
Mo~ e [—acos(ﬁt) _ Bsin(Br) — O‘ZSIEW - acos(li’t)]
@umew@+f>mww

Para hallar sus puntos criticos se iguala a cero, donde se obtiene

(12

B

km

B

Ue ¥ (ﬁ + > sin(Bt) =0 <= sin(ft) =0 <=1t = —, parak € Z"*

Ahora es sencillo calcular 7,,, una vez que 3 ha sido calculado, usando las Ecuaciones (13.3)
para valores particulares de R, Ly C.
Vamos a demostrar que el punto de inflexion correspondiente a k = 1 es un maximo calculando

la segunda derivada

o fee(o+5)ms]
d?vg o

dﬂzu@+ﬁ)ikwmwm

vo _y, <ﬁ + 052> [—ote™* sin(Br) +e~ B cos(PBr)]

B
2
CN e (ﬁ 4 o > [—asin(Bt) + B cos(Bt)]
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donde reemplazando ¢, = % se tiene

W, 70 () e (55 ) e (05)
‘Z? = <ﬁ+0;32> [~ (0)+B(~1)
aj;;o L —Ue ¥ (B2+a?)

lo que indica que en ¢, se tiene un Maximo como queriamos mostrar.
Es posible verificar si un sistema estd amortiguado o no utilizando las siguientes férmulas:

=k radio de amortiguacion
C

(13.4)
Rc = 2\/% resistencia critica

Veamos un caso especifico con valores tipicos L =40mH, C = 1uF y R = 200Q. Usando las

Ecuaciones (13.4), encontramos

L [4.10-2
c=\c 106 400

R 200

Czi

="—=0,5
Rc 400 7

por lo tanto el sistema estd subamortiguado pues { < 1. Ademads

1
®, = —— — 5000
VIC
R 200
N as00
Y=L T 24102

B= \/ﬂ = /50002 — 25002 = 4330

finalmente,
T —4
t, = =7,26-100" =726
"= 330 Hs

Se concluye que el tiempo de respuesta es 726 is.
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Aplicacion 3

Transferencia maxima de potencia

Considere el circuito de la Figura (13.5) en el que se conecta una fuente de voltaje no ideal
a una resistencia de carga variable con resistencia R;. La fuente de voltaje es V y es interna. La
resistencia es Rg. Calcule el valor de Ry, que resulta en la potencia méxima transferida desde la
fuente de voltaje a la resistencia de carga. Esta es una pieza esencial de informacién para ingenieros
involucrados en el disefio de sistemas de energia. A menudo una importante consideraciéon del
disefio principal es transferir la cantidad maxima desde la fuente de alimentacion hasta el punto

donde se consume el poder.

Solucion:

Y.

M.

Figura 13.5: La transferencia de maxima potencia ocurre cuando R; = Rg.

Sea i la corriente que fluye en el circuito, usando la ley de voltaje de Kirchhoff y la de Ohm se
tiene

V=i(Rs+Ry)

Sea P la potencia desarrollada en la resistencia de carga. Entonces

claramente, P depende del valor de R;. Diferenciando con respecto a Ry y usando la regla del

cociente, obtenemos
dP _ > 1(Rs +R.)* —R.2(Rs+Ry)

dRL (RS —+ RL)4

AdP 2 (Rs+Ry)(Rs+RL—2Ry)

dRy. (Rs+Ry)*
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AP KRy
dRy. (Rs+Ry)’

para hallar sus puntos criticos se iguala a cero, donde se obtiene

Entonces, un punto de inflexién ocurre cuando la resistencia de carga es igual a la resistencia

de la fuente. Nosotros necesitamos verificar si este es un punto de inflexién maximo, entonces

d’P p2l (Rs+R.)> — (Rs—R.)3 (Rs+Ry)?

dR} a (Rs +RL)6
d’P _y2T (Rs+Ry)—3(Rs—Ry)
dR} (Rs +RL)4
&P 2 —4Rs +2R;
dRj (Rs +RL)4
&P Sy2 RL—2Rs
dR} (Rs+R)*
Donde cuando R; = Ry, se obtiene
ap » —3Rs 3v?
R’ T
7R, =Rs (2Rs) s

por lo tanto, el punto de inflexién es miximo. Asi, la transferencia de potencia maxima ocurre

cuando la resistencia de carga es igual a la resistencia de fuente.

Aplicacién 4

Método de Newton-Raphson para encontrar raices numéricas de funciones

Para resolver problemas de maximizacién y minimizacién, es necesario indicar los puntos
criticos que posee una funcion y = f(x), para esto la teoria nos indica que tenemos que igualar a
cero la primera derivada de tal funci6n es decir buscar los x tal que y = f’(x) =0, lo que nos lleva

al problema mds general de hallar las raices de una funcién cualquiera, por ejemplo

g(x) =3sin(x) —x=0 (13.5)

En efecto, intentar hallar los valores exactos para los cuales es verdad la Ecuacién (13.5) es un duelo

de titanes, es por eso que para resolver este problema utilizaremos un método que nos permitira
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hallar de manera aproximada (tanto como lo deseemos) la o las raices que una funcién posea.

y=s

(xp. f(xg))

(%2, f(x2))

Raiz \

buscada

S mmmmmm e

0 ol i
/.\3 X Xy
Cuarto Tercero Scgundo Primero

APROXIMACIONES

Figura 13.6: Aproximacion a la raiz por medio del método de Newton Raphson.

Procedimiento

Sea y = f(x) una funcién, hallemos una aproximacién de la raiz buscada, se toma xy como un
nimero que se acerque a nuestra raiz, la idea es que a partir de xg, se encuentre el valor de x;, y a
partir de éste dltimo se encuentre x; y asi sucesivamente hasta encontrar x3,x4, ... en funcién de
sus anteriores valores, tales que como en la Figura (13.6) que se acercan cada vez mads a la raiz

buscada.

As{ para poner a x; en funcién de xq utilicemos el hecho que la pendiente de la recta tangente

en el punto (xo, f(xo)) es el nimero f/(xp), es decir

my = f'(xo)

donde my es la pendiente de la recta tangente en el punto (xo, f(xo)) y que corta al eje X en el punto

(x1,0) , por lo tanto utilizado la férmula para hallar la pendiente de una recta utilizando dos puntos

se tiene
ooy 0—f(x) o flxo)
o) =mo = T "y
es decir,
N (€0
1" (x0)

Es asi que para encontrar x; en funcién de x; se tiene como en la Figura (13.6) que tenemos



334 Capitulo 13. Electrénica

que repetir el procedimiento nada mas, obteniendo

f(x1)
f'(x1)

X2 = X1 —

Donde x; estard mas proximo a la raiz buscada que x;. As{ se define el procedimiento recursivo con

la féormula
f(xn)
1 (xn)

Xn+l = Xp —

paran € Z", donde f'(x,) #0
Ejemplo:
Resolvamos el problema de la Ecuacién (13.5), g(x) = 3sin(x) —x =0.

Tomemos xg = 2,5 (cercano es lo mds conveniente), entonces es indispensable primeramente
hallar
g (x) =3cos(x) — 1

Consideremos que queremos resolver el problema con dos decimales exactos, para eso mostremos

el célculo de las dos primeras iteraciones. La primera iteracion se calcula utilizando el valor inicial

escogido
g(2,5) 3sin(2,5) —2,5
=2,5- =2,5—-—— """ ~2293
HEEYT 025 T 7T Beos(2,5) — 1 ’
(2,293) 3sin(2,293) — 2,293
=2,293 - =———~L =2293 — ~ 2,209
S §(2,293) 7 3c0s(2,293) — 1 ’

Y asi se obtiene x3 &~ 2,176, x4 =~ 2,164, x5 ~ 2,159, lo cual se acerca cada vez mas a su valor
exacto x* = 2,1564818..., sin embargo, obsérvese que para resolver el problema de encontrar la

solucidn a dicha ecuacién con la precision de dos decimales se resuelve ya en la iteracion 5.

Aplicacién 5

Diodo en serie - circuito de resistencia
Considere el circuito de la Figura (13.7), un diodo esté en serie con una resistencia R. El voltaje
a través del diodo se denota por V y la corriente a través del diodo se denota por /. La relacién

I —V para el diodo no es lineal y se da por
I1=1Is(e* —1)

donde 5 es la corriente de saturacién inversa del diodo. Dado que el voltaje de suministro Vg, es
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2V, Iges 107144 y R es 22kQ, calcule los valores de estado estacionariode / y V.

(

| NS +

Figura 13.7: Diodo en serie — circuito de resistencia.

Solucién:

Hay varias formas de resolver este problema. Existe una dificultad porque la relacién del diodo
I-V es no lineal. Una posibilidad es dibujar una linea de carga para la resistencia superpuesto a la
caracteristica del diodo /-V, como se muestra en la Figura (13.8). La linea de carga es una ecuacién
para la caracteristica de resistencia escrita en términos del voltaje a través del diodo V, y la corriente

a través del diodo /. Est4 dada por

1. Vs
VeV =IR=—>1——V 4 =
5 R TR

I\

eSS

vV, V

Figura 13.8: Linea de carga de resistencia superpuesta a la caracteristica del diodo.

Esta es una linea recta con pendiente —% y ordenada %. Cuando V =0, se tiene [ = %. Esto
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corresponde a toda la tensién de alimentacion que cae a través de la resistencia.

Cuando V = Vg, se tiene que / = 0. Esto corresponde a la caida de toda la tensién de alimentacion
a través del diodo. Por lo tanto, estos dos limites corresponden a los puntos dentro de los cuales
el circuito debe funcionar. La solucién al circuito se puede obtener determinando la interseccién
de la caracteristica del diodo y la linea de carga. Esto es posible porque tanto la caracteristica
de resistencia como la caracteristica de diodo estdn formuladas en términos de V e I, por lo que

cualquier solucién debe tener los mismos valores de / y V para ambos componentes.

Si se usa un gréafico preciso, es posible obtener una solucién razonablemente buena. Un enfoque
alternativo es utilizar la técnica de Newton-Raphson. Combinando las dos ecuaciones componentes
da

~V+Vs=RIs (¢*Y —1)

de donde tenemos un problema de bisqueda de raiz de la siguiente manera

f(V)=RIg (Y —1)+V -Vs=0

Entonces para los valores Vs = 2, Is = 10~'% y R = 2,2 - 10* se tiene en particular

fV)=(2,2-10%) (107%) (" = 1) +V -=2=2,2-10"" (" = 1) +V -2=0

Para aplicar Newton-Raphson se necesita
"(V)=2,2-10"1°(40)e*" +1=18,8-10"*" + 1
f

Entonces tomando el valor inicial Vi = 0, 6 se tiene

f(0,6)
f'(0,6)

Vi=0,6—

2,2-10710 (£40006) — 1) +(0,6) — 2
8,8-1079¢40(0.6) 4 1

Vi=0,6— ~ 0,581

y asi sucesivamente se obtiene: V, ~ 0,569, V3 ~ 0,565, que ya se aproxima al valor real V* =

0,564964577 ... ..

Es util verificar la solucién calculando independientemente la corriente a través del diodo
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usando las dos diferentes expresiones. Entonces,

=101 <e40(0’565) _ 1) —6,53-10°A

0,565 2

— =6,53-107°A
2,2-10% +2,2-1o4 ’

I =

y por lo tanto la solucién es correcta.

Aplicacion 6

Dado el circuito de la figura de carga R — L en el cual circula una corriente

Determinar la férmula de la carga que circula por los conductores en funcién del tiempo Q(1).

Figura 13.9: Circuito R — L.

Solucion:

Se integra i(t)

por lo tanto,
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Aplicacion 7

Considerando una carga resistiva de corriente alterna (C.A) y dada la corriente instantdnea y el

voltaje instantdneo. Calcular la potencia promedio o activa correspondiente.

Datos:

I = ILyqy - cos(@t)

V = Vipax - cos(@t)

Solucion:

Dado que la potencia se define como P =V - I entonces

P=Vux Lnax - cosz(a)t)

1 T
P=— P-dot
)

1 2

=5z A Vmax-lmax-cosz(a)t)dwt

Viar - Inar (27
P:M/ cos’(wr) dot

2n 0
dado que se conoce que cos?(wt) = Hw%(zwt) entonces
Vinax * Inax 7 [ 14 cos(21)
P= / dot
27 0 2

p— Vmax . Imax /277: 1 dot + /Zﬂ COS(2(J)Z‘) dor
2 0o 2 0 2

Lmax'Imax 1 2 1. 2
p= e max ) - + > sin(2
2 [2 wt 73 s1n( (Dl‘) 0

P=

Vmax -1 max 1
2

1, . .
- —(2m—0)+ 1 [sin(47) — sln(O)]]

Vmax : Imax

P=
2

por lo tanto,

v, I
p— max  lmax VRMS -IRMS [W]

&
=
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Aplicacion 8
Un motor DC de excitaciéon independiente es alimentado mediante un rectificador monofasico

totalmente controlado a través de una fuente de voltaje

v(t) = Vyay - sin(or ), donde Vo = V2V

Voltajes rms, vp, vpp
T ol M

|
¥ Poak 05
Average RMS \
A/

1 1 L} [] \
Peak fo
Peak V’
o5

Vp= Vrms

Figura 13.10: Voltajes rms, vp 'y vpp.

Calcule el valor promedio del voltaje de armadura V, utilizando integrales definidas a partir de

la forma de onda dada. Considere la siguiente férmula:

1 b
V.= ﬁ/a v(ot) - dwt

Solucion:
Considerando el problema desde un momento determinada ¢ hasta 7w + ¢ y el circuito se tiene

2 T+a
Vi = 7/ V2V, sin(wr) dwt
27 Jo

2V T+
V,= \fs/ sin(wt) dwt
T o

[ cos(ar)] [

V2V,
T

Vo=

V, = \/iVs [—cos(m+ a)+cos(a)]
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por el teorema de adicién del coseno se tiene

cos(m+ a) = cos(m) cos(a) — sin(m) sin(or) = —cos(ar)
entonces
V, = @V [cos(a) +cos(at)]

por lo tanto

2V/2V .
T

Va= os(a)[V]
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