MATEMATICA BASICA
AREA DE TECNOLOGIAS

0]
ISU%cNco



MATEMATICA BASICA AREA DE TECNOLOGIAS

MSc. Henry Cumbal
Ing. Javier Castro
Ing. Kevin Astudillo



Este libro ha sido debidamente examinado y valorado en la modalidad doble par
ciego con fin de garantizar la calidad cientifica del mismo.

© Publicaciones Editorial Grupo Compas
Guayaquil - Ecuador
compasacademico@icloud.com
https://repositorio.grupocompas.com

Disefio de la portada es de: Ariadna Tirado Pereira

comp/\

Grupo de capacitacion e investigacion ped

Cumbal, H., Castro, J., Astudillo, K. (2024) MATEMATICA BASICA AREA DE
TECNOLOGIAS. Editorial Grupo Compés

© MSc. Henry Cumbal
Ing. Javier Castro
Ing. Kevin Astudillo

Diseno Grafico y Diagramacion:
Ing. Miguel Murillo
Ing. Edgar Guaman
Sr. Jonathan Cevallos
Disefno de Portada y Banners:
Ing. Juan Carlos Fuertes

ISBN: 978-9942-33-845-7

Revisores:
Dr. Romel Pineda, Ph.D.
Universidad Central del Ecuador
MSc. Ménica Mantilla Hidalgo
Escuela Politécnica Nacional
Mgs. Katalina Sarmiento
Instituto Superior Universitario Central Técnico

El copyright estimula la creatividad, defiende la diversidad en el dmbito de las ideas
y el conocimiento, promueve la libre expresion y favorece una cultura viva. Quedan
rigurosamente prohibidas, bajo las sanciones en las leyes, la produccién o
almacenamiento total o parcial de la presente publicacién, incluyendo el disefio de la
portada, asi como la transmisién de la misma por cualquiera de sus medios, tanto si
es electrénico, como quimico, mecénico, dptico, de grabacién o bien de fotocopia,
sin la autorizaciéon de los titulares del copyright.



AGRADECIMIENTO

Hacemos presente nuestro agradecimiento

a los compaiieros del Area de Ciencias Exactas

y a todos quienes colaboraron en la finalizacién

de esta obra, asi como a las autoridades del ISUCT
por hacernos participes de este proyecto.

DEDICATORIA

Dedicado a nuestras familias, que han sido
el pilar fundamental en nuestra formacion.

Docentes del Area






(4}
ISUchico

| ALGEBRA EN LOGICA Y CONJUNTOS
1 LogicaMatemdtica ........... ... ... ... 15
1.1 Elementos fundamentales de la I6gica matemdtica 15
1.1.1  EJercicios propuestos . . ..o 18
1.2  Operadores légicos 18
T.2.1 NeQaCION . o oo 19
1.2.2  CONUNCION . e 19
1.2.3  DISYUNCION & oot 20
1.2.4  DisyuncCiOn exXClUSIVA . . . oot 21
1.2.5  CondiCiONAl . . .ot 22
1.2.6  Bicondicional . ... ... 24
1.2.7  EJercicios propuestos . . ..o 26
1.3 Proposiciones simples y compuestas 26
1.3.1 Valores de verdad de proposiciones compuestas . ..................... 27
1.3.2  Ejercicios propuestos . . . ... 27
1.4  Tautologia, contradiccién y contingencia 28
1.4.1  Implicacién y equivalencia ldgica . ... o 30
1.4.2  EJercicios propuestos . . .. oo 31
1.5  Algebra proposicional 32
1.5.1 Leyes del digebra proposicional .. ........ ... .. i 32
1.56.2 Simplificacién de formas proposicionales .. ........... ... . 33
1.5.3  EJercicios propuestos . . .. o 36
1.6  Aplicacion del dlgebra proposicional: Circuitos I6gicos 37

1.6.1 Circuito enserie . . ... 38



1.6.2
1.6.3
1.64
1.6.5
1.7

1.7.1
1.7.2
1.7.3
1.7.4
1.7.5

2.1

2.1.1
212
213
214
2.1.5
2.2

2.2.1
222
223
23

2.3.1

24
24.1
242
243
25
2.5.1

3.1
3.1.1
3.2
3.2.1
322
3.3
3.3.1
3.3.2
3.3.3
3.4
3.4.1

Circuitoen paralelo . . ... ...
Circuito complementario . ... .. .. . . e
Circuitos equivalentes . . ... ... .
Ejercicios propuestos . . .. ..
Razonamientos y demosiraciones

Demostracion direCta . ... ...
Demostracion por ContrarrecioroCO . . oo v v e
Demostracion porcontragjemplo . ... ..o o
Demostracion por reduccidn alabsurdo .. ... o
Ejercicios propuestos . . ... ..

Conjuntos .. ... ..

Intfroduccién a los conjuntos

Definicibn de unconjunto . ... ... e
Noftacidbn de un conjunto . ... . . . .
Descripcidbnde un conjunto . ... ..
CoNJUNTOS rEleVaNTES . . o o
Ejercicios propuestos . . . ... e
Cuantificadores

Negaciones de los cuantificadores . . .. ... ... i
Propiedades de los cuantificadores .. ... ... ..
Ejercicios propuestos . . . ...
Relaciones entre conjuntos

Ejercicios propuestos . . .. ..

Algebra de conjuntos

Operaciones entre conjuNtos . . . . ... i
Propiedades de las operaciones entre conjuntos . ............ ... . .....
Ejercicios propuestos . . .. ..
Aplicaciones de conjuntos

Ejercicios propuestos . . .. ...

ALGEBRA EN LOS NUMEROS REALES

Los NOUmeros Redles . ............. ... . . . ..

Axiomas de cuerpo

Ejercicios propuestos . ... ..
Axiomas de orden

Propiedades de las desigualdades . .. ... ... i
Ejercicios propuestos . . . ...
Representacion geométrica de los nimeros reales

INterVaAlOs . . . o
Operaciones conintervalos . ... ... . i e
Ejercicios propuestos . . .. ..
Conjuntos acotados

Ejercicios propuestos . . ... .

51

51
51
52
52
53
55
55
58
58
60
61
63

64
64
69
72
73
75

81
82
88
89
91
94
94

95
99
101

102



3.5
3.5.1

3.6
3.6.1

3.7
3.7.1

3.8
3.8.1

3.9

3.9.1
3.9.2
3.9.3
3.94
3.9.5

4.1
4.1.1

4.2

4.2.1
4272

4.3

4.3.1
43.2
4.3.3
4.3.4
4.3.5

4.4

4.4.1
4.4.2
4.4.3
4.4.4
4.4.5

5.1

5.1.1
5.1.2
5.1.3

5.2

521
522
523
52.4

Axioma de completitud
Ejercicios propuestos . . .. ...

Induccién matemadtica
Ejercicios propuestos . . ... ..

Binomio de Newton
Ejercicios propuestos . . . ...

Sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas
Clasificacion de un sistena de ecuaciones ...

Métodos de resolucion de un sistema de ecuaciones

Método de reduccidn o ellminacion . ... .. v i
Método de sustitucion . . ... .. .
Método deigualacion . ... . . . . .
Reglade Cramer . . ..o
Ejercicios propuestos . . ... .

FUNciones . .. ... ..

Relaciones
Ejercicios propuestos . . .. ..

Funciones reales

Dominio y recorrido de funcionesredles . . ... ... o i e
Ejercicios propuestos . . ... .

Caracteristicas de funciones

Monotonia de funNCIioNes . . . .. ... o
Paridad de funCiones . . .. .. i e e e
Traslaciones de fUNCIONES . . . . o o i i e e
Alargamientos Yy COMPIESIONES . . . . o v e
Ejercicios propuestos . . . ..o

Funciones algebraicas

FuNCIiON iNeal . . . ..
FUNcion cuadratica . . ... .o
FUNCION POr PAMtEs . . . .
Funcidonvalorabsoluto . ... . . .
Ejercicios propuestos . . . ...

Andlisisde Funciones . ................ .. .

Operaciones con funciones

El conjunto de funciones F(R) .. ... ..
Composicidn de fuNCIONES . . . . oo e
Ejercicios propuestos . . .. .o

Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

INnyectividad . . ..
Sobreyectividad ... ...
Biyectividad . . ...
Ejercicios propuestos . . ... .

106
108

108
114

114
118

119
120

122
122
127
130
135
139

143

143
149

149

151
164

165
165
172
180
184
186

188
188
189
191
192
194



5.3
5.3.1

6.1
6.1.1
6.1.2
6.1.3
6.14
6.2
6.2.1
6.2.2
6.2.3
6.2.4
6.3
6.3.1
6.4
6.4.1
6.5
6.5.1

7.1
7.1.1
7.2
7.2.1
722
7.3
7.3.1
7.3.2
74
7.4.1
7.4.2
7.5
7.5.1
7.5.2
7.6

7.6.1
7.6.2

7.7
7.7.1

7.8
7.8.1

Funcién inversa

Ejercicios propuestos . ....... ... . o

Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Funciones exponenciales

GIafICAS AC eXP, + v v v v
Propiedades de la funcién exponencial . .. ............
Leyesdeexponentes . ....... ... .. i i
Ejercicios propuestos . ....... ... .

Funciones logaritmicas

Propiedades de la funcién logaritmica . ... .. ..........
Graficasdelog, . ..o
Leyesdelogaritmos . .. ... .o
Ejercicios propuestos .. ... ... . .

Andlisis de funciones exponenciales y logaritmicas
Ejercicios propuestos . . ... ... . .

Ecuaciones exponenciales

Ejercicios propuestos . ....... ... .

Ecuaciones logaritmicas

Ejercicios propuestos . ....... ... . o

Funciones Trigonomeétricas .....................

Funcién periédica

Ejercicios propuestos .. ...... ... ...

Funcién seno

CrafiCa . . o
Propiedades . ...... ... ... . .

Funcién coseno

GrAfiCA . o
Propiedades . ...... ... ..

Funcién tangente

GrafiCa .
Propiedades . ...... ... ... .

Funcién cotangente

GrafiCa .
Propiedades . ...... ... ... . .

Funcién secante

CrafiCa . . v
Propiedades . ...... ... ... . .

Funcidon cosecante

Propiedades . ...... ... ... . .

Andilisis de funciones trigonométricas

Ejercicios propuestos . ....... ... ...

214
220

221

221
222
222
223
223
224
224
225
226
226
227
235
235
240
240
244

245

246
247
250
250
250
251
253
253
256
256
256
258
259
259
261
261
261
264
264

267



7.9

7.9.1
7.9.2
7.9.3
794
7.9.5
7.9.6
7.9.7
7.9.8
799

7.10
7.10.1

Identidades trigonométricas 283

Identidades trigonomeétricasbdsicas . ......... ... e 283
I[dentidades pitagoricas . ... .. 283
ldentidades de paridad . ... ... . . e 284
Formulas de adiCion ... ... 284
Formulas para dngulosdobles . ... ... 284
Formulas para Angulos Medios . ... oo oo 284
Identidades de producto A suMA . .. .. .. 285
Identidades de suma aproducto . ....... . . 285
Ejercicios propuestos . . . ... 290
Ecuaciones trigonométricas 291
Ejercicios propuestos . . . ... 296

Bibliografia .................. 299






(4}
ISUchico

Al preparar la presente edicién del libro de Matematica Béasica, hemos querido mantener
un estilo propio a fin de conservar las fortalezas de las mateméticas. Nuestra meta ha sido, por
lo tanto, identificar las mejores caracteristicas de la presente obra y, al mismo tiempo, atender
cuidadosamente las sugerencias de nuestros revisores. Con estos altos estandares de aplicacion,
hemos construido los ejercicios y aclarado algunos temas de dificil comprension, “hemos intentado
escribir el libro con tanta claridad y precision como nos ha sido posible”. Ademas, hemos
restablecido los contenidos para que sean mds logicos y congruentes con los programas de estudio
de mayor difusién. Al revisar esta labor en retrospectiva, nos percatamos de que los muchos
conocimientos adquiridos nos han ayudado a crear el texto de Matematica, til y atractivo para la
siguiente generacién de estudiantes y docentes del ISUCT.

El presente texto no sélo presenta a los estudiantes los fundamentos y aplicaciones de la matematica,
sino que plantea también una manera de pensar totalmente ldgica y abstracta. A partir de los
ejercicios, los ejemplos y el desarrollo de los conceptos que revela la teoria en un lenguaje legible,
este libro se centra en el pensamiento y la comunicacién de ideas matemadticas. La matematica
tiene gran relacion con muchos de los paradigmas claves y, establece los fundamentos reales para
la reflexion precisa y l6gica entorno de temas fisicos y matematicos. Nuestro propdsito se centra
en ayudar a los estudiantes y docentes del ISUCT a alcanzar la madurez matematica necesaria
para dominar y aplicar sus conocimientos de manera integra. El razonamiento que se deriva de la
comprensién de lo analizado en las paginas de esta obra hace que el esfuerzo que ha implicado su

creacién valga la pena.

AUTORES
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La Matematica es el lenguaje de toda ciencia y la Légica es el fundamento de toda la Matematica.

Es asi, que en el presente libro, el estudiante se introducird al lenguaje que tienen las Matematicas

para juntar los cuatro pilares de esta ciencia, que son: la Logica, la Teoria de Conjuntos, las

Funciones y la Geometria, mediante el Algebra, desde un punto de vista riguroso, pero a la vez que

ensefa diversas aplicaciones del dlgebra que se definen en diferentes campos matemadticos de una
manera Técnica-Tecnoldgica.

El capitulo tiene la finalidad principal de dar la parte tedrica necesaria para que el estudiante

pueda aplicar el dlgebra proposicional en circuitos 16gicos.

1.1 Elementos fundamentales de la I6gica matematica
I Definicion 1.1 — Proposicion. Es una oracién que solo puede considerarse verdadera o falsa y

no ambas, ni tampoco ninguna de ellas.

» Ejemplo 1.1

El martes es el siguiente dia del lunes.

Es una oracidn, la cual se puede afirmar que solo es verdadera, por lo tanto es una proposicion.
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» Ejemplo 1.2

El sol es un planeta.
Es una oraciodn, la cual se puede afirmar que solo es falsa, por lo tanto es una proposicién.
= Ejemplo 1.3

x+3>5.

Es una oracién que depende del valor que tome x para considerarla verdadera o falsa, es decir, si
x = 4, entonces la oracién es verdadera pues 4 +3 =7 > 5, pero si x = 1, entonces la oracién es

falsa pues 1 +3 =4 # 5. En conclusidn, esta oracién no es una proposicion.
s Ejemplo 1.4
Hola, ;c6mo estés?
Este es un ejemplo de una oracién que no se puede considerar ni verdadera, ni falsa, y por lo tanto
no es una proposicion.

Es asi, que las unidades fundamentales de la 16gica serdn las proposiciones pues ellas carecen
de ambigiiedad, estando bien definidas.

Cada proposicion va a ser representada por letras mindsculas p, g, r, etc.
mEjemplo 1.5 p:3—-1=2.
m Ejemplo 1.6 g : El mes de enero tiene treinta y dos dias.

m Ejemplo 1.7 r: El ser humano puede sobrevivir 40 afios sin agua.

Definicién 1.2 — Valor de verdad. El valor de verdad es el atributo de veracidad o falsedad

que tiene una proposicién. Para cada proposicion p se denota su veracidad como

y su falsedad como

» Ejemplo 1.8 — Valor de verdad de algunas proposiciones. Con base en los ejemplos (1.5),

(1.6) y (1.7) se tiene que:

v(p) =V,
v(g) =F,
v(r) =F.

En la literatura, también se utilizan el nimero 1 para indicar la veracidad de una proposicién y
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el nimero O para indicar la falsedad de una proposicion.

= Ejemplo 1.9 — Valores de verdad tomando el 1 para la veracidad y 0 para la falsedad.

Con base en los ejemplos (1.5), (1.6) y (1.7) también se puede denotar:

v(p) =1,
v(g) =0,
v(r)=0.

I Definicion 1.3 — Tabla de verdad. Es una tabla que agrupa todos los posibles valores de

verdad de una o varias proposiciones.

Observacion 1.1 La construccion de esta tabla depende del nimero de proposiciones que se
componga una situacion. Para n proposiciones que componen una situacién, se tiene que su
respectiva tabla deberd ser formada por 2" filas extras y n columnas donde irdn los posibles valores

de verdad.

= Ejemplo 1.10 — Tabla de verdad para una proposicién. Paran = 1 se tienen 2" =2' =2

filas donde irdn los posibles valores de verdad.

= <[~ ]

Tabla 1.1: Tabla de verdad para una proposicién p.

» Ejemplo 1.11 — Tabla de verdad para dos proposiciones. Paran = 2 se tienen 2" = 22 =4

filas donde irdn los posibles valores de verdad.

M <<
T < <R

Tabla 1.2: Tabla de verdad para dos proposiciones p 'y g.

» Ejemplo 1.12 — Tabla de verdad para tres proposiciones. Para n = 3 se tienen 2" = 23 = 8

filas donde irdn los posibles valores de verdad.
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Tabla 1.3: Tabla de verdad para tres proposiciones p, gy r.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1 De los siguientes enunciados determine cudles son proposiciones e indique si son
verdaderos o falsos.
1. El mundial de 1986 se celebré en México.
42 -54+3x2=18.
Cuando el rio suena.
4 €.
V4+9+3.
Los nimeros reales son subconjuntos de los nimeros irracionales.
Los documentos encontrados en el celular.

Pitagoras fue un filésofo y matematico griego.

2 e JF e B!~ N

Newton fallecié en 1643.

._
e

Al que madruga Dios le ayuda.

Operadores l6gicos

En el lenguaje corriente se utilizan expresiones especiales que pueden conectar varias proposi-

ciones.

m Ejemplo 1.13 Blanco y negro son colores.

m Ejemplo 1.14 Leche o café son bebidas que prefieren los ecuatorianos en el desayuno.
m Ejemplo 1.15 No se puede mirar al sol directamente.

Es asi que resulta util definir distintos conectores u operadores l6gicos que son Utiles para
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enlazar distintas frases mas complejas.

1.2.1 Negacion
Definicion 1.4 — Negacion. Sea p una proposicién, se define una nueva proposiciéon ~ p

denominada la negacién de p tal que se lee: "no p". Ademas, estd determinada por la siguiente

tabla de verdad:

p ~p
vV F

F VvV
Tabla 1.4: Tabla de verdad para la negacién ~ p.
= Ejemplo 1.16 — Negacién de una proposicion falsa. Si

p : Azul es un dia de la semana

entonces,

~ p: Azul no es un dia de la semana.

Note que:

= Ejemplo 1.17 — Negacién de una proposicion verdadera. Si
q : Jorge es un nombre masculino

entonces

~ g : Jorge no es un nombre masculino.

Note que:

1.2.2 Conjuncion
Definiciéon 1.5 — Conjuncién. Sean p y g dos proporciones, se define una nueva proporcién

p \ g denominada la conjuncidn entre p y g tal que se lee: "py ¢". Ademas, estd determinada

por la siguiente tabla de verdad:
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P q9 PNq
vV Vv Vv
V F F
F VvV F
F F F

Tabla 1.5: Tabla de verdad para la conjuncién p A gq.

Observacion 1.2 La manera de como actia la conjuncion se establece mediante la siguiente regla:
Si p es verdadera y ¢ es verdadera al mismo tiempo, entonces p A g es verdadera, caso contrario

p A q es falsa.
= Ejemplo 1.18 — Conjuncién de dos proposiciones verdaderas. Si
p : La pera es una fruta

¢ : La manzana es una fruta
entonces,

p A\ q:Laperaes una fruta y la manzana es una fruta,

en términos mds sencillos, se puede decir
pAq:Laperay la manzana son frutas.
Note que v(p) =V y v(g) =V implica que v(p Ag) = V.
= Ejemplo 1.19 — Conjuncién de una proposicion falsa y una verdadera. Si

r : El perro es herbivoro

s : El gato es carnivoro
entonces,

rAs : El perro es herbivoro y el gato es carnivoro.

Note que v(rAs) = F, pues aunque v(s) =V se tiene que v(r) = F.

= Ejemplo 1.20 — Conjuncién de n proposiciones verdaderas y una falsa. Si py, p2, ..., pa

son proposiciones verdaderas y g es una proposicion falsa, entonces

v(ptAp2A-Apnng) =F
mientras que

v(PLAP2A---App) =V.

1.2.3 Disyuncioén
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Definicién 1.6 — Disyuncion. Sean p y g dos proposiciones, se define una nueva proposicién

pV g denominada la disyuncién entre p y ¢ tal que se lee: "p o ¢". Ademas, estd determinada

por la siguiente tabla de verdad:

P 4 pVq
vV V. Vv
V F V
F V Vv
F F F

Tabla 1.6: Tabla de verdad para la disyuncién pV q.

Observacion 1.3 La manera como actia la disyuncién se establece mediante la siguiente regla: Si

p es falsa y g es falsa al mismo tiempo, entonces p V g es falsa, caso contrario p V g es verdadera.

= Ejemplo 1.21 — Disyuncion de una proposicion verdadera y una falsa. Si
p : el amarillo es un color
q : el arroz es un color

entonces,

pV q: el amarillo o el arroz es un color.

Note que v(p V g) =V, pues aunque v(g) = F se tiene que v(p) =V.
= Ejemplo 1.22 — Disyuncion de dos proposiciones falsas. Si
r: Titdn es un planeta
s : Ganymides es un planeta

entonces,

rV s : Titdn o Ganymides es un planeta.

Note que v(r) = F y v(s) = F implica que v(rVs) = F.

= Ejemplo 1.23 — Disyuncién de n proposiciones verdaderas y una falsa. Si p;, po, ...

son proposiciones falsas y g es una proposicién verdadera, entonces

v(prVpaVeVpaVg) =V
mientras que

v(ipiVpaV---Vp,) =F.

Disyuncién exclusiva
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Definicion 1.7 — Disyuncion Exclusiva. Sean p y ¢ dos proposiciones, se define una nueva
proposicién p Y g denominada la disyuncién exclusiva entre p y g, tal que se lee: o solo p o

solo ¢”. Ademds se determina mediante la siguiente tabla de verdad:

p q9 p¥Yq
Vv V F
VvV F V
F V Vv
F F F

Tabla 1.7: Tabla de verdad para la disyuncion exclusiva p Y q.

Observacion 1.4 La manera como actda la disyuncion exclusiva es que es verdadera solamente
cuando una de las proposiciones es verdadera y la otra falsa.
= Ejemplo 1.24 — Disyuncién exclusiva de una proposicion verdadera y otra falsa. Si

p : el verde es un color del arcoiris

q : el negro es un color del arcoiris

entonces,

p Y q: o solo el verde o solo el negro es un color del arcofris.

Note que, v(p) =V y v(q) = F, por lo tanto, v(p Y q) = V.

= Ejemplo 1.25 — Disyuncién exclusiva de dos proposiciones verdaderas. Si
r:laletra b es una consonante
s : la letra ¢ es una consonante

entonces,
r¥Ys: osololaletrab o solo la letra ¢ es una consonante.
Note que, v(r) =V y v(s) =V, por lo tanto, v(rVs) = F.

» Ejemplo 1.26 — Valor de verdad de la disyuncién exclusiva de una yuxtaposicién de

proposiciones. Sean p,q y r proposiciones tales que v(p) =V, v(q) = F y v(r) = F entonces,

v(pVq)=VVF=V

y por lo tanto,

v((p¥q)¥r)=(VVF)VF=VVYF=V.

Condicional
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Definicion 1.8 — Condicional. Sean p y ¢ dos proposiciones, se define una nueva proposicién
p — g denominada el condicional de p en g, tal que se lee: "p implica ¢". Ademads, estd

determinada mediante la siguiente tabla de verdad:

P 9 pP—q
vV Vv Vv
V F F
F F Vv
F F Vv

Tabla 1.8: Tabla de verdad para el condicional p — g¢.

Observacion 1.5 La manera como actda el condicional es pensar que si p es verdadero y ¢ es
falso entonces el condicional es falso. En escencia, algo verdadero jamas puede implicar algo falso.
» Ejemplo 1.27 — Condicional falso. Si

p : Marco es un hombre

q : Marco es inmortal

entonces,

p — q : Si Marco es hombre entonces es inmortal.

Note que si v(p) =V y v(q) = F se tiene v(p — q) = F, pues por la observacién (1.5) se tiene que

algo verdadero jamds puede implicar algo falso.
= Ejemplo 1.28 — Una proposicion falsa puede implicar una proposicion verdadera o falsa.
Si
1 .
r. 6 es un numero real
s:1=0
entonces,

1
r—s: Si 0 es un namero real, entonces 1 = 0.

Observe que v(r — s) =V, pues aunque v(s) = F, se tiene que el valor de verdad del antecedente
es falso, es decir, v(r) = F.
Esto también se puede justificar mediante el siguiente razonamiento. En efecto, suponga que

1/0 es un nimero real a, entonces

=l
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l1=a-0
1=0.
Esto se interpreta de la siguiente manera, cuando se parte de algo falso se puede llegar a cosas
absurdas sin que el proceso para llegar a ese resultado sea erréneo.
Note ahora, que también de algo falso se puede llegar a cosas verdaderas por ejemplo si

suponemos que g es un nimero real a, entonces

0

——a
0
0=a-0
0=0,

es decir, se ha partido de algo falso y se ha llegado a algo verdadero, sin que el proceso para llegar
a ese resultado sea erréneo.

En conclusidn, de algo falso se puede llegar a cualquier cosa, por ende, no se puede ni se debe
fiar de las cosas falsas, lo cual es evidente que surjan inconsistencias.

Vale la pena recalcar entonces, que algo verdadero que implique algo verdadero, siempre sera
verdadero y nunca algo falso y es precisamente esto, la clave de la yuxtaposicién de razonamientos

verdaderos.

= Ejemplo 1.29 — Yuxtaposicion de la condicional de proposiciones verdaderas. Sean

D1, P2, P3 Y p4 proposiciones tales que

v(ipr = p2) =V, v((p1—=p2) = p3)=V, v(((p1—p2) = p3) > ps)=V

entonces,

v(p1) =v(p2) =v(p3) =v(ps) =V.

1.2.6 Bicondicional
Definicion 1.9 — Bicondicional. Sean p y ¢ dos proposiciones, se define una nueva proposicion

p < q denominada el bicondicional entre p y g, tal que se lee: "p si y solo si ¢". Ademas, esta

determinada mediante la siguiente tabla de verdad:
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P 9 prq
vV Vv Vv
V F F
F Vv F
F F Vv

Tabla 1.9: Tabla de verdad para el bicondicional p < gq.

Observacion 1.6 La manera como actia el bicondicional es pensar que si p y ¢ son verdaderas al

mismo tiempo o falsas al mismo tiempo entonces el bicondicional es verdadero.

» Ejemplo 1.30 — Bicondicional de proposiciones verdaderas. Si
p:3+2=5
qg:3=5-2
entonces,
p<rq:3+2=5siysolosi 3=5-2.

Note que v(p) =V y v(g) =V, por lo tanto, v(p <> q) = V.

= Ejemplo 1.31 — Bicondicional de una proposicién verdadera y una falsa. Si

r : El fuego es caliente

s : El calor es fuego

entonces,

r < s: El fuego es caliente si y solo si el calor es fuego.
Observe que v(r) =V y v(s) = F, por lo tanto, v(r <> s) = F.

» Ejemplo 1.32 — Deduccion de valores de verdad de proposiciones que componen una
bicondicional. Sean p,qy r proposiciones tal que v(p) = F y v(p <> (¢\Vr)) =V, entonces se
puede escribir

F < v(gVr) =V,

de donde se concluye que

vigVr)=F

y por lo tanto, la tnica alternativa es que
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1.2.7 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.2 Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones y el valor de verdad
de las operaciones establecidas en cada literal.
1. p: Newton fue matemdtico, ¢ : Newton fue cientifico.
) pVg
i) p—gq
iii) pAgq
2. p:4eZ, qg:4€R
1) gVp
i) ~(p—q)
i) ~pV(~q)
3. p:Los gatos son mamiferos, ¢ : Los gatos son invertebrados.
i) ~(p—q)
i) pVgq
iii) ~ (pAq)
4. p : Matemadtica es una palabra esdrijula, ¢ : Matemadtica es una palabra grave.
) gNhp
i) pVgq
iii) ~ (pAq)

1.3 Proposiciones simples y compuestas
Definicion 1.10 — Proposicién simple y proposicion compuesta. Una proposicién simple

es aquella que no estd conformada por ningtin operador 16gico, mientras que una proposicién

compuesta es aquella que estd conformado por otras proposiciones y operadores 16gicos.
= Ejemplo 1.33 — Proposicion simple.
p : Enero es el primer dia del afio
se tiene que p corresponde a una proposicién simple.
s Ejemplo 1.34 — Proposicion compuesta.

q : El sol y la luna son objetos dentro del sistema solar

se tiene que g es una proposicion compuesta, dado que puede ser escrita como r As donde r y s se

definen como:

r : El sol es un objeto dentro del sistema solar,
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s : El sol es un objeto dentro del sistema solar.

1.3.1 Valores de verdad de proposiciones compuestas
Se puede obtener el valor de verdad de cualquier proposicién compuesta conociendo los valores

de verdad de las proposiciones simples que las componen.

m Ejemplo 1.35 — Valor de verdad de proposiciones compuestas. Sean p,q,r y s proposicio-

nes tales que

Hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas:

a) [pA(~q)] = (rVs)

Solucion:

v([pA(~q)l = (rvs)) =[VA(~ V)] = (FVF)
—[VAF]—=F
—F—F

b) {~[p e (s=nl}A(gYs)

Solucion:

v({~[pe (s=n]In(g¥s)) ={~[V & (F > F)]}A(VYF)
= [~V V]IAV
= [~V}AV
=FAV

=F

1.3.2 Ejercicios propuestos
Ejercicio 1.3 Sean p,q,r y s proposiciones tales que

v(p)=v(s)=V y V(g)=v(r)=F.
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Hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas:

L [pAgIV[~rV(~s)]

2. [(perq) = r]Vs— (~r1)]

3. [(r—s) < p] < [sAp]

4. [(p—q) = r]A[(rVs) Ap]

5. (pVa) < {llgep) Vi< (rVs)}

Tautologia, contradiccion y contingencia

Definicion 1.11 — Variable proporcional. Una proposicién p se denomina variable proposi-
cional, si representa una proposicion (simple o compuesta) tal que los valores de verdad de las

proposiciones que la componen atin no estdn bien definidos, pero se pueden definir.

» Ejemplo 1.36 — Variable proposicional considerando una proposiciéon simple. Una
proposicién arbitraria p es en si una variable proposicional si ain no se a definido su valor de

verdad.

= Ejemplo 1.37 — Variable proposicional considerando una proposicion compuesta. La
proposicién p — (¢ Y r) es una variable proposicional si atin no se han definido los valores de
verdad de p,q y r.
Definicion 1.12 — Formas proporcionales. Son las estructuras que constituyen proposiciones
y operadores 16gicos que las relacionan. Se denotarédn estas formas proposicionales con letras

mayutsculas A, B, C, etc.

= Ejemplo 1.38 — Forma proposicional. Dadas las proposiciones p, g, r y s, se puede tener la
siguiente forma proposicional,

A:pe[(rans)Ypl.

Definicion 1.13 — Tautologia, contradiccion y contingencia. Dada una forma proposicio-
nal A, se dice que:
= A es una tautologia, si para todos los valores de verdad de las variables proposicionales
resultav(A) =V.
= A es una contradiccion, si para todos los valores de verdad de las variables proposicionales
resultav(A) =F.
= A es una contingencia, si para algunos valores de verdad de las variables proposicionales

resulta v (A) =V, mientras que para otros resulta v(A) = F.
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s Ejemplo 1.39 — Tautologia. Dada la siguiente forma proposicional

A:(p—=q) < (~pVg),

determinar su naturaleza.
Solucién: Se realiza una tabla de verdad para comprobar la naturaleza de esta forma proposi-
cional, puesto que la componen dos variables proposicionales se necesitan 2> = 4 filas donde irdn

los valores de verdad:

P 9 p—~>q ~p ~pVg A
Vv V. Vv F 1% 1%
Vv F F F F 1%
F V Vv 1% 1% 1%
F F V 1% 1% 1%

Tabla 1.10: Tabla de verdad para la forma proposicional A.

Luego, A es una tautologia, pues se verifica precisamente que para todos los posibles valores de

verdad de p y ¢ se tiene v(A) =V.

= Ejemplo 1.40 — Contradiccion. Dada la siguiente forma proposicional

B:pA~p,

determinar su naturaleza.

Solucién: Se realiza una tabla de verdad con 2! = 2 filas donde irdn los valores de verdad:

p ~p
v F
\%

Tabla 1.11: Tabla de verdad para la forma proposicional B.

Luego, B es una contradiccion, pues se verifica precisamente que para todos los posibles valores

de verdad de p se tiene v(B) = F.

= Ejemplo 1.41 — Contingencia. Dada la siguiente forma proposicional

C:(p—=q)N(g—p)

determinar su naturaleza.
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Solucién: Se realiza una tabla de verdad con 22 = 4 filas donde irdn los valores de verdad:

p g (p—q) (¢g—p) C
vV Vv 1% 1% 1%
V F F 1% F
F V 1% F F
F F 1% 1% 1%

Tabla 1.12: Tabla de verdad para la forma proposicional C.

Luego, C es una contingencia, pues se verifica precisamente que para algunos valores de verdad

de py g se tiene v(C) =V, mientras que para otros se tiene v(C) = F.

1.4.1 Implicacién y equivalencia légica

Definicién 1.14 — Implicacion légica. Sean A y B dos formas proposicionales, si A — B es

una tautologia, entonces se dice que A implica l6gicamente a B y se denota

A=B.

= Ejemplo 1.42 — Implicacién légica de formas proposicionales. Se define p — (¢ — p). Al

realizar la tabla de verdad con 22 = 4 filas, donde irdn los posibles valores de verdad se tiene

g—p p—(qg—p)

P q
Vv Vv
V F Vv Vv
F Vv F 14
F F Vv Vv

Tabla 1.13: Tabla de verdad que establece una implicacién légica.

entonces, p implica l6gicamente a ¢ — p, es decir, se puede escribir

p=(q—p).

Definicion 1.15 — Equivalencia légica. Sean A y B dos formas proposicionales, si A <> B es

una tautologia, entonces se dice que A equivale l6gicamente a B y se denota

A& B.

= Ejemplo 1.43 — Implicacion légica de formas proposicionales. Se define (p — ¢) <>

(~ q —~ p). Al realizar la tabla de verdad con 2> = 4 filas, donde iran los posibles valores de
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verdad, se tiene

p 9 p—>q ~q ~p ~q—=~p (p—>q) < (~q—~p)
VvV Vv F F 1% 1%
V F F V F F 1%
FV Vv F Vv 1% 1%
F F V vV v 1% 1%

Tabla 1.14: Tabla de verdad que establece una equivalencia légica.

entonces, p — g equivale légicamente a ~ g —~ p, es decir, se puede escribir

(p—q) = (~qg—~p).

Observacion 1.7 La equivalencia 16gica de dos formas proposicionales A <> B también establece

una congruencia entre formas proposicionales, por lo tanto, se escribe esta relacién como

A=B.

m Ejemplo 1.44 Del ejemplo (1.43), se puede denotar

P q=~q—~p.

1.4.2 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.4 Determine la naturaleza de las siguientes formas proposicionales mediante tablas

de verdad.
L [~p—=(pVa)
2. (pVq) < (rVa)
3. (pAg) = (~7)
4 [(p=a)ANp—=r)]—=(p—7)
5. ~[~(pVg) = (p—7)
6. [(p—q)—rlcp
7. (pAg) = (pV(~T))
8. (r—=q)V[~(g—r)]
9. lp=a)AN(r—=p)l <[~ (pVa)
[

._
e

(pAg) = (~n)]VI(pV(~T)) — 4]
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1.5 Algebra proposicional
Las tautologias nos brindan leyes proposicionales utilizadas para lo que denominaremos algebra
proposicional que es util para reducir formas proposicionales a formas proposicionales equivalentes

mds simplificadas y por lo tanto mds Optimas para ser utilizadas.

1.5.1 Leyes del dlgebra proposicional
Estas leyes que tendrdn que ser verificadas mediante las tablas de verdad correspondientes

como ejercicios para el lector, se exponen a continuacion:

CONJUNCION DISYUNCION

PAG=qAp Conmutativa pVg=qVp

(pANg)ANr=pA(gAr)  Asociativa  (pVgq)Vr=pV(qVr)

PADP=p Idempotencia PVp=p
pAV=p Identidad pVF=p
NF=F vV =V
P Absorcion P
pA(PVg) =p pV(PAg) =p

Tabla 1.15: Leyes de los operadores fundamentales conjuncién y disyuncién.

~F=V .
Negacion
~V=F
~(~p)=p Doble Negacion o Involutiva
VigAr)=(pVg)N(pVr
pVLann) =V a)A(py) Distributivas
pA(gVr)=(pAg)V(pAr)
(P1q) P 1 De Morgan
~(pVg)=~pA~gq
pV~p=V Tercero Excluido
pA~p=F Contradiccion
P g=~q—r~p Contrapositiva o Contrarreciproca
p—q=~pVq
~p—q4=pVq
~(p—=~q)=pAgq Implicacion

(p—=r)N(g—r)=(pVg) —r

(p—=a@)AN(p—r)=p—(qAT1)
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(pNg)—=r=p—(q—r) Exportacion

p—=q=(pAN~q)—F Reduccién al Absurdo

prqg=(p—q9)N(g—p)
prqg=q<p

Equivalencia

Tabla 1.16: Leyes de los operadores negacion, condicional y bicon-

dicional.
FORMA SIMBOLICA TAUTOLOGIA
p=p Trivial
p=(pVq) Adicién
(pPAq)=p Simplificacién

Modus Ponendo Ponens
(p—=q)Ap]=gq
Suposicién del Antecedente

( ) A~ Modus Tolendo Tollens
p—q)\N~q)=~p
Negacion del Consecuente

[(pVgN(~p)=q Silogismo Disyuntivo
pAr) = (gAs)]

(
(pVr)—=(gVs)]
=
|=

[(p—= )N (r—s)]=]
[(p=a)AN(r—s)]=]
[(p—=a)N(qg—T)
(P a)N(g+rr)

Dilemas Constructivos

(p—r)
(prr)

Transitividad o Silogismo Hipotético

Tabla 1.17: Leyes de las implicaciones ldgicas.

1.56.2 Simplificaciéon de formas proposicionales

El estudiante estd listo entonces para utilizar las leyes propuestas del dlgebra proposicional para
simplificar formas proposicionales complejas.

Al principio, es comun justificar paso a paso todo el procedimiento de simplificacion de formas
proposicionales, sin embargo, cuando se obtiene cierta experiencia y se tienen claras las leyes
proposicionales, solo se colocan las equivalencias, dejando de lado la justificacién engorrosa de

tales simplificaciones.

» Ejemplo 1.45 — Simplificacién con justificacion utilizando las leyes proposicionales.
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Simplificar la siguiente forma proposicional

~(~ (~p APV~ @A~ (~(~(PAg)))-

Solucion:

~{~ [~ pA (Y~ gIN~ {~ [~ (pAg)l}

=[~pA PV ~QIN[~ (PAg)]
[(~pAP)V(~pA~g) N[~ (PAg)]
= [FV(~pA~q]N[~(pAg)]

(~pA~q@) N[~ (PAq)]

=~pAl~gAh(~pV~q)

=~pA~g

=~ (pVa),

luego, se establece que la respectiva simplificacién corresponde a

Involutiva
Distributiva
Contradiccién
Identidad
Asociativa
Absorcién

De Morgan

~{~ I~ pA PV~ @A~ {~ [~ (PAQL =~ (pV ).

Como se ha mencionado, se puede realizar el dlgebra proposicional sin la justificacién explicita

de las leyes proposicionales como se muestra en el siguiente ejemplo.

= Ejemplo 1.46 — Simplificacion sin su respectiva justificacion utilizando las leyes proposi-

cionales. Simplificar la siguiente forma proposicional

~(~ (~p APV~ @A~ (~ (~ (PAg)))-

Solucion:

~A~ APV ~ QDN ~{~ [~ (pAQL = [~ p APV ~ @I N[~ (PAq)]

[(~pAP)V(~pA~ @A~ (pAg)]

=[FV(~pA~g]A[~(pAg)]

=(~pA~g) N[~ (pAg)]

=~pA[~gn(~pV~q)
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luego, de igual forma al ejemplo (1.45) se establece que la respectiva simplificacién corresponde a

~{~ I~ p APV~ @A~ {~ [~ (PAQL =~ (pV ).

m Ejemplo 1.47 Simplificar la siguientes formas proposicionales:

a) ~(pAgN(~pVgA~(pAq)

Solucion:

~(PAGYN(~pVgn~(pAg)=(~pVgA~(pAgA~(pAq)

=(~pVg A~ (pAgA~(pAq)]

b) ~(pAg)N(~pVqg)N(~qVg)A(pV ~q)

Solucion:

~(PAGYN(~pVgN(~qgVq)AN(pV ~q)=[(~pV~qg) A (~pV@|AV APV ~q)
[~pV(~gNng)]A(pV ~q)

(~pVFE)N(pV~q)

=~pA(pV ~q)

(~pAP)V(~pA~q)

=FV(~pA~q)

~ (pVq).

o [(PA~a)AN(pAQIV(PAG)V (PN~ p)

Solucion:

[(PA~ @) AN(PAQDIV (PAQV (PA~p)=[(pAP)AN(~qAq)]V (PAq)VF
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=(pAF)V(pAq)
=FV(phq)

=pAg.

d) [(pAP)V(~qV ~ @A~ (~pA~q)

Solucion:

[(PAP)V(~ gV~ @A~ (~pA~qg)=(pV~q)N(pVq)

e) [~ (~pA~qg)A(pPAQ)]V (PN~ q)

Solucion:

[~ (~pA~ @ NP AQIV (PA~q) =[(pV @) N(pAQ]V (PA ~ q)
={l(pVa)ApINg}V (PN~ q)
=(Aq)V(pPA~q)

=pA(qV~q)

1.5.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.5 Utilizando las leyes proposicionales, simplificar las siguientes formas proposicio-
nales.
L [(pAg) AN(pAg)]V(pAg)
~[~(pAg)Val = [(pVe) A
[(p—=a)Apl = [(p—q)A(~P)]l =4
[(p=q)A(g—=r)]V(~pVr)
[~ (pA(~P) AP A~ P)IA(PA(PV 9))
[(pA(PV@)V (~P)IA(~(~pVp))
[(pAg) = r] < [(p—aq)— (p—r)]

N ey oS PN
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8. [~pV(~(g—=p)IVI~(p—= g A~ (~qVp)ll
9. [~(p—=(~q) =1 < [(gN(~1)) = (~p)]
10. [(pA@)A(~pV@IVIpA(~q)V(pVp)]

1.6 Aplicacién del dlgebra proposicional: Circuitos I6gicos

A continuacidn, se va a presentar una aplicacién del dlgebra proposicional en el campo de los

circuitos 1égicos. Se necesitan previamente algunas definiciones.

Definiciéon 1.16 Un circuito es un arreglo que se constituye de hilo conductor, la fuente de

electricidad y un interruptor.

Interruptor

Fuente

H1ilo conductor

Figura 1.1: Circuito

Es asi como se puede asociar a cada interruptor con una proposicién p y si al final del circuito

tenemos una ldmpara pues dependerd del estado del interruptor p.

Definicion 1.17 — Circuito cerrado. Si v(p) =V, se dice que el estado del interruptor es

cerrado o que el interruptor esta cerrado.

Fuente

- —®

Hilo conductor

Figura 1.2: Circuito cerrado.

Como se observa en la Figura 1.2, pasa la corriente por el interruptor p por lo que finalmente

la luz L permanece encendida.

Definicion 1.18 — Circuito abierto. Si v(p) = F, se dice que el estado del interruptor es

abierto o que el interruptor esta abierto.
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Fuente

1

Hilo conductor

Figura 1.3: Circuito abierto.

Como se observa en la Figura 1.3, no pasa la corriente por el interruptor p por lo que

finalmente la luz L permanece apagada.
1.6.1 Circuito en serie

La situacién para un circuito tal que se consideran dos interruptores p y g en serie se esquematiza

como:

Fuente

— —>——0©

Figura 1.4: Circuito en Serie.

Claramente, la luz se mantiene encendida si y solo si los dos interruptores permanecen cerrados

al mismo tiempo, es decir,

esto indica que el circuito en serie funciona andlogamente como la proposicion p A g (conjuncion),
dado que
vipAg) =V]<e v(p) =V Avig) =V].

1.6.2 Circuito en paralelo

La situacién para un circuito tal que se consideran dos interruptores p y g en paralelo se

esquematiza como:
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L
_ ()
/
Fuente
[ f
__(q4)
—/

Figura 1.5: Circuito en Paralelo.

Claramente, la luz se mantiene apagada si y solo si los dos interruptores permanecen abiertos al

mismo tiempo, es decir,

v(p) =F, v(g) =F,

esto indica que el circuito en paralelo, funciona andlogamente como la proposicion p V g (disyun-
cién) dado que

v(pVq) = F] < [v(p) = F Av(q) = F].

1.6.3 Circuito complementario

Dado un circuito con interruptor p, se tiene que un interruptor ~ p se define como el estado

opuesto a p, es decir ~ p estara abierto cuando p este cerrado y viceversa.

Fuente

©

Hilo conductor

Figura 1.6: Circuito Complementario.

La Figura 1.6 muestra un circuito en serie donde se consideran el interruptor p y el interruptor
~ p, que claramente depende de p. En esta situacion la luz L nunca estard encendida, pues cuando
p esté cerrado, ~ p estard abierto y viceversa. Utilizando el dlgebra proposicional, esta situacién es

equivalente a una contradiccion pues recordando las leyes proposicionales se tiene

v(pA~p)=F.
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Todo lo mencionado indica que el circuito complementario, funciona andlogamente como la

proposicién ~ p (negacién) dado que

1.6.4 Circuitos equivalentes
Definicion 1.19 — Circuitos equivalentes. Se dice que dos circuitos C; y C, son equivalentes

si la lampara se encuentra en el mismo estado en ambos circuitos, para todos los posibles estados

de los interruptores. Se denota C; = C;.

Observacion 1.8 Se puede muchas veces, reducir la complejidad de un circuito a un circuito
equivalente, esto se logra gracias a que se ha relacionado la teorfa de circuitos con la teoria de las

proposiciones.

m Ejemplo 1.48 Sea C el siguiente circuito definido por la Figura 1.7

Fuente

3 —(®)

Hilo conductor

Figura 1.7: Circuito C;.

Sea C; otro circuito definido por la Figura 1.8

—®

—_(4)
—/
Figura 1.8: Circuito C;.

Entonces, de la Figura 1.7 y la Figura 1.8, se observa que los dos circuitos son equivalentes, es

decir, C; = (,; ambos dependen de que el interruptor p esté abierto o cerrado.

Ahora, se va a comprobar este hecho utilizando la l6gica proposicional de la siguiente manera.
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Sean C y C; definidos proposicionalmente como

Ci:p

G pA(pVa),

por el dlgebra proposicional (Ley de absorcién) se tiene para cualquier par de proposiciones p y g

pA(pVa)=p,

en consecuencia, C; = C,.

m Ejemplo 1.49 Sea C; el circuito definido por la Figura 1.9

(P)
© ;
()
®
() ()
o/ —/

Figura 1.9: Circuito Cs.

Hallar un circuito Cy, el cual sea mas sencillo que C3 pero sea equivalente a este.

Solucion: Dado que
G: (pva)VipV(gAr)]
entonces, utilizando el dlgebra proposicional, en particular, la ley de absorcion, se tiene que

(pva)VipVvgnarl=(pVva VIipVe A(pVr)]

=pVg,
por lo tanto, el circuito C3 es equivalente al circuito
Cy: pVg

el esquema de tal circuito estd dado por la Figura 1.10
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—(»)
N

_(q9)
&

Figura 1.10: Circuito C;.

m Ejemplo 1.50 Sea C;s el circuito definido por la Figura 1.11

L

(P ()
) &

Figura 1.11: Circuito Cs.

Hallar un circuito Cg, el cual sea mas sencillo que Cs pero sea equivalente a este.

Solucién: Dado que

Cs: (pAq)V~p

entonces, utilizando el dlgebra proposicional se tiene que

(pA@Q)V ~p=(pV~p)A(gV~p)

=VA(~pVq)
=~pVgq

=rP—q

por lo tanto, el circuito Cs es equivalente al circuito

Ce: p—q.

El esquema de tal circuito estd dado por la Figura 1.12
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P L
| |

‘_@i

Figura 1.12: Circuito Cg.

1.6.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.6 Realice los gréficos que esquematizan los siguientes circuitos y halle el circuito
equivalente.

L (~pA~p)V~q

2. pe[(pva) A(pAq)]

3. {~[~p—=(~pV@l}V~p—(p—r1).

1.7 Razonamientos y demostraciones

Definicién 1.20 — Razonamiento. Un razonamiento es una proposicién que se constituye de
una conjuncion de varias proposiciones llamadas conjuncién de hipétesis o antecedente, segui-
damente del operador l6gico condicional y finalmente de una proposicién llamada conclusién o

consecuente.

m Ejemplo 1.51 Sean H;, H, ..., H,, C proposiciones, entonces un razonamiento es de la forma

HANHyN---NH, — C
—~—

Antecedente Consecuente

Definiciéon 1.21 — Validez de un razonamiento. Un razonamiento se denomina valido
cuando resulta ser una tautologia. Si el razonamiento resulta ser contradiccion o contingencia se

denomina falacia.

Observacion 1.9 Recuerde que una tautologia puede comprobarse mediante una tabla de verdad
o utilizando el 4lgebra proposicional, en ese sentido, se tienen dos formas para probar que un

razonamiento sea valido.

m Ejemplo 1.52 Determinar si el siguiente razonamiento es valido:

R:[(p—>q9)Ngl=q
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= Por tablas de verdad

p 9 p~>q (p—~>qNhqg R
vV v Vv 1% 1%
V F F F 1%
FV Vv F 1%
F F V F 1%

Tabla 1.18: Tabla de verdad de R.

= Por dlgebra proposicional

(p—=q)Ngl=q=~[(~pVa)Nq|Vq
= [~(~pVg)V~qlVg
= (pA~q)V(~qVq)

(pAN~q)VV

V.

Por lo tanto, el razonamiento R es valido.

En una demostracion se trata de probar la validez de un razonamiento mediante pasos 16gicos.
Una demostracion es la pieza fundamental e indiscutible del poder de la matematica, ya que
mediante este proceso se puede determinar lo que es un hecho universal o lo que no lo es.

Existen varias formas de demostrar algo, en este apartado se abordardn las mas importantes y
comunes. Cabe destacar que las demostraciones serdn utilizadas a lo largo del presente libro con el

fin de probar las aseveraciones hechas y justificar su validez de la manera lo més general posible.

Demostracion directa

Una demostracion directa trata de probar la validez del razonamiento p — g de tal manera que
se parte de p y las partes que la componen hasta llegar a g directamente. Muchas veces se necesita

de la teoria ya establecida anteriormente.
= Ejemplo 1.53 — Demostracion directa. Mostrar que la suma de dos nimeros pares es par.

Solucién: Se definen las proposiciones:

p: aesunnimero par
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q: besunnimero par

r: a+ b esun nimero par.

La demostracidn directa se basard en probar que de p A g se puede deducir r. Asi, suponga cierta
la proposicién p A g, es decir, a y b son dos nimeros pares, entonces, por definicion existen dos

nimeros enteros k, m tal que:

a=2k
b=2m

luego,

a+b=2k+2m=2(k+m),

como k +m es un nimero entero entonces a + b es un nimero par, es decir, se cumple la proposicién

r.

Demostracion por contrarreciproco

Para probar la validez de una proposicién p — g, algunas veces resulta mas conveniente

demostrar la proposicién ~ g —~ p, luego aprovechando la equivalencia légica

(p—q) & (~qg—~p)

se tiene que demostrar la validez de ~ g —~ p es demostrar la validez de p — gq.

= Ejemplo 1.54 — Demostracién por contrarreciproco. Demostrar que si el cuadrado de un

nimero natural a es impar, entonces el nimero a es impar.

Solucion: En este problema no es conveniente realizar la demostracién de forma directa. Para
ello, se recurre a la demostracién por contrarreciproco.

Se debe mostrar la validez de p — ¢, donde:

p: a® es un ndmero impar,

g : a es un nimero impar.

Para a un ndmero natural, se va a probar entonces la validez de ~ g —~ p.

Observe que para todo nimero natural solo se tiene la posibilidad de ser par o impar, entonces:

~ ¢ :ano es un nimero impar

~ p:a® no es un niimero impar



1.7.3

46 Capitulo 1. Légica Matemadtica

es lo mismo que decir:

~ ¢ : a es un nimero par

~p: a* es un nimero par,

lo cual es muy facil probar que se cumple ~ g —~ p.

En efecto, suponga que ~ ¢ es verdadero, entonces existe un nimero natural & tal que:
a="2k
luego, elevando ambos miembros al cuadrado

a* = (2k)*
= 4)>

=2(2k%),

2

puesto que 2k? es un niimero natural, se concluye que a” es un niimero par. Asi, se ha probado la

validez de ~ g —~ p y por lo tanto la validez de p — gq.

Demostracion por contraejemplo

En este tipo de demostracidn, el objetivo es demostrar que una proposicion p es falsa. Para esto,
se busca un ejemplo (llamado contraejemplo) que contradice la proposicién p y por lo tanto p no
puede ser verdadera, es decir, p resulta siendo falsa.

Observacion 1.10 Una proposicién que a falta de una prueba que indique su veracidad o falsedad

se denomina conjetura.

= Ejemplo 1.55 — Demostracion por contraejemplo. Sea »n un nimero natural, se define el

ndmero.

m=n*+n+41.

Se conjetura que este nimero m siempre es primo para cualquier valor de .

Solucién: Muchas veces uno esta tentado a probar con algunos nimeros la veracidad o falsedad

de una conjetura.
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n m=n*+n+41

1 1241+41=43

2 2242441=47
3 3243441=53
4 42+4+41=061
5 52454+41="71

Tabla 1.19: Valores de m paran = 1,2, 3,4, 5.

En la tabla anterior se observa que todos los valores de m son primos, de hecho si se hiciera una
tablaconn=1,2,...,39, se observaria que los valores de m correspondientes son primos.
Sin embargo, para n = 40 se tiene que m no es primo (contragjemplo), en efecto, para n = 40,

se sigue:
m = 40° + 40+ 41

=40(40+1)+41
=40(41)+41
=41(40+1)
=412,
lo cual es evidente que m es divisible para 41 y por lo tanto no es primo, demostrando que la

conjetura de que m es primo para todo niimero natural », es falsa.

Demostracion por reduccion al absurdo

Para demostrar la validez de un razonamiento p — ¢, se debe partir del hecho de que p es
verdadero y llegar a que ¢ es verdadero. En este tipo de demostracién se supone que ¢ es falso, es
decir, se supone que p A ~ g es verdadero, luego, se debe llegar a una contradiccién o un absurdo
y por lo tanto se debe concluir que p A ~ g es falso, dado que p es verdadero desde un inicio, se
tiene por la conjuncién que ~ ¢ es falso y por lo tanto g es verdadero.

Observacion 1.11 La contradiccién puede ser con cualquier hecho que ya ha sido probado como

verdadero en alguna teorfa, o con la afirmacién hecha en un inicio.
= Ejemplo 1.56 — Demostracion por reduccioén al absurdo. Demostrar que el nimero cero es
unico.

Solucion: Se debe probar la proposicion g, donde

g : el nimero cero es Unico.
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De acuerdo a este tipo de demostracion, se supone que g es falsa, es decir, se supone que el

s . . / / L .
cero no es Unico, entonces existen 0 y 0 tal que 0 ## 0 y para todo nimero x se tiene:

O+x=x (1.1)
0 +x=x, (1.2)
de (1.1) y (1.2) se tiene
0+x= 0 +x
0=0 +x—x
0=0.

De esta contradiccidn, se deduce el razonamiento de que g debe ser verdadero efectivamente.
Observacion 1.12 El hecho de probar verdades en matematica, y en todas las dreas es fundamental
para dar consistencia y confianza al drea en cuestion. Aqui, se han dado directrices claras, siendo
fiel al concepto de proposicion, la cual se ha concebido como unidad fundamental de la 16gica. Sin
embargo, cuando se tiene dominio de las demostraciones, resulta innecesario recurrir a la notacién
de la l6gica, y es por lo tanto de mayor interés simplificar las demostraciones, evitando notaciones
engorrosas, pero sin dejar de lado que las proposiciones estin presentes en las demostraciones, en
las suposiciones y en los hechos como tal.

A continuacién, se van a repasar las mismas demostraciones de los ejemplos realizados para

mostrar las simplificaciones mencionadas.
= Ejemplo 1.57 — Demostracion directa:. Demostrar que la suma de dos nimeros pares es par.

Solucién: Sean dos nimeros pares genéricos a, b, entonces existen k, m enteros positivos tal

que

a="2k
b="2m,

entonces
a+b=2k+2m=2k+m),
puesto que k +m es un nimero entero, se concluye entonces que a + b es un nimero par.

= Ejemplo 1.58 — Demostracion por contrarreciproco:. Demostrar que si el cuadrado de un

nimero natural a es impar, entonces el nimero a es impar.
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Solucién: Suponga que a es par, entonces existe un nimero entero k tal que:
a =2k,
luego,
a® = (2k)* = 4k* = 2(2k?),

2

como, 2k es un nimero natural, entonces a> es un nimero par.

Como se ha demostrado que dado un nimero par, entonces su cuadrado es par; por contrarreci-
proco también se ha demostrado que si el cuadrado de un nimero natural @ es impar, entonces el

ndmero a es impar.

= Ejemplo 1.59 — Demostracion por contraejemplo:. Demostrar que para un nimero natural 7,

no siempre se tiene que el nimero m = n> +n+ 41 es primo.

Solucién: Basta escribir un contragjemplo. Para n = 40 se tiene,
m =402 +40+41 = 1681 = 417,

el cual no es primo pues es divisible para 41.
= Ejemplo 1.60 — Demostracién por reduccion al absurdo:. Demostrar que el niimero cero es
Unico.
s L, . . /
Solucién: Suponga que el cero no es unico, entonces existen 0y 0 tal que:

!

0#0
y para todo nimero x se tiene
O+x=x (1.3)
0 +x=ux, (1.4)
de (1.3) y (1.4) se tiene
0+x=0 +x
0=0,

lo cual indica una contradiccidn, y por lo tanto el cero es tnico.
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1.7.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.7 Realizar los siguientes ejercicios.

—

>

® =N

Demostrar que el producto de dos nimeros pares es par.

Demostrar que la suma de dos niimeros impares es un nimero par.

Demuestre que si a es multiplo de 8, entonces a es multiplo de 4.

Sean x,y,z son numeros enteros. Demuestre por reduccién al absurdo que si x divide a
(y+2z) y x divide a y, entonces x divide a z. Recuerde que: x divide a y, si existe un entero
ntal que y = xn.

Mediante el método de la contraposicién, demuestre que si m es miltiplo de 3, entonces
m — 2 es multiplo de 3.

Demuestre que m?

— m es divisible para 2, para todo entero m.
Demostrar que el producto de dos nimeros impares es otro niimero impar.

Demuestre que m?*(m+ 1)? es divisible para 2, para todo entero .
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2.1 Introduccién a los conjuntos

2.1.1 Definicion de un conjunto

La idea de juntar objetos considerando una caracteristica determinada es naturalmente primitiva,
tal que resulta practicamente imposible de calcular cudndo surge el concepto de “agrupar” en el
razonamiento del ser humano. Como ejemplo, se puede afirmar que la naturaleza de por si ha
sido capaz de agrupar, por ejemplo, d&tomos para formar estructuras complejas llamadas moléculas,
luego, éstas moléculas se han agrupado para formar los elementos y asi sucesivamente se observa en
nuestro alrededor, ejemplos de como la naturaleza agrupa objetos y por lo tanto, resulta necesario

entender el concepto que se va a denominar conjunto.

I Definiciéon 2.1 — Conjunto. Un conjunto es una coleccién o agrupacion de objetos que

comparten una caracteristica en comun.

Observacion 2.1 La definicién ha sido adaptada para el mejor entendimiento de un conjunto,

puesto que es suficiente para comprender los conceptos que se utilizardn a lo largo de este libro.

m Ejemplo 2.1 — Conjuntos. Se agrupan bajo las siguientes caracteristicas:
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= Los seres humanos.
= Las aves que no vuelan.

= [ os automoviles sacados al mercado en el afio 2023.

Notacién de un conjunto

Los conjuntos se denotardn con letras mayusculas A, B, C, etc. Cuando se habla de objetos
que pertenecen a un conjunto, se hace referencia al sentido de pertenencia a lo que se llamaran
elementos del conjunto; estos elementos se denotan con letras mindsculas a, b, c, etc, y este sentido
de pertenencia se denota como

acA,

y se lee: “a pertenece a A”. También, se puede escribir
aéA,
y se lee: “a no pertenece a A” y se entiende como los elementos que no cumplen la definicién del

conjunto A.

m Ejemplo 2.2 — Sentido de pertenencia. Sea el conjunto A definido por todas las vocales del

idioma castellano, entoncesa € A, b Z A, c € A, e € A.

Descripcion de un conjunto

Se consideran tres formas de describir un conjunto:
a) Por compresion: Se considera alguna caracteristica que defina al conjunto por completo.
b) Por extension: Se enlistan todos los elementos del conjunto.
¢) Por diagramas de Venn: Se representa graficamente el conjunto utilizando figuras geométri-
cas, donde los elementos se ubican en el interior de tales graficos. Usualmente, se utilizan

circunferencias para indicar que se trata de un diagrama de Venn.

= Ejemplo 2.3 — Por compresion. El conjunto A de todos los niimeros enteros positivos del uno

al mil, se denota por compresién como:

A = {x | x es un numero entero positivo, 1 < x < 1000} .

= Ejemplo 2.4 — Por extension. Sea A el conjunto de letras que constituyen la palabra matematica,
entonces por extension se tiene:

A={m,a,t, e, i,c}.

m Ejemplo 2.5 — Por diagrama de Venn. El Ejemplo 2.4 se puede representar por un diagrama
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de Venn del siguiente modo:

Figura 2.1: Diagrama de Venn del conjunto A.

Observacion 2.2 Cuando el nimero de elementos de un conjunto no son “muchos”, es preferible
representar el conjunto por extensién, como el Ejemplo 2.4. Para la solucién de ejercicios, se hace
uso de los diagramas de Venn. La representacion por compresion es util cuando se tiene que el
nimero de elementos es demasiado “grande” como en el Ejemplo 2.3, e incluso conjuntos donde el

nimero de elementos es infinito. Otra opcién es denotar al conjunto del Ejemplo 2.3 como:

A=1{1,2,3,...,1000}.

Definicion 2.2 — Conjuntos finitos e infinitos. Un conjunto A tal que el conteo del nimero de
sus elementos tiene fin, se denomina conjunto finito y se denota Card(A) < oo, caso contrario
se denomina conjunto infinito y se denota Card(A) = oo. El cardinal de un conjunto A es

precisamente entonces el nimero de elementos que tiene tal conjunto y de denota Card(A).

m Ejemplo 2.6 — Cardinalidad de un conjunto. Sean los conjuntos

A ={ x| xesun color del arcoiris}, B = {Los nimeros}

entonces, el cardinal de estos conjuntos son Card(A) = 7 y Card(B) = oo, y por lo tanto, se tiene

que A es un conjunto finito y B es un conjunto infinito.

Conjuntos relevantes

Existen conjuntos que tienen caracteristicas tinicas y por lo tanto, son relevantes, estos conjuntos

tienen nombres especificos.

Definicién 2.3 — Conjunto vacio. Es el conjunto que carece de elementos, se puede denotar

como @ o también { }, es asi, que por definicién se tiene:
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Card(0) = 0.

= Ejemplo 2.7 — Conjunto vacio. Sea un conjunto de nimeros tales que son mayores a tres
y menores a uno al mismo tiempo. Puesto que es imposible que algin ndmero cumpla estas
dos caracteristicas al mismo tiempo, entonces se tiene que dicho conjunto es el conjunto vacio,

simbdlicamente se tiene

{x|xesmayora3,xesmenoral}=0={}.

I Definicién 2.4 — Conjunto unitario. Es aquel conjunto que consta de un solo elemento.

= Ejemplo 2.8 — Conjunto unitario. Se considera el conjunto

A={5},

note que por definicién se tiene Card(A) = 1.

Definiciéon 2.5 — Conjunto universo. Cuando se hace referencia a un conjunto, es necesario
casi siempre indicar el contexto de dénde se estdn tomando los elementos de tal conjunto, es
decir, un conjunto mds grande de donde se agrupan los elementos que tengan una caracteristica

en comun. Tal conjunto se le suele denotar como U y se le llama el conjunto universo.

m Ejemplo 2.9 — Conjunto Universo. Sea U el conjunto de todos los nimeros enteros positivos,

entonces se puede considerar un conjunto A como

A={xeU|xesmenoraS}=1{1,2,3, 4}

donde,

U={1,2,3,...}.

Observacion 2.3 — Paradoja de Russell. Casi siempre es necesario que se tenga un conjunto
universo de referencia, pues si no se lo hace, la teoria como tal puede verse comprometida a una

paradoja como escribir

A={alagA}.

(Porqué este conjunto conduce a una paradoja? Para mas informacién, buscar acerca de la Paradoja

de Russell, por ejemplo, en el siguiente link se encuentra un video acerca de la paradoja: Link.


https://www.youtube.com/watch?v=J-voJm6tNJY
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2.1.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1 Dados los siguientes conjuntos, describirlos mediante extension y diagramas de
Venn.

1. A = {los nimeros enteros mayores que dos y menores a cinco}.

2. B = {los estados de la materia}.

3. C = {los continentes}.

4. D = {los planetas del sistema solar}.

5. E = {los colores del arcoiris}.

Ejercicio 2.2 Dados los siguientes conjuntos, describirlos mediante comprension y diagramas
de Venn.
1. F={2,4,6,8,10}.
G = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes}.
H = {enero, marzo, mayo, julio, agosto, octubre, diciembre}.

I = {amarillo, azul, rojo}.

@ > BN

J = {hidrégeno, oxigeno}.

Ejercicio 2.3 Dados los siguientes conjuntos, indicar si el conjunto es finito o infinito. Si es
finito, hallar la cardinalidad del conjunto.
1. K=1{1,10,10% ..., 10"}.
L = {todos los niimeros reales entre 0y 1}.
M = {los segundos en un afio bisiesto}.

N = {las palabras formadas por dos letras en el idioma castellano}.

@7 o> BN

O = {todos los nimeros negativos}.

2.2 Cuantificadores
I Definicion 2.6 — Expresiones abiertas. Una expresion que dependa de una o varias variables

(x, y, z, etc) para ser considerada verdadera o falsa, se denomina expresion abierta.

= Ejemplo 2.10 — Expresion abierta de una variable. Se considera la expresién

3x+2=5,

esta, es una expresion abierta que depende de una variable pues si x = 1, esta expresion se considera

verdadera, pero para x # 1, esta expresion se considera falsa.

m Ejemplo 2.11 — Expresiones abiertas de dos variables. Se considera la expresion
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2x—3y=17,
esta, es una expresion abierta que depende de dos variables. Hay infinitos valores para x y y, para
los cuales esta expresion se considera verdadera, por ejemplo, parax =2y y = —1. Pero ademés,
hay infinitos valores para x, y para los cuales esta expresion se considera falsa, por ejemplo, para
x=3yy=1.
Definicion 2.7 — Predicado de una variable. Una expresion abierta de una variable, tal que
la variable en cuestion deba ser tomada de un conjunto universo referencial U, se denomina

predicado de una variable. La notacién para predicado de una variable sera p(x), g(x), r(x), etc.

= Ejemplo 2.12 — Predicado de una variable. Sea U = {—2, —1,0, 1, 2}. Se tienen las expre-

siones abiertas

p(x) : x es no negativo
q(x): x> =4.

Se tiene que

p(0) : 0es no negativo

lo cual es verdadero, es decir,

v(p(0)) =V.

Ademids, el lector puede corroborar facilmente que p(1), g(—2) y ¢(2), son expresiones verdaderas
mientras que p(—1), g(—1), g(0) y g(1), son expresiones falsas, por lo tanto, p(x) y g(x) son

predicados de una variable.

Observacion 2.4 Se puede apreciar que para lograr una proposicién desde un predicado, se
deben restringir las variables, esto se puede lograr cuantificando las variables para las cuales
los predicados son verdaderos. A continuacién, se definen proposiciones con la ayuda de lo que

llamaremos cuantificadores.
Definicion 2.8 — Cuantificador Universal. Una expresion que comience con: “para todo”,

LR INNT3

“para cada”, “todo”, “cada”, constituyen en el lenguaje de la l6gica un cuantificador universal y

se denota por el simbolo V. La notacién

Vx, p(x),

se convierte en una proposicion.

= Ejemplo 2.13 — Cuantificador universal. Se muestran los siguientes ejemplos:
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a) La expresion

“Para todo nimero x se cumple x> > 0"

se puede denotar como: Vx, x> > 0, la cual determina una proposicién verdadera, es decir,

v(Vx, x> >0)=V.

b) La expresion

9

“Para cada niimero x se tiene que x = —x

se puede denotar como: Vx, x = —x, la cual determina una proposicién falsa, es decir,

v(Vx, x = —x) =F,
pues note que se cumple 0 = —0, pero esto no significa que “para todo x” se cumpla que
x = —x, por lo tanto, para que una expresion del tipo Vx, p(x) sea falsa, basta encontrar un x

fijo tal que p(xp) no se cumpla.

Definicion 2.9 — Cuantificador existencial. Una expresiéon que comience con: “algin”,

LR INTS 9 ¢ LEINT3

“algunos”, “existe”, “por lo menos uno”, “al menos uno”, constituyen en el lenguaje de la légica

un cuantificador existencial y se denota por el simbolo 3. La notacién

3x, p(x),

se convierte en una proposicion.

= Ejemplo 2.14 — Cuantificador existencial. Se muestran los siguientes ejemplos:

a) La expresion

“existe un nimero x tal que 4x—1=3"

se denota como: Jx, 4x — 1 = 3, la cual determina una proposicion verdadera, es decir,
v(x, dx—1=3)=V.

b) La expresion

) 1
“existe un nimero x tal que — =0~
X

1 . . .
se denota como: dx, — = 0, la cual determina una proposicién falsa, es decir,
X

1
v<3x, :O> =F.
X
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pues note que no existe un nimero tal que divida al uno y de como resultado cero, dicho de

otro modo, para todo niimero se tiene que 1/x es siempre diferente de cero, por lo tanto, para

que una expresion del tipo Jx, p(x) sea falsa, es necesario mostrar que para todo x, se puede

deducir que p(x) no se cumple.

Negaciones de los cuantificadores

Dado que los cuantificadores junto a predicados constituyen proposiciones, se pueden determi-

nar sus negaciones mediante

a)

b)

~ (VX, p(x)) < Ix, ~ p(x),

~ (3, p(x)) & Vx, ~ p(x).

2.1

2.2)

= Ejemplo 2.15 — Negacion de cuantificadores. Ahora, se van a negar proposiciones

con cuantificadores.

Del Ejemplo 2.13, literal b), se puede escribir:
v, p(x),

donde p(x) : x = —x, entonces de (2.1) se tiene que su negacién seria

~ (Vx,x=—x) & dx,x# —x

la cual determina una proposicién verdadera. Como se tenia v(Vx,x =
entonces escribir

v(3x,x # —x) =V.
Del Ejemplo 2.14, literal b), se puede escribir:

dx, q(x),

donde g(x) : 1/x =0, entonces de (2.2), se tiene que su negacion seria

1 1
~ (EIx,zO) S Vx,—#0
X x

—x) = F, es natural

la cual determina una proposicién verdadera. Como se tenia v (3x, 1 /x = 0) = F, es natural

entonces escribir

v(Vx,i#O) =V.

Propiedades de los cuantificadores
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De Morgan

~ (Vx, p(x)) < 3x,~ p(x)
~ (3x, p(x)) < Vx,~ p(x)

Distributivas

Vx[p(x) Ag(x)] & Vx, p(x) AVx, q(x)
fp(x) Vax)] = (Fx, p(x)) vV (Ix, g(x))
(Vx, p(x)) V (v, q(x)) = Vx[p(x) V ¢(x)]
Ap(x) Ag(x)] = (Fx, p(x)) A (Bx, g(x))

Cuantificadores y valores de verdad

Siv(p(x)) =V, entonces
v(Vx,p(x)) =Vx,V
=V
v(3x, p(x)) =,V
=V
Siv(p(x)) = F, entonces
v(Vx, p(x)) =Vx,F
=F
v(3x, p(x)) = 3Ix, F
=F

Tabla 2.1: Propiedades de los cuantificadores

m Ejemplo 2.16 Se consideran los predicados
px):x>0
g(x):x<0,

hallar v(Vx, [p(x) V g(x)] = ([Vx, p(x)] V [V, g(x)]).
Solucién: Se tiene que

v(Vx, p(x)) =v(Vx,x>0)=F
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v(Vx, g(x)) =v(Vx,x < 0)=F

v(Vx, [p(x) Vgq(x)]) =v(Vx, [x >0Vx < 0]) =V,

es asi que

lo que indica un buen contraejemplo de la propiedad distributiva.

2.2.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.4 Dados los siguientes predicados de una variable
p(x): (x+D(x—-2)(x*-2)=0
q(x) : x es un ndmero par,

hallar:

Ejercicio 2.5 Dados los siguientes predicados de una variable
r(x): (x+7)(x—=5)=0

s(x) : x es un nimero impar,
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2.3 Relaciones entre conjuntos
Definicion 2.10 — Subconjunto. Se dice que un conjunto A es subconjunto de un conjunto B

si todo elemento de A también pertenece a B. Se denota A C B y simbdlicamente se tiene:

(ACB) < Vx,(xeA—x€B).

Si A es subconjunto de B (A C B), pero B no es subconjunto de A (B € A), se dice que A es

Subconjunto Propio de B, se representa por:
(ACB)< [(ACB)A—=(A=B)]

Observacion 2.5 — Superconjunto. Dado un conjunto universo U, cuando A C B, significa que
A estd contenido en B. También se puede escribir B D A, se lee “B contiene a A” y se dice que B es

superconjunto de A. La situacion en general puede visualizarse utilizando diagramas de Venn.

U
B

Figura2.2: ACBo B DA.

= Ejemplo 2.17 — Conjunto vacio. Dado un conjunto A, probar que @ C A.

Solucién: Por definicién de conjunto vacio 2.3 y condicional, se tiene que

v(0CA) = v(Vx,(xed—>x€A))
Vx,(~ (x€0)V (x€A)))

Vx,(x €0VxeA))

(
< v(Va, (
& v(Vx, (
< v(Vx, (VVxeA))
< v(Vx,V)

SV, V

< V.
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Definicion 2.11 — Conjunto Potencia. Dado un conjunto A. Se define el conjunto potencia

de A, denotado por ?(A), como el conjunto de todos los posibles subconjuntos de A, es decir:

P(A) = {B|BCA}.

Observacion 2.6 — Cardinalidad del conjunto potencia. Dado un conjunto A tal que
Card(A) < o entonces
Card(2(A)) = 2°4dA),

» Ejemplo 2.18 — Conjunto Potencia. Dado el conjunto
A={00,A}
entonces Card(A) = 3, por lo tanto, Card(Z?(A)) = 2° = 8. Estos elementos son
Z(A) ={2, {0}, {0}, {4}, {0, O} {0, A}, {O, A}, A}
Note que el conjunto vacio y el conjunto en si, son elementos del conjunto potencia. Ademads,
{O0,A}CA
{O0,A} e Z(A).
= Ejemplo 2.19 — Conjunto potencia del conjunto vacio. Para el conjunto vacio 0, se tiene
2(0) = {0}
y esto tiene sentido pues si Card(@) = 0 (ver 2.3), entonces
Card(2(0)) = 240 =20 —

note que

2(2(0)) ={0,2(0)} ={0,{0}}

lo cual coincide con

Card(2(2(0))) = 2°wdZ () 21 — 2,
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El lector puede animarse a encontrar los cuatro elementos de &2(Z2(Z2(0))), pues
Card(2(2(2(0)))) = 250dZ(PO0) — 22 — 4,

Definicién 2.12 — Igualdad entre conjuntos. Dados los conjuntos A y B. Si se tiene que

A C By B C A, entonces se dice que los conjuntos son iguales, simbdlicamente:

(A=B)< [(ACB)A(BCA)].

m Ejemplo 2.20 — Igualdad entre conjuntos. Dados los conjuntos

A = {las vocales en el idioma castellano},

B={a,e,i,o,u},

se aprecia que A C By ademds B C A, luego, por definicién de igualdad entre conjuntos se deduce
que

A=B.

Definicion 2.13 — Conjuntos disjuntos e intersecantes. Dados los conjuntos A y B. Se dicen
que son disjuntos si no comparten elementos en comun; mientras que si comparten al menos un

elemento se denominan intersecantes.

» Ejemplo 2.21 — Conjuntos disjuntos e intersecantes. Dados los conjuntos

A=1{1,2,3,4,5},
B={-1,-2,-3, -4, -5},

C={-2,-1,0,1,2},

se aprecia que A y B no comparten elementos en comun y por lo tanto A y B son conjuntos disjuntos.
Por otra parte, A y C tienen algunos elementos en comun y por lo tanto A y C son conjuntos

intersecantes. Notese ademds, que B 'y C son conjuntos intersecantes.

Definicion 2.14 — Diagrama de Venn. Un diagrama de Venn utiliza circulos que se intersec-
tan, u otras formas, para representar visualmente las relaciones logicas entre dos 0 mds grupos

de elementos.

Ejercicios propuestos
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Ejercicio 2.6 Dados los conjuntos

A={-2,-1,0,1,2},

B: {07 17 27 3}7

realizar un diagrama de Venn y hallar:
1. El conjunto X C A tal que X C B.
2. Elconjunto Y C Btalque Y C A.
3. Concluir que X =Y.
4. Card(B), Card(Z(B)) y Z(B).

Ejercicio 2.7 Dado un conjunto A cualquiera, hallar:
. v(A€A).
v(A CA).
v(ADA).
v(A € Z(A)).
v(AC Z(A))
v(AD Z(A))

—

O L

I Ejercicio 2.8 Hallar 22(2(2(2(0)))).

Ejercicio 2.9 Dado el conjunto

A={a,3,0},

hallar Z(A).

2.4 Algebra de conjuntos

El Algebra de conjuntos se trata de operar con conjuntos y utilizar estas operaciones fundamen-
tales (Uniodn, Interseccidn, Diferencia y Complemento) para simplificar expresiones complejas con
conjuntos.

2.4.1 Operaciones entre conjuntos

Para establecer el Algebra de conjuntos se definen las siguientes operaciones:
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Definicion 2.15 — Unién. Dado los conjuntos A y B. Se define la uni6n entre conjuntos como

un nuevo conjunto de la siguientes manera y cual esta denotado por:

AUB={xeU]|(x€A)V(xeB)}.

Figura 2.3: Diagrama de Venn de la unién entre conjuntos.

Definicion 2.16 — Interseccion. Dados los conjuntos A y B. Se define la interseccién entre A

y B, denotada por A N B, como un nuevo conjunto de la siguientes manera:

ANB={xcU|(x€A)A(x€B)}.

Figura 2.4: Diagrama de Venn de la interseccién entre conjuntos.

Observacion 2.7 — Conjuntos disjuntos. Otra definicién para conjuntos disjuntos es:

(A 'y B son disjuntos) < AN B = 0.
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Observacion 2.8 — Conjuntos intersecantes. Otra definicion para conjuntos intersecantes es:

(A y B son intersecantes) < AN B # 0.

Definicion 2.17 — Diferencia. Dados los conjuntos A y B. Se define la diferencia de A y B,

denotada por A \ B, como un nuevo conjunto de la siguientes manera:

A\B={xecU|(x€cA)AN(x¢B)}.

Figura 2.5: Diagrama de Venn de la diferencia entre conjuntos.

Observacion 2.9 — No conmutatividad de la diferencia. Si se considera la diferencia de B y
A:
B\A={xeU|(xeB)AN(x¢A)},

se tiene que

A\B+#B\A.

Definicion 2.18 — Diferencia simétrica. Dados los conjuntos A y B. Se define la diferencia

simétrica entre A y B, denotada por AAB, como un nuevo conjunto de la siguiente manera:

AAB = (A\B)U(B\A).
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Figura 2.6: Diagrama de Venn de la diferencia simétrica entre conjuntos.

Definicién 2.19 — Complemento. Dado el conjunto A. Se define el complemento de A,

denotado por A€, como un nuevo conjunto de la siguiente manera:

A=U\A={xeU|x¢A}.

7/ U

7

Figura 2.7: Diagrama de Venn del complemento de un conjunto.

= Ejemplo 2.22 — Operaciones con conjuntos. Dado el conjunto universo

U={-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7}

y los conjuntos

A=10,1,2,3,4}

B={-3,-2,-1,0,1},
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Hallar AUB, ANB, A\ B, B\ A, AAB, A°, B, AUA, ANA, AUO, AUU, AN, ANU, (A°),
(AUB)¢, (ANB)¢, A°“NB“y A“UB".

Solucién: El correspondiente diagrama de Venn es

~

Figura 2.8: Diagrama de Venn del Ejemplo 2.22

por lo tanto

» AUB={-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.

» ANB=1{0, 1}.

» A\B=1{2,3,4}.

» B\A={-3,-2,—1}.

» AAB={-3,-2,—1,2,3 4}

m A={-5-4,-3,-2,-1,5,6,7}.

» B¢={-5,-4,2,3,4,5,6,7}.

» AUA={0,1,2,3,4} =A.

» ANA={0,1,2,3,4} =A.

= AU0=10,1,2,3,4} =A.

» AUU={-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7} =U.

= AN0={}=0.

» ANU ={0,1,2,3,4} =A.

w (A9)°={-5-4,-3,-2,—-1,5,6,7}={0,1,2,3,4} =A.
» (AUB)*={-3,-2,-1,0,1,2,3,4}*={-5,—-4,5,6,7}.
» (ANB)*={0,1}={-5,—-4,-3,-2,—-1,2,3,4,5,6,7}.
» A°NB‘={-5,-4,-3,-2,-1,5,6,7}N{-5,—-4,2,3,4,5,6,7}

={-5,-4,5,6,7}
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= (AUB)".
» AUB°={-5,-4-3,-2,-1,567U{-5,-4,2,3,4,5,6,7}
={-5,-4,-3,-2,-1,2,3,4,5,6,7}

= (ANB)-.

2.4.2 Propiedades de las operaciones entre conjuntos

Las operaciones entre conjuntos y algunas de sus mds importantes propiedades se incluyen en
las denominadas Leyes del Algebra de Conjuntos. A continuacidn, se presentan las de uso mas

frecuente:

UNION INTERSECCION

AUB=BUA Conmutativa ANB=BNA

(AUB)UC=AU(BUC)  Asociativa (ANB)NC=AN(BNC)

AUA=A Idempotencia ANA=A
AUD=A Identidad ANU=A
AUU =U Absorcion ANO=0

Tabla 2.2: Leyes de las Operaciones Fundamentales Unién e Inter-

seccion.

Observacion 2.10 Note que de las propiedades de la unién e interseccién de conjuntos se tiene

las siguientes relaciones de conjuntos, A CAUB,ANBCAyANBCAUB

0c=U .
Complementacién
Uc=0
(A=A Doble Complementacién o Involutiva
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) o
Distributivas
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(AUB)“ =A°NB°
De Morgan
(ANB)¢ = A°UB°
AUA=U
ANA“ =0

(A CB) < (B° CAY)

(ACB) & (AUB=U)

(AC B) & (AUB =B)
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(AUB="U) < (A° C B)

(ANB=10) < (AC B

[(ACC)A(BCC) & [(AUB) C (]

[([ACB)AN(ACQO)] < [AC(BNC)] Transitividad

(ACB) < [(ANB°) C0] Reduccién al absurdo

(A=B) & [(AC B)A(BCA)]

(A=B) < (B=A)

Equivalencia

ANB#0= (A#0)A(B+0)
AUB=0< (A=0)A(B=0)

(ANB=U) < (A=U)A(B=U)

0CA

ACA

[([ACB)A(BCC)|=(ACC) Transitividad

[(AC B)A(CCD)] = [(ANC) A (BND))]

[(AC B)A(CCD)] = [(AUC) A (BUD)]

Tabla 2.3: Complemento, De Morgan y otras leyes.

A\BCA
(A\B)N=10
A\A=0
A\D=A
A\B=ANB*
ANB=0=A\B=A
A\ (BUC) = (A\B)N(4\C)
A\(BNC) = (A\B)U(4\C)
A°AB°=AAB
AA(BAC) = (AAB)AC Diferencia simétrica

Diferencia

AANAB=0<A=B

Tabla 2.4: Diferencia y diferencia simétrica.

= Ejemplo 2.23 — Diferencia de conjuntos. Demuestre que A\ B =ANB°.
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Solucién: De la definicién de interseccion, diferencia y complemento de conjuntos se tiene

x€A\B& (x€ANXEB)
< (x€ANXE B

S xceANBS.

Observacion 2.11 — Cardinalidad y operaciones. Para conjuntos finitos A y B, se tiene que:
Card(AUB) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB).

El estudiante esta listo ahora para demostrar igualdades mediante las propiedades de las

operaciones entre conjuntos o simplificar expresiones conjuntistas.
m Ejemplo 2.24 Demuestre las siguientes igualdades utilizando el dlgebra de conjuntos.

a) (ANC)\ (BNC) = (4\B)NC.

Solucion:

(ANC)\ (BNC)=(ANC)N(BNC)* Definicién de diferencia
=(ANC)N(B°UCY) Morgan
=[(ANC)NBJU[(ANC)NCY] Distributiva

=[AN(CNB)UIAN(CNCT)] Asociativa

=[AN(B°NC)|UANO] Conmutativa
=[(ANB)NCIUD Asociativa y Absorcién
=(A\B)NC Definicién de diferencia e identidad.

b) (ANB)*\ (B°\A) = ACAB.

Solucién:
(ANB)“\ (B°\A) = (A°UB)N (B NA“) Definicién de diferencia
= (A“UB°)N(BUA) Morgan
= [(A“UB°)NB|U[(A“UB‘) NA] Distributiva

=[(A°NB)U(B°NB)|U[(A“NA)U(B°NA)] Distributiva

=[(A°NB)UBJU[OU (B NA)] Morgan
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= (A°NB)U(B°NA) Identidad
= (A“\B°)U(B“\A°) Definicién de Diferencia
=A°AB¢ Definicién de Diferencia Simétrica

2.4.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.10 Demostrar mediante la definicién de las operaciones y la inclusién que
1. (ANB) C A.
2. AC (AUB).
3. (ANB) CAUB.

Ejercicio 2.11 SeaU ={-3, -2, 1,0, 1, 2, 3,4, 5}. Dados los conjuntos

A={-2,-1,0,1,2},

B=1{0,1,2,3},

realizar un diagrama de Venn para hallar:
1. AUB

ANB.

A\B.

B\ A.

AAB.

AC.

Be.

AUA.

2 e JF e o~ BN

ANA.
10. AUO.
11. AUU.
12. ANO.
13. ANU.
14. (A°)C.
15. (AUB)-.
16. (ANB)“.
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17. A°NB°.
18. A°UB°C.

Ejercicio 2.12 Demuestre las siguientes igualdades utilizando el dlgebra de conjuntos.
1. AUB)\C=(AUBUQC)\ (CNU).
2. (AUBUC)N(ANB)*=[(AUC)\BJU[(BUC)\A].
3. (ANB)\(AUB)=U\A°".
4. A°AB° = (AUB°)\ (B°\A).
5. [A°U(BUA)JUA=U.
6. [AN(BAC)|\[(ANB)A(ANC)] =0.

2.5 Aplicaciones de conjuntos
Utilizando la cardinalidad de un conjunto es posible resolver problemas de la vida real.

» Ejemplo 2.25 — Aplicaciéon con dos conjuntos. Treinta alumnos del ISUCT est4dn matricula-
dos en al menos una de las dos materias: Matematicas y Fisica. El niimero de matriculados en las
dos materias es 7 y Fisica tiene 12 alumnos matriculados. Determinar:
a) ¢(Cudntos estudiantes no estdn matriculados en ninguna de las dos materias?
b) ;Cudntos estudiantes estdn matriculados solo en Matemadticas?
¢) (Cudantos estudiantes estdn matriculados en Matematicas?
d) ;Cuéntos estudiantes estdn matriculados solo en Fisica?
Solucion: Se realiza un diagrama de Venn que contemple la situacion:
F': Estudiantes matriculados en Fisica.
M: Estudiantes matriculados en Matematicas.
U: Los treinta estudiantes del ISUCT considerados.
Luego, se analiza el diagrama de Venn y se obtiene
» Card(U) =30
» Card(MUF) =30
» Card(MNF )
» Card(F) =
por lo tanto,
a) Card(MUF)=0
b) Card(M\F) =18
¢) Card(M) =25
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S
g

(=]

Figura 2.9: Diagrama de Venn del Ejemplo 2.25

d) Card(F\M)=5

= Ejemplo 2.26 — Aplicacion con tres conjuntos. A un examen de Célculo se presentan 70
alumnos. El examen consta de tres preguntas, cada una de las cuales debia responderse con un si o
un no y solo una de estas respuestas es correcta. Si todos los alumnos respondieron y se sabe que:

- 20 alumnos respondieron bien la primera pregunta.

25 alumnos respondieron bien la segunda pregunta.

24 alumnos respondieron bien la tercera pregunta.

2 alumnos respondieron mal solo a la tercera pregunta.

3 alumnos respondieron mal solo a la segunda pregunta.

1 alumno respondié mal solo a la primera pregunta.

5 alumnos respondieron bien a las tres preguntas.

Determinar:
a) (Cudntos alumnos respondieron bien al menos una pregunta?
b) (Cuantos alumnos respondieron mal las tres preguntas?
¢) (Cudntos alumnos respondieron bien la primera y segunda pregunta?
d) (Cudantos alumnos respondieron bien la primera y tercera pregunta?
e) (Cuantos alumnos respondieron bien la segunda y tercera pregunta?

Solucidén: Se realiza un diagrama de Venn que contemple la situacién:

P: Responde bien la primera pregunta.

S: Responde bien la segunda pregunta.
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T: Responde bien la tercera pregunta.

U: Los 70 alumnos que dan el examen de Célculo.

N
0

/)
\/

17

Figura 2.10: Diagrama de Venn del Ejemplo 2.26

Luego, se analiza el diagrama de Venn y se obtiene

» Card(U) =70

» Card(P) =20

» Card(S) =25

» Card(T) =124

» Card((PNS)\T)=2
» Card((PNT)\S)=3
» Card((SNT)\P) =1
s Card(PNSNT)=35

por lo tanto,
a) 70—17=153
b) 17
c) 7
d) 8
e) 6

2.5.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.13 En cierta comunidad, 75 % de las personas fuman, 42 % tienen cancer pulmonar,
y 24 % fuma y tiene cancer pulmonar. Si F y C denotan los conjuntos de fumar y tener cancer
pulmonar, determine la cantidad de personas que:

a) No fume o tenga cancer pulmonar.
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b) No fume ni tenga cidncer pulmonar.
¢) No fume o no tenga cdncer pulmonar.
d) Fume o no tenga céncer pulmonar.
e) Fume pero no tenga cancer pulmonar.

f) No fume y no tenga cédncer pulmonar.

Ejercicio 2.14 De 333 maestros de una institucién educativa se tienen los siguientes datos:
216 son de tiempo completo, 191 hablan inglés, 227 tienen por lo menos maestria, 73 son de
tiempo completo y hablan inglés, 111 hablan el inglés y tienen por lo menos una maestria, 144
son de tiempo completo y tienen por lo menos maestria; y todos tienen al menos una de las
caracteristicas.

Halle el nimero de maestros que tengan las tres caracteristicas anteriores.

Ejercicio 2.15 En una encuesta aplicada a 100 estudiantes se determiné que 50 practican
basquet, 40 practican futbol, 45 practican atletismo, 20 practican basquet y futbol, 20 basquet y
atletismo, 15 fitbol y atletismo, y 5 practican los tres deportes. Entonces es falso que:

a) 35 practican fitbol o atletismo pero no basquet.

b) 10 practican bédsquet y fiitbol pero no atletismo.

¢) 75 practican basquet o atletismo.

d) 15 sélo practican basquet.

e) 15 no practican estos tres deportes.

Ejercicio 2.16 En una encuesta a 50 estudiantes del nivel cero, 29 son hombres y 23 son
bachilleres técnicos; de estos tltimos 9 son bachilleres técnicos en comercio, 7 de las mujeres
no son bachilleres técnicos y 21 de los hombres no son bachilleres en comercio.

= Halle ademads cudntos hombres no son bachilleres técnicos.

= Determine cudntas mujeres son bachilleres técnicos pero no en comercio.

Ejercicio 2.17 En una encuesta a 99 inversionistas, se observa lo siguiente:
= 22 tienen valores y bonos.

= 14 poseen solamente valores.

12 son propietarios s6lo de acciones y bonos.

14 poseen acciones y valores.

6 solo poseen acciones.
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= 71 son propietarios de bonos.
Cada uno de los 99 invierte por lo menos en algo. Halle el nimero de inversionistas que:
a) Tienen al menos una.
b) Tienen, cuanto mucho, dos de ellas.
¢) Tienen so6lo una de ellas.

d) Tienen valores, bonos y acciones.
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Una introduccion clésica a los nimeros reales es mostrar las diferentes generalizaciones del
concepto de nimero que hubo a lo largo de 1a historia, lo cual se abordard en esta seccién siguiendo
la misma linea con aportes adicionales.

En principio, hay que tener en cuenta el conjunto de nimeros primigenio, el cual es la base
de todo nimero conocido. Se trata del conjunto binario {0, 1} tal que sus elementos pueden ser
interpretados filos6ficamente como la ausencia y presencia de algo.

Luego, se conciben los nimeros naturales definidos como N = {1, 2, ...} que junto al nimero
cero conforman lo necesario para satisfacer la accién de contar. Con la necesidad de darle sentido a
ecuaciones como x + 1 = 0 y pensando en el hecho de que el conteo de cualquier cosa se aumenta
pero otras veces disminuye, se reconoce la necesidad de generalizar los nimeros naturales y se
empieza a hablar de los nimeros enteros definidos como Z = {..., =2, —1,0,1,2, ... }.

Mais adelante, también se tuvo el deseo de darle sentido a ecuaciones como 2x — 1 =0 y esta
vez, pensando en que la accién de partir y repartir, da paso a una nueva generalizacion de nimeros

denominados los ndmeros racionales definidos como Q = {% |a,beZ;b+# 0}.
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Por mucho tiempo los niimeros racionales reinaron pues se hablaba de conceptos de proporcién
y belleza en la naturaleza donde no se veia la necesidad de indagar mds, sin embargo, surgieron
problemas que no se pudieron ignorar, el mds conocido se trataba de hallar la longitud de la diagonal
de un cuadrado de lado unitario, aplicando el teorema de pitdgoras y en la notaciéon moderna, se
conoce que el valor de tal diagonal es /2, el cual se escapa del conjunto Q que era considerado
como el conjunto supremo de nimeros. Entonces, fue y es necesario definir los nimeros que no
son racionales, es decir, los nimeros que no se pueden poner en razén de dos nimeros enteros
denominados los nimeros irracionales I. La unién de ambos conjuntos se les denomina los nimeros
reales que son el objeto de estudio del siguiente capitulo, es decir, se define los nimeros reales
como R =QUI.

Si bien es cierto este capitulo trata del estudio de los nimeros reales, pero es acertado divul-
gar otra generalizacién de nimeros, denominados los nimeros complejos. Estos nimeros son
el resultado de tratar con ecuaciones como x>+ 1 = 0, los cuales también tuvieron una histo-
ria dramatica siendo incluso el resultado de despotismo por parte de la comunidad matematica
Ilaméndolos nimeros imaginarios, nombre que también prevalece hoy en dia. Se espera que
el édlgebra de estos nimeros también sean abarcados en una versidn posterior de este texto ya
que al dia de hoy queda claro la importancia indiscutible de estos nimeros, los definimos como
C={a+ibla,beR;i=~-1}.

En el conjunto de los nimeros reales R se definen las operaciones suma y multiplicacion
usuales como las vistas desde la escuela, es decir, que para todo x,y € R se tiene que x+y € Ry
x-y € R. El objetivo inmediato es mostrar tres axiomas (caracteristicas no demostrables de donde
se desprenderdn las proposiciones y teoremas), los cuales proporcionardn la definicién axiomadtica
de los nimeros reales necesaria para el entendimiento profundo de este conjunto. Estos axiomas

son los axiomas de cuerpo, axiomas de orden y axioma de completitud.

Axiomas de cuerpo
Definicion 3.1 — Cuerpo algebraico. Sea X un conjunto dotado de dos operaciones + y -,

denominadas suma y multiplicacién donde se cumplen las siguientes propiedades:

= Cerradura para la adicién y multiplicacién:

Vx,yeX: x+yeX, x-yeX
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= Conmutatividad para la adicién y multiplicacién:

Vx,yeX: x+y=y+x, x-y=y-x

Asociatividad para la adicion y multiplicacion:

Vx,y,z€X: (x+y)+z=y+(x+z2), (x-y)-z=y-(x-2)

Existencia de elementos neutros para la adicion y multiplicacion:

VxeX,3H0,1} €eX: x4+0=0+x=x, x-1=1-x=x

Existencia de elementos opuestos para la adiciéon y multiplicacion:
VxeX,3—xeX: x+(—x)=(—x)+x=0

Vxe X\ {0}, lex: x(xH=x1Hx=1

= Distributividad:

Vx,y,z€X: x-(y+z)=x-y+x-z

Se dice entonces que X es un cuerpo algebraico dotado de las operaciones suma (+) y multipli-

cacion (-). Se denota entonces a este cuerpo algebraico como (X, +,-).

Lo que se aprende a lo largo de los afios en primaria, secundaria y/o grados superiores, indica
que efectivamente el conjunto de los nimeros reales R con las operaciones suma y multiplicacién
componen el cuerpo algebraico (R, +, ). Asi, se dice que las propiedades que corresponden a la
Definicién 3.1, son los denominados axiomas de cuerpo de los nimeros reales. A continuacion, se
detallan mediante ejemplos.

Axioma 3.1 — Cerradura para la adiciéon y multiplicacion.

Vx,yeR: x+yeR, x-yeR.

= Ejemplo 3.1 Para v/2,—7 € R, se tiene

V24 (=7)=-74+V2eR, V2-(-7)=-TV2€R.
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Axioma 3.2 — Conmutatividad para la adiciéon y multiplicacion.

Vx,yeR: x+y=y+x, x-y=y-x

m Ejemplo 3.2 Para 3,—5 € R, se tiene

Axioma 3.3 — Asociatividad para la adicion y multiplicacion.

Ve, yz€R: (x+y)+z=y+(x+z), (x-y)-z=y (x-2).

= Ejemplo 3.3 Para 4,1/3,—7 € R, se tiene

[4+\f3} F(-T) =4+ [x@+(—7)} , [4.\@} (=7) =4- [ﬁ-(—n} .

Axioma 3.4 — Existencia de elementos neutros para la adicién y multiplicacion.

VxeR,3{0,1} eR: x+0=0+x=x, x-1=1-x=ux

= Ejemplo 3.4 Para —v/7 € R, existe 0,1 € R tal que
(~V7)+0=0+ (=V7) ==V7, (-V7)-1=1-(-V7) =-V1.
Axioma 3.5 — Existencia de elementos opuestos para la adiciéon y multiplicacion.
VxeR,3—xeR: x+(—x)=(—x)+x=0,
Vx cR\{0},3x'cR: x-(x D= x=1

= Ejemplo 3.5 Para —2\3—5 € R, existe — <—¥> = 23ﬁ tal que

2V2\ 2vV2 22 2V2
<— 3 >+ 3 T3 +<—3>:0,
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—1
y existe (—23@> = —% € R tal que

2v2 < 3>_< 3) 2\ |
3 2v2) U 2V2 3 )]
Axioma 3.6 — Distributividad.
Vx,y,z€R: x-(y+z)=x-y+x-z
. 3 .
m Ejemplo 3.6 Para —2, 7 V5 €R, se tiene
3 3

Se han detallado los axiomas de lo nimeros reales, los cuales son suficientes para deducir y
demostrar todas las propiedades algebraicas de los nimeros reales. A continuacién, se presentan

algunos teoremas con sus respectivas demostraciones.

Teorema 3.7 — Unicidad del neutro aditivo. En el Axioma 3.4, el cero es unico. Este elemento

es conocido como el neutro aditivo de los nimeros reales.

Demostracion: Por reduccion al absurdo, suponga que el ”’0” del Axioma 3.4 no es tinico; y
que existe otro nimero que también satisface el Axioma 3.4 por ejemplo el 0' € R, es decir, 0 # 0

y ademds por el Axioma 3.4 se tiene para todo x € R
x+0=0+4+x=rx,
en particular como 0 € R se tiene
04+0=0+0=0" 3.1)

Como también hemos supuesto que 0’ € R también satisface el Axioma 3.4, se tiene en particular,
como 0 € R se sigue

0+0 =0 +0=0. (3.2)
De (3.1) y (3.2), se tiene al comparar que 0 =0, lo cual contradice con la suposicion inicial de que

/ . . . . 2, .
0 =£0; esto indica que el cero considerado en el Axioma 3.4 es tnico.

Teorema 3.8 — Unicidad del neutro multiplicativo. En el Axioma 3.4, el uno es unico. Este

elemento es conocido como el neutro multiplicativo de los nimeros reales.

La demostracién de este teorema es andloga al anterior y se propone como ejercicio para el lector.
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elemento es conocido como el opuesto aditivo de x.

Teorema 3.9 — Unicidad del opuesto aditivo. En el Axioma 3.5, el —x es tnico. Este

Demostracion: Sea x € R, suponga que en el Axioma 3.5 existen dos opuestos aditivos de x, es

decir, existen y,z € R tal que y # z y por el Axioma 3.5 se cumple

x+y=y+x=0

x+z=z+x=0.

y ademads
Entonces,
y=y+0
=y+(x+2)
=(y+x)+z
=0+z
=z

Axioma 3.4
(3.4)
Axioma 3.3
(3.3)

Axioma 3.4

(3.3)

34

se tiene asi que y = z, lo cual contradice nuestra suposicion, esto indica que el —x considerado en

el Axioma 3.5 es tnico.

Este elemento es conocido como el opuesto multiplicativo de x.

Teorema 3.10 — Unicidad del inverso multiplicativo. En el Axioma 3.5, el x~! es tnico.

La demostracién de este teorema es andloga al anterior y se propone como ejercicio para el lector.

entonces a = b.

Teorema 3.11 — Ley cancelativa de la adicion. Sean a, b, c nimeros reales. Sia+c=b+c,

Demostracion: Se tiene directamente por hipétesis y los axiomas de cuerpo de los ndmeros

reales que
a=a+0
=a+[c+ (—c)]
=(a+c)+(—c)
=(b+c)+(—c)
=b+[c+(—0)]
=b+0

=b,

Axioma 3.4
Axioma 3.5
Axioma 3.3
Por hipétesis
Axioma 3.3
Axioma 3.5

Axioma 3.4
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asi, se concluye que si a+ ¢ = b+ ¢, entonces a = b.

I Corolario 3.12 Para todo x € R, se tiene —(—x) = x.

Demostracion: Sea x € R fijo pero arbitrario, por el Axioma 3.4 se tiene

X+ (—x) =0, (3.6)
de (3.5) y (3.6) se tiene
—(=x) 4+ (=x) =x+(—x)

luego, por la ley cancelativa se tiene

(=9 =%,

como x es fijo pero arbitrario, se concluye que para todo x € R, se tiene —(—x) = x.

Teorema 3.13 — Ley cancelativa de la multiplicacion. Sean a, b, ¢ niimeros reales, donde

¢ # 0. Si ac = bc, entonces a = b.

La demostracion de este teorema es andloga al Teorema 3.11 y se propone como ejercicio para el

lector.

I Corolario 3.14 Para todo x € R, donde x # 0, se tiene (xfl) = _

La demostracidn de este corolario es andloga al Corolario 3.12 y se propone como ejercicio para el
lector.

Observacion 3.1 Gracias al Axioma 3.3, se define la suma de tres ndmeros reales como
x+ytz=x+(y+z)=(x+y) +z,
asi mismo, se puede definir la multiplicacién de tres nimeros reales como
x-y-z=x(y-2)=(xy)z

La suma y multiplicacién de n niimeros reales se sigue se manera similar.

Definicion 3.2 — Diferencia de nimeros reales. Sean a,b € R, se denota la diferencia entre

ay b como a— by se define de la siguiente manera

a—b=a+(-b),
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I donde —b es el opuesto aditivo de b.

Definicion 3.3 — Division de nimeros reales. Sean a,b € R, se denota la divisién de a por b

a L

como b y se define de la siguiente manera
a —1
Z—ab
b )

donde b~ ! es el opuesto multiplicativo de b.

Teorema 3.15 — Multiplicacion por cero. Sea a € R, se tiene que a-0 = 0.

Demostracion: Se tiene directamente por los axiomas de cuerpo que

a-0=a-(0+0) Axioma 3.4
a-0=a-04+a-0 Axioma 3.6
a-0+0=a-04+a-0 Axioma 3.4
0=a-0. Teorema 3.11

Observacion 3.2 El Teorema 3.15 es de gran importancia, pues indica la razén por la cudl el cero
no puede tener inverso multiplicativo, pues de tenerlo existirfa 0~! tal que 0-0~! = 1 por un lado y
por otro lado 0-0~!' = 0 por lo que al comparar se tendria 1 = 0, lo cudl contradice las bases de

nuestra teoria.

Ejercicios propuestos
Ejercicio 3.1 — Leyes de signos. Sean a,b € R. Demostrar las siguientes propiedades de

correspondientes a las leyes de signos en los nimeros reales:
1. (—a)b=a(—b) = —(ab).
2. (—a)(—=b) = ab.

Ejercicio 3.2 — Propiedades complementarias. Sean a,b,c,d € R. Demostrar las siguientes
propiedades de los nimeros reales:

1. Siab =0, entoncesa=00b=0.
a ¢ ad+bc
E+ = pd ,conb#0yd#D0.

d
—(a+b)=—a-b.
ab)"' =a'b~!,cona#0yb+#0.
C

ac
" Q,conb#Oyd;«éO.

@ & R
—~

SR



3.2 Axiomas de orden 89
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3.2 Axiomas de orden

Al continuar el estudio de los nimeros reales se vuelve indispensable establecer un orden a
dichos niimeros, con el objetivo de poder decir cuando un niimero real es mayor que otro o cuando

no lo es, para lo cual, es preciso establecer los axiomas de orden de los nimeros reales.

Definicion 3.4 — Orden en los nimeros reales. Sea R el conjunto de los nimeros reales y el
signo < una relacién binaria tal que es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir, para todo
a,b,c € R se cumple:

s g < a. (Reflexividad)

s Sia<byb < aentonces a = b. (Antisimetria)

= Sia<byb<centonces a < c. (Transitividad)
Entonces, la dupla (R, <) corresponde al conjunto ordenado ascendentemente de los nimeros
reales o también se dice el orden de menor a mayor en los nimeros reales. Para a < b se dice

que a es menor o igual que b.

= Ejemplo 3.7 — Orden entre algunos nlimeros reales. Sean los niimeros reales
4
;—1¢Zm—mpﬂi.

Ordenarlos utilizando la relacion de orden dada en la Definicién 3.4.

Solucion: Utilizando la relacidon de orden dada en Definicion 3.4 se tiene

—10<-5<0<V2<2<

IS

<n<7,
de hecho, existe otra ordenacién posible utilizando la Definicién 3.4 la cual quedaria

4
-40g—5§05v§§§g2§n§7.

Observacion 3.3 — Ordenacioén descentente. El conjunto de los nimeros reales ordenado
descendentemente también se puede definir utilizando el simbolo > el cual se denota a > b si a es

mayor o igual que b y se define como

a>bsb<a.
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Por la equivalencia anterior, se dice sencillamente que el conjunto de los nimeros reales es ordenado
sin mayores complicaciones.

Observaciéon 3.4 — Relacién del menor igual con el estrictamente menor. Se escribird

(a<b)e(a<bVa=Db)

donde < corresponde al orden estricto entre dos nimeros reales cualquiera y se define mediante los
siguientes axiomas, denominados los axiomas de orden de los nimeros reales.

Axioma 3.16 — Clausura de positividad. Six > 0y y > 0 entonces

x+y>0, x-y>O0.

Axioma 3.17 — Ley de tricotomia. Dado x € R, solo existe una y solo una de estas tres posiblili-

dades:

i) x>0,
i) x <0,
i) x=0.
Definicion 3.5 — Nimeros reales positivos y negativos. Por los axiomas de orden de los

ndmeros reales, se definen los siguientes conjuntos

R*={xeR|x>0},

RT={xeR|x<0}.

A RT se le llama el conjunto de niimeros reales positivos y a R~ se le llama el conjunto de

ndmeros reales negativos.

Observacion 3.5 Por la ley de la tricotomia se tiene

R=R U{0}UR™.

Observacioén 3.6 Es claro que se tiene

a<be3dceR :b=a+ec.
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m Ejemplo 3.8 Mostrar que dados x, y € R, se tiene

y>x&y—x>0.

Solucion: Dado x, y € R, tal que y > x entonces por la Observacién 3.6 existe z > 0 tal que
x+z =y, de donde se tiene z =y —x € RT, es decir, y —x > 0. Reciprocamente si y —x > 0,
entonces por la Observacion 3.6 se tiene que existe z > 0 tal que 0+z =y —x, es decir, x +z =,
lo cual es equivalente decir que y > x. Es asi, que se ha mostrado entonces que para todo x, y € R
se tiene

y>x&y—x>0.

Propiedades de las desigualdades

Teorema 3.18 Sean a,b,c € R se cumple que:
1) Sia<byb<c,entonces a < c.
ii) Sia < b, entonces a+c < b—+c.
iii) Sia<byc>0,entoncesa-c<b-c.
iv) Sia<byc<0,entoncesa-c>b-c.
v) Sia<0yb<0,entonces a-b > 0.
vi) Sia<0yb > 0,entonces a-b < 0.
vii) Sia # 0, entonces a” > 0. .
viii) 1> 0.

ix) Sia > 0, entonces a~! > 0.

X) Si0<a<b,entonces 0 < b~ ! <al.

Demostracion: Sean a,b,c € R, entonces

1) Sia <byb <c,entonces por el Ejemplo 3.8 se tiene b—a >0y c—b > 0. Luego, por el
Axioma 3.16 se sigue (c —b) + (b —a) > 0, lo que es equivalente destruyendo los paréntesis
ac—a>0,esdecir, c >a.

ii) Sia < b, entonces por el Ejemplo 3.8 se tiene b —a > 0, luego

b—a+0>0
b—a+c—c>0
(b+c)—(a+c)>0

b+c>a+c.



92 Capitulo 3. Los NiGmeros Reales

iii) Sia < by c > 0, entonces por el Ejemplo 3.8 se tiene b —a > 0, luego, por el Axioma 3.16,

se sigue

c-(b—a)>0
c-b—c-a>0
c-b>c-a.

iv) Sia < by c <0, entonces por el Ejemplo 3.8 se tiene b —a > 0y —c > 0. Luego, por el

Axioma 3.16 se sigue

—c-(b—a)>0
—cb+c-a>0
cra—c-b>0

c-a>c-b.

v) Sia<0yb<0,entonces —a >0y —b >0, luego, por el Axioma 3.16 se sigue (—a)(—b) >0
y por lo tanto a- b > 0.
vi) Sia <0y b >0,entonces —a > 0, luego, por el Axioma 3.16 se sigue b(—a) > 0y por lo
tanto —a- b > 0, finalmente a- b < 0.
vii) Sia # 0, por la ley de tricotomia, se consideran dos casos. Si a > 0, entonces a-a > 0, es
decir, a*> > 0. Si a < 0, entonces —a > 0, luego (—a)(—a) > 0y por lo tanto, a> > 0.

viii) Por reduccién al absurdo, suponga que 1 < 0, luego,

1<0

—-1>0
(—1)(—=1)>0
(=1)*>0
1>0,

lo cual contradice que 1 < 0, por lo tanto, lo correcto es que 1 > 0.

ix) Sia>0,existe a”! € R\ {0}, el opuesto multiplicativo de a. Por la ley de la tricotomia, solo
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se puede tenera~' >00a~! <0.Sia"! <0, entonces —a~! > 0, luego

—a ' a>0

—-1>0

1<0

lo que contradice el literal anterior. Por lo tanto, el nico caso posible es que a~! > 0.
X) Si0 < a< b, entonces 0 < ayO0 < b, luego existen a—',b~! € R\ {0}, los opuestos mul-
tiplicativos de a y b respectivamente. Luego, el literal anterior se tiene a~! >0y b~ >0,

entonces

Va<al-b

al0<a
O<l<a'-b
0-b'<1-b'<al bbb
0<b'l<al1
0<b'<al
m Ejemplo 3.9 — Punto medio. Sean a,b € R. Demostrar que existe ¢ € R tal que a < ¢ < b.

Solucion: Existen infinitos nimeros reales entre a y b, sin embargo, solo se va a mostrar la

existencia de lo que se denominard el punto medio entre a y b. Se define ¢ = %, entonces

a<b
at+b<b+b

a+b<2b

a+b
2

c<b.

<b

Por otra parte se tiene

a<b
ata<b+a

2a<a+b

a+b
2

a<c.
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De ambos resultados, se tiene que a < ¢ < b, es decir, se establece el punto medio entre a y b, como

a+b

<b.
2

a<

3.2.2 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.3 — Desigualdades. Sean a,b,c € R, realice las siguientes demostraciones:

—

Sia<byc<dentoncesa+c<b+d.

Sia < b entonces —a > —b.

Siay b tienen el mismo signo y a < b entonces é > %, donde a #0y b #0.
Si a, b, c son no todos iguales entonces a® + b? + ¢ > ab + bc + ac.

Se tiene a® + b* > 2ab.

Sia+b > 0, entonces a> + b > a*b + ab?.

N ey o> W

La implicacién

(a<bAhc<d)= (ac < bd),

es falsa.

3.3 Representacion geométrica de los nimeros reales

Gracias a que se ha definido un orden en los nimeros reales, es decir, se ha considerado la dupla
(R, <), se tiene entonces que cada niimero a se puede representar sobre una recta, donde cualquier
nimero b tal que sea mayor que a se lo representa hacia la derecha de a y cualquier nimero c tal
que sea menor que a se lo representa hacia la izquierda de a. Asi mismo, los puntos de la recta,
representan a su vez un nimero real y por lo tanto se tiene una correspondencia biunivoca entre los

nimeros reales y los puntos que componen la recta.

[ ISW
o0
[ S
o
o0

A

—00 '—f—oo
Figura 3.1: Representacion geométrica de los nimeros reales cuandod < c <a <b <e.

Observacion 3.7 — Ubicacién y escala. Es necesario notar que los ndmeros positivos se los
ubica a la derecha del cero y los nimeros negativos se los ubica a las izquierda del cero.
Ademds, se puede considerar una escala definiendo una distancia estdndar, que por lo general

suele ser la distancia entre O y 1.
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= Ejemplo 3.10 — Representacion geométrica de nimeros reales. Considere los siguientes

nimeros ordenados ascendentemente
5 1
_3<_§<_\6<_1<0<§<\/§<2'

Representar geométricamente considerando la ordenacion y la escala.

Solucion: La representacién geométrica seria

|

w

I
N o

-2 0 5 V3 2

A
(]

-3 -2 —1 0 1 2

Figura 3.2: Ordenacién de los nimeros dados en el Ejemplo 3.10.

3.3.1 Intervalos
Definicion 3.6 — Intervalo. Se define un intervalo como un subconjunto de los nimeros reales

tal que graficamente se puede representar como un segmento de rectas o un rayo de recta cuyos

elementos satisfacen una desigualdad.

Definicion 3.7 — Intervalo que se representa por segmentos. Se definen los siguientes
intervalos tal que tienen extremos finitos:

1. Intervalo cerrado

[a,b)={xeR|a<x<b}

: V. ) :
—oo v/ ] oo

Figura 3.3: Intervalo [a, b].

2. Intervalo abierto

(a,b) ={xeR|a<x<b}

v

+o0
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) ()
—o0 (a//////{ oo

v

Figura 3.4: Intervalo (a,b).

3. Intervalo abierto por derecha

[a,b) ={x€eR|a<x<b}

A

V) R
—o0 v/ /S +oo
Figura 3.5: Intervalo [a,b).

4. Intervalo abierto por izquierda

(a,p]={xeR|a<x<b}

) (] R
—o0 /7] o0

Figura 3.6: Intervalo (a,b].

Definicién 3.8 — Intervalo que se representan por rayos. Se definen los siguientes interva-
los tal que tienen solo un extremo:

1. Intervalo cerrado por derecha

(—oo,al={xeR|x<a}

LS R
~// /] oo

Figura 3.7: Intervalo (—oo,al.
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2. Intervalo abierto por derecha

(—o0,a) ={xeR|x<a}

v

LN
/) oo
Figura 3.8: Intervalo (—oo,a).

3. Intervalo cerrado por izquierda

[a,+o0) ={xeR|x>a}

) V. /7,
e v/ S S S

Figura 3.9: Intervalo [a,+oo).

4. Intervalo abierto por izquierda

(a,+o0) ={xeR|x>a}

) (S,
o A

Figura 3.10: Intervalo (a,-+oo).

Observacion 3.8 — El simbolo del infinito. El simbolo e corresponde al infinito y este no es un
nimero, es un concepto, el cual no es de interés definirlo ahora, sino solo considerarlo como un
simbolo. El simbolo —e se lee: "menos infinito". El simbolo +<o se lee: "m4s infinito".

Observacion 3.9 — Notacion alternativa. Los intervalos que se consideran un extremo abierto

también se pueden denotar con corchetes pero volteados, es decir, se tiene como notacién alternativa
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para intervalos

(a,b) =la,b|

(a,b] =]a,b)

[a,b) = [a,b|
(~e0,5) =] — o]
(~eo,b] =] —e=,b]

= Ejemplo 3.11 — Elementos de un intervalo. Dado el intervalo [-2,5[={ x € R | =2 <x < 5},

1
se tiene que —4 ¢ [—2,5[, =2 € [-2,5], 5€ [—2,5[y5¢[-2,5].

» Ejemplo 3.12 — Conjunto unitario. Cualquier conjunto unitario se puede poner en forma de un

intervalo cerrado, por ejemplo

{ﬂﬁ}:[—%i—wﬂzﬁxeRLwﬁgxg—vi}

= Ejemplo 3.13 — Conjunto vacio. El conjunto vacio se puede poner en forma de intervalos de

muchas maneras, por ejemplo para cualquier a € R, se puede poner

0=la,a={xeR|a<x<a}
=la,a[={xeR|a<x<a}

=la,al ={xeR|a<x<a}.

s Ejemplo 3.14 — Conjunto de los nimeros reales. El conjunto de los nimeros reales, el
conjunto de los nimeros reales negativos y el conjunto de los niimeros reales positivos también se

pueden notar en forma de intervalos del siguiente modo

R =] — o0, oo
R~ =] — 0,0

R* =)0, +oo].
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Observacion 3.10 — Relacién entre una desigualdad con una variable y un intervalo.
Como se ha visto en la Definicién 3.7 y la Definicién 3.8, los intervalos en su forma conjuntista
estdn determinados por desigualdades que considera la variable x, es asi, que a cada desigualdad

que se considere la variable x y tenga sentido, se le puede hacer corresponder un intervalo.

m Ejemplo 3.15 — Intervalo que corresponde a una desigualdad. Se considera la desigualdad

—7 < x < 3. El intervalo correspondiente a esta desigualdad seria [—7,3).

- v
L / / S A

—8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

+oo

Figura 3.11: Gréfico del intervalo [—7,3).

» Ejemplo 3.16 — Intervalo que corresponde a una desigualdad con extremo infinito.

Se considera la desigualdad x > —+/5. El intervalo correspondiente a esta desigualdad seria
(—/T00, +o0).
—v/100

—00 +o0

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.12: Gréfico del intervalo (—\3/ 100, +<>°).

Operaciones con intervalos

Dado que los intervalos son basicamente conjuntos, se pueden considerar las mismas operacio-
nes que se hizo con los conjuntos. En esta seccién se utilizardn la union, interseccion y diferencia,
teniendo en cuenta que existen infinitas posibilidades de operar entre conjuntos y por tanto interva-
los. De este modo, se ejemplificard abarcando la mayor cantidad de casos que se podrian presentar
esperando que el lector se familiarice con la forma de operar intervalos.

Para varios intervalos es conveniente graficarlos como niveles que se diferencien sobre una
misma recta real, donde un extremo abierto finito se podra graficar con un pequefio circulo sin
pintar y un extremo cerrado finito se grafica con un pequefio circulo pintado. Los extremos infinitos

se denotan sencillamente con flechas.

m Ejemplo 3.17 — Operaciones con intervalos. Sean a,b,c,d,e,f € Rtalquea<b<c<d <

e < f. Considérese los intervalos | — o, b, [a,c|, [c,d], [d,+e°[ y |e, f]. De ser posible simplificar
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las siguientes operaciones con conjuntos dando su respuesta en forma de intervalo, o con algtin

conjunto unitario o con el conjunto vacio, si no es posible, indicar este hecho.

Solucién: La grifica correspondiente a los intervalos considerados en el Ejemplo 3.17 es la

siguiente:

S ° rmmm———y

I I I
C—mmm====() g mmmmqmm————mm——————p
! I I I I I
! I *-—-=-9 1 I
I ! ! ! ! !

A
v

a b c d e f

Figura 3.13: Gréfica del Ejemplo 3.17.

Considerando la Figura 3.13 se tiene directamente las respuestas a los items propuestos, las

cuales son

a) | —oo,b|Ula,c[=]—eo,c].
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b) | —eo,blN]a,c[= [a,b].
¢) | =oo,b]\ [a,c[=] —o0,al.
d) [a,c[\] —oo,b] =]b,c].
e) [a,c[U[c,d] = |a,d]
) la,c[Ne,d] =0
8) la,c\[e,d] = la,c|
h) [c,d]\[a,c[= [c,d].
i) [c,d]U[d,+oo[= [c,+oo|
D le,d]N[d,+eo[={d}
k) [c,d]\[d;+oo[= [c,d]
D) [d,+eo[\[e,d] =]d, 4]
m) [d,+eoUle, f] = [d,+o0]
n) [d,+eo[Ne, f] =le, f].
) [d,+oo[\]e, f] = [d, e]U] f, oo
]
[
[

3.3.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.4 — Desigualdad, intervalo y grdfica. Exprese cada una de las desigualdades

como un intervalo y dibuje su gréfica.
1. 3>x,

x> —4,

—4<x<7,

5< —x,

—x < g,

x >4,

—7 > —x,

x> =3,

SCANCCRE IR O AR SRR CO R

—_
=)
=
V
|
[
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Ejercicio 3.5 — Desigualdad y conjunto. Utilice desigualdades para describir los siguientes

conjuntos:
1. ]0,5],
2. ]-3,1],
3. [8, 40|,
4. [-3,2],
5 -3t
6. | —oo, 1JUI3,5],
7. [2,1]N[0,4],
8. | —2,100] — {0},
9. | —e0,5]U[7,400[—{2,10},
10. ] —oo,8]N[—3,25[—{5}.

Ejercicio 3.6 — Operaciones con intervalos. De ser posible simplificar las siguientes
operaciones con conjuntos dando su respuesta en forma de intervalo, o con algin conjunto
unitario o con el conjunto vacio, si no es posible, indicar este hecho.

1. [-2,5[U[-1,8],

2. ]—4,0]N] =3, +o],

3. [2,+o0[\ [5,7],

4. | —o0,4]U[3,5[U]6,9],

5. ] —4,4+|N[-1,3]N] —2,5],
6. [-100,—2]N[~7,15] — {—1},

10 5
| S5l u0, 2],
|7+=]po3]

8. [—o0,2]U[1,45] — {2},

\]

Ne)

. 16,8]N]7,9]—{8},

10. ]—20,15]N[25,120].

3.4 Conjuntos acotados
Definicion 3.9 — Cota Superior y Cota Inferior. Sea el conjunto A C R, donde A # 0. Si para

todo a € A se tiene que un niimero b € R tal que a < b, entonces b se denomina cota superior
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I de A. Ademas, si para todo ¢ € A se tiene que un nimero a € R tal que ¢ < a, entonces ¢ se

denomina cota inferior de A.

Observacion 3.11 — Cota Superiores. Sea A C R no vacio. Si b € R es cota superior de A y
b R tal que b > b, entonces por definicién de cota superior se tiene que para todo a € A se
cumple

a<b<b,

1 ’ ., . .
luego a < b, por lo que b también es cota superior de A. Esto muestra que en un conjunto que
posee una cota superior, tiene también infinitas cotas superiores. Andlogamente, si un conjunto

posee una cota inferior, entonces tiene infinitas cotas inferiores.

Definicion 3.10 — Conjuntos acotados. Si A C R no vacio posee una cota superior, entonces
se dice que A es acotado superiormente. Si A posee una cota inferior, entonces se dice que
es acotado inferiormente. Ademds, si A es acotado superior e inferiormente se dice que A es

acotado.

m Ejemplo 3.18 Existen tipos de conjuntos con diferente naturaleza:
a) Si A =]—-3, 4], entonces es acotado. En general, cualquier intervalo con extremos finitos es
acotado.
b) Si B = [2, +oo[, entonces es acotado inferiormente.
¢) SiC =]—oo, —4], entonces es acotado superiormente.

d) Si D =]—oo, 4o, entonces no es acotado.

= Ejemplo 3.19 — Cotas. Dado el conjunto A = [3, 6], se tiene que todos los nimeros menores o
iguales a 3 son cotas inferiores como por ejemplo 2, —7 y —v/2. En cambio, todos los nimeros
mayores o iguales a 6 son cotas superiores, por ejemplo 7, 8 y 100.
Definicion 3.11 — Mdaximo y Minimo. Sea A C R no vacio. Si existe b € R tal que es cota
superior de A y b € A, entonces b se denomina maximo de A y se denota b = maxA. Si existe
c € R tal que c es cota inferior de A y ¢ € A, entonces ¢ se denomina minimo de A y se denota

¢ = minA.

Proposicion 3.19 — El maximo. Sea A C R no vacio, si existe b € R tal que b = max A, entonces

b es tnico. Por esta razén se dice que b es mdximo de A y no se habla de varios maximos.

* 2 ., . !
Demostracion: Por reduccién al absurdo, se supone que existen b, b € R tales que son

méximos de A y b b . Por definicién de méximo, para todo a € A, se tiene

a<b 3.7
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a<b (3.8)

y ademas b, b € A. Por tanto al remplazar b en (3.7) y remplazando b en (3.8), se tiene que

’ . ey, P . L.
por lo tanto b = b . Esta contradiccion establece que el maximo de un conjunto es Unico.

Proposicion 3.20 — El minimo. Sea A C R no vacio. Si existe ¢ € R tal que ¢ = minA, entonces

¢ €s unico.

= Ejemplo 3.20 — Maximo y Minimo. Considere el conjunto A = |—3,5], B = [—2, o[ y
C =]—oo, 7| . Entonces, se tiene que A solo tiene maximo (maxA = 5), B solo tiene minimo

(minA = —2), mientras que C no tiene maximo y minimo.

Definicion 3.12 — Supremo. Sea A C R no vacio y acotado superiormente. Si b € R cumple
con las condiciones:

i) b es cota superior de A,

i) si b’ es cota superior de A, b < b.

Entonces, se dice que b es el supremo de A y se denota b = supA.

Observacion 3.12 De la definicion anterior, se tiene que el supremo de un conjunto se debe
entender como la menor de cotas superiores.
Definicién 3.13 — infimo. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Si ¢ € R cumple con
las condiciones:
i) ces cota inferior de A,
'

.. R . .
i) sic escotainferiorde A, ¢ > c.

Entonces, se dice que c es el infimo de A y se denota ¢ = infA.

Teorema 3.21 Dado un conjunto A C R no vacio. Si existen supA e infA, entonces estos son

anicos.

» Ejemplo 3.21 — Supremo e Infimo. De los siguientes conjuntos, indicar el supremo o infimo si
los hubiere, de otro modo indicar también este hecho.

a) A=]—co, 3]

b) B =16, +[



3.4.1

3.4 Conjuntos acotados

105

c) C=]7,8]
d) D=]-5,0]U]3, +oof
Solucion: De acuerdo con la definicién de supremo e infimo, se tiene:
a) supA =3
infA no existe,

b) supB no existe

infB =6,
c) supC=38
infC=17,

d) supD no existe

infD = —5.

Observacion 3.13 — Maximo y Supremo. Si un conjunto posee maximo, entonces posee

supremo y ambos coinciden. Por otra parte, si un conjunto posee supremo, no necesariamente posee

maximo.
= Ejemplo 3.22 Dado el conjunto A = |—3, 6], entonces
6 = maxA = supA,

—3 = infA,

pero minA no existe.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.7 Determinar el maximo y minimo de los siguientes intervalos.

1. [-7,18].
2. 10, 10].
3.]-3,12[.
4. [-7,12].
5. 12,7[N]5,9].

De los siguientes conjuntos, indicar el supremo o infimo si los hubiere, de otro modo, indicar

también este hecho.
1. [-10,2]N]0,5].

2. 10,20].

3. [—o=,2]N[3,45].

4. [2,8]U]7,15].

5. ] —eo, 15]N[—2,240].
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Axioma de completitud

Axioma 3.22 — Completez. Sea A C R un conjunto no vacio y acotado superiormente, entonces
existe b = supB

Observacion 3.14 El Axioma 3.22 es conocido como el axioma de completitud e indica que
todo subconjunto acotado de nimeros reales posee supremo. La escencia de este axioma es que
los nimeros reales no poseen huecos y dan una idea de continuidad necesaria para fortalecer a los

nimeros reales con propiedades consistentes.

= Ejemplo 3.23 — Incompletitud de los nimeros racionales. A continuacidn, se va probar que
el conjunto de nimeros racionales (Q no es completo, es decir, no cumple el axioma de completitud.
Para esto, se procedera por contradiccion, es decir, se debe hallar un B C QQ acotado superiormente
tal que no posea supremo en los nimeros racionales. En efecto, sea B= {x € Q | x> <2} C Q.
Se observa que este conjunto es acotado superiormente y se tiene b = sup B, donde b = /2, pero
b # Q, lo que indica que B no posee supremo en los nimeros racionales. Es asi, que el axioma de

completitud que cumple R hace que tenga sentido el considerar a R para una teoria consistente.

Teorema 3.23 — Conjunto acotado inferiormente. Sea A C R un conjunto no vacio y acotado

inferiormente, entonces existe ¢ = infA.

Demostracion: Sea —A = {—a € R | a € A}. Por hipétesis A es acotado inferiormente, entonces
existe una cota inferior de A, es decir, existe ¢’ € R tal que para todo a € A se tiene ¢’ < a, luego
—c’ > —a, lo cual indica que —c es una cota superior de —A y por lo tanto, se tiene que —A es
acotado superiormente. Luego, por el axioma de completitud en R se tiene que —A posee supremo;
se denota este elemento como —c € R, es decir, existe —c = sup(—A) =sup{—a € R|a € A},
luego por un ejercicio anterior ¢ = —sup{—a € R |a € A} = infA y dado que —c existe, también

existe ¢ € R tal que ¢ = infA.

Observacion 3.15 Por definicién un conjunto acotado es acotado superiormente e inferiormente,
entonces por el Axioma 3.22 y el Teorema 3.23 se sigue que todo conjunto acotado posee infimo y

supremo.

m Ejemplo 3.24 Sea A € R, A # 0, mostrar que infA = —sup{—x | x € A}.

Solucién: Se define —A = {—x | x € A}, suponga que existe p = sup(—A) € R entonces se
cumple:

) V—ae—-A: p>-—a.

il) Si p/ es cota superior de —A entonces p < p/.
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Por otra parte, suponga que existe ¢ = infA € R, entonces se cumple:

iii) VacA:g<a.

iv) Si q/ es cota inferior de A entonces g > q’.

De i) multiplicando por —1 a p > —a, se tiene que
VacA: —p<a

lo que muestra segun iii) que — p es cota inferior de A. De iv) se tiene entonces que:

—q<p. (3.9
Por otra parte de iii) multiplicando por —1 a g < a se sigue que
V—a€e—-A:—qg>—a
que muestra seguin i) que —g es cota superior de —A. De ii) se tiene entonces que
P<—q. (3.10)
De (3.9) y (3.10) se tiene que p = —g, es decir:

sup(—A) = —infA

—sup{—x |x € A} = infA.

Teorema 3.24 Sea A # 0, A C R. Si b es cota superior de A, se cumple que b = supA si y solo

Si:

Ve>0,da€A: a+e>b (3.11)

Demostracion: Como el enunciado es un si y solo si, se tiene que demostrar ambas implicacio-
nes. Suponga que b = supA. Por reduccion al absurdo, se va a suponer la negacién de (3.11), es
decir

de>0,VacA: a+e<bh.

Luego, a < b — €, para todo a € A. Por definicidn, se tiene que b — € es una cota superior de A.
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Ademas, como € > 0, entonces

b—e<b (3.12)

lo que contradice que b = supA, pues b deberia ser la menor cota superior. Asi, se ha mostrado que:

Ve>0,dJa€A:a+¢€>b.

Reciprocamente, dado que b es cota superior de A, se tiene que si se toma b’ como una cota
superior de A, entonces para que b = supA se debe probar que b es la menor de las cotas superiores,
es decir, se debe probar que b < b.

Suponga que b > b, luego b — b >0 por hipdtesis

Ve>0,dacA: a+e>b,
en particular, para € = b — b, existe a € A tal que:

b<a+(b-b)

!

b <a.

Lo que contradice el hecho que b es cota superior y por lo tanto se tiene que b = supA.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.8 Realizar las siguientes demostraciones:
1. SeaA C R, A # 0. Demostrar que supA = —inf{—x | x € A}.
Demostrar que en general: ¢ = supA{xy | x € A,y € B} # (supA)(supB).

Sean A,B C R. Si A C By B es acotado, demostrar que A es acotado.

> W

Sean A, B C R no vacios y acotados superiormente. Si ¢ = {x+y | x € A,y € B}, entonces
existe supC y ademds supC = supA + supB.

5. Sea A C R acotado. Demostrar que infA < supA.

Induccion matematica

El primer matemaético en hacer una exposicion explicita del Principio de Induccién Matemética
fue Blaise Pascal (1623 — 1662). También es importante mencionar las contribuciones que hizo en
este campo Pierre de Fermat (1601/8 — 1665), quien us6 ampliamente su método del Descenso
Infinito, el cual es una variante del Principio de Induccién Matemadtica. Finalmente, en el siglo X1X,
con base en los trabajos de Giuseppe Peano (1858 — 1932) y Richard Dedekind (1831 —1916),
se establece de manera definitiva el tratamiento sistemadtico y riguroso que se usa hoy en dia para

realizar demostraciones por Induccién Matemaética.
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Axioma 3.25 — Axiomas de Peano. Los axiomas se establecen como:

1) 1eN.
ii) Sin e N, entonces (n+1) € N. (n+ 1 es llamado el sucesor de n)
iii) 1 no es sucesor de ndmero natural alguno, debido a que es el primer elemento del conjunto
N.
iv) Si los sucesores de dos nimeros naturales n y m son iguales, entonces n y m son nimeros
naturales iguales.
v) Si un conjunto de niimeros contiene al 1 y a los sucesores de cada uno de sus elementos,
entonces contiene a todos los nimeros naturales.
Axioma 3.26 — Axioma de induccién. El dltimo postulado se conoce como Axioma de Induc-

cion, y permite probar resultados con los niimeros naturales de forma general.

Teorema 3.27 — Induccién Matemdtica. Si P(n) es una propiedad sobre el conjunto de los
nimeros naturales N, tal que
i) P(1) es verdadero. (Base Induccion)

ii) VneN: [P(n)= P(n+1)]. (Paso Inductivo)

Entonces, P(n) es verdadero para todo n € N.

= Ejemplo 3.25 — Suma de los » primeros nUmeros naturales. Pruebe que para todo nimero

natural n, se cumple la propiedad:

1
P(n):1+2+3+---+n:n(n;_ ). (3.13)
Solucién: Se va a probar por induccioén (3.13).
1) Paran =1, es inmediato que
1(1+1)

Por tanto, P(1) es verdadero.
ii) Se probard que

VneN: P(n)=Pn+1).
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Sea n € N. Suponga que P(n) es verdadero, es decir, que

n(n+1)'

1424 4n=
+24---+n >

(3.14)

La ecuacioén (3.14) se le llama Hipdtesis Inductiva. Ahora, se va probar que

424t (n41) = (n—l—l)[(l;—l—l)—I—l] _ (n+1)2(n—|—2).

En efecto, de la ecuacién (3.14), se tiene que

142++n+n+1)=(1+2++n)+(n+1)

= ’1(”;_1)4-(71—1—1)
~n(n+1)+2(n+1)
B 2
(n+1)(n+2)

2
_ (n+D[(n+1)+1]
= 5 .

Por tanto, P(n+ 1) es verdadero.
Finalmente, de 1) y ii) se demostrd que

n(n—i—l).

VvneN: 14243+---+n= 3

= Ejemplo 3.26 — Suma de los cuadrados de los » primeros nimeros naturales. Pruebe que

para todo numero natural n, se cumple la propiedad:

1)(2n+1
P(n): 12422 e = MOE )6( ntl) (3.15)
Solucion: Se va probar por induccién (3.15).
i) Paran=1,
2 L(I+1)(2(1)+1)
6
_100)
6
1=1.

Por lo tanto, P(1) es verdadero.
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ii) Se probard que

VneN:P(n)= Pn+1).
Sea n € N, suponga que P(n) es verdadero, es decir, que

n(n+ 1)(2n+1).

6 (3.16)

P42 4 fn? =

Abhora, se va a probar que

2 (n+D)[(n+1)+1]2(n+1)+1] _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

PP4+22 4 40P+ (n+1)

En efecto, de la ecuacién (3.16), se tiene que

P24’ (n+ 1) = (P4 22+ +0°) + (n+1)?
_ n(n+1)(2n+1)
- 6

n(2n+1)+6(n+1)]

+(n+1)

= (2n* +n+6n+6)

= ( (2n2+7n—|—6)

= ( (n+2)(2n+3)
(n+1D)[n+1)+1]2(m+1)+1]

6

Por tanto, P(n+ 1) es verdadero.

Finalmente, de i) y ii) se demostré que

1)(2 1
VHEN:12+22+...+n2:”(”+ L( n—+ )

m Ejemplo 3.27 — Suma de las primeras » potencias de 2. Pruebe que para todo nimero

natural n, se cumple la propiedad:

P(n): 2422423 ... 42" =2(2"-1).

Solucién Se va a probar por induccién (3.27).
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i) Paran=1,

2=2(2"-1)
2=2(1)
2=2.

Por tanto, P(1) es verdadero.
i1) Se probard que

VneN:P(n)= P(n+1).
Sea n € N, supongamos que P(n) es verdadero, es decir, que
2422423 f 2" =2(2" - 1).
Abhora, se va a probar que
2422423 4. pon ol ol ),
En efecto, de la ecuacién (3.17), se tiene que

2422403 4o pn pontl (2_‘_22_’_23_‘_.___’_271)_’_2%1
=2(2"—1)+2""!
="t 24
—9.ontl _o

=2(2"1-1).
Por tanto, P(n+ 1) es verdadero.

Finalmente, de i) y ii) se demostrd que

VneN: 2422422 4. 42" =2(2"~1).

m Ejemplo 3.28 Pruebe que todo nimero impar n € N, cumple la propiedad:

P(n) : n* — 1es divisible entre 8.

Solucién: Se va a probar por induccién (3.18).

(3.17)

(3.18)
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i) Paran =1, es inmediato que
12— 1 =0, es divisible entre 8.

Por tanto, P(1) es verdadero.

ii) Se probara que, para todo niimero impar n € N
P(n) = P(n+2).

Esto es porque n+ 2 es el siguiente numero impar a n. Sea n = 2k — 1, con k € N. Suponga

que P(n) es verdadero, es decir, que n? — 1 es divisible entre 8, esto es,

JpeZt: n—1=8p

(2k—1)>—1=38p. (3.19)
Abhora, se va a probar que (n+ 2)2 — 1 es divisible entre 8, es decir,
ImeZt: (n+2)*—1=8m.
En efecto, de la ecuacion (3.19) se sigue que existe p € Z™ tal que
(2k—1)>—1=8p.
Asi, tomando m = p+k € N, se tiene que

(n+2)2—1=[2k—1)+2]*—1
= (2k—1)?+402k—1)+4—1
=[(2k—1)> = 1] +8k—A+4
=8p+8k
=8(p+k)

= 8m.
Por tanto, P(n+2) es verdadero.

Finalmente, de i) y ii) se demostré que para todo numero impar n € N, n*> — 1 es divisible entre 8.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.9 Realizar las siguientes demostraciones:

Pruebe que para todo nimero impar n, el nimero x> —1 es divisible para 8.

—

Pruebe que n! > 3"~2, para todo nimero natural n >3 .

Pruebe que 3 es divisor de n° +2n, para todo niimero entero positivo n.

>

Pruebe si n es un entero positivo cualquiera, entonces se cumple la siguiente férmula para

la suma de cubos
n*(n+1)>2

B+22+ .. +n°= 1

5. Pruebe que para todo entero positivo n

LS S S
1-:2 2.3 7 nn+1) at+l

Binomio de Newion

El Binomio de Newton, llamado asi por Isaac Newton a quién se atribuye su descubrimiento,
consiste en un algoritmo para hallar el desarrollo de una potencia de un binomio cualquiera
mediante coeficientes binomiales, los mismos que a su vez, consisten en nimeros combinatorios
consecutivamente. Si bien un binomio elevado a un exponente 2 6 3 se puede calcular de manera
sencilla a través de productos notables; la importancia del Binomio de Newton radica en que
permite desarrollar un binomio elevado a cualquier potencia mayor o incluso permite determinar

un término especifico de dicho desarrollo.

Definicién 3.14 — Factorial. Sea n € N, se define su factorial denotado n! como
nl=n-(n—1)---2-1.

Por definicion se tiene 0! = 1.

Definicion 3.15 — Ndimero combinatorio. Sean n € N, para todo k € N tal que 0 < k < n. Se

(+) = w5

Teorema 3.28 — Binomio de Newton. El binomio (a + b)", esté desarrollado por:

n__ < n n—igpi __ n n n n—1 n n—212 n n
(a+b) _ig(i)a b = (O>a +(1>a b+<2)a b +...+<n)b, (3.20)

define
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dénden e Ny a,b e R. \

Observacion 3.16 — Término genérico. Cualquier término del desarrollo del binomio (a+ b)"

(’:) a7, (3.21)

estaria dado por

donde

= 7, es el exponente del binomio,
= f, es la posicién del término en cuestién en el desarrollo del binomio disminuido en 1,

» a,b, son los sumandos del binomio.

» Ejemplo 3.29 — Binomio al cuadrado. Desarrollar el binomio (x+ y)? aplicando el teorema

del Binomio de Newton (3.20).

Solucién: Primero se identifica que @ = x, b =y y n = 2. Aplicando el teorema del Binomio de

oo () (e
Gt

Utilizando la Definicién 3.14 y la Definicién 3.15 se tiene

Newton (3.20)

2! 2! L2,
X

oz—o T T 2ae—2)”

_2'1 2 2'1 2'1 2

ot Tty

= x> 4 2xy 4%

(r+y)*=

'xz—i-

= Ejemplo 3.30 — Término central. Encontrar el término central en el desarrollo de
10
(xl/S +y1/5) _

Solucién: Como n = 10, entonces la cantidad de términos es 11 y el término central es el sexto,

con lo que i = 5. Aplicando la ecuacién (3.21), el sexto término tiene la forma

(o= ()" ()
_ (150>xy.
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Utilizando la Definicién 3.14 y la Definicién 3.15, se tiene

10 10!
<5> ~51(10—5)!
10!
—51(5)!
~10-9-8:7-6-5!
©51(5-4-3-2-1)

=252,

por lo tanto, el término central es 252xy.

= Ejemplo 3.31 — Término bajo condicién. Encontrar el término que no contiene la variable x

1\8
en el desarrollo de < — 3) .

X

1
Solucién: Primero se identifica que a = x, b = 3 y n = 8. El término general segtin (3.21)
X

(o0 ()

Igualando el término general a un término de grado cero de la variable x, se tiene

estd dado por:

Igualando los exponentes de x,

Debido a que i representa la posicién del término en cuestion disminuido en 1, el término buscado
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es el quinto pues i+ 1 =4+ 1 = 5. Aplicando nuevamente (3.21),

<7> i _ <i>x8_4 (—31x>4’

utilizando la Definicién 3.14 y la Definicién 3.15 se tiene

(1) =y

(4) = -

8!
41(4)

8.7-6-5-4!

RICEE))

=10,

entonces

X
1
_ 044
70x <81x4>
_ 70
-8l

. . 70 . . .
por tanto, el quinto término es T efectivamente no contiene la variable x.

= Ejemplo 3.32 — Término bajo condicién. Determine el valor de un ndmero entero z para que

5
. . . . 2b
el coeficiente del cuarto término en el desarrollo del binomio <a + ) sea un nimero entero
z

positivo.

Solucion: Segtin (3.21) el cuarto término del desarrollo del binomio es

(- 2)

entonces, utilizando la Definicién 3.14, la Definicién 3.15 y desarrollando se tiene que el coeficiente

D) =555

de dicho término es,
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_5-4-31 8
3121 2
80

Z3
25

2

por lo tanto, el ndmero entero z tal que dicho coeficiente sea entero, puede ser z=10z=2.

3.7.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.10 Desarrollar los siguientes binomios aplicando el teorema del Binomio de Newton

(3.20):
1. (a+b)~
2. (a—Db)%
3. (a+b)>.
4. (a—b).
5. (a+1)%
6. (a—1)>.
7. (3a—1)>.
1 3
8. <__1) .
a
3
9. <—l+a> .
a
1 1\’
10. <a+b>
1 3\*

Ejercicio 3.11 Si en el desarrollo del binomio (x+ z)* el coeficiente de x> es 6, entonces el
valor de z es:

a) —1.

b) 1.

c) +l1.

d) £2.

Ejercicio 3.12 Realizar los siguientes ejercicios de términos puntuales

1. Hallar el tercer término en el desarrollo de: (2 —3a)’.
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8
1
2. Hallar el quinto término en el desarrollo de: < = > .
X
7
3. Hallar el cuarto término en el desarrollo de: <2x — 3y> .
4 8
4. Hallar el término central en el desarrollo de: ( — 2y> .
by
12
5. Hallar el término central en el desarrollo de: <4 — 1?) .
X
r o\ 13
6. Hallar el término final en el desarrollo de: <4 + 7y> .

8
Ejercicio 3.13 Encontrar el término que no contiene la variable x en el desarrollo de: (x — 52) ]
X

Ejercicio 3.14 Determine el valor de un niimero entero y para que el coeficiente del cuarto

5
: o 25° »
término en el desarrollo del binomio (a5 — —— | seaun nimero entero positivo.
Yy

3.8 Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas

Una ecuacién de primer grado o ecuacién lineal es una ecuacion algebraica que se expresa en
la forma més simple como:
ax+b=0,
donde:
= x es la variable real.
= ay b son constantes reales, con a # 0.
La solucién de esta ecuacion consiste en encontrar el valor de x que satisface la igualdad. Para

resolverla, se despeja x de la siguiente manera:

ax+b=0
ax=—b
b
xX=——.
a

En este capitulo nos enfocaremos en el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales.

Definicion 3.16 — Sistema de ecuaciones lineales. Un conjunto de ecuaciones lineales
formado por dos o mds ecuaciones lineales se denomina sistema de ecuaciones, en donde, al

resolverlo se obtienen valores que satisfacen simultdneamente a las ecuaciones planteadas.
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Un sistema de ecuaciones con dos variables se tiene que es un sistema de 2 x 2 cuando esta

conformado por 2 ecuaciones y 2 incdgnitas.

Observacion 3.17 Existen o se pueden establecer sistemas de ecuaciones méas complejos como
3 x 3 oincluso 3 x 2, 2 x 3, etc. Sin embargo, son problemas que no consideraremos ni trataremos

en el presente libro.

» Ejemplo 3.33 — Sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2. Se establece el sistema

x—5y=-3
—4x+3y =38

en donde las letras x, y corresponden a las incognitas del sistema, cuyos valores se determinaran

para que se cumpla cada igualdad.

3.8.1 Clasificacion de un sistema de ecuaciones
Los sistemas de ecuaciones de 2 x 2 se pueden clasificar en funcién de la solucién obtenida.
Pueden ser de tres tipos:
= Sistema compatible determinado.
= Sistema compatible indeterminado.

= Sistema incompatible.

Sistema compatible determinado

Un sistema es compatible determinado cuando tiene tnica solucion, es decir, las incégnitas x, y

pueden tomar un solo valor.

= Ejemplo 3.34 — Sistema compatible determinado.

2x+y=1
3x+4y=14
El sistema tiene una sola solucién, es decir, un solo punto de intersecciéon: x = —2, y = 5.

Sistema compatible indeterminado

Un sistema es compatible indeterminado cuando tiene infinitas soluciones.

= Ejemplo 3.35 — Sistema compatible indeterminado.

x+2y=2
2x+4y=4
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3x+4y =14

T
-
3 2 _1 0 \ 2 3 4 \\

Figura 3.14: Sistema compatible determinado.

El sistema tiene infinitas soluciones, es decir, infinitos puntos de interseccion. Otra manera de ver

AY

Figura 3.15: Sistema compatible indeterminado.

es que basicamente las dos ecuaciones definen la misma recta.

Sistema incompatible

Un sistema es incompatible cuando no tiene solucién.

= Ejemplo 3.36 — Sistema incompatible.

2x+5y=15
6x+ 15y =20

El sistema no tiene solucion, es decir, no existen puntos de interseccion. Otra manera de ver es que



3.9

3.9.1

122 Capitulo 3. Los NiGmeros Reales

6x + 15y = 20

Figura 3.16: Sistema incompatible.

las rectas son paralelas.

Métodos de resolucion de un sistema de ecuaciones

Método de reduccién o eliminacion

Este método consiste en eliminar una incégnita x o y mediante una suma algebraica de las
ecuaciones planteadas, para luego resolver la ecuacidn resultante y obtener la respuesta de una
variable.

Para hallar el valor de la otra incégnita, se remplaza el valor anterior en cualquier ecuacion.

m Ejemplo 3.37 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de reduccién y mostrar
la gréfica correspondiente
S5x—2y=28
x—3y=2.
Solucién: En este ejemplo no se puede eliminar ninguna variable al sumar o restar las ecuacio-

nes, por lo que se multiplica a cualquiera de las ecuaciones por algin valor constante de tal forma

que se igualen los coeficientes y difiera el signo de alguna variable, en este caso x.

Se multiplica por (—5) a la ecuacién x — 3y = 2 y se resuelve

Sx—2y= 8
—5x+15y=-10

Ox+ 13y=—2
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se despeja y

6
— =2
x+13
6
_2_7
o 13
20
X=—.
13
En conclusién
20, 2
T YT

El resultado obtenido se lo puede comprobar remplazando los valores de x, y en cualquier ecuacién

En este caso se lo realizard en la ecuacién x —3y =2

20 2
13_3<_13>2
20 6
13 13
26
-~ _9
13

2=2.

m Ejemplo 3.38 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de reduccién y mostrar

la gréfica correspondiente
4x—1)—y=9

2(x+3)=2y—1.
Solucion: Se aplica la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la resta y suma
respectivamente en las dos ecuaciones
4dx—y=13

4x—4—-y=9

2x+6=2y—1 2x =2y = -1,
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AY

2c+y=1
3 +4y =14

| ]

2

S

Figura 3.17: La soluci6n del sistema es (x,y) = (33, —%)

se multiplica por (—2) a la ecuacion 4x —y = 13 para eliminar la variable y al sumar las ecuaciones

se despeja x

y se reemplaza en la ecuacion 2x —

En conclusion

—8x+2y=-26
2x—=2y=-7

—6x+0y = —33

—6x = —33

2y =—7

2<121) —2y=-7
11-2y=-7
—2y=-7-11
—2y=—18

y=09.
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El resultado se comprueba remplazando los valores de x, y en la ecuacién 2x — 2y = —7
11
21— ) —-2(9)=-7
(3)-20
11-18=-7
—7=-17.

Ay

e —y =13

-8 10 12

-2

Figura 3.18: La solucién del sistema es (x,y) = (4,9).

m Ejemplo 3.39 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de reduccién y mostrar

la grafica correspondiente

8x—3y=-3
Sx—2y=—1.
Solucién: En principio, se multiplica por (—2) a la ecuacién 8x — 3y = —3, y por (3) a la
ecuacion 5x — 2y = —1 para eliminar la variable y
—16x+6y =6
15x —6y= -3

—x+0y =23,
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se despeja x

x= -3,
y se reemplaza en la ecuacion 8x — 3y = —3
8(—3)—3y=-3
—24-3y=-3
—3y=-3+24
—3y=21
y=-1
En conclusién
x=-3;y=-7.

-20 -18 -16 -14 -12 -10

Sr — 2y =—1

Figura 3.19: La solucién del sistema es (x,y) = (—3,—7).

Vs
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3.9.2 Método de sustitucién

Este método consiste en despejar una de las incégnitas de cualquier ecuacién, y la expresion
obtenida reemplazarla en la otra ecuacidn; para luego resolver la ecuacién obtenida.
Para hallar el valor de la otra incégnita, se reemplaza el valor anterior en cualquier ecuacion y

resolvemos.

m Ejemplo 3.40 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de sustitucién y mostrar

la gréfica correspondiente
2x—y=>5
3x—2y="1.

Solucion: Se despeja y de la ecuacién 2x—y =5

—y=5—-2x

y=2x-5,

se reemplaza la expresion despejada en la ecuacién 3x —2y =7

3x—2(2x—-5)=7

3x—4x+10=7
—x=-3
x=3

luego, se reemplaza el valor de x en la ecuacién 2x —y =5

2(3)—y=5
6—y=>5
—y=5-6
y=1.

En conclusion

m Ejemplo 3.41 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de sustitucién y mostrar



128 Capitulo 3. Los NiGmeros Reales

AY

-1 0 1

-2

Figura 3.20: La solucién del sistema es (x,y) = (3,1).

la grafica correspondiente

Solucion: Se restan las fracciones en las dos ecuaciones

3x—2y
6 2 3x—2y=12
3 8 <~
X y:6 3x—8y="172
12
se despeja x de la ecuacion 3x —2y = 12
3x=12+2y
1242y
X =
3 )

se reemplaza la expresion despejada en la ecuacién 3x — 8y = 72

1242
3< + y>—8y:72
3
124+2y—8y =172
—6y =60

y= _107
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luego, se reemplaza el valor de y en la ecuacién 3x — 2y = 12

3x—2(—10) =12

3x+20=12
3x=-8
8
xX=—=.
3
En conclusion
8
=——y=-10
X 3 y
Ay ,/
x
|
18 -16 -14 -12 -10 -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10
2
3r — 2y =12
-4
3 — 8y =72

8
Figura 3.21: La solucién del sistema es (x,y) = (—3, —10) .

m Ejemplo 3.42 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de sustitucidon y mostrar

la gréfica correspondiente

_ 7
4

o
3

W< | =

Solucién: Se multiplica en cruz y se hace la resta de fracciones en las dos ecuaciones, respecti-

vamente

4x =Sy 4x—5y=0
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se despeja x de la ecuacion —x+y = —3

—x=-3-y

x=3+y,

se reemplaza la expresion despejada en la ecuacién 4x — Sy =0

43+y)—5y=0
1244y—5y=0
—y=—12
y=12,
luego, se reemplaza el valor de y en la ecuaciéon —x+y = —3
—x+12=-3
—x=-3-12
—x=-15
x=15.
En conclusién
x=15y=12.

Método de igualacion

Este método consiste en despejar la misma variable de cada ecuacién luego, se igualan las

expresiones obtenidas y se resuelve la ecuacion resultante.

Para hallar el valor de la otra incégnita, se reemplaza el valor anterior en cualquier ecuacién y

S€ opera.

m Ejemplo 3.43 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de igualacion y mostrar
la grafica correspondiente

dx+y=13

—2x+3y=—17.
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Ay

12 (15,12)

4r — 5y =0

—r+y=-3

Vs

Figura 3.22: La solucién del sistema es (x,y) = (15,12).

Solucion: Se despeja la variable y de las dos ecuaciones

4x+y=13
y=13—-4x
—2x+3y=-17

3y=—17+2x
2x—17
T

se iguala las expresiones obtenidas y se despeja x

2x—17

13—4x =
39—12x=2x—17
—12x—2x=—-17-39
—14x = —56

x=4,

se reemplaza el valor de x en la ecuacién 4x+y = 13

4(4)+y=13
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16+y=13
y=13-16
y=-3
En conclusion
x=4,y=-3

Figura 3.23: La solucién del sistema es (x,y) = (4,—3).

m Ejemplo 3.44 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de igualacién y mostrar
la gréfica correspondiente

4x—1=—y

x—16=2y.

Solucion: Se despeja la variable x de las dos ecuaciones

4x—1=—y
4dx=—y+1
x_—y+1
4
x—16=2y

x=2y+16
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se iguala las expresiones obtenidas y se despeja y

—y+1
4

—y+1=8y+64

=2y+16

—y—8y=64—-1
—9y =63

y=-1

se reemplaza el valor de y en la ecuacién 4x—1 = —y

dx—1=—(-17)
dx=T+1
4x =38

x=2.

En conclusién

Figura 3.24: La solucién del sistema es (x,y) = (2,—7).
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m Ejemplo 3.45 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de igualacién y mostrar

la grafica correspondiente
15x—11y=-87

—12x—5y = -27.

Solucion: Se despeja la variable x de las dos ecuaciones

15x—11y=—-87

15x = —87+ 11y

—87+ 11y

xX=—->
15

—12x—5y=-27

12x= —27+5y
275y
T

se igualan las expresiones obtenidas y se despeja y

~87+11y 275y

15 12
—87+11y 275y
5 4

—348 + 44y = 135 — 25y

69y =483
y=1
se reemplaza el valor de y en la ecuacién 15x — 11y = —87

15x—11(7) = —87
15x—77 = —87

15x=—-10

En conclusién
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15z — 11y = —87

Vs

2
Figura 3.25: La solucién del sistema es (x,y) = <—3,7> .

3.9.4 Regla de Cramer

Este método consiste en resolver el sistema de ecuaciones mediante determinantes, el cual es
un arreglo de nimeros en filas y columnas; que se resuelve multiplicando la diagonal principal,

menos el producto de la diagonal secundaria.

=ad — bc.

= Ejemplo 3.46 — Cdiculo de un determinante de 2 x 2.

Para resolver un sistema de ecuaciones mediante la regla de Cramer se procede de la siguiente

manera:

ax+by=c
dx+ey=f
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c b a c
e [oe _ce—f-b B d f _a f—-d-c
- a b Ca-e—d-b’ a a b a-e—d-b’
d e d e

m Ejemplo 3.47 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de Cramer y mostrar la
gréfica correspondiente

2x+6y=—1

x+8y=2.

Solucion: Se tiene directamente

-1 6
23D @I-@ 6] _-8-12 20 _

2 6|  (@®I-[M-O  16-6 10

1 8

2 —1

I B (02 e o (R VI I

2 6|  @EI-[0-©O 16-6" 10" 2
1 8

En conclusion

1
x:—2;y:§.

» Ejemplo 3.48 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de Cramer y mostrar la

grifica correspondiente
6x+3y=—-4
9x+ 5y = —6.

Solucion: Se tiene directamente

—4 3

LS4 ()-[(-6)-3)) _ 20418 _ 2

6 3 [(6)-(5)] =1(9)-(3)] 30-27 3

9 5




3.9 Métodos de resolucién de un sistema de ecuaciones 137

1
Figura 3.26: La solucién del sistema es (x,y) = <2, 2> .

6 —4
19 O] [0 (6] 19) (4] _ ~36+36 _0_
6 [(6)-(5)]—[(9)-3)] — 30-27 3
9 5

En conclusién

» Ejemplo 3.49 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método de Cramer y mostrar la

gréfica correspondiente

1,6 3l
1.6 31
¥ 75710
2x+y=9

Solucion: Se tiene directamente

._-‘L,)
o=
A=)

O

| — |
7N\
| —
~_
—~
—_
N—
| I
|
| — |
~~
)
SN—
Y
|
~_
| I
| —
|
—_
w5
|
—_
m‘__
[\SAREN]

N w=
—_ U\
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Ay

—|
—_

<
I
N L=
o g
I
| — |
7 N
| —
N————
—~~
\O
SN—
| IS
|
1
—~
[\
SN—
' 7N
»—a‘w
O =
N———
—_
|
| —|n| O
|
vz
|
[\®]
w3
I
[\

N wi=
—_— O\

En conclusién
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7
=—;y=2.
X=53y

3.9.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.15 Por el método de reduccion, determinar la solucion de los sistemas de ecuaciones

y comprobar su respuesta a través del método gréfico.

xX—y=2

1. Y
x—2y=1
3x—3y=6

2. Y
4x—4y =28
3x—3y=6

3. Y
4x—y =20
x+4y =22

4. Y
—4x+y=-20

- —6x+4y=—-10

' —x—2y=—-7

Ejercicio 3.16 Por el método de sustitucion, determinar la solucion de los sistemas de ecuacio-

nes y comprobar su respuesta a través del método grafico.

i x+y=>5
. x—2y=1
x—y=3
2. Y
4x—4y =28
3m—3n==6
3.
4m—n =20
+4qg=22
4. b=
q—4p=-20
- —6a+4b=-10
| —a—2m=7

Ejercicio 3.17 Por el método de igualacion, determinar la solucién de los sistemas de ecuaciones

y comprobar su respuesta a través del método gréafico.

—x=10
1. Y
x—2y=1
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3x—3y=6
2. Y

x+y=38

m—n=2
3.

dm—n=20

+4g =22
4. e

4p—q =20
- 6a+4b=—10
| b—22=11

Ejercicio 3.18 Por el método de Cramer, determinar la solucién de los sistemas de ecuaciones

y comprobar su respuesta a través del método gréfico.
x—y=2
1. Y
x—2y=1
3x—3y=6
4x—4y =28
7
2x+—-y=13
3 %5
—4x+ —y =36
X+ ) y
pt+4g=22
qg—4p=-20
2b—3a=-5
a=T7-2b
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4.1 Relaciones
Definicion 4.1 — Producto Cartesiano. Sean A, B dos conjuntos no vacios, se define el

producto cartesiano entre A y B como:

AxB={(a,b) |ac€A, beB}.
» Ejemplo 4.1 — Producto Cartesiano. Sean los conjuntos

A={1,2},

B= {Dv A, O}z

entonces
AxB={(1,00); (1,4): (1,0): (2,0); (2,2); (2,0)}.
Note que Card(A) = 2, Card(B) = 3 y Card(A x B) = 6, es decir, se cumple
Card(A x B) = Card(A) - Card(B).
Observacion 4.1 Una representacion gréfica del producto cartesiano A x B del ejemplo anterior

€S
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JANK ) e (1,4) °(2,A)

04 o0 e (2,0)
® ® > A
1 2

Figura 4.1: Producto cartesiano A x B.

m Ejemplo 4.2 — Plano cartesiano. Sean los conjuntos A = B = R, entonces
AxB=RxR={(x,y)|x,yeR}.
Se denomina al producto cartesiano R x R como plano cartesiano y se denota R?, es decir,
R*=R xR.

Observacién 4.2 — Plano Cartesiano. La representacién grafica del plano cartesiano R? es

Figura 4.2: El plano cartesiano R?.
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Definicion 4.2 — Relacion. Una relacion R es un subconjunto del plano cartesiano A X B, es
decir,
RCAxB.
= Ejemplo 4.3 — Relacién matemadtica. Se define los conjuntos
A={-2,-1,0,1,2},

B={-1,3,5},

se tienen un total de 15 pares ordenados para A X B, pues
Card(AxB)=5-3=15,
los cuales, no se enunciardn, pero si se muestran a continuacién algunas relaciones que se pueden
considerar.
a) xRy < xy>0, (x,y) €EAXB.
Solucién: Se tiene entonces que

(x,y) €Ry < xy>0,

por lo tanto, (—2,—-2) € Ry, pues (—2)(—1) =2 > 0. Sin embargo, (—2,3) ¢ R, pues
(—2)(—3) = —6 < 0. Asi, analizando cada uno de los elementos de A x B, se concluye que

R ={(x,y) €eAxB|xy>0}

= {(_27_1); (_17_1); (1’3); (1’5); (2)3); (2’5)}'

b) xRy & ¥*+y* =1, (x,y) €A xB.

Solucién: Brevemente se tiene que
Ry ={(x,y) €cAxB ]x2+y2 =1}

= {(*17*1)"" 7(17*1)}'

¢) xRy & T 10, (x,y) € A x B.
y

Solucién: Este ejemplo, muestra que puede haber relaciones vacias, es decir,

= {xy)caxn|*=10f o

= Ejemplo 4.4 — Relaciones en R2. Se considera el plano cartesiano R?, en este caso puesto que

Card (]Rz) = oo, es dificil o imposible detallar todos los elementos de una relacién en R, por lo
tanto solo se expresard una relacion mediante comprension del conjunto con la ayuda de un gréfico

que determinard una idea de la regién o curva que satisface tal relacién.

a) xRy & x=3y, (x,y) € R
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Solucién: Se tiene por comprensién

:(3’ ]-)

S

Figura 4.3: Conjunto de puntos de R;.

b) xRoy & X —y* > 1, (x,y) € R2
Solucién: Se tiene por comprensién

Ry ={(x,y) eR* | ¥ =y’ > 1}

Figura 4.4: Conjunto de puntos de R,.

Observacioén 4.3 Se puede usar diagrama de Venn y flechas para representar relaciones, estas

representaciones se llaman diagramas digitales.

= Ejemplo 4.5 — Diagrama sagital. A continuacion, se presentan los tres diagramas sagitales

correspondientes al Ejemplo 4.3:



4.1 Relaciones 147

a)

Figura 4.5: Diagrama sagital de R;.
b)

A R, B

Figura 4.6: Diagrama sagital de R,.
9

R3

Figura 4.7: Diagrama sagital de R3.
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Observacion 4.4 En una relacion R C A x B se denomina a A como el conjunto de salida, B como

el conjunto de llegada y para las flechas de la relacién se utiliza la notacién R(x) = y.

m Ejemplo 4.6 Para el Ejemplo 4.3 se tiene

a) Para R,

b) Para R,

Ry (—1)=-1
Definicién 4.3 — Dominio y recorrido de una relaciéon. Sea una relaciéon R C A x B, se

definen los conjuntos

Dom(R) ={x€A|3yeB, R(x) =y} vy

Rec(R) = {y € B| Ix € Dom(R), R(x) =y},

conocidos como dominio y recorrido de la relacién R, respectivamente . El recorrido también

suele llamarse rango.

m Ejemplo 4.7 — Dominio y Recorrido. Para el Ejemplo 4.3 se tiene
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4.1.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1 De acuerdo con los siguientes conjuntos de pares ordenados, determine si corres-

ponde a una funcién o una relacién.

1. {(0 2b), (a 42b> (0,b+b)},

2. {3.6),(-3.v2).(v29)

3. {(10, 34), ( 0) (10, 10), (20, 5)};
4. {( 57 ~10), (\/4?, 5)}
) (5 (0)

4.2 Funciones reales
Definicion 4.4 — Funcion. Una funcién es una relacién f C A X B que satisface 2 condiciones:

i) acadaelemento x € A le corresponde algin y € B tal que f(x) =y,

ii) el elemento y € B que le corresponde a x € A, es tnico.

Observacion 4.5 La primera condicion aduce a la correspondencia obligatoria de los elementos
del conjunto de salida con elementos del conjunto de llegada y la segunda condicién aduce a la
unicidad de tal correspondencia.

= Ejemplo 4.8 — Funcidn. Sean los conjuntos A = {—3,—1,1,3,5} y B={1,2,3,4}
a) Para fi = {(-3,1); (—1,2); (1,3); (3,4)} el diagrama sagital es

Figura 4.8: Diagrama sagital de f7.

luego, se tiene que f; no es una funcién, pues no satisface la condicién i) ya que 5 € A no

estd en correspondencia con algtin elemento de B.
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b) Para f, = {(-3,1); (—1,3); (1,2); (3,4); (5,1); (5,4)} el diagrama sagital es

A f B

Figura 4.9: Diagrama sagital de f5.

asi, se tiene que f, no es una funcién pues pese a que si satisface la condicién i), no satisface

la condicién ii), ya que no hay unicidad de correspondencia, es decir,

LEG)=1y ALOB)=4

Observacion 4.6 De este ejemplo, se observa que una funcién es un conjunto de pares
ordenados, en donde no existen pares ordenados diferentes para los cuales se repita la primera

componente.

¢) Para f3 = {(—3,2); (—1,4); (1,1); (3,2); (5,3) } el diagrama sagital es

A f2 B

\
< [=

>

Figura 4.10: Diagrama sagital de f3.
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Luego, se tiene que f3 si es una funcién pues satisface las condiciones 1) y ii).

Cuando se considera el plano cartesiano R?, se pueden considerar funciones que serdn llamadas

funciones reales.
Definicién 4.5 — Funcién real. Una funcidn real se define mediante

fr]R — R
x o y=f(x),
donde y = f(x) se denomina regla de asignacion que por abuso de lenguaje se le suele llamar
funcién. Sin embargo, no se debe confundir que la funcién f C R? se refiere estrictamente a
todos los elementos que la componen como el conjunto de salida, conjunto de llegada y regla de
asignacion.

La expresion x — y = f(x) se lee: x se transforma en y mediante f.

Dominio y recorrido de funciones reales
Definicién 4.6 — Dominio y recorrido de funciones reales. Sea f C R? una funcién real.

Se definen el dominio y recorrido de f como
Dom(f) ={x€R |3y eR, f(x) =y}

Rec(f) = {y € R | Zr € Dom(f), f(x) =}

Observacion 4.7 En el estudio de las funciones reales es comiin, en primera instancia, buscar
el dominio de la que se llamard funcién. Esto se debe a que puede haber relaciones que no sean
funciones pero luego de encontrar y definirlas en su dominio, estas relaciones se consideran funcio-
nes convirtiéndose en una necesidad la bisqueda inicial del dominio de una regla de asignacién

cualquiera.
A continuacién, indicaremos funciones clasicas que se estudian en todo curso de matematica.

Funciones lineales
Definicion 4.7 Una funcion lineal se define como

f(x)=mx+b, m,bcR.

Se tiene entonces que
» Dom(f) =R
R, sim#0
{b}, si m=0.

- Rec(f) =

Esto se debe a que toda funcién lineal se representa mediante una recta donde no hay restriccio-

nes a considerar y por lo tanto se define en toda la recta real. Ademads, cuando m = 0, la funcién es
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constante f(x) = b, y esto hace que el recorrido solo tome el valor constante b € R.

m Ejemplo 4.9 — Funciones lineales. Se analizan las siguientes funciones lineales.

a) Para f(x) = —2x+5 se tiene que Dom(f) = R. Para verificar que Rec(f) = R, el proce-
dimiento general es considerar y = f(x), despejar x y analizar las restricciones en y si lo

hubieren. En efecto,

y=-2x+5
2x=5-y
S—y
X=—"
2 Y

y puesto que no hay restricciones en y se tiene que Rec(f) = R.

y=-—-2x+5

0 1 2 \ 3

Figura 4.11: f = {(x,y) € R? | y= —2x+5}.

b) Para g(x) = 3, se tiene que Dom(g) = R, pues no hay restricciones para x. Por otra parte,

dado que es una funcién constante, se coloca y = f(x), es decir,

y=3,

es decir, y solo tiene el valor de 3, luego Rec(g) = 3.
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Figura 4.12: g = {(x,y) € R? | y=3}.

¢) Sea h(x) =3x—7y Dom(h) =]—4;5]. Determine el recorrido a partir del dominio dado. Se

tiene que _4<x<5

luego al multiplicar por 3 se sigue

—12<3x <15
—19<3x-7<8
ahora al restar —7 se obtiene
—19 <y <8.
de donde
Por lo tanto, Rec(h) = ]—19, 8], lo cual indica que lo necesario fue hallar el recorrido

construyendo la funcién a partir de su dominio.

Figura4.13: h={(x,y) € R?* | y=3x—7 A —4 <x < 5}.
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d) Sea p(x) =2—5xy Rec(p) = [4,10[. Determine el dominio a partir del recorrido dado. Se

tiene que
4<y<10

sustituyendo el valor de la variable y se tiene,

4<2-5x< 10

ahora al restar 2 a todas las desigualdades se tiene

2<-5x <8

1
finalmente, al multiplicar por — 5 se concluye
2 > x> 8
——2>x>——.
57 5

8 2 . . .
Por lo tanto, Dom(p) = <—5, —5|en este caso lo necesario fue resolver la inecuacioén que
resulta al colocar la condicién de su recorrido.

10

Rx + 5

Figura 4.14: p = {(x,y) €R? | y= —2x+5 A4 <y < 10}.

Funciones cuadrdticas '
Definicion 4.8 Una funcion cuadratica se define como:

f(x)=ax* +bx+c, a#0,

donde a,b,c € R.

Se tiene entonces que

= Dom(f)=R
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= Rec(f) = 4a A
<—°°,—4a:|, sia<0

A
—,+oo), sia>0

donde A = b? — 4ac, es el denominado discriminante. Como se observa no existen restricciones en

x, y por lo tanto se deduce que Dom(f) = R. Para deducir el recorrido de manera general se analiza
y=ax’+bx+c
0= ax2+bx+c—y
_ —bx+\/b?>—4a(c—y)

X = Y

2a

de donde se tiene la restriccion de la raiz que solo admiten ndmeros no negativos, entonces
b? —4ac+4ay >0

4ay > —(b* —4ac)

4ay > —A.
Aqui, se analizan dos casos:
i) Sia>0
day > —A
S A
y= 4a

A
entonces, Rec(f) = [_4(1’ +oo> )

f(x) =azx®+bx+c

Figura 4.15: f = {(x,y) € R? | y=ax* + bx+c A a > 0}.
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ii) Sia<0

A
entonces, Rec(f) = <—oo, —] .

f(w):a:z:z—l-b:c—{—c
a<0

Figura 4.16: f = {(x,y) € R? | y=ax* +bx+c A a < 0}.

» Ejemplo 4.10 — Funciones cuadrdticas.

a) Hallar el dominio y recorrido de f(x) = 2x*> +3x — 1.

Solucién: Dom(f) = R. Como a =2 > 0, se calcula

I
=

f(z) = 22* + 3

Figura 4.17: f = {(x,y) € R? | y=2x*+3x—1}.
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1
entonces, Rec(f) = [—87, +o<>> .

b) Hallar el dominio y recorrido de g(x) = —3x% + 5x +4.

Solucién: Dom(g) = R. Como a = —3 < 0, se calcula

A= (52 —4(=3)(4)=25+48="T73
A 7373

4a  4(-3) 12

73

entonces, Rec(g) = (—oo, ol

f(x) = —3x% +\5x + 4

| N@-----mmmm-e-
/

/ 0

Figura 4.18: g = {(x,y) € R? | y = —3x? + 5x+4}.
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Funciones racionales
Definicién 4.9 Una funcién racional se define como

_ ax+b
Cex+d’

f(x) ad —bc #0,

donde a,b,c,d € Ry ¢ #0.

Se tiene entonces que

« Do) =\ {4}
= Rec(f) :R\{%}.

Para hallar el dominio, efectivamente se observan restricciones, pues la divisién para cero no esta

definida, entonces

d
por lo tanto, Dom(f) = R\ {— } Para hallar el recorrido se tiene
c

B ax+b
r= cx+d

cxy+dy=ax+b
cxy—ax=>b—dy

x(cy—a)=b—dy

b—dy
x= ,
cy—a
y las restriccién para y,
cy—a#0
cy#a
a
y 7& )
c
a
por lo tanto, Rec(f) =R\ {f} :
C
) . . d .
Observacién 4.8 Se admite sin demostracion que las rectas x = ——, y = 9 son asintotas vertical
C C

y horizontal de f, respectivamente.
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m Ejemplo 4.11 — Funciones racionales. Se analizan los siguientes ejemplos.

a) Para
~ 2x-3
C 5x+7

f(x)

setienea=2, b=-3, c=5y d="7. Entonces,

4__7
c 5
a_2
c 5
luego,
7
pom() ~ %\ { -1}
2
Rec() =R\ {3 .
2 )
ademads, x = —3 y= 5 son asintotas de f.

2x—3
Figura 4.19: f = {(x,y) €R*|y= 5i+7}'

b) Para

Entonces,

, Dom(g)zR\{j},
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, Rec(g)zR\{j},

sin embargo, se va a realizar la prueba de la forma tradicional.

B ittt

B
¥=12
_______________________ .".______
]
™\
0

___________________"___
8
I
= | ot

Figura 4.20: f = {(x,y) eER?|y= g:?é}

Para el dominio, se tiene la restriccion

5—4x#0
5#4x

5
X # Za
5 . .
entonces, Dom(g) = R\ {4} . Para hallar el recorrido se tiene

_ 2 —3x
54y

y
Sy—4xy=2-3x
3x—4xy=2-—15y

x(3—4y)=2—-15y
2 -5y
X=_—
3—4y’
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y la restriccion para y,

34y 40
3£4y

3
y 7é Za
3
por lo tanto, Rec(g) = R\ {4 }

Funciones con radicales
Definicién 4.10 Una funcién con radical se define como

donde n € Ny p es un polinomio.
Se tiene entonces que

Dom(f) = {xeR|p(x) >0}, sinespar

R, si n es impar
es decir, la restriccién es solo cuando n es un nimero par, y esta consiste en notar que la raiz
enésima de un niimero negativo no esta definida. Por otra parte para hallar el recorrido de una
funcién con radical, no hay una forma general, pues depende de la forma del polinomio y del

dominio de la funcion.

» Ejemplo 4.12 — Funciones con radicales. Se analizan los siguientes ejemplos.

a) Sea f(x) =+/1 —3x. Puesto que n = 2 es par se tiene que la restriccién para hallar el dominio

€S

1-3x>0

1>3x
1

gZXa

[. Para hallar el recorrido se tiene

W=

por lo tanto, Dom(f) = | —e,

xGDom(f):}—OO,;[
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entonces, Rec(f) = [0, +oo].

Figura 4.21: f = {(x,y) € R? | y = /1 —3x}.

b) Sea g(x) = v/1 —x2. Dado que n = 3 es impar, se tiene que Dom(g) = IR. Para determinar el

recorrido, se tiene que

por lo tanto, Rec(g) = |—oo, 1].
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S
o

=1 — x2

Figura 4.22: g = {(x,y) € R? | y = V1 —x2}.
¢) Sea h(x) = v/3 —7x2. Dado que 1 = 4, entonces la restriccién para hallar el dominio es

3—7x2>0
(V3 +V7x)(V3—V7x)

= g

—00 —\/g \/; +00

entonces, Dom(h) [ \/; , \/7 ] Para hallar el recorrido se tiene que
3 3
D —<x<\4/=
sevont) = |3 F] = fexe fi
2

—0<7x*<3

<

—= 0> 72> -3

—V3>v3-72>V0
— V3>y>0,

entonces, Rec(h) = [0, V/3].
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Figura 4.23: h = {(x,y) € R? | y = /1 —3x}.

4.2.2 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.2 Dados los siguientes grupos de funciones reales:
1. Determine el dominio de las siguientes funciones lineales:
a) 3x—3y—6=0s1y >0,
b) f(x)=11x—7si f(x) <1,
c) Sy—4x—6=0siy>—1,
d) f(x) = 3x—T7si f(x) > —6,
e) y—Tx=9siy<3.
2. Determine el recorrido de las siguientes funciones cuadréticas:
a) f(x)=x>+2x—15,
b) g(x) =x*>+2x+15,
c) h(x)=x—3x>—-17,
d) i(x) =5x*+15,
e) j(x) =x*>+2x—15.

3. Determine el recorrido de las siguientes funciones racionales:

D 16)= o,
b) g(x) = 1x—_35x
) he) =5
D =",
0 g(r) =22

x—4
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4. De las siguientes funciones radicales:
a) Determine el dominio de 4 (x) = /—x +5,
b) Determine el recorrido de f (x) =4 ++/x—5,
¢) Determine el dominio de g (x) = v/7x — 8 — 4,
d) Determine el recorrido de i (x) = /9 +x,
e) Determine el dominio de j(x) = 6++/—x+ 12.

Caracteristicas de funciones

Monotonia de funciones
Definicion 4.11 Sea I un intervalo, se dice que

i) f es creciente en / siy solo si
Vxi,xp€l: x1<xp= f(xl) < f(x2).
ii) f es decreciente en [ siy solo si
Vxi,xmp €l x1<xp= f(x1) > f(x2).
iii) f es constante en / siy solo si
Vxi,xo€I: xq <XZ:>f(X1):f(xZ).

Observacion 4.9 Obsérvese la Figura 4.24.

Geométricamente se tiene que la funcién en (a) es creciente, la funcién en (b) es decreciente y

la funcidn en (c) es constante.

= Ejemplo 4.13 — Funcién decreciente. Mostrar que la funcién f(x) = —2x+ 3 es decreciente
enl = (—oo, +o0) =R.

Solucién: Sean x;, x, € R, entonces

X1 <xp = —2x1 > —2x
== —2x1+3>-2xn+3

= f(x1) > f(x2),

luego, se tiene que
VX],XQERZ X1 <XQ:>f(X1)>f(Xz),
entonces f es decreciente en R. Observe la Figura 4.25.

= Ejemplo 4.14 — Funcién creciente. Mostrar que la funcién g(x) = x> —3x+ 1 es creciente en

3
I= |2 4o ).

Solucién: Primero se coloca a la funcién g en una forma conveniente completando el trinomio
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/ x 0 4 i)
(@) x1 <xo= f(x1) < f(x2)

P f (1)

L1

(b) x1 <x2= f(x1) > f(x2)

F(z1) = J(x2)

x 0 T2

(©) x1 <x2= f(x1) = f(x2)

Figura 4.24: Monotonia de funciones.
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""" * f(xl)

L L T il

8
_.

f(2)s

Figura 4.25: f = {(x,y) € R? | y = —2x+3}.

cuadrado perfecto

3\* 5
g(x)—x2—3x+1—<x2—3x+i)+1—i—(x—2> 7

Sean x1, x» € [%, +°°), entonces

3 3
SX1<X2:>0§)61—§<X2—§,

N W

3
donde se ha multiplicado por —5 como a una desigualdad de nimeros positivos, al elevar al

cuadrado esta desigualdad no cambia entonces se sigue
3\° B 3\° . 3\* 5 B 3\* 5
x| —= Xy — = x1—=| —- xn—=] —-
"2 ) T2) a4\ 2) 4
= g(x1) <g(x2),
| )
luego, se tiene que para xj,x; € > o0
xp <xp = g(x) < glx),

. 3
por lo tanto, g es creciente en [2, +<>°>.
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f(wz) @
y=a®—3c+1] |
L)
0 2 I ;
f(ml) P 1:'___ ; T2
5 @ .
T4

Figura 4.26: g = {(x,y) € R? | y=x> =3x+1 A x> 3},

= Ejemplo 4.15 — Funcién constante. Mostrar que la funcién 4(x) = —2 es constante en / = R.

Solucién: Sean x, x; € R, tal que x| < xp, entonces

es decir, h(x;) = h(x2). Asi, se tiene para xj, x; € R,
X1 <Xxp = h(xl) = h(xz),

entonces £ es constante en R.

L

h(x:) h(x2)

Figura 4.27: h = {(x,y) ceR?|y= _2}_
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I Definicion 4.12 — Intervalos de monotonia. Son aquellos en donde se definen de manera

Unica cualquiera de las tres opciones de monotonia: creciente, decreciente y constante.

m Ejemplo 4.16 Sea f la funcion descrita en la grafica entonces se tiene que

;

1

i

1

e

%
~~
=
S

Q.T———------—————————o

o B it

Figura 4.28: Intervalos de monotonia de f.

= f escreciente en (a,b)
= f es decreciente en (b,c)

= f es constante en [e,d|.

= Ejemplo 4.17 — Intervalos de monotonia de una funcién cuadrdtica. Considere la funcién

3
definida en el Ejemplo 4.14 como g(x) = x> — 3x+ 1. Se ha probado que g es creciente en [2, +<>o> ,

. . 3
ahora se pide mostrar que g es decreciente en | —oo, 5 )

.. 3
Solucién: Sean x;, xp € | —oo, 3 ) entonces

< <3
x1<x<z
e
3< 3<0
X1—=<xp— = .
T2
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Como a una desigualdad de nimeros negativos, al elevar al cuadrado esta desigualdad cambia
NV o (m-3) (23 5 (4w 3) 8
73 275 172) a7 \"T2) g
= g(x1) > g(x2),

3
entonces, para xj, x3 € <—°°, 2>

xp <xp = g(x1) > g(x),

. 3
por lo tanto, g es decreciente en (—oo, 2) .

y=2>—3x+1

e S Y U

Figura 4.29: g = {(x,y) € R? | y=x* —3x+1}.
Se resume los siguientes intervalos de monotonia:

) 3
= g es decreciente en | —oo, 5 )

3
= g es creciente en [2, +oo> .

» Ejemplo 4.18 — Intervalos de monotonia de una funciéon racional. Analizar los intervalos
2x—3

x+5°

Solucién: Se nota que f es una funcién racional, la forma de abordar el problema es realizar la

de monotonia de la funcién f(x) =

divisién de tal manera que se pueda utilizar el teorema del residuo, obteniendo una expresion como:

2x—3 13
= =2
=73 x+5
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note que Dom(f) = R\ {—5} = (—e0, —5) U (=5, +<0), entonces de manera natural, se debe

analizar en estos dos intervalos:

» Sean xj, xp € (—eo, —5)
X1 <xp < -5

X1+5<x+5<0.

Por propiedades de las desigualdades, al tomar los reciprocos de los niimeros negativos, la
desigualdad cambia pero siguen siendo negativos (aunque es irrelevante la Gltima afirmacion),

entonces
1 S 1 N 13 < 13
xX1+5 x+5 x1+5 xp+5

=2 13 <2-— 13
x1+5 x+5
= f(x1) < f(x2),

luego, para xj, x, € (—oo, —5), se tiene

X1 <Xxp = f(xl) < f(XQ),
por lo tanto, f es creciente en (—oo, —5).

» Sean xj, xp € (—5,+c0). Por argumentos similares, se tiene

S<x1<xp=0<x1+5<x+5
1 1

x1+5 > xX2+5 >0
13 13
x1—|—5< x+5
13 13

—2-

x1+5 <2_X2+5
= f(x1) < f(x2),

entonces, f es creciente en (—35, +oo).
En resumen seria:
» fescreciente en (—oo, —5),
» fes creciente en (—5, +oo).

Observacion 4.10 Notar que en el ejemplo anterior, se estd tentado a escribir que f es creciente

en R\ {—5}, pero esto no es cierto. Para mostrar esto se tomax; = —6y x, = —4,
2(—6)—3
—f(-6) =22 =15
2(—4)—3
flo) = -4 = 2ED 23 s,

(—4)+5
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entonces
x1 <x2 = f(x1) > f(x2),

pero esto contradice el hecho de que f sea creciente como se demostrd en los respectivos intervalos.

Por lo tanto, de manera general, no es correcto unir los intervalos de monotonia.

|

8
I
|

ot

e =

Figura 4.30: Intervalos de monotonia de f.

4.3.2 Paridad de funciones
Definicién 4.13 Sea f C R? una funcién real, entonces se dice que:
1) f espar si

vx € Dom(f):  f(=x) = f(x),

ii) f esimpar si

Vx € Dom(f):  f(—x) =—f(x),

ii) f no es par ni impar si

BeeDom(f):  f(—x) # f(¥) A f(—x) £ —F ().

Observacion 4.11 Geométricamente, la propiedad de que una funcién sea par significa que es

simétrica con respecto al eje ¥, y que sea impar significa que sea simétrica con respecto al origen.
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f(=z) = f(z)

1
T
1 1
1
]
| !
—x 0 x

G S :

(b)

Figura 4.31: La funcién en (a) es par y la funcién en (b) es impar.

= Ejemplo 4.19 — Funcién par. Mostrar que la funcién f(x) = 3x> — 2, es par.

Solucién: Como Dom(f) = R, entonces para x € R, se tiene

=3x2-2
= fx),
por lo tanto, f es una funcién par.
0
f(x) =3x%—2
—2

Figura 4.32: f es par y simétrica con respecto al eje Y.



174 Capitulo 4. Funciones

X’ +4

= Ejemplo 4.20 — Funcién impar. Mostrar que la funcién g(x) = m
X

es impar.
Solucién: Como Dom(g) =R\ {0}, entonces para x € R\ {0}, se tiene:

(—x)*+4
S = o0 +3)
- X2 +4
- —x(2x2 4 3)
_ x*+4
T x(2x2+3)

por lo tanto, g es una funcién impar.

x4+ 4
x(2x2 4 3)

g(z) =

Figura 4.33: g es impar y simétrica con respecto al origen.

Teorema 4.1 Dada una funcién f C R?, se define f(x) = f(—x), entonces f se puede descom-

poner como la suma de una funcion par f, y una funcién impar f;, definidas como

g =TS ST

donde
Dom(f,) = Dom(f;) = Dom(f) NDom(f).

Demostracion: Sea la funcién f € R%. Como

o) = TR0 = SR,
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se tiene que f), es par'y f; es impar. En efecto,

f(=x) + f(=(=x)
2
fO)+f(=x)
2

Jp(=x) =

luego, f, es par. Por otra parte,

luego, f; es impar. Ademas,

lo que prueba la primera parte del teorema.

Por otra parte, las funciones f,, y f; se componen de las funciones f y f, entonces directamente

se tiene

Dom( f,) = Dom(f;) = Dom(f) NDom(f),

lo que completa la prueba del teorema.

» Ejemplo 4.21 Sea f(x) = 3x* +2x— 3, hallar £, y f;.
Solucion: Se tiene que

f(=x)=3(—x)*+2(—x) -3 =3 —2x—3
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entonces,
2 o 2 o
£ = (3x*+2x—3) —;— (3x" —2x—3)
_ 6x2—6
2
=3x*-3
y
\ fo(z) =[32% — 3 /
0
-3

Figura 4.34: f,(x) = 3x* - 3.

(3x2 4+2x—3) — (3x* —2x—3)

i) = ;
_4x
T2
= 2x.
fi(x) =2z
0

Figura 4.35: fi(x) = 2x.
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Note que
Dom(f,) = Dom(f;) = Dom(f) = R,

y ademas,
fp(X) 7& fi(x)7

Fo(x) + fi(x) = 3x* = 3) + (2x) = f(x).
. 3x—2 .
= Ejemplo 4.22 Sea g(x) = ~15° hallar g, y g;. Solucién: Note que, Dom(g) = R\ {—5}.
X

Ademas, —x) — —(3x X
fioy= o - A2 03

—x+5

asi, Dom(g) =R\ {5}. Entonces,
3x—2  3x+42

+
5 -5
gp(x) = fo

(B —2)(x—5)+(Bx+2)(x+5)
2(x+5)(x—5)
 3x? —15x—2x+1043x> + 15x+2x+ 10

2(x+5)(x—9)

B 3x2+10
- x2-25

3x2+10
Figura 4.36: g, (x) = 7); +25 .
x _

3x—2 3x4+2

gi(-x): X+5 2 X—S
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3% —15x—2x+10—3x* — 15x—2x— 10
N 2(x+5)(x—5)
_ 17x
x2—25
| o=s
i =—5 |
-5 0 15
17x
e e — 25
. ) _ 17x
Figura 4.37: gi(x) = Z o5
Note que,
Dom(g,) = Dom(g;) = (R\{=5}) N (R\{5}) = R\ {-5,5},
ademas,

3P +100 —17x

gp(x) +8ilx) = x2—-25  x*-25

_ 32 —17x+10
- x2=25

~ (Bx—2)(x—5)
(x5 x-3)
~ 3x-2

xX+5
= g(x).

= Ejemplo 4.23 Sea i(x) = v/2x+ 3, hallar 1, y h;.
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Solucién: Note que, Dom(h) =

3
5 —|—<>o> . Ademas,

h(x) =h(—x) = /2(—x) +3=v—2x+3

- 3
Asi, Dom(h) = (—oo, 2] . Entonces,

. V2x+3++v/-2x+3
N 2

hp (x)

2

hy () = V2x+3++/—2x+3

Figura 4.38: h,(x) = M

y
V2x+3—v/-2x+3
hi(x) = 3 .
\/6 AR e
T z
3 |
~3 i
1 0 3
hp(m):\/2a:+3—2\/—2w+3 2
___________________ V6
__________ -
Figura 4.39: fy;(x) = Y23 v=2rt3,
Note que,
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ademas,

V2x+3+vV-2x+3 V/2x+3—vV-2x+3
hy(x) +hi(x) = 7 + 5

2v/2x+3
2

=+v2x+3
= h(x).

4.3.3 Traslaciones de funciones

Dada un funcién f C R?, la idea es definir nuevas funciones las cuales son traslaciones de f.

Estas pueden ser traslaciones horizontales, verticales o una mezcla de ambas.

Definicién 4.14 — Traslaciones horizontales y verticales. Sea f C R? y a,b > 0. Se define

» Ejemplo 4.24 — Traslaciones horizontales y verticales. Sea f(x) = 3x*> — 2x+ 1, hallar f3,
BBy 1.

Solucién: Representemos graficamente a la funcion f:

f(z) =3z* -2z +

CO| = @mmmmm e

Figura 4.40: f(x) = 3x> —2x+ 1.
1) La funcién trasladada de f en dos unidades hacia la derecha se calcula de la siguiente manera:
fx)=3(x—-2)*-2(x—2)+1
=3(x* —dx+4) —2x+4+1

=32 —12x+12—2x+4+1
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=3x> — 14x+17.

fi(x) = 32% — 142 + 17

wliN

Figura 4.41: f5(x) = 3x* — 14x+17.

ii) La funcién trasladada de f en dos unidades hacia la izquierda se calcula de la siguiente
manera:

fix) =342 —2(x+2)+1
=3(x* +4x+4)—2x—4+1
=3+ 12x+12—2x—4+1

=3x> 4+ 10x+9.

fi(z) =32* + 102+ 9

|
Ol CU@mmmmmmmmnen
(=]

Figura 4.42: fl(x) = 3x* 4+ 10x+9.

iii) La funcién trasladada de f en dos unidades hacia arriba se calcula de la siguiente manera:

fx)= (3x2—2x+1)+2

=3x% —2x+3.
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—
5
3

Figura 4.43: f(x) = 3x* — 2x+3.

iv) La funcién trasladada de f en dos unidades hacia abajo se calcula de la siguiente manera:

Ax)=0B2—2x+1)-2

=3x> —2x—1.

Figura 4.44: f#(x) = 3x* —2x— 1.

Observacion 4.12 — Traslacion general. De manera general se puede trasladar una funcién con

respecto de un punto (a,b) C R?, mediante la férmula:

Jiap)(x) = flx—a)+b. (4.1)
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Note que para a,b > 0, se tiene f{,,0) = f1 f(—a0) = fo fi0.5) = Ji* Y fi0,-b) = f7-

= Ejemplo 4.25 — Traslaciéon general con respecto a un punto (a,b). Sea f(x) = +/2x—3. Se
desea trasladar f con respecto al punto (1,—4) € R?,

Solucién: De acuerdo con (4.1), se tiene

fo () =flx-1)-4
=2(x—-1)-3-4
=V2x—5—4.

flx)=+v2(x+1)-5

fao—y=f(z—1)—4

o
T TP JT

Figura 4.45: Traslacién general con respecto al punto (1,—4) € R2.

= Ejemplo 4.26 — Traslaciones de una semicircunferencia. Sea f(x) = v/1 —x2, halle diferen-
tes traslaciones de f con respecto a los puntos (2,1), (—3,2), (—1,—-3) y (4,—1).

Solucidén: Se tiene segin (4.1) que

:

fon@) =fx=2)+1=1/1—-(x—2)2+1

:

f(,3,2)(x):f(x—l—3)+2: l—(x+3)2+2

i

-3 =fx+1)=3=/1 - (x+1)2-3

!

Ju () =fx—4)-2=/1—(x—4)2-2.
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o
I
' (0]
-3 -2 -1
O 4-3

Figura 4.46: Traslaciones de una semicircunferencia.

4.3.4 Alargamientos y compresiones
Definicién 4.15 — Alargamientos y compresiones. Sea la funcién real f C R2. Se definen

las funciones

paraa € R.

La naturaleza de estas funciones f! y f2 depende de que tipo de funcién se esté analizando. Para
las funciones estudiadas hasta el momento no se observa el efecto del alargamiento o compresion,
ya sea horizontal o vertical. Para lo que llamaremos méas adelante las funciones trigonométricas si

se observara con fuerza el concepto de alargamiento y compresion horizontal o vertical.

= Ejemplo 4.27 Sea la funcién f(x) =2x—1.Paraa = 1,2, 3 determinar y graficar f;, f2.

Solucion: Segtin la Definicion 4.15 se tiene

" Paraa:%
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f%z(x) :2<;x> —1=x—1.

= Paraa=2

fHx)=202x—1)=4x-2,
) =2(2x)— 1 =4dx—1.

» Paraa=3

) =302x—1)=6x—3,
fix) =2(3x)—1=6x—1.

La gréfica para f, fll, le y f31 seria:
2

e

Figura 4.47: Alargamiento y compresién f!.

La gréfica para f, f7, f22 y f32 seria la Figura 4.27:
2

Observacion 4.13 — Reflexiones con respecto a los ejes X, Y. Cuando a = —1, se tienen
casos particulares, estos casos corresponden a la funcién fll, a la cual denominamos la reflexién
de f con respecto al eje X y a la funcién fEl, a la cual denominamos la reflexién de f con respecto

alejeY.
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(i It

e

Figura 4.48: Alargamiento y compresién f2.

» Ejemplo 4.28 — Reflexiones con los ejes de una funcién cuadrdtica. Se considera la
funcién cuadritica f(x) = 3x*> +2x — 1. Hallar las reflexiones de f con respecto a los ejes X, Y
respectivamente y gréficar.

Solucién: Segin la Definicion 4.15 se tiene

a) Lareflexion de f con respecto al eje X seria

L) =—(3F+2x—1)

=-3x2—2x+1.

b) La reflexion de f con respecto al eje Y seria

4.3.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.3 Determinar las caracteristicas de las funciones propuestas a continuacion:
1. Indicar los intervalos de monotonia de las siguientes funciones:

a) f(x)=9x—6,

b) g(x) =3x>+2x+1,
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/
I

Figura 4.49: Reflexion de f con respecto al eje X.

2

Q\

Figura 4.50: Reflexion de f con respecto al eje Y.

c) g(x)=x—2x>43,
_x—6
14X

e) j(x)=3+5v3—"Tx.

d) h(x)

2. Indicar la paridad de las siguientes funciones:
a) f(x)=+vx+8,
b) g(x) =x—x>+6,
) h(x)=x>+3x*-2,
x+5
d) j(x)= ,
) J) =73

e) k(x) =5x+2x>.
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3. Aplicando los criterios de traslacion de funciones, dibuje las respectivas graficas:

a) f(x)=(x—4)* -2,

b) g(x)=4++/x-5,

¢) h(x)=—v2—x,

1
d) jx)=———4,
) @)= 3
e) k(x)=(x+3)-17.

4. Aplicando los criterios de alargamiento y contraccion de funciones, realice las graficas
partiendo de la gréfica de su respectiva funcién estandar.
a) f(x)=2(x+1)%,
b) g(x) =v—2x+5,
2
C) h (x) = %,
d) g(x) =10(x* +x?),

15

e) j(x):m-

4.4 Funciones algebraicas

En esta seccidn se analizan funciones algebraicas, éstas se denominan asi debido a que satisfacen

ecuaciones polinémicas.

4.4.1 Funcion lineal
Definicién 4.16 Sea f C R? una funcién real definida por

f(x) =mx+b,

donde m, b € R, se denomina funcion lineal. En particular, si m = 0, se tiene f(x) = b, la cual

se llama funcidn constante.

Propiedades de la funcion lineal

» Dom(f)=R.

R, sim#0,
- Rec(f) =

{b}, sim=0.

= Corte con el eje X:
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e Sim#0, cortael eje X en
(—b,0> e R
m
* Sim =0, se tienen dos posibilidades
i) sib #0, f no corta al eje X,
ii) si b =0, f coincide con todo el eje X.
= Corta con el eje ¥ en (0,b) € R2.
= Monotonia
i) f escreciente sim > 0enRR,
ii) f es decreciente sim < 0 en R,
iii) f es constante sim =0en R.
= Paridad
i) fesparsim=0,b#0,
il) fesimparsib=0,m#0,
iii) f no es par ni imparsim # 0y b # 0,

iv) f es par e impar al mismo tiemposim =0y b =0.

= Ejemplo 4.29 — Andlisis de una funcion lineal. Analizar la funcién f(x)

Solucion: Considerando que la regla de asignacién f(x) = —3x+ 2 corresponde a una funcién

lineal, se concuye:

Dom(f) =R.
Rec(f) =R.
» Corta al eje X en (3,0) € R2.

» Cortaal eje Y en (0,2) € R?.

= f es decreciente en R.

= f no es par ni impar.

4.4.2 Funcion cuadrdatica

Definicién 4.17 Sea f C R? una funcién real definida por

f(x) = ax* + bx+c,

donde a,b,c € R, con a # 0, se denomina funcién cuadrética. Note que, si a =0, f es una

funcioén lineal.
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(0,2)

Figura 4.51: La funcién lineal f = {(x,y) € R? |y = —3x+2}.
Propiedades de la funcién cuadrdtica

= Dom(f) =R.

—%,—i—oo), sia >0, o
donde A = b? — 4ac, es el llamado discriminante.

+ et~ { |
(_oo, —%} , sia<O0,
= Corte con el eje X:

* Si A >0, corta al eje X en

—b—+/A —b+A
bi\ﬁ’o y L,O cR?,
2a 2a

b
——.0) eRr?
( 2a7 ) e ’

* Si A =0, corta al eje X en

* Si A <0, f no corta al eje X.
= Corta con el eje ¥ en (0,b) € R2.
= Monotonia

*sia>0

) ) b
i) f esdecreciente en | —oo, _2>,
a

b
ii) f es creciente en <—7 _|_oo>’
2a
e sia<0

. . b
i) f es creciente en (—007 _>,
2a

b
ii) f es decreciente en <—, +°°>.
2a
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= Paridad
i) fesparsib=0,
il) f no es par ni impar si b # 0.
= Ejemplo 4.30 — Andlisis de una funcion cuadrdtica. Analizar la funcién

flx) = —4x® +2x— 1.

Solucién: Considerando que la regla de asignacién f(x) = —4x> + 2x — 1 corresponde a una
funcion lineal, se concuye:

» Dom(f)=R.
s Comoa=—4<0, setiene

A 22—4(—4)(-2) 3

4a 4(—4) 4

Entonces,
3
R = | —oo, ——|.
ec() = (- 3]

= Como A = —12 < 0, entonces f no corta con el eje X.

» fcortaalejeY en (0,—1) € R?,

= Se tiene

entonces

) 1
* f es creciente en <—o<>, 1)

1
* f es decreciente en (4, —|—oo>.

s Como b =2 # 0, entonces f no es par ni impar.

4.4.3 Funcién por partes
Definicién 4.18 Sean f1, f>,...,/» C R2, n funciones reales. Se define una funcién por partes

como

filx), sixel,

fz(x), SiXGIz,

fu(x), six€ely,
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Eaet TSN

Figura 4.52: La funcién cuadratica f = {(x,y) € R* | y = —4x? +-2x — 1}.

donde /;,coni=1,2,...,n son intervalos de la recta real tales que ;\/; =@ parai,j € {1,...,n}.

Lo que quiere decir es que son disjuntos dos a dos entre todos ellos.

= Ejemplo 4.31 — Funcién por partes. Graficar la funcién

—2x+1, six<l1,
f)=q92(x-1)?, sil<x<2,

six > 3.

==

Solucion: Se puede poner f en forma de intervalos de la siguiente manera:

—2x+1, sixe]—oo, 1],
fx)=q2(x—1)2, sixell,2],

six €]3, +oo],

==

entonces se tiene

4.4.4 Funcién valor absoluto
Definicién 4.19 Sea f C R? la funcién real definida por

x, six>0,
fx) =

—x, six<O.

Esta se llama la funcién valor absoluto y como es utilizada con frecuencia se denota como
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2
! !
O\

—1 0 1 2 3 4

-1

Figura 4.53: Funcién por partes f.

|-| € R?, es decir, se tiene

X, six >0,
x| =

—x, six<O.

La grafica de la funcién valor absoluto es

Figura 4.54: Funcién valor absoluto.

Propiedades de la funcién valor absoluto
= Dom(|-|) =R.

Rec([-[) = [0, 4-0).

= Corta con el eje X en (0,0) € R

= Corta con el eje ¥ en (0,0) € R2.

= Monotonia
i) || es decreciente en (—oo, 0),
ii) || es creciente en (0, +oo).

|- | es una funcion par.

= Ejemplo 4.32 — Andlisis de una funcién con valor absoluto. Estudiar la siguiente funcién
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que depende de un valor absoluto,

) =234,
Solucion: Considerando la funcién valor absoluto se tiene

2 —3x, si2—3x>0, 2 —3x, six <
) =12-3x = =

—(2—3x), si2-3x<0 —2+43x, six>3.

2
3

Se decuce que

= Dom(f) =R.
= Rec(f) = [0, +0).
2
= Corta con el eje X en <3,0) e R2.

= Puesto que 0 < 3 se debe hacer

luego, el corta con el eje Y es en (0,2) € R2.

= Monotonia

) ga
.. . 2
ii) f es creciente en 3 oo |.

= f no es una funcién ni par ni impar.

. . 2
1) f es decreciente en [ —oo ],

» Lagrificade f es

4.4.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.4 Analizar las siguientes funciones lineales.
l. f(x)=—x,

2. g(x) =2x+3,
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f(x) =2 — 3|

0 2 1
3
Figura 4.55: Funcién con un valor absoluto.

Ejercicio 4.5 Analizar las siguientes funciones cuadraticas.

1. f(x)=x*—4.

202 (==

3. h(x) =5x> —Tx+3
4. p(x)=x*—5x+6
5. g(x) = —6x"—2x

Ejercicio 4.6 Analizar y graficar las siguientes funciones por partes.
x—=5, s ox<l,
L fix) =
=2, si x>1.
|x—10], si x< -5,
2. g(x) = .
=7 si x>5.
x> —5x+6, si x<%,
3. h(x) =4 |-6x+4]|, si 3<x<10,
—Tx—2, si x> 10.
—5x2+2x+6, si x€[—oo,—4

4. p(x) =9 2x—3, si x€[—4,4],

—|x| +2, si x € [4,+oo].
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x> —5x+3, si x¢€[—oo,—6],

5.q(x)=4¢ 2—17x, si x€[-6,8],

2

X7, si x € [8,4o0].

Ejercicio 4.7 Analizar las siguientes funciones con valor absoluto.

1. f(x) = |-x+2|,

2. 8(x) ==,

3. h(x) = §—6,
2x

4. p(x) = 3 7l
Tx

5. qx) = —3—5’
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5.1 Operaciones con funciones

Definicién 5.1 Sean f,g C R? dos funciones reales. Se definen las siguientes operaciones:

= Suma

(f+8)(x) = flx) +g(x),

= Resta

= Multiplicacién

= Division

siempre y cuando g(x) # 0.
» Ejemplo 5.1 — Operaciones con funciones. Sea f(x) = 3x —4, g(x) = 2x*> + 7. Hallar f +g,
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f—g,f-gyi-
g

Solucién: Segin la Definicién 5.1 se tiene

i) La suma de f con g seria
(f+e)(x)=(Bx—4)+ (2 +7)

=2x> 4+ 3x+3.

ii) Larestade f con g seria
(f=8)(x) = (Bx—4) — (22 +7)

= —2x"+3x—11.

iii) La multiplicacién de f con g seria
(f-g)(x) = (Bx—4)- (2 +7)
= 6x° +21x—8x* —28

= 6x° — 8x> +21x—28.

()=

Obfersyocién 5.1 Se debe considerar lo siguiente:
. Se'tiene que

iv) La divisién de f con g seria

Dom(f +g) = Dom(f —g) = Dom(f - g) = Dom(f) NDom(g)

y Dom <£> = [Dom(f)NDom(g)]\ {x € R | g(x) =0}.

2. Setieneque f+g,f—g f-gy i, también son funciones reales.
8

3. Definiendo la funcién nula como
O:|R — {0}
x — Ox)=0

se tiene para f C R? que

(0+1)(x) = O(x) + f(x)
=0+ /f(x)
= f(x>7

de manera anéloga se obtiene que (f +O)(x) = f(x).
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4. Se define la funcién unidad como:

H:{R {1

x — Ix)=1

se tiene para f C R? que:

(1)) =100 /()
= 1)
= (),

de manera andloga se obtiene que (f-I)(x) = f(x).

5. Para f C R2, se define

se tiene que

de manera andloga se obtiene que [(—f) + f](x) = O(x).
6. Para f C R2, se define

se tiene que
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1
de manera andloga se obtiene que Kf) . f} (x) =1(x).

7. Se establece la relacién de igualdad entre funciones

f=gsiysolosi f(x) =g(x).

5.1.1 El conjunto de funciones .7 (R)
I Definiciéon 5.2 Se define el conjunto de funciones como

F(R)={f :Dom(f) — R | f es una funcién real } .
Propiedades del conjunto de funciones .7 (R)
Sean f, g, h € .Z#(R), entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1) Cerrado bajo adicién y multiplicacién:
f+s f-geF(R).
2) Conmutatividad para la adicién y multiplicacion:
fre=g¢+f,
f-g=¢r
3) Asociatividad para la adicién y multiplicacion:
(f+g)+h=[f+(g+h),
(f-g)-h=f-(g-h).
4) Existencia de elementos neutros de la adicién y multiplicacién:
Existen O, I € .#(R), tales que
fFO0=0+f=/f,
fI=If=f.
5) Existencia de elementos opuestos para la adicién y multiplicacion:
Existen — f, % € Z#(R), tales que
f+ (=N =(=NH+1=0,
f-

-f=1; donde f # Q.

~ |
<=
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6) Distributividad de la multiplicacién con respecto a la suma:

f-(g+h)=f-g+f-h

Por las propiedades mencionadas, .% (R) se denomina el cuerpo de funciones.

5.1.2 Composicion de funciones
Definiciéon 5.3 Sea f, g € .7 (R). Se define la operacion denominada composicion de funciones

como (fog)(x) = f(g(x)),
donde fog € Z#(R).

1
= Ejemplo 5.2 — Composicion de funciones. Considérese la funcién racional f(x) = o y la
X—
funcién cuadratica g(x) = 2x*> — 3. Hallar £(y), f(4), g(—2), fog,gof, fofofygofog.
Solucién: Segin la Definicién 5.2 se tiene

i) Se evalda y en la funcién f,

1
f()’):yf-

ii) Se evalda 4 en la funcién f,

iii) Se evalda —2 en la funcién g,

g(—2)=2(-2)>-3=5.

iv) Se compone f con g y se obtiene

(fog)(x) = f (24" ~3)

1
(2x2—3)—1
o
T 224

v) Se compone g con f y se obtiene

o =g (1)

vi) Se compone tres veces f y se obtiene

(fofOf)(x):f<f(xil>)
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vii) De iv) se tiene

5.1.3 Ejercicios propuestos
Ejercicio 5.1 Dadas las funciones f(x) = x*> +x—2y g(x) = x — 1. Determinar:
l. f+g,
2. f-s
3. s

41

8

5. Evaluar las funciones anteriores cuando x = 2.

il

Ejercicio 5.2 Dadas las funciones f(x) = (x+4)? y g(x) = —2x + 3x — 4. Determinar:
l. f+g,
2. f-8
3. 18

s L,
8

5. Evaluar las funciones anteriores cuando x = 0.

1
Ejercicio 5.3 Dadas las funciones f(x) = 2x+5, g(x) = x>+ 1y h(x) = —, x # 0. Determinar:
x
1. f+ g - hs

2. f-h—3h,
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—h
3. 3 ,

g
4 L8
h

5. Evaluar las funciones anteriores cuando x = 1.

Ejercicio 5.4 Para las funciones dadas, realizar las siguientes composiciones: fo f, fog, go f
y8°8§-
1. f(x) =x-3, glx) =x*+1;
2. f(x) =—4x, gx) =x+8;
3. f(x) = VA= T, g(0) =@ +1;
1
4. flx)= 2’ 8

5. f(x)=3—x, glx)=

(x)=x—2;

2x
x+1

Ejercicio 5.5 Sean f(x) =4x+3, g(x) = —x>+ 1y h(x) = X—i-l?) Obtener:
L. fog,
2. goh,
3. fohog,
4. gof+hof,

5. Evaluar las composiciones anteriores cuando x = 3.

5.2 Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

En la siguiente seccién se estudiardn caracteristicas de las funciones que determinaran condi-

ciones necesarias para lo que mds adelante denominaremos funcién inversa.

5.2.1 Inyectividad
Definicion 5.4 Sea f € .7 (R), se dice que f es inyectiva si y solo si

Vx1,x2 € Dom(f) : x1 Zx2 = f(x1) # f(x2).

Interpretaciéon geométrica

i) f esinyectiva pues x; # x» = f(x1) # f(x2).



204 Capitulo 5. Andlisis de Funciones

f(z2)

f(wl)

Figura 5.1: Funcién inyectiva.

ii) f no es inyectiva pues x| # x; pero f(x;) = f(x2).

ol

8
-
(==

Figura 5.2: Funcién no inyectiva.

Observacién 5.2 — Criterio de la recta horizontal. Geométricamente, se tiene que una funcién

f C R? es inyectiva si cualquier recta horizontal corta maximo en un punto de f.

m Ejemplo 5.3 — Funciones inyectivas. Analizar la inyectividad de las siguientes gréaficas que

corresponden a ciertas funciones
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f

(a)

(b)

I3

(©)

Figura 5.3: Tipos de funciones.

Solucién: Segin el criterio de la recta horizontal dada en la Observacion 5.2, se observa que f3

es inyectiva, mientras que, fi y f» no son inyectivas.

Observacion 5.3 — Definicion equivalente de inyectividad. Dado que (p = ¢) < (~q¢=~p)
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es una tautologia, se tiene que una forma equivalente de representar la inyectividad de una funcién
es

x1,% € Dom(f) : fx1) = f(x2) = x1 = x2.
Esta es la forma més comun para analizar algebraicamente la inyectividad de una funcién.

m Ejemplo 5.4 — Inyectividad de funciones. Resolver los siguientes ejercicios algebraicamente.

a) Analizar la inyectividad de la funcién lineal f(x) = —3x+5.

Solucion: Sean x;, x, € Dom(f) =R, entonces:

fx1) = f(x2)
—3x14+5=-3x+5
—3x1=—-3x,
X1 = X2,

por lo tanto, f es inyectiva.

Figura 5.4: f = {(x,y) € R? | y= —3x+5}.

b) Analizar la inyectividad de la funcién cuadrética g(x) = 2x* + 3x — 1.

Solucién: Sean x, x, € Dom(f) = R, entonces:

g(x1) =g(x)
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267 43x — 1 =2x3+3x,— 1
2(x—x3) +3(x1 —x2) =0
2(x1 —x2) (x1+x2) +3(x1 —x2) =0
(x1 —x2) (2x1 +2x,+3) =0

x1—x=0 V 2x4+2x+3=0
—3-2x

X1=x V x1= ) ,

de donde se tiene

—3—-2x
g(xl):g(xz):><x1:)C2 v X1=22>,

por lo tanto, g no es inyectiva.

y=2x>+32—1

i

Figura 5.5: g = {(x,y) € R? | y = 2x* +3x — 1}.

¢) Analizar la inyectividad de la siguiente funcién cuadratica restringida su dominio:

h(x) =2x*43x—1, x¢€ (—i, +oo> .

Solucién: Primero, note que /(x) = g(x) pero no estdn definidas en el mismo dominio, esto

se denota como

g|1 :h7

3
donde I = <— E +°°> , y se dice que & es la restriccion de g en el conjunto /. Ahora, se va a
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. . . 3
probar que a pesar de que g no es inyectiva, 4 si lo es. Sean x,x; € Dom(h) = <—4, +°°>,
entonces se tiene

h(x1) = h(x)
2634+ 3x — 1 =203 +3x,— 1
x1—x=0 V 2x+2x+3=0

—3-2x
X1=x2 V X :f’

3
dado que x, € (—4, +<>°>, se tiene:

>—§:>—2 <§
X2 1 X2 5

3
= 3-2x0<-—x=

—3—2x 3

o2

2 4

3
—x < _Z’
pero x; € (—, —|—<><>>, entonces resulta una contradiccién. Esto indica que el caso donde
-3 2x2 . )

X=—" no puede ocurrir, por lo tanto se tiene que 2 (x1) = h(x2) = x; = x». Luego h

es inyectiva.

3
Figura 5.6: h = {(X,y) ER? |y=2x2+3x—1Ax> —4}.

Observacion 5.4 — Restriccion del dominio para obtener funciones inyectivas. Elitem b) y
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¢) de los ejemplos anteriores muestran que dada una funcién g tal que no es inyectiva, se puede

restringir a un dominio / tal que el resultado & = g|, sea inyectiva.

s Ejemplo 5.5 — Restriccion de dominio de una funcion cuadrdtica. Dada la funcién

f(x) = —x*> +7x — 1, hallar los conjuntos I;, I, C R tales que f]| 1, Y fl, sean inyectivas, donde
LUL =R.

Solucién: De acuerdo con la monotonia de una funcién cuadratica, se tiene que

fes creciente en <—oo7 _b>
2a

b
fes de creciente en <—, +oo>
2a

pues a = —1 < 0, donde
b 7 7

2a 2(-1) 2

7 7
entonces poniendo I} = | —oo, —| e lp = | =, 4o | se tiene que f f|;, son inyectivas. Ademds
p 5 5 q nYJlp y

7 7
LUbL = (—‘X’a 2] U (2, +°°) =R.

fln,

NN [ kb

(@) f|1l
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®) £y,

Figura 5.7: (a) f|11, ®) f1y,-

5.2.2 Sobreyectividad

Definicion 5.5 Sea f € .7 (R) de la forma

f:|Dom(f) — B

x = y=f.

Se dice que f es sobreyectiva si y solo si

Vy € B, Ix € Dom(f) : y = f(x).

Interpretaciéon geométrica

1) Funcion sobreyectiva.
Supongamos que para la funcién que se aprecia en la Figura 5.8, se tiene que Dom(g) =
[a, +e0) y B = [b, +0), entonces para yp € [b, +0) existe xo € Dom(g) = [a, +) tal que

yo = f (x0), por lo tanto se tiene que g es sobreyectiva.
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g($0) = Yo @---------mmmom - (ZEo, ’y(])

R S

=)

Figura 5.8: Funcién sobreyectiva.

ii) Funcion no sobreyectiva.
Supongamos que para la funcién que se aprecia en la Figura 5.9, se tiene que Dom(f) =
[—1, +e) y B=TR, entonces para yo € B no existe x € Dom(f) tal que y = f(x), por lo tanto

f no es sobreyectiva.

Figura 5.9: Funcién no sobreyectiva.

Observacion 5.5 — Relacién entre el recorrido y el concepto de sobreyectividad. Note

que por definicién se tiene

Rec(f) = {y € R|3x € Dom(f),y = f(x)},
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entonces, analiticamente basta que B C Rec(f) para que f sea sobreyectiva. Esto implica que

f:|Dom(f) — Rec(f)

x = y=f

siempre es sobreyectiva.

= Ejemplo 5.6 — Sobreyectividad de funciones. Se presentan los siguientes ejemplos.
i) Sea la funcién
1

2
X — f(x):3x_xl.

Analizar la sobreyectividad
Solucion: Por la observacion anterior basta que R C Rec(f) para que sea sobreyectiva. A

continuacion, se calcula su recorrido

_ 2—x
y= 3x—1
3xy—y=2—x
3xy+x=2+y

xGBy+1)=2+y
24y
C 3y

analizando la restriccién en y, se tiene

3y+1+#£0
1
)’75—5

1
luego, Rec(f) =R\ {— 3 } pero es imposible que

o1

por lo tanto, f no es sobreyectiva.

o) = =)

X — g(x) =

ii) Sea la funcién

Analizar la sobreyectividad.
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Solucion: Noétese que la funcién g difiere de la funcién f del literal anterior solamente en el
1
conjunto de salida. Asi, del literal anterior se tiene que Rec(g) =R\ {— 3} y por lo tanto g

es sobreyectiva.

Figura 5.10: La funcién g es sobreyectiva.

5.2.3 Biyectividad
Definicion 5.6 Una funcién f € % (R) se dice biyectiva si y solo si es inyectiva y

sobreyectiva al mismo tiempo.

5.2.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.6 Determine si las siguientes funciones son inyectivas.

1. f(x)=x+7,
2. f(x) = —dx+ 10,

3. f(x) = (x—3)%

4. f(x):xfg,

5. f(x) =vx+5,
1

6 f(x):;,
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_5—3x
-1

I 9. £(x)

Ejercicio 5.7 Si las siguientes funciones tienen Dom(f) = A y Rec(f) = B. Indique
cudles son sobreyectivas.

l. f(x)=3x4+7, A=R, B=R;
2. f(x)=(x—2)°, A=R, B=]0, +oo;
3. f(x) =x*>, A=R, B=RtU{0};
4. f(x) :%4—4, A=R, B=R;
5. f(x) =vxX+5, A=R, B=R".
Ejercicio 5.8 Las siguientes funciones tienen Dom(f) = A y Rec(f) = B. Indique cudles

son biyectivas.

l. f(x)=7x—10, A=R, B=R;
2. f(x)=+/x, A=R", B=R"T,;
3. f(x)=|x—6|, A=R, B=R;

4. f(x)=4—x>, A=R, B=R;

X

5. f(x)=——, A=]—1,0], B=]—e0,0].

x+1

5.3 Funcién inversa
Definicion 5.7 Dada una funcién

f:|Dom(f) — Rec(f)

x = y=f()

biyectiva, entonces se define la funcidn inversa de f como

f~':|Rec(f) — Dom(f)

x o — y=f1

tal que

(fof @ =(f"of) (x)=x (5.1)

Observacion 5.6 Es importante tener en cuenta que:
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a) De la definicién se tiene que la condicidn necesaria para que una funcién f tenga
inversa es que f sea biyectiva.

b) Se tiene

Dom (f~') =Rec(f),
Rec (') = Dom(f).

¢) La funcién f~! es biyectiva.

d) Setiene (f71)"' = f.

e) Las gréficas de f, f~! C R? son simétricas entre si con respecto a la recta

{(xy) eR?* |y =x}.
= Ejemplo 5.7 — Funcién inversa para una funcién lineal. Sea

f:IR — R
x — f(x)=-2x+3.

Verificar la biyectividad de f, hallar su inversa y comprobar las observaciones antes mencio-
nadas.
Solucién:

o Inyectividad: Sean x|, x, € Dom(f) = R, entonces

fx1) = f(x2)
—2x1+3=—-"2x+3
—2X1 = —2)C2

X1 = X2,

luego, f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Como B = R = Rec(f), entonces f es sobreyectiva.

* Biyectividad: Como f es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo, entonces es biyecti-
va.

o Inversa: La forma estdndar de hallar la inversa es considerar y = f(x) y luego se

despejar la x,

y=—-2x43
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2x=3—y
3-y

x=—",

asi, se obtiene una expresion de la forma x = g(y), es decir,

r=g0) =",
por lo tanto f~!(x) = g(x), es decir,
=31
Como
Dom(f ') =Rec(f) =R y Rec(f") =Dom(f) =R,
entonces

Ahora, se va a analizar f~!.
» Comprobacion: Se debe comprobar que se cumple (5.1),

)
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= X.

s Inyectividad de f~': Sean x, x, € Dom(f~!) = R, entonces

) =r"n)

luego, f~! es inyectiva.

» Sobreyectividad de f~': Como Rec(f~') =R = B entonces f~! es sobreyectiva.
* Biyectividad de f~': Como f~! es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo, entonces
es biyectiva.

o Inversa de f~': Segiin la forma estandar de hallar una inversa, se tiene

y=,"(
_3—x
)
2y=3—x
x=3-"2y,
por lo tanto, C1h—1
(f) () =3-2x=f(x).
* Grdficade fy f~':
y==w

Figura 5.11: Simetrfa de f y su inversa f~! con respecto a la recta y = x.
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= Ejemplo 5.8 — Funcién inversa para una funcién racional. Sea

f: R\{;} — B
5+x

X — f(x)zzx_3.

Hallar B para que f sea sobreyectiva y calcule su inversa. Ademads, hacer la comprobacion y
graficar la simetrfa de f con f~!.

Solucion:

» Sobreyectividad: Segin la Observacién 5.5, es suficiente hallar el recorrido y hacerlo

coincidir con el conjunto B, asi,

 S5+x

= 2x—3
2xy—3y=5+x
2xy—x =543y

x(2y—1) =543y
543y

=== 2
=51 (5.2)

la restriccién de la variable y conduce a

2y—1+#0
1
y#iv
por lo tanto,
1
B—Rec(f)—R\{z}.

* Inversa: Note que de la sobreyectividad ya se obtiene x = g(y) en (5.2), luego

-1 _5+3x
f (x)_zx_l)
asi,
1 3
[t R\{z} — R\{ZS} 3
X — ffl(x)zzj_)lc.

* Comprobacion: Se debe comprobar que se cumple (5.1),
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)

(fof1>(x>=f(5+3x)

2x—1

5+5+3x
2x—1

543x
2 <2x1> -3
10x—5+5+3x
_ 2x—1
10+ 6x—6x+3
2x—1

i)

2x—3

54x
543
* <2x—3>
) 54x 1
2x—13
10x — 15+ 15+ 3x
2x—3

(o)) = £ ( St )

10+2x—2x+3
2x—3

o Grdficade fy f~':

Figura 5.12: Simetria de f y su inversa f~! con respecto a la recta y = x.
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.9 Para cada regla de asignacién dada, determine los conjuntos A y B tales que sean

biyectivas, hallar su inversa, hacer la comprobacién y graficar fy f~':

1.

2.

SN

fx)=2x+1,
f(_x): 1;2}(,',
flx)=x*-3, A=R*, B=R;
x+1
f(x):)z,
fx) =vx—12,
f(x)=3-"1x,
f(_x): 3)62—5,
f(x)=2x%-3x+1
4dx—1
f(x):m,
. f(x) =v6—"x.
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En lo que resta del libro se trata de estudiar funciones que no se pueden definir mediante
polinomios, tales funciones se denominan funciones trascendentales. Entre este tipo de funciones
son de especial interés las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. Aunque existen
muchas mds funciones de este tipo, no serdn abarcadas mas que las mencionadas.

En particular, en este capitulo se estudian las funciones exponenciales y logaritmicas. Puesto que
entre ellas se guarda una estrecha relacion (son inversas entre ellas), se hace un estudio sistematico
preliminar que consta de sus propiedades y leyes. Luego, se muestra ejemplos con lo que se puede

comprender la teorfa desarrollada al inicio.

6.1 Funciones exponenciales
Definicion 6.1 Seaa € |0, 1[U]1,4oo[ un nimero fijo. Se define la funcién exponencial en base

a comao:

X

exp,(x) =a".

Observacion 6.1 Note que existen infinitas funciones exponenciales, cada una dependiendo del

nimero a que se haya elegido al principio.
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6.1.1 Grdficas de exp,

» Siae]0,1].
expg(x)
T
—
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Figura 6.1: Funcién exponencial exp, cuando a € ]0, 1].
» Siae]l,+oo.
T
-—
-5 —4 4

Figura 6.2: Funcién exponencial exp, cuando a € |1, +-oo].

6.1.2 Propiedades de la funcién exponencial

» Dom(exp,) =R.
- Rec(exp,) =10, +e.
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= No corta al eje X.

» Cortaal eje Y en (0,1) € R?, entonces para todo a € |0, [[U]1, 40|,
exp,(0) =a’ = 1.

= Monotonia:
i) Sia€]0, 1], exp, es decreciente en R.
ii) Sia € |1, 4o, exp, es creciente en R.
= exp, NO es par ni impar.

» Cuando se considera
exp,: |R — 10, 400

x > exp,(x)=d",
se tiene que la funcién exp, es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva, por lo tanto existe su

inversa llamada logaritmo en base a, definida como
exp, ' : ]]0, +oo] — R
X — exp, ' (x) =log,(x).

6.1.3 Leyes de exponentes

Para a,b € ]0, 1{U]1, +oo, se tienen las siguientes leyes de exponentes:

nad=1, a>0

s " = am+n

n a—n =gt m
am

- (an)m —g'm

w (ab)" =a"b"

n

-5

6.1.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1 Utilizando las propiedades de los exponentes, reducir las siguientes expresiones:

1 9
07

100
0 X

p=

3. (@) 2
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5-(32-10)2
302.602 °
27 (=2)* (-4)”'
_2 ’
252.36%-32
304 - 83

5.

Ejercicio 6.2 Simplifique las siguientes expresiones:

1. 723 (773)5—1)2’
2. (16x2y4) <ix5y>,

3. 2% 83167,

8)c4y_8

4x—1y3’

5x73y7

2x3y=T’

(3x+2)3 (97x)2
817x+2 . 33x .

6.2 Funciones logaritmicas
Definicion 6.2 Sea a € ]0,1[U]1,+eo[ un nimero fijo. Se define la funcion logaritmica en base

a comao:

log, (x) = exp, | (x).

Observacion 6.2 Note que existen infinitas funciones logaritmicas, cada una dependiendo del

nimero a que se haya elegido al principio.

6.2.1 Propiedades de la funcién logaritmica
= Dom(log,) =0, +oo]
» Rec(log,) =R
» Corta al eje X en (1,0) € R?, entonces para todo a € |0, 1[U]1, +oo],
log,(1) =0.

= Nocortaaleje?Y.
= Monotonia:
i) Sia €0, 1], log, es decreciente en |0, +oof.

i) Sia € |l, 4o, log, es creciente en |0, 4oo|.
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= log, no es par ni impar.

» Cuando se considera

log, : | ]0, 4o — R

x o log,(x) = exp; ! (x),

se tiene que la funcién log, es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva, por lo tanto existe su

inversa que, de hecho, coincide con la funcidn exponencial en base a, es decir,

log,': [R — 0, 4oo

x > log;'(x) =exp,(x).

Observacion 6.3 La funcién exp, y la funcién log, son inversas cuando a € ]0,1{U]1,+oo[ es un

nimero fijo. Se obtienen las siguientes identidades

log,(a*) = x,

%% — .

6.2.2 Grdficas de log,

= Siaclo, 1.

Figura 6.3: Funcién logaritmica log, cuando a € ]0, 1].

» Siae]l, +oo
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AV

-1

-2

-3

Figura 6.4: Funcién logaritmica log, cuando a € |1, +oo|.

6.2.3 Leyes de logaritmos
Para a,b € ]0, 1{U]1, +eo[ y M, N > 0 se tienen las siguientes leyes de logaritmos:
= log,(1)=0
= log,(M-N) =log,(M) +log,(N)

« tog, () =Tog, (M) - log, (V)
= log, <M§> = gloga(M% q#0
log, (M)

" 10200 = g, @
 loe) = o

6.2.4 Ejercicios propuestos
Ejercicio 6.3 Simplifique las siguientes expresiones:
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4. log; 5 -logys 27,
5. log,log,slog, 32,

1
6. log, v/2 +log, 8 +log, T

1 2
7. 3 log,x+6log,y — 5 log, z,

8. 9loga+7logb+logc—Slogd,

1
9. log(x—3) —log (x* —9) —log 3

10. 2log (x+3) —log (x* +2x—3) —log1.

Andlisis de funciones exponenciales y logaritmicas

= Ejemplo 6.1 — Andlisis de una funcién exponencial. Analizar la siguiente funcién exponen-
cial f(x) =—-3+2-3!"%,

Solucion: Se observa que f se desprende de la funcién exponencial exp;, con esto en mente se
tiene:

» Como Dom(exp;) = R, entonces Dom(f) = R.

» Como Rec(exp;) = |0, +o<|, entonces

314 >0 (2)
23174 >0 —(3)
—342.31"% > 3
y> -3,

por lo tanto, Rec(f) = |—3, +oof.
» Corte con el eje X : se resuelve la ecuacion

0=—-3+2.31"%
de la siguiente manera
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3
4x =1 —log; <2)

_ 3
lel?(z)’

entonces, f C R? corta al eje X en el punto

<1—10g3 (%) 0) cR2

4

m Corte con el eje Y : se tiene

por lo tanto, f C R? corta al eje Y en el punto (0, 3) € R2.

» Monotonia: Como la base es 3 € |1, +oo[, se tiene para xj,x» € Dom(f) = R, tales que

X1 < X2
0< 3% <32 (1%
374)62 < 374}61 (3)
3174)(2 < 3174x1 (2)
2.31—4)(2 <2.31—4x1 —(3)
—3+42.317n < —342.3174
flx2) < f(x),

por lo tanto, f es decreciente en R.
= f no es par ni impar.

» Cuando se considera
f: R — ]_37 +°°[

x > f(x)=-342.31"%1

se tiene para x;, xo € R

f(x1) = f(x2)
_3_'_2'3]—4)(1 :_3+2_31—4x2

7. 31—4)(1 —9. 31—4x2
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31—4x1 — 31—4x2
1—4x;=1—4x,
4x2 :4)61

X1 = X2,

es decir, f es inyectiva y como en el conjunto de llegada se ha colocado el recorrido, se tiene
que f es sobreyectiva, y por lo tanto es biyectiva. Asi, existe su inversa que se calcula de la

siguiente manera

y=-3+2.3"%

y+3:2.31—4x
y+3 1—4x
’T0 3

2

3
log, <y—;> =1—4x

4x = 1—log, <y+3>

[\

por lo tanto,
fl =34 — R

1 —log; (%) '

X — T (x) = 2

= Comprobacion: En esta parte se ejemplifica la relacion entre las funciones exponencial y

logaritmica. Se debe comprobar que se cumple (5.1),

T

=_3 +2 . 3171+10g3(%)

— _342.30(%)

x+3

=342
T
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i) (fTof)0) =F1(=3+2:317%)

—342.31"% 13
1 —logs

B 2
N 4
1—4x

1 —logs (2 32 )

B 4

B 1 —logy(3'=%)

=

1= (1—4x)

=

_ 4x

T4

=x.

Observacion 6.4 Note que de (6.1) también se puede obtener el recorrido de f, ya que al

analizar esa expresion y recordando que Dom(log,) = ]0, +-o<|, se tiene la restriccion

y+3
— >0
2
y+3>0
y> -3
luego, Rec(f) =]—3, +oof.
» Grdficade fy f~!:
ny
(=)
2 ',"' y=o=x
€r = —3EKL¢','
i ‘ T
-4 . -2 R4 2 4 =
f(z)
_________ U SERR SR IS~
y=-3

Figura 6.5: Simetrfa de f y su inversa f ! con respecto a la recta y = x.
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= Ejemplo 6.2 — Andlisis de una funcién logaritmica. Analizar la siguiente funcién logaritmica
flx)=2— 3log%(2x— 5).

Solucién: Se observa que f se desprende de la funcién logaritmica log;, con esto en mente se
2

tiene:

= Para analizar el dominio de f se tiene la restriccién del argumento del logaritmo, es decir,

Dom (log%> =10, 4-o[, entonces

2x—5>0
2x>5

x> =,

por lo tanto, Dom(f) = ] %, +oo [

= De la funcién f, se tiene que

y:2—310g%(2x—5)
3log%(2x—5) =2—y
2—y

log%(Zx—S) =—3"

1 log%(2x75) 1 ?
G ()

X=-t— (6.2)
entonces, no se tiene ningin tipo de restriccion. Luego, Rec(f) = R.

= Corte con el eje X : se resuelve la ecuacion

0:2—3log%(2x—5)
3log%(2x—5) =

1og%(2x—5) =

1 log%(Zx—S) B
5 =

N — Wi S)

)z



232 Capitulo 6. Funciones Exponenciales y Logaritmicas

entonces, f C R? corta al eje X en el punto

2
3

) +3 2 o) er

—_

[\

= Corte con el eje Y : se tiene

y=2-3log, (2(0)-5)

lo cual no tiene sentido, pues no existe el logaritmo de un nimero negativo. Luego, se
concluye que f C R? no corta al eje Y.
1 _ 5
» Monotonia: Como la base es 5 €]0, 1] se tiene para x;, x» € Dom(f) = } 2 +oo [ tales que

%<X1 < X2
5<2x1 < 2x —(5)

0<2x1—5<2x -5

logs (2x1—5) > logy (2x2—5) —(3)
—310g1 (2x;—5) < —310g%(2xz -5) +(2)
2— 3log1 (2x;—5)<2—- 3log%(2x2 -5)
fla) < f(x),
por lo tanto, f es creciente en } %, o0 [
= f no es par ni impar.
» Cuando se considera
I } ;,—1—00[ — R

X — f(x):2—310g%(2x—5),
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5

se tiene para xp, Xy € 7 4o

fx1) = f(x2)
2—3log%(2x1 -5)= 2—3log%(2x2—5)
—310g%(2x1 -5)= —310g%(2x2 —-5)
log%(le -5)= log%(2x2 —-5)
21 —5=2x—5
2x1 = 2x7

X1 = X2,

es decir, f es inyectiva y como en el conjunto de llegada se ha colocado el recorrido, se tiene
que f es sobreyectiva y por lo tanto es biyectiva. Asi, existe su inversa que se obtiene de (6.2)
como
R — > +
f—l . 27
2—x
15
5 +5
X ; ffl (X) — (2) 5 )

» Comprobacion: Se debe comprobar que se cumple (5.1),

B —
~—
“
+
|9

. B - ( 2—x
D (fof N =f 2)

i) (f'of)w)=f " (2-3logy (26 -5))
2-(2-3logy , (2-5))
(3) § +5
2
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3log|/2 (2x=5)
N3
_ () +5
2
log; (2x—5)
1
_() > +5
2
(2x—5)+5
B 2
2x
2
=X.
Grdficade fy f~':
1 Pl
25‘ y! ot
: .
) L= —3 'l'
i e
20 ! Il
1 'l
1 .
1 ’
1 1.
1 2
15 ! L
v f(w)
1 ’
i R
10 ! il
1 ’
1 4
1 . -1
. al f ($)
1 ’
5 H .
v [ y = —3
= __7( ___________________________________________
1
R xr
1 o
-10 -5 ¥ H 10 15 20 25 30
l'l' I
y=x /s
L -5
,l
1"

Figura 6.6: Simetria de f y su inversa f~! con respecto a la recta y = x.

Observacion 6.5 Estos ejemplos muestran la importancia de relacionar la teoria de funciones
exponenciales con la teoria de funciones logaritmicas. Ademas, debido a que una es la inversa de la
otra para la misma base, es necesario saber manejarlas a la par.

Es qtil entender que el manejo de ecuaciones exponenciales y logaritmicas se necesita para
conocer los cortes con el eje X, igualmente, adiestra al lector para el manejo fluido de este tipo de
funciones.

Observacién 6.6 Existe un nimero conocido como "nimero de Euler"denotado por e, tal nd-
mero pertenece al conjunto de los nimeros irracionales (I), cuyo valor es aproximadamente

e~ 2,71828.... Cuando se tiene por base este niimero, se pueden definir la funcién exponencial
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y la funcién logaritmica en base e, las cuales son de gran importancia en diversos dmbitos de la

ciencia. Ademads, la base e es llamada la base natural, se tiene asi una notacion especial,

log,(x) = In(x),

el cual se denomina el logaritmo natural de x. La base 10 también se sobreentiende sin la necesidad

de escribir el 10 en su base, es decir

logjo(x) = log(x).

Note que segun la notacion explicada recientemente se tiene
In(x) _ x, lolog(x) =x,

In(e*) = x, log(10%) = x.

Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.4 Analizar las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:
1. f(x) — 23x+1’
2. gx) =4+3-217,
1 3-2x

3. h(x)=-5 = ,

0 =-5+(3)
4. p(x) =4+log, (x—3),
5. qg(x) = —1—2log; (4x+5),

6. r(x) = 7+3log% (5 —2x).

6.4 Ecuaciones exponenciales

En esta seccion resolveremos ecuaciones exponenciales, segin la forma de como nos presenten
la ecuacién, podemos elegir un método de resolucién adecuado para resolver tal ecuacion.
Muchas veces una ecuacién exponencial se reduce a igualar las bases de una igualdad y utilizar

la inyectividad de la funcién exponencial para obtener la solucién de una ecuacion.
= Ejemplo 6.3 — Igualacion de bases. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 2*=4.

Solucion:
2 =4

2* — 2
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x=2.

1
—x+3 _
b) 3 3 — W
Solucion:
37x+3 _ 1
- 92x+1

37x+3 — (372)2x+1

37x+3 — 374)672

—x+3=—4x-2
3x=-5
e

=3

1 2x—1
¢) <2> =8(4" %)%

Solucion:

<;>2x—1 _ 8(4,{73)2

(271)2x71 — 23 [(22))673]2

272x+1 — 23+4(x73)

—2x+1=3+4x—-12

10 = 6x
s
=3

Otras veces, cuando no es posible igualar las bases de ambos lados de una ecuacién, se puede

hacer uso de logaritmos para resolver la ecuacion.

» Ejemplo 6.4 — Utilizando logaritmos. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) 32)671 — 2x710‘

Solucion:

32x—1 — 2x—10
In(3* 1) =In(2*19)
(2x—1)In(3) = (x— 10)In(2)

2xIn(3) —In(3) = xIn(2) — 101n(2)
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2xIn(3) — xIn(2) =1n(3) — 10In(2)

x(21n(3) —1In(2)) = In(3) — 10In(2)
~ In(3) —10In2
~ 2In(3) —In(2)

x~ —3,878...

b) 32x—1 — 2x—10‘

Solucion:

32x71 — 2x710

logy(37") =log;(2"7)

2x—1 = (x— 10)log;(2)
2x— 1 =xlogs(2) — 10log;(2)
2x —xlog;(2) =1 —10log;(2)

x(2—1og;(2)) = 1—10log;(2)
~ 1—-10logz(2)
© 2-log;(2)

x=~ —3,878...

Observacion 6.7 Note que el mismo ejercicio ha sido resuelto de dos maneras distintas. De hecho,

la solucidn se puede poner de infinitas formas, dependiendo de la base del logaritmo que se utilice
para resolver el problema.
= Ejemplo 6.5 — Utilizando un logaritmo genérico. Resolver la ecuacién 321 = 210,

Solucion: Sea a € |0, 1[U]1, 4o, entonces,

32x—l — 2x—10
log,(3*7") =log,(2')
(2x—1)log,(3) = (x—10)log,(2)

2xlog,(3) —log,(3) = xlog,(2) — 10log,(2)

) -
2xlog,(3) —xlog,(2 g,(3) —10log,(2)
x(2log,(3) —log,(2)) = log,(3) — 10log,(2)

)
)
loga( )_ Ologa(z)
210ga(3 710ga(2)
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e log, (23120)
log, (37)
x~—3,878...,
para todo a € ]0, 1{U]1, +oo].

Surgen ecuaciones exponenciales que se resuelven mediante cambios de variable que reducen
la ecuacién exponencial a ecuaciones simples, lo mas comun es que sea una ecuacién cuadritica,

luego de resolverla se deshace el cambio de variable, obteniendo la solucién al problema planteado.

» Ejemplo 6.6 — Mediante un cambio de variable. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) (5%)2 —26(5%) +25=0.

Solucion: Se hace el cambio de variable
5=t
asi, se obtiene

2 —261+25=0
(t—=25)(t—1)

t=25 Vv t=1,
deshaciendo el cambio de variable, se sigue que

5f=25 v 5'=1

5=5" v 5*=5"

luego, la solucién se puede poner como
xe€{0,2}.

b) (5%)2—2(5)—1=0.

Solucion: Se hace el cambio de variable

5=t
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c)

asi, se obtiene

luego,

5=14+v2 Vv 5=1-V2
logs(5%) =logs(1+Vv2) Vv logs(5%) =logs(1—V?2)

x=logs(1+v2) Vv x=logs(1-v?2),

sin embargo, logs(1 — v/2) no estd definido pues 1 — /2 < 0, luego no puede ser solucién.

Por lo tanto, la Ginica solucion es

x =logs(1+V2).

24275 =2

Solucion: En este ejemplo, el lector se verd tentado a tratar de igualar las bases, utilizar el
logaritmo en base 2 o alguna otra idea que conduce a un callejon sin salida, pues es bastante
comtin este tipo de errores. El camino que se debe seguir es manipular un poco a la ecuacion

hasta que se pueda realizar un cambio de variable, en efecto,

264275 =2
1
2x + ? - 2,
haciendo r = 2%, se tiene
1
=2 0
P24+1=2

P?=24+1=0
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luego,

(t—1?%=0
1—1=0

t=1,

2'=1

2 =2,

por lo tanto, la inica solucién es

6.4.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.5 Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

6.5 Ecuaciones logaritmicas

5¢ = 125,
2¥.3% =216,

1
-8 _ T
25+ = 256,
6¥5 = 1296,
1053 = 0,0013,
2575 = /625,
312 —273.376x

8x272x715 -1

)

2_14 1

153 = ——.
V121

De manera similar que las ecuaciones exponenciales, las ecuaciones logaritmicas utilizan

técnicas similares, considerando la igualacién de bases, la teoria de funciones exponenciales,

funciones logaritmicas y hasta cambios de variables.
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= Ejemplo 6.7 — Ecuaciones logaritmicas. Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas.

a) In(x) =1In(5)+1In(9).

Solucion: Igualando logaritmos de igual base se tiene

In(x) =In(5-9)

x=45.

b) log;(81)* —log;(3%) =3.

Solucion: Por propiedades de las funciones exponenciales y logaritmicas se tiene

xlogs (3*) — 2xlog;(3) =3

4x —2x =3
3
xX=—.
2
log,(8") 1
logy (3) 2

Solucion: Por propiedades de las funciones exponenciales y logaritmicas se tiene

xlog,(2%) 1

logy(272) 2
3x 1
22
3x=-—1
1
x——g.

d) log,(x—3) —log,(2x+ 1) =log,(4).
Solucién:Por propiedades de las funciones logaritmicas e igualando logaritmos de igual base

se tiene

x—3 _
foes (577 ) = lom(4™)

x—3 1

2x+1 4
4x — 12 =2x+1

2x=13
13
xX=—.
2
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e) log,(x)+log,(x—2)=3.
Solucién:Por propiedades de las funciones logaritmicas e igualando logaritmos de igual base

se tiene

log, [x(x —2)] =log,(2%)
¥ —2x=38

X—2x—8=0

Aqui, se tiene la necesidad de indicar que en las ecuaciones logaritmicas se pueden encontrar
soluciones aparentes, como es el caso de este ejemplo con x = —2, ya que si se hace la
comprobacién se tendria

log;(=2) +logy(-2-2) =3,

lo cual no tiene sentido, pues el argumento en el logaritmo solo puede ser positivo. Es asi,
que de ahora en adelante, para las ecuaciones logaritmicas se deben comprobar las soluciones
en la ecuacion original. Luego la tnica solucién es

x=4.

f) In(x+3)+In(x—4) —In(x) = In(3).
Solucién:Por propiedades de las funciones logaritmicas e igualando logaritmos de igual base

se tiene

In <<+3><X‘4>> —1n(3)

(x+3)(x—4)

X —x—12=73x

=3

X —4x—12=0

(x—6)(x+2) =0
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Al comprobar estas posibles soluciones, se tiene que

In(6+43)+1n(6—4)—In(6) =In(3)

In(9) +1In(2) —In(6) = In(3)

In (962> =1n(3)

In(3) =1In(3),
de donde se obtiene una igualdad, mientras que con x = —2, se tendria que
In(=2+3)+1In(—2—4) —In(—2) = In(3),

lo cual no es posible, ya que se tienen argumentos negativos. Por lo tanto, la tnica solucién
es

x=06.

g) log(logs(x)) =4.
Solucién:Por propiedades de las funciones exponenciales, funciones logaritmicas e igualando

logaritmos de igual base se tiene

log, (logs (x)) = log,(2*)
log;(x) =16

x =30,

h) log, () = (logy(x))*.

Solucién:Por propiedades de las funciones logaritmicas se tiene

2log,(x) = (logs(x))?,

tomando el cambio de variable

= 10g4()€),

se tiene

2t =t
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luego, deshaciendo el cambio de variable se tiene

logs(x) =0 Vv logy(x)=2

logy(x) =log,(4") Vv logy(x) =log,(4?)

Al hacer la comprobacién no surge ningtin problema. Luego, la solucién es

Ejercicios propuestos

xe{l,16}.

Ejercicio 6.6 Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas:

1.

10.

log,x =6,
logz (2x+1) =2,

4
log, <x2 ) =5,

log/x=—1,
3x+1

1 =2,

08> < r—17 >

2logx —log(2x+3) =0,

log(22 —x) =log(x—1),
logx+1log(x+9) =1,

log, (x—8) +1log,6 =3,

logy (47 1+7) =3 =1logz (2 ' +1).



SU recnico

4 \"'?', l @0 +

wl / ©) Ko |
T iatiglly Vi g1ea Ny

Autores:

Ing. Jenny Romero
MSc. Henry Cumbal
Ing. Javier Castro
Ing. Kevin Astudillo

El siguiente capitulo estd dedicado a encargarse de otro tipo de funciones trascendentales, las
denominadas funciones trigonométricas, las cuales permiten innumerables aplicaciones en diversos
campos de la ciencia.

Sea S! la circunferencia unitaria, es decir,
S = {(x,y) € R? | xz—l—y2 =1}.

Cuando un punto p = p(x,y) recorre por la circunferencia unitaria S! en sentido antihorario
empezando desde el punto (1,0) se define un dngulo 6 € [0,27x], en una sola vuelta.

Entonces geométricamente se definen las funciones trigonométricas principales como
x=cos(B) A y=sen(0).

Cuando el dngulo 6 recorre mas de una vuelta en sentido antihorario (6 > 27), o recorre vueltas en
sentido horario (6 < 0), se pueden definir las funciones trigonométricas para 6 € R, considerando

que definen funciones periddicas que son definidas en la primera seccion.
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Figura 7.1: Circunferencia unitaria S'.

Observacion 7.1 Las funciones trigonométricas se definieron geométricamente a partir del punto
que recorre por S' y define un dngulo 6. En el anlisis de funciones trigonométricas, se sustituye 0

por x para analizarlas como funciones.

Funcién periédica
Definicion 7.1 Sea f € .#(R), se dice que f es periddica si para todo x € Dom(f), existe
T € R tal que
fx+T)=f(x). (7.1)

Al ndmero T se le denomina periodo de f y al menor nimero positivo con esta propiedad se le

denomina periodo fundamental.

= Ejemplo 7.1 — Funcién peridédica. Sea f la funcién que se muestra a continuacion:

Se tiene que Ty = 5 y T, = 10 son periodos de f pero T} = 5 es el periodo fundamental, pues es

el menor niimero positivo con la propiedad (7.1).
Observacion 7.2 Note que si T es el periodo fundamental de f, entonces para todo k € Z, se tiene
que kT es un periodo de f. En efecto, los tres casos posibles son:

| ] Slk:(),
fx+0T) = f(x).
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| 5]

-12 -11 -10 /A9 -8 -7

= Sik>0,

Figura 7.2: Funcién periddica.

f(x+kT) = f(x+(k—1)T+T)

=flx+(k=1)T)
=f(x+(k—2)T)

=f(x).

» Sik <0, entonces —k > 0y por el item anterior

Asf, que para un periodo fundamental 7' € R se tiene que para todo k € Z,

fx+kT) = f(x+kT —kT)

= f(x).

Fe+KT) = £().

2 13 14 \I5 16

Por lo anterior, se tiene que es suficiente encontrar el periodo fundamental de una funcion,

ya que los demds se basan a partir de este. Es asi que, abusando del lenguaje, se hace referencia

simplemente como periodo al periodo fundamental.

7.1.1 Ejercicios propuestos
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Ejercicio 7.1 Determinar el periodo fundamental de las siguientes funciones:

a) Grafica 1

Ly

1

b) Grafica 2

2

¢) Gréfica 3

d) Gréfica 4
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7.1 Funcidn periddica

e) Gréfica 5

f) Grafica 6
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7.2 Funcion seno
Definicién 7.2 Se define la funcién seno como

sen: |R — [—1,1]

x > sen(x)

donde sen(x) es la coordenada en el eje Y que se obtiene cuando un punto p recorre por S! y

define un dngulo x € R.

7.2.1 Grdfica

sen(x)

5

Figura 7.3: Funcién seno.

7.2.2 Propiedades
» Dom(sen) =R.
» Rec(sen) =[—1,1].
= Corta con el eje X en

(km, 0) € R?,

donde k € Z. Entonces, para todo k € Z, se tiene
sen(km) = 0.

= Corta con el eje ¥ en (0, 0) € R2.
= Monotonia:
1) Es creciente en todos los intervalos de la forma

T T
——+2km,— +2k keZ.
] 2+ 7r,2+ |, ke
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ii) Es decreciente en todos los intervalos de la forma
T 3n
—+2kr, —+2krn|, keZ.
2 2
= Es impar, es decir, para todo x € R

sen(—x) = —sen(x).

» Es periddica, con periodo fundamental

es decir, para todo x € R,
sen(x+2kmw) =sen(x), VkeZ.

= La funcién seno no es inyectiva. Para subsanar esto, se restringe su dominio. Asi, sea

T
sen : {*575} — [-1,1]
x —  sen(x),

entonces es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Por lo tanto, posee inversa denotada por

T
sen [—1,1] )
X — sen”!(x) = arcsen(x).

Geométricamente

7.3 Funcion coseno

Definicién 7.3 Se define la funcién coseno como

cos: | R — [-1,1]

x > cos(x)

donde cos(x) es la coordenada en el eje X que se obtiene cuando el punto p recorre por S' y

define un dngulo x € R.
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sen(x)
] A oo oo o o -
1
1
1
1
1
1
™ 1
-2 "
- i ! =
7T
! 2
1
1
1
1
1
1
1
———————————— —
-1
(a) Funcién Seno
L
2
1
1 arcsen(x)
1
1
1
1
1
1
1
- ' -
2 1 2

- o o — ——

(b) Funcién Arcoseno

Figura 7.4: Funciones seno y arcoseno.
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Figura 7.5: Funcién coseno.

7.3.1 Grdfica

7.3.2 Propiedades

= Dom(cos) =R.
» Rec(cos) =[—1,1].
= Corte con el eje X en

(E +km, 0) eR?,
2
donde k € Z. Entonces, para todo k € Z, se tiene que
T
> +kn) =0.
cos ( > +

= Corte coneleje Y en

(0,1) € R?,

entonces,

cos(1) =0.

» Monotonia:

1) Es decreciente en todos los intervalos de la forma

[2kx, (2k+ Vx|, ke Z.
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ii) Es creciente en todos los intervalos de la forma

1(2k— 1), 2kn[, keEZ.

Es par, es decir, para todo x € R

cos(—x) = cos(x).

Es periddica, con periodo fundamental

es decir, para todo x € R

cos(x+2km) = cos(x), VkeZ.

La funcién coseno no es inyectiva. Para subsanar esto, se restringe su dominio. Asi, sea

cos: | [0,7r] — [—1,1]
x > cos(x),

entonces es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Por lo tanto, posee inversa denotada por

cos t:i|[-1,1] — [0, 7]

X — cos~!(x) = arccos(x).



7.3 Funcién coseno 255

Geométricamente

1 cos(x)
i
n i -
1
1
1
1
1
1
1
[ i U g U U —
(a) Funcién Coseno
0
arccos(x)
.S
-3 ) 1 2 3

(b) Funcién Arcocoseno

Figura 7.6: Funciones coseno y arcocoseno.
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Definicion 7.4 — Asintota. Una funcion

tiene asintotas verticales definidas de la forma x = xo cuandO g(xp) =0y f(x¢) # 0.

7.4 Funcién tangente
Definicion 7.5 Se define la funcién tangente como

tan : | Dom(tan) — R
sen(x
x —  tan(x) = ( )
cos(x)
7.4.1 Grdfica
| | by | :
I I I I I
I I I 10 I |
I I I T I
| I | s Y I
I I I I I
I I I I I
I I I 6 I I
I I I I I
I I I 4 I I
I I I I tan(z) [ |
I I I 5 I I
I I I I I
| | | | | T
! -2n ' - ! 0 ! 4 ' 2n
I I I I I
I I I ) I I
I I I I I
I I I _4 I I
I I I I I
I I I I I
I I 1 -6 | I
I I =T I I
I I 2 1 -8 I I
I I I I I
I I I I I
I I 1 -10 I I
I I I I I
I I 1 -12 I I

Figura 7.7: Funcién tangente.

7.4.2 Propiedades
» Dom(tan) :R\{g—i—kn €R ke Z}.
» Para k € Z se tiene que x = 5 + k7 que es una asintota vertical.
» Rec(tan) =R.
= Corta al eje X en los puntos

(km, 0) € R?,
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donde k € Z. Entonces, para todo k € Z se tiene:
tan (km) = 0.

= Corta al eje Y en el punto

(0,0) € R%.
= Monotonia: Es creciente en cada intervalo de la forma
T T
Ly kn[, ke
2 + 2 +
= Es impar, es decir, para todo x € Dom (tan)

tan(—x) = —tan(x).

» Es periddica, con periodo fundamental

es decir, para todo x € Dom (tan)
tan(x +km) = tan(x), Vk € Z.
= La funcién tangente no es inyectiva. Para subsanar esto, se restringe su dominio. Asi, sea

T T
tan : }_5’5{ — R

X — tan(x) = sen(x)

cos(x)

entonces es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Por lo tanto, posee inversa denotada por

T T
tan71: R — :|—§,§|:

x +— tan~!(x) = arctan(x).



258 Capitulo 7. Funciones Trigonométricas

Geométricamente

¥

tan(x)

»o |

Figura 7.8: Funcién tangente.

Figura 7.9: Funcién arcotangente.

7.5 Funcién cotangente

Definicion 7.6 Se define la funcién cotangente como

cot: | Dom(cot) — R
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7.5.1 Grdfica

8

T e A S —
E]

—_—————— - o __.
E]

—————————————:5'——-—————————————

—

Figura 7.10: Funcién cotangente.

7.5.2 Propiedades

» Dom(cot) =R\{km e R | k€ Z}.
» Para k € Z se tiene que

x=km

es una asintota vertical.
= Rec(cot) =R.
= Corta al eje X en los puntos

(E kT, 0) e R
2
donde k € Z. Entonces, para todo k € Z se tiene:
T
t{ = kn) =0.
© (2 *

= No corta al eje Y.

s Monotonia: es decreciente en cada intervalo de la forma

lkx, (k+1)7[, keZ.
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» Es impar, es decir, para todo x € Dom (cot)

cot(—x) = —cot(x).

= Es periddica, con periodo fundamental

es decir, para todo x € Dom (cot)

cot(x+km) = cot(x), VkeZ.

= La funcién cotangente no es inyectiva. Para subsanar esto, se restringe su dominio. Asi, sea

cot: |10, @[ — R
cos(x)

x — cot(x)= sen(x)’

entonces es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Por lo tanto, posee inversa denotada por

cot/ 'R — 10, |

x +— cot”!(x) = arccot(x).

Geométricamente

\a

= ] R

Figura 7.11: Funcién cotangente.
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mi

Figura 7.12: Funcién arcocotangente.

7.6 Funcion secante
Definicién 7.7 Se define la funcién secante como

sec: | Dom(sec) — ]—oo, —1JU[l, oo

X —  sec(x) =

7.6.1 Grdfica
7.6.2 Propiedades
T
= Dom(sec) :R\{E +kreR | ke Z}.

» Para k € Z se tiene que

x= g +km
es una asintota vertical.
» Rec(sec) =| —oo, —1]U[1, +ool.
= No corta al eje X, entonces
sec(x) =0
no tiene solucién.
= Cortaal eje Y en
(0,1) € R?,
entonces,
sec(0) =1.

» Monotonia:
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Ay

Figura 7.13: Funcién secante.

1) Es creciente en todos los intervalos de la forma

}an, g+2kn[, ke

}gmkn, (2k—|—1)7t[, keZ.

i1) Es decreciente en todos los intervalos de la forma

](21(-{-1)7‘[, 327T+2k7'[[, keZ

]32”—1—2k7r, 2n(k+l){, keZ.

» Es par, es decir, para todo x € Dom (sec)

sec(—x) = sec(x).

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 6 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 Sec(:r;) 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 T=2r | 1 1 1
1 1 S e -+ 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
L L L L 1 L L
1 =3n 1 -2n 1 -n I 0 1 n 1 2n 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 o 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
I I I 4 I I I
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -6 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

| E



7.6 Funcion secante 263

» Es periddica, con periodo fundamental

es decir, para todo x € Dom (sec)
sec(x+2km) =sec(x), VkeZ.

= La funcién secante no es inyectiva. Para subsanar esto, se restringe su dominio. Asi, sea

sec: | 0.7\ {3} — == 0 e
cos(x)’

X —  sec(x) =

entonces es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Por lo tanto, posee inversa denotada por

sec!: f] =0, ~1JUll o[ — 0,2\ {3}
x — sec” !(x) = arcsec(x).

Geométricamente

I\

10

R

-10

<
o mm mm mm m m mm mm mm mm e e R e e e e mm mm mm = =

Figura 7.14: Funcién secante.
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IV,
""" s
a
Yy = . 1
2 : arcsec(x)
H S
9 8 7 -6 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 7.15: Funcién arcosecante.
7.7 Funcion cosecante
Definicién 7.8 Se define la funcidén cosecante como
csc: | Dom(csc) — ] —oo, —1]JU[1, 40|

1
sen(x) *

X — csc(x) =

7.7.1 Propiedades
» Dom(csc) =R\ {kreR |k Z}.
= Para k € Z se tiene que x = k7 es una asintota vertical.
= Rec(csc) =] — oo, —1]U[1, +oo[.
= No corta al eje X, entonces

csc(x) =0

no tiene solucion.
= Nocortaaleje?Y.
= Monotonia:

i) Es decreciente en todos los intervalos de la forma

2%, §+2kn[, ke
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csc(x)

e e e e e e e o e

'8

L e e e e T < SR e T
E]
{

P T I e TR e e
a
<

e e I it e e T
[}
]

e I |

Figura 7.16: Funcién cosecante.

]3;+2k7r, 27r(k+1)[, keZ.

ii) Es creciente en todos los intervalos de la forma

]g+2k7r, (2k+1)7r[, keZ

3
](2k+1)7r, 2”+2kn[, keZ.

» Es impar, es decir, para todo x € Dom (csc)
csc(—x) = —csc(x).

= Es periddica, con periodo fundamental
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es decir, para todo x € Dom (csc)
csc(x+2km) = csc(x), VkeZ.

= La funcién cosecante no es inyectiva. Para subsanar esto, se restringe su dominio. Asi, sea

T

esc: | [75: 5] MO} — J=so,—1]UL, +eo

1
sen(x)’

—  csc(x) =
entonces es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Por lo tanto, posee inversa denotada por

cscl i [ ]—oo, —=1JU[1, 40| —> {_gvg}\{o}

X — csc!(x) = arccsc(x).

Geométricamente

Figura 7.17: Funcién cosecante.
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I\

4

24

arcesc(x)

@
Il
o

w\ﬂ'“‘

)

|

Figura 7.18: Funcién arcocosecante.

7.8 Andlisis de funciones trigonométricas

Observacion 7.3 — Periodo. Si una funcién f es periédica con periodo fundamental T, entonces

se va a determinar el periodo fundamental de una funcién g definida como:

g(x) = f(wx).

Por hipdtesis, se tiene que f(x+7) = f(x), para todo x € Dom (f). Luego, para que g tenga

periodo fundamental T’ debe cumplirse para todo x € Dom (g),

g(r+T7") =g
Fw(x+T")) = f(wx)

f(wx+wl') = f(wx+T),

cn consecuencia,

N
|
IEE
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En resumen, si T es el periodo fundamental de una funcién f, entonces % es el periodo fundamental

de una funcién g definida como

g(x) = f(wx).

Observacion 7.4 — Amplitud. Hallar el recorrido de las funciones:

1. f(x)=Asen(x)£B, A>0.

Dado que
—1 <sen(x) <1 -(A)
—A <Asen(x) <A +(B)
—A+B<Asen(x)+B<A=+B,

entonces, Rec (f) =[-A+B,A+B].
2. f(x)=—Asen(x)£B, A>0.

Dado que
—1 <sen(x) <1 (—A)
A> —Asen(x) > —A +(B)
A+B> —Asen(x) B> —-A+B

luego, Rec(f) =[-A+B,A+B].

De forma general para
f(x)=Asen(x)+B, AecR\{0}
se tiene
Rec(f) = [~|A| £ B, || £B],

donde |A| es denominada la amplitud de la funcién f.

Lo mismo ocurre para una funcién del tipo

g(x) =Acos(x) £B.

» Ejemplo 7.2 — Andilisis de una funcién que depende de la funcién seno. Analizar la

funcién f(x) = —3sen(2x— 1) +5.
Solucion:

» Como Dom(sen) = R, entonces Dom(f) = R.

» Como |—3| = 3, entonces Rec(f) = [-3+5,3+5] =2, §].
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= Del recorrido se puede observar que no corta al eje X. Otra forma seria tratar de resolver

teniendo en cuenta que el seno nunca puede ser mayor a 1. Se tiene entonces que la ecuacion
no tiene solucién y por lo tanto no corta al eje X.

» Haciendo x = 0, se tiene

y=—3sen(2(0)—1)+5
y=—3sen(—1)+5

y=3sen(1)+5,

entonces, f corta al eje Y en

(0,3sen(1)+5) € R2.

= f no es par ni impar.

= f es periddica con periodo

pues, T =27 es el periodo de la funcién seno.

» Grdfica:

¥

Figura 7.19: f(x) = —3sen(2x— 1) +5.
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. . T T )
» Como la funcién seno es biyectiva cuando Dom(sen) = [— > 5} , entonces para f se tiene

b4 T
S <x—1<Z
2 .
—— 41 <2x< =+1 .
pTissa T <

— 2 2
T+ ngn—i—

I

luego, f es biyectiva cuando se define como

—n+2 w+2
4 7 4

2, 8]

X —  f(x)=—3sen(2x—1)+5.
= Su inversa se determina haciendo

y=-3sen(2x—1)+5
3sen(2x—1)=5—

sen(2x—1) =

5
2x—1=sen"! )

por lo tanto,
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4

DO o o

4
24 .
1
1
1
1
1
1
:
™ ° + - .S
T+ T+ 2
4 4
7T
7T+2 -1
4 i F (=)
:
1
1
1
’ e
. . 1 . . . . . +
a-r+2 |1 2 7 3. 4_ 5 6~ F I ) 9
4

Figura 7.20: Grificasde fy f~'.

= Ejemplo 7.3 — Andlisis de una funcién que depende de la funcién coseno. Analizar la

funcién g(x) =4cos(3x+1)—2.
Solucién:

» Como Dom(cos) = R. entonces Dom(g) = R.

» Como |4| = 4, entonces Rec(f) = [-4—2,4—2] =[-6,2].
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= Haciendo y = 0, se tiene

4cos(3x+1)—2=0.

Resolver este tipo de ecuaciones y hallar todas sus soluciones, puede resultar agotador, sin
embargo, en esta seccion, se van a determinar todas. Por una parte considerando que el

coseno es periddico con periodo T' = 27, se tiene para todo k € Z

1
cos(3x+1+2km) = 3

1
() —1-2k
({0} (2> T

3

xX=
Por otra parte, considerando que el coseno es impar, se tiene para todo k € Z

1
cos(—3x—1—2km) = 3

1
cos™! (2> +1+42kx

X = 3 5

entonces g corta al eje X en los puntos:

1
cos ! <2) —1—-2km
.0 | eR?
3

1
cos ! <2> +14+2kw

,0| eR?,
-3

para todo k € Z.

» Haciendo x = 0, se tiene

y=4cos(3(0)+1)—2

y=4cos(l)-2,

entonces g corta al eje Y en

(0,4cos (1) —2) € R%.

= g no es par ni impar.
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= g es periddica con periodo

pues, T =21 es el periodo de la funcién coseno.

» Grdfica:

Figura 7.21: g(x) = 4cos(3x+1) — 2.

= Como la funcién coseno es biyectiva cuando Dom(cos) = [0, 7], entonces para g se tiene

0<3x+1<x —(1)
1<3x<m—1 G)
1< <7r—1
3=F=T3 0

luego, g es biyectiva cuando se define como

. [_; ”gl} — —6,2]

x —  g(x) =4cos(3x+1)—2.

= Su inversa se determina haciendo

y=4cos(3x+1)—2

2
% =cos(3x+1)

cos ™! (%) —1
3

:x’
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por lo tanto

1 7—1
_ —6.2 __
gl [ 6a ] — |: 3a 3 :|
-1 (2 _q
X — g_l(x)zcos (34)
I\
Cad
I
I
1 T—1
! 3
™ #10 T ™ A
-3 |
I
I
2 :
1
I
g(z) :
-4 1
I
I
I
I
I
64— =

________________________ —+ m—1

Figura 7.22: Grificasde gy g~ .

Las funciones tangente y cotangente tienen tratamientos similares entre ellas, es asi que, a

continuacion solo se ejemplifica una de ellas.
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= Ejemplo 7.4 — Andlisis de una funcién que depende de la funcién tangente. Analizar la

funcién h(x) = — tan (% + 3) Ny
Solucion:

» Como Dom(tan) =R\ {g +2kmeR| ke Z}, entonces

*

2
xX+6#m+2kn

x# (2k+1)m—6,

+37ég+k7c (2)

por lo tanto, Dom(h) =R\ {(2k+ 1)t —6 € R | k € Z}.
» Para k € Z se tiene que

x=02k+1)T—6

es una asintota vertical.
» Como Rec(tan) = RR, entonces Rec(h) = R.
= Haciendo y = 0, se tiene

—tan<%+3)+l =0

luego, considerando que la tangente es periddica con periodo T = 7, se obtiene que

1:tan(%+3+kn>
tan~! = g+3+kn’
T X
Z_Z (4
1 2+3+k7r (4)
T=2x+12+4+4kn
T—12—4kr B

2 o

entonces la funcién £ corta al eje X en

<7r(1—4;k)—12’0> R

para todo k € Z.

» Haciendo x = 0, se tiene

0
y——tan<2+3>+1

y=—tan(3)+1
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entonces / corta al eje Y en (0, —3tan(3) + 1) € R%.
= /1 no es par ni impar.

= /1 es periddica con periodo

T
2
pues, T = 7 es el periodo de la funcién tangente.

» Grdfica:
i i AY I |
I I | 1
I I | |
| 1 I |
| | I |
| | I |
| | | I
| 1 1 |
| 1 | 1
| 1 | |
1 1 | 1
| 1 h(x 1 I
| | ( ) | |
I I \\\\ I x|
1 1 1 »

-3 27 -l 0 | 2n 3n|
I I 1 I I
| 1 | 1
I I S I I
| | 1 I
I I 3 | I
| | I I
| | 4 I |
| 1 1 I
| 1 | 1
I I S I 1
| 1 1 I
| | -6 1 |
| | I |

Figura 7.23: h(x) = —tan (% —|—3> +1.

‘2 . . T T
= Como la funcidn tangente es biyectiva cuando Dom(tan) = } —35 [, entonces para h se

tiene

ﬂ<x+3<ﬂ 2
) 2 @)
—nT<x+6<m —(6)

—T—6<x<m—6

luego, h es biyectiva cuando se define como
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h:|]-m—6,t—6] — R
X — h(x):—tan<%+3)+1.

= Su inversa se determina haciendo

y= —tan<§+3> +1
X
tan ( 3) —1-
xa“<2+ Y
§+3 =tan (1 —y) 2)
x+6=2tan"'(1—y)

x=2tan (1 —y)—6

por lo tanto,

R — |-m—6,T+6]

x — h'(x)=2tan" (1 —x)—6.

Las funciones secante y cosecante tienen tratamientos similares entre ellas, es asi que, a

continuacion solo se ejemplifica una de ellas.

= Ejemplo 7.5 — Andllisis de una funcién que depende de la funcion cosecante. Analizar
la funcién p(x) = —2csc (2x+1) — 3.
Solucion:

» Como Dom(csc) =R\ {kw € R | k € Z}, entonces

2x+ 1 #knm
km—1
xX# 5
km—1
luego,Dom(p):R\{ 7[ €R|k€Z}.
» Para k € Z, se tiene que
km—1
X =
2

es una asintota vertical.

= Como Rec(csc) = R\ |—1, 1], entonces

csc(2x+1)<—1 VvV csc(2x+1)>1

—2csc(2x+1)>2 VvV —2csc(2x+1) < -2
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' v
! 10
1
1
1 3
1
1
. 6
1
1 4
1
1
| 2
! T
L 1 :
=3 -2n - 0
1 |
1 I -2
1 I
1 | 4
1 |
1 I
1 1 -6
1 I
1 |
r=-—-mT—06 1 -8
1 |
] 1 -10
1 I
AY
T
-7 -6 5 4 3 ) -1 0 1 2 3 4 '

—4n

Figura 7.24: Graficasde hy h™!.

—2csc(2x+1)—3>—-1 Vv —2csc(2x+1)—3< -5,
entonces
Rec(p) =R\]-5,~1].

= Haciendo y = 0, se tiene

—2csc(2x+1)-3=0
2

-  _3
sen(2x+1)

2
—3= sen(2x+1).
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Considerando que el seno es periédico con periodo 7' = 27 se tiene

2
3= sen(2x+ 1+ 2kx)
(2
sen 3 =2x+1-2knx
sen”! <_§> —1+42km
> =X.
Por otra parte, considerando que para todo x € R
sen(x) = —sen(x+ )
y la periodicidad del seno se tiene
2
—3= —sen(2x+ 1 + 7w + 2km)
2
(3) =2x+1+2k+1)7m
2
| —-1-02k+1)=m
() e
= x7
entonces p corta al eje X en los puntos:
sen”! <§> —1+42km
0| ecr?
2 Y
(2
sen” | 3 —1—-(2k+1)
0fer?
2 )
para todo k € Z.
» Haciendo x = 0, se tiene
-2
3
Y sen(2(0)+1)
2
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entonces p corta al eje Y en el punto

2
—3) R
sen(1) ) <

(o, _

= P NO es par ni impar.

= p es periddica con periodo

on cosecante.

7

27 es el periodo de la funci

pues, T

—2csc(2x+1) —3.

Figura 7.25: p(x)

= Como la funcién cosecante es biyectiva cuando

o

Dom(csc) = [

entonces para p se tiene

Rlan —

K_ R |

+ VI
SIS
VI VI

Rln —

RN
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—n—2 T—2
<x<
4 |

2x+1#0

1
x _—
#—5
luego, p es biyectiva cuando se define como

p[[Z2 I ) = russl

4 7 4 2
x —  p(x) =—2csc(2x+1) 3.

= Su inversa se determina haciendo

y=—2csc(2x+1)—3

csc(2x+1) = 7327})
3
2x+1=csc! ( y>
2
. csc < 3 >
= 5 ,

por lo tanto
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: WY,
I
I
|
1 2
I
- —2 1 T2
4 ! 4
ﬂ PARNE g
R
p(z) Y
I :
I :
1 :
1 4 !
! ‘
1 .
I Ve
I
b f
; 51
I
I
I 8
I
) — -0-774_2
- —Mj5 -7 717 ™ T ‘
_________ 1'"'""""_5"""'""1"
Yy = — — ! -
J 2 (__0_771‘72 p (:L’)
4
—

Figura 7.26: Grificade py p—'.

7.8.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.2 En los siguientes ejercicios determinar el dominio y rango de las funciones,
asintotas verticales, cortes con los ejes X y Y, paridad, periodo, definir la funcién inversa y

realizar las respectivas graficas.

l. f(x)=8sen(4x—1)—>5,
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2. f(x)=—Tcos <§x+4>+3,
3. f(x) =tan <6x—411>—8,
4. f(x):—4csc(x—|—3)—%,
5. f(x)z%sec(2x+3)—7,

6. f(x) =3cot(9x+7) —g.

7.9 Identidades trigonométricas

En esta seccion, se muestran relaciones entre las funciones trigonométricas que seran utilizadas
para la demostracién de identidades trigonométricas. A continuacidn, un resumen de las principales

identidades trigonométricas.

7.9.1 Identidades trigonométricas basicas

sen(x) = Cscl(x) ese(x) = senl(x)
sen(x) - csc(x) = 1
cos(x)-sec(x) =1

tan(x) = Cotl(x) cot(x) = tanl(x)
tan(x) - cot(x) =1

s = 29 ot = 5289

7.9.2 Identidades pitagéricas

sen®(x) +cos?(x) = 1

sen’(x) = 1 —cos?(x)

sen(x) = /1 —cos?(x)

cos?(x) = 1 —sen?(x)

cos(x) = ++/1 —sen?(x)
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{tan2 (x) + 1 = sec?(x)

1 + cot?(x) = csc?(x)

7.9.3 Identidades de paridad

1) Funciones pares

ii) Funciones impares

sen(—x) = —sen(x)
tan(—x) = — tan(x)
cot(—x) = —cot(x)
esc(—x) = —cse(x)

7.9.4 Formulas de adicion

sen(a+ B) = sen(ax)cos(B) £sen(f)cos(x)

cos(a £ ) = cos(er) cos(fB) Fsen()sen(f)
tan(a) £ tan(f3)
(

tan(a+f) = 1 Ftan(ox) - tan(P)

7.9.5 Formulas para dngulos dobles

sen(2x) = 2sen(x) cos(x)

cos?(x) — sen?(x)

cos(2x) = 1 —2sen?(x)
2cos?(x) — 1
tan(2x) = 12?;(;())6)

7.9.6 Foérmulas para dngulos medios

+

() -/
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cos (%) == THcosty) —|—02()s(x)
x I —cos(x) 1—cos(x) sen(x)
tan (5) =+ 1 +cos(x) B sen(x) T +cos(x)

7.9.7 Identidades de producto a suma
sen(a) -sen(f) =
cos(a)-cos(B) =
sen(a) -cos(f) =

7.9.8 Identidades de suma a producto

sen(a) +sen(fB) =

cos(a) +cos(B) =

sen(o) —sen(f) =

cos(a) —cos(fB) = —2-sen <(x+

[cos(a —B) —cos(a+ B)]

[cos(ax — B) +cos(o + B)]

N =N ==

[sen(a+ B)+sen(a — )]

2
-
(

2-sen

oa—p
2

) (53)

A continuacion, se presenta una serie de ejemplos que indican la forma de trabajar con las

identidades trigonométricas para establecer nuevas identidades.

= Ejemplo 7.6 — Identidades trigonométricas. Demostrar las siguientes identidades trigonomé-
tricas:

a) cos(t) [csc(r) +tan(r)] = cot(r) +sen(t).

Solucién:
cos(1) [csc(t) +tan(r)] = cos(r) [seri(t) + zzrsl(iﬂ
_cos(t)  sen(t)cos(t)
~ sen(t) cos(t)
= cot(r) +sen(r).
sen(0) 1+cos(0)
b) 1+cos(0) sen(0) = 2ese(8).
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Solucion:

sen(0) n 14cos(6)  sen?(6)+]1 +cos(0))?
1+cos(6) sen(0) sen(0)[1+cos(6)]
_ sen?(0) 4+ 1+2cos(6) +cos*(0)
sen(0)[1+cos(6)]
_ 242cos(0)
~ sen(0)[1+cos(0)]
2[1+cos(0)]

sen(0) [1+cos(0)]
2

- sen(0)

=2csc(0).

2
c) sec*(a) —tan*(a) = 11_(:;1(105;5).

Solucion:

sec*(a) — tan*(a) = [sec?(at) + tan? ()] [sec? (o) — tan*(t)]
= [tan®(at) + 1 +tan®(e)] [tan® () + 1 — tan* ()]

=2tan*(ot) + 1
2sen’ ()
- cos?(a)
_ 2sen*(at) +cos? ()
cos? (o)
sen’ (o) + [sen*(a) 4 cos? ()]
cos?(a)
_ l+4sen?(a)
cos?2(a)

d) sen®(n) [l +cot(n)]+cos*(n)[1 +tan(n)] = sen(n) +cos(n).

Solucion:

sen’(17) 1+ cot()] +cos®(17) [1 +tan(n)]

— sen’(n) [1+ COS(”)} +eos*(n) [1+ Sen(n)]

sen(1) cos(1)
- [ ot [

= sen’ (1)) [sen(n) +cos(1)] 4 cos* (1) [sen(n) +cos(1)]
= [sen(n) +cos(n)] [senz(n) —i—cosz(n)]
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=sen(n) +cos(n).
sen(t)  l4cos(z)
l—cos(t)  sen(t) '
Solucidn:
sen(r) _ sen(r)  1+cos(r)
1 —cos(t) 1—cos(t) 14-cos(t)
_ sen(r) [1 +cos(z)]
1 —cos?(t)
_ sen(r) [1 +cos(z)]
sen?(r)
~ 1+cos(t)
~ sen(t)
1 +tan*(v)
tan(v) + cot?(v) = tan’(v).
Solucién:
sen*(v)
I +tan*(v) T Cost o)
tan?(v) +cot?(v)  sen®(v) = cos?(v)
cos?(v) + sen?(v)
cos*(v) + sen*(v)
cos*(v)
~ sen*(v) +cos*(v)
cos?(v)sen?(v)

B [cos*(v) +sen* (V)] cos?(v) sen?(v)
cos*(v) [cos*(v) + sen*(v)]

_ sen?(v)

~ cos2(v)

B [sen(v)]2

cos(v)

= tan’(v).

cos(x) - tan?(x)
1+ cos(x)
Solucién:

g) 1+ = sec(x).

sen?(x)
cos?(x)

cos(x) - tan? (x) 1 +cos(x) 4 cos(x) -

1+cos(x) 1+ cos(x)

I+
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sen’(x)
cos(x)
1 +cos(x)
cos(x) + cos?(x) +sen?(x)
cos(x)
1+ cos(x)
cos(x)+1
cos(x)
1+ cos(x)
cos(x)+1
cos(x) [1 4 cos(x)]
1
~ cos(x)

1+ cos(x) +

= sec(x).

1 —sen(x)
1 +sen(x)
Solucién:

h)

= sec(x) —tan(x) .

\/1 —sen(x) _
1+ sen(x)

1 —sen(x) 1—sen(x)
1+sen(x) 1—sen(x)

&

[1—sen(x)]?
1 —sen?(x)
[1—sen(x)]?

cos?(x)

_ 1= sen(x)

i) sen*(@) +cos*(@) = 2cos*(@) +1—2cos*(¢).

Solucion:

sen(@) 4 cos* (@) = [sen*(@)]* + cos* (¢)
= [1 —cos?(9)]> +cos* (@)
= 1 —2co0s*(¢) +cos* (@) +cos* ()

=2cos* (@) +1—2cos*().
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2sen(x) + sen(2x) 2 (x)
=cot* (= ).
2sen(x) — sen(2x) 2
Solucion:

21+ cos()]

~ 2[1 —cos(x)]

_ [24+2cos(x)] sen(x)

~ [2—2cos(x)] sen(x)

_ 2sen(x) + 2sen(x)
2sen(x) — 2sen(x)

~ 2sen(x) +sen(2x)
(x) —sen(2x)

2sen(x) — sen(2x

os(x)
os(x)

C
C

K 1—um2(§—lﬂ——4ff————<

Solucion:

4
_ cos (%) cos(2B) +sen (5 ) sen(2B)

cos? (Z — B)
~ sen(2B)
 cos? (% — B) '

1 —sen(4u)

T
D tan? (7 —2u) =
) tan ! 1 +sen(4u)

4
Solucion:

tan (§) — tan(2u) ?
1+ tan (%) tan(2u)

tan® (g — 2u)
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_sen(2u)
_ cos(2u)
=
[ cos(2u)—sen(2u) 2
_ cos(2u)
" | cos(2u)+sen(2u)
cos(2u)
_ [cos(2u) — sen(2u)]?
~ [cos(2u) + sen(2u))2
_cos?(2u) — 2sen(2u) cos(2u) + sen? (2u)
 cos?(2u) 4 2sen(2u) cos(2u) + sen (2u)
1 —sen(4u)

T 1+ sen(4u)’

m) 2cos?(x) +cos(x) — 1 =2cos <32x> cos (g)

Solucion:

os(x) + cos(2x)

cos(x) 4 2cos?(x) — 1.

7.9.9 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.3 Demostrar las siguientes identidades trigonométricas.

1. (2sin(x) 4 cos(x))? + (sin(x) — 2cos(x))* = 5,

tan(x) + tan(y

> M tan(x) -tan(y),
3. Sfis(m) (_)0054(); = 1—2cos(x),
+ 22((?) liossi(;()x) = sec(x),

5. sec(x)+tan(x) = 10—0:1(11())

6, Seetr) —cos(x) _ oy

sec(x)

sec(x) 4 csc(x)

tan(x) + cot(x) = sin(x) +cos(x),

8. sec(x) — liossi(r)lc()x) = tan(x),
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sin(3x)

' Sin(r): cos(x) = 4cos(x) — sec(x),

_ 3tan(x) —tan®(x)

10. =
0. tan(3x) =30y
sin 1 4 cos(x)
11. =2 )
1 4 cos(x) * sin(x) cse(x)
1 tan’(x) 1 —cos(x)
“sec(x)+1  cos(x)
= cot(x) 4 csc(x) - cos(x) )

cot(x)

" 4tan(x) - sec?(x) — 4tan(x) —sec*(x) +1 i
’ 4tan3(x) — tan?(x) -

15. sin®(x) 4+ 2cos?(x) +cos?(x) - cot?(x) = csc?(x).

7.10 Ecuaciones trigonomeétricas

Del andlisis de funciones y aplicaciones con las funciones trigonométricas surge la necesidad
de resolver ecuaciones trigonométricas. Las técnicas son variadas, es asi como a continuacién se

dan miiltiples ejemplos donde se aplican estas técnicas.

m Ejemplo 7.7 Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas.
a) sen(x) =0.

Solucién: Por la teoria de funciones trigonométricas se tiene
x=kr, VkelZ.

b) sen(x) =0, x € [0,27].

Solucién: Del ejercicio anterior se tiene que las soluciones son

X1:0,

Xy = T.

Observacion 7.5 El literal a) del Ejemplo 7.7 muestra que las ecuaciones trigonométricas, por
lo general tienen infinitas soluciones, mientras que en el literal b) se escojen de esas infinitas
soluciones, solo las que cumplan la condicidn que se estd requiriendo. Ademds, a) y b) muestran
que se puede establecer la busqueda de soluciones en todo R y luego restringir al conjunto donde

se buscan las soluciones.

m Ejemplo 7.8 Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas.
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¢) cos(x) =0, x € [0,2x].

Solucion: De la teoria de funciones trigonométricas

x=g+kn, VkeZ

luego,
T
X1 =73,
2
bra g 3n
Xy = — = —.
) 2
d) sen(2x) =0, x € [0,27].
Solucion: Se tiene que
2x =km
km
=—, VYkeZ
X 2 ) 6 )
entonces,
x1 =0,
T
X2 = 57
X3 =T,
3z
X4 = —.
tT 2
e) cos(3x) =0,x€ [0, x[.
Solucion: Se tiene que
T
3x=—-+kn
X > +
T n km
X=—4—=
6 3
142k
_ 12T ey,
6
entonces,
T
X1 = 6)
T
X2 = 57
5w
X3 = ?

f) cos(2x)+1=0, x€[0,2n].

Solucion:
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cos(2x)+1=0

cos(2x) = —1,

de la teoria de funciones trigonométricas, se tiene

2x =m+2kn
1+2k
x= M’ Vk € Z,
2
entonces,
T
X1 = 57
3n
Xy =—.
T2
g) sen(x) —cos(x) =0, x € [0,2x][.
Solucién:
sen(x) —cos(x) =0
sen(x) = cos(x),
luego,
T
=—+k
X 1 + KT
1+4k
x= M7 Vk € Z,
4
entonces,
T
X1 = Z)
5w
Xy = T
h) sen?(x) —cos?(x) =0, x € [0,27].
Solucién: Usando identidades trigonométricas
sen®(x) —cos?(x) =0 (-1)
cos®(x) —sen®(x) =0
cos(2x) =0
T
2x=—+k
X 5 + KT
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_ (1+2k)m

VkeZ
4 ) 67

entonces,

i) sen®(x) —cos?(x) =0, x € [0,2x].

Solucién: Utilizando dlgebra y teoria de funciones, se tiene

sen’(x) —cos?(x) =0
[sen(x) 4 cos(x)] - [sen(x) —cos(x)] =0

sen(x) +cos(x) =0  V sen(x) —cos(x) =0

sen(x) = —cos(x) v sen(x) = cos(x)
= %"‘kﬂ V = Z+kﬂ
(344w y e (1+4k)m
4 4 7

para todo k € Z. Entonces,

3 ; T
X| = — 3= —
4 v 4
r 5n
= — X4 = —
2Ty 4Ty
por lo tanto,
3n
X1 = Ta
I
X2 = Ta
T
X3 = 27
5w
X4 = T

j) 2cos?(x) =sen(2x), 0<x < 7.

Solucion:

2cos?(x) = sen(2x)
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2cos?(x) —sen(2x) =0
2cos?(x) — 2sen(x) - cos(x) = 0
2cos(x) - [cos(x) —sen(x)] =0

cos(x) =0 VvV cos(x) —sen(x) =0

x=%5+kr V cos(x) = sen(x)

x= 7(1+22k)” v x=7%+kn

_ (1207 _ (1+4k)rm

X="—>- Vv X="—"7

para todo k € Z. Luego,

y/ v T
X == Xy = —
=5 2=

por lo tanto, la solucién también se puede poner en la forma

E{n 7'[}
X —, = (-
4’2

k) sen?(x)sen(x) — sen(x) cos®(x) = %, x € [0,x].

Solucién:
3 3 1
sen”(x) cos(x) — sen(x) cos’ (x) = )
1
sen(x) cos(x) - [sen(x) — cos?(x)] = )
sen(2x) 1
J—cos(2x)] = —
29 [eos(20)] =
1
sen(2x) cos(2x) = —3
1
2sen(2x) - cos(2x) = —5 2
sen(4x) = —1
3
dx= 7” 42k
X = w7 Vk € Z7
8
entonces,

1) 4sen®(x) —8sen(x)+3 =0, x € [0, 27x][.
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Solucién: Haciendo el cambio de variable 7 = sen(x), se tiene

entonces,

*—8t+3=0
(2t—3)(2t—1)=0

2 . !

2 2
3 1
sen(x) = 3 v sen(x) = 5

x= %+2m, VkeZ
No da ninguna solucién \

x:%+2kﬂ:, VkeZ,

7.10.1 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.4 Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas.

1.

2sin(x) —1 =0,

x €[0,2x];

x € [0,2x];

. cos(x)+1=sin(x), xe€[0,2x];

tan(x) —3cot(x) =0, x¢€[0,27];
2cos?(x) —cos(x) —1 =0, x¢€[0,2x];
2cos?(x) —7cos(x) = -3, x€[0,2x];
5cos(x)sin(x) +4cos(x) =0, x€[0,2x];
4cos?(x) —4cos(x)+1=0, xe][0,27];
cos(x)sin(x) —2cos(x) =0, x€[0,2x];

. sin®(x) =sin(x) +3, x€[0,2n];

. 4cos(x)sin(x) +3cos(x) =0, x€[0,27];
. tan(2x) +2sin(x) =0, x € [0,27];

. sin(3x) +sin(x) =0, x€[0,7;

. 2sin*(x) —7sin(x)+3=0, xe[0,n];
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I 15. 4sin(x)cos(x) + 2sin(x) —2cos(x) — 1 =0, x € [0,27].
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