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Capitulo 1. Dependencias entre variables

Tanto en las ciencias exactas como en las ciencias humanas el anélisis de la
correlacién entre variables ayuda a evaluar dependencias . Sin embargo, en algunos
casos estas dependencias pueden ser no lineales y no cumplir los supuestos basicos
para hacer un andlisis, por ese motivo es necesario explorar otro tipo de
coeficientes de correlacion no lineal que permite flexibilizar el supuesto de
normalidad bi-variante.

En (Martinez r., et al,, 2009) se presenta una caracterizacion por rangos del
coeficiente de correlacién de Spearman, el cual permite evaluar la relacién entre
variables de manera no lineal, pero con presencia de monotonia, tanto creciente
como decreciente. Por otro lado, (Bastias et al., 2013) destacan la importancia de
las Buenas Practicas de Manufactura, sefialando que en areas como la medicina,
muchas variables, aunque se representan numéricamente, no son necesariamente
variables de razén. (Santabarbara, 2019) Explica que en muchos estudios solo se
presenta el valor estimado del coeficiente de variaciéon. Sin embargo, el autor
argumenta que es una buena practica registrar un intervalo de confianza que
acompafie la estimacién puntual, ya que en muchos casos el coeficiente aparente
puede estar muy alejado de cero. No obstante, al calcular el intervalo, este puede
incluir el cero o tener un limite inferior cercano a cero, lo que indicaria que no existe
una correlacién significativamente alta. El autor también destaca la ventaja de
utilizar SPSS para calcular el coeficiente de correlacién de manera precisa, y en este
articulo se explora el uso del programa R (https://www.R-project.org/).

En Schober et al. (2018) se indica que el coeficiente de correlacién lineal de Pearson
refleja la asociacién entre variables, donde un cambio en una variable esta
vinculado a un cambio en otra, ya sea en la misma (correlacién positiva) o en la
direccién opuesta (correlaciéon negativa). Para datos continuos y normalmente
distribuidos, se utiliza cominmente este coeficiente. Sin embargo, para datos no
distribuidos normalmente, datos ordinales o aquellos con valores atipicos
relevantes, se emplea el coeficiente de correlacién de rangos de Spearman, que
mide la asociacion mondtona. Ambos coeficientes tienen un rango de -1 a +1,
donde 0 indica ausencia de asociacién. Ademas, se pueden realizar pruebas de
hipdtesis y calcular intervalos de confianza para evaluar la significancia y la fuerza
de la relacién en la poblacion de origen de los datos. No obstante, en esta
investigacion también se examinan escenarios en los que no se cumple el supuesto
de normalidad, asi como situaciones en las que los datos siguen distribuidos con
comportamientos distribucionales diferentes.


https://www.r-project.org/

En este articulo también se exponen las técnicas de remuestreo Leave One Out
(LOO), que consiste en dejar un individuo fuera en cada remuestreo, y el Bootstrap,
que implica extraer muestras mediante muestreo aleatorio simple. Con estas
muestras, se calcula un estimador; en este caso, se obtiene el coeficiente de
correlacién para los individuos que pertenecen a la submuestra seleccionada.
(Bishara & Hittner, 2012) ya abordaron el tema, considerando distribuciones
distintas a la normal. Sin embargo, como diferencia clave de esta investigacion, en
este trabajo se considerard la distribucion T multivariante, contaminada con
diferentes proporciones de datos que siguen otro pardmetro de centralidad y una
matriz de varianzas y covarianzas distinta.

En el trabajo de (Serna-Morales , J. K., etal.,2024) se expone que los datos de falla
bivariados son comunes en estudios de confiabilidad y supervivencia, donde la
estimacién de la fuerza de dependencia es a menudo un paso importante en el
andlisis de los datos. En la literatura, se ha establecido que los coeficientes de
correlaciéon miden la relacién lineal entre dos variables, pero también pueden existir
relaciones no lineales fuertes entre ellas. El coeficiente de concordancia t de
Kendall se ha convertido en una herramienta Gtil para el anélisis de datos bivariados,
la cual es usada en pruebas no paramétricas de independencia y como una medida
complementaria de asociacion. En el andlisis de datos de confiabilidad, hay un
fenébmeno que ocurre cuando el valor de las observaciones se conoce parcialmente,
lo cual se conoce como censura. En este trabajo, se comparan via simulacién dos
métodos de estimacién del t de Kendall, una de ellas suponiendo normalidad en
las distribuciones marginales y ajustandose individualmente, y la otra basada en
copulas (Gaussiana y Clayton), donde los datos bivariados estdn censurados a
intervalo.

Otra alternativa que se expone en este articulo es el Bootstrap, cuyo fundamento
tedrico se detalla en la literatura. En este caso, se aborda su aplicacion en el
contexto multivariante. Es importante sefalar que las muestras bootstrap
univariantes para cada variable no son equivalentes a las muestras multivariantes
bootstrap, y de hecho, seria erréneo tratar de relacionarlas directamente. Este matiz
es crucial para comprender cémo utilizar correctamente el método en escenarios
multivariantes, evitando confusiones y errores en la interpretacion de los resultados
(Zientek, L. R., & Thompson, B. , 2007).



Por otro lado, se llevard a cabo una simulacién para examinar el impacto de los
datos atipicos en la inferencia del coeficiente clasico. El objetivo es investigar como
la presencia de valores extremos puede modificar los resultados obtenidos
mediante métodos estadisticos tradicionales, como el célculo del coeficiente de
correlacion. A través de esta simulacién, se analizard como distintas proporciones
de datos atipicos afectan la precisién y validez de las estimaciones, lo que permitira
obtener una comprensién mas profunda de las limitaciones de los enfoques clasicos
cuando se enfrentan a datos que no siguen distribuciones convencionales.

Se analizan los coeficientes de correlacidén més conocidos, tales como el coeficiente
de correlaciéon lineal de Pearson, el coeficiente de monotonia de Spearman, el
coeficiente de concordancia de Kendall (Shi, X. et al., 2024) y el coeficiente de
fiabilidad kappa de Cohen (Fleiss, J. L., et al., 1969)).
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Un teorema importante que ayuda a interpretar el coeficiente de correlacion lineal
de Pearson es el siguiente:

Teorema: El coeficiente de correlacidn lineal de Pearson de dos variables
cuantitativas es el coseno euclidiano de los dos vectores de observaciones
centrados por la media.

Demostracion:

El coeficiente de correlacién de Pearson se puede interpretar como el coseno del
angulo entre los vectores que representan las variables centradas. A continuacion,
se muestra como demostrar esta relacion
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Muchos métodos estadisticos requieren el uso de supuestos de distribucion
(Gutiérrez, J. S. R., 2024) en este caso este coeficiente tiene el supuesto de la
distribucién normal bivariada, cuya expresion es la siguiente:

X~N(u,2)

Es importante aclarar que el vector de medias no tiene restricciones en el espacio
vectorial de dimensién n. La matriz de varianzas y covarianzas debe ser definida
positiva (Smania, G., & Jonsson, E. N., 2021).

1 1 _—
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Donde el vector de medias es un objeto que organiza las medias de cada variable,
mientras que la matriz de varianzas y covarianzas contiene las varianzas en su
diagonal y las covarianzas fuera de ella.

Otra distribucién multivariante importante es la distribucién t de Student
multivariante, que, al igual que la anterior, requiere un vector de medias y
una matriz de varianzas y covarianzas.

Un vector de medias, una matriz definida positiva y v caracterizan la distribucion t
de Student multivariante. La distribucién t multivariante es:
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Esta distribucién multivariante tiene presencia de datos atipicos (Azzalini, A., &
Capitanio, A.,2003)).

Para visualizar esto se crea una grilla con cuatro paneles donde se simulan los
valores de distribuciones normales bivariadas y t de Student bivariantes con 5, 10y
15 grados de libertad, es posible usar Python junto con bibliotecas como Matplotlib
para la visualizacién y NumPy para la generacién de los datos en la extension de
Google Drive (https://colab.research.google.com/).
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Figura 1. Distribuciones bivariantes generadas con 100 puntos para cada
caso. El primer panel muestra una distribucién normal bivariada, mientras
que los tres paneles siguientes muestran distribuciones t de Student
bivariantes con 5, 10 y 15 grados de libertad, respectivamente. Todos los
graficos tienen la misma escala en los ejes X e Y para facilitar la
comparacion visual.

En la figura 1. Se ve que la distribucién T multivariante se diferencia de la
distribucién normal bivariada principalmente en su manejo de los datos atipicos y
en su forma analitica. La distribucion normal bivariada se concentra alrededor de la
media y, debido a su menor cola pesada, es menos propensa a generar valores
extremos. En cambio, la distribucién T multivariante, especialmente con grados de
libertad bajos, tiene colas mas pesadas, lo que aumenta la probabilidad de generar
valores atipicos o extremos. Analiticamente, la distribucion T depende de un
parametro adicional, los grados de libertad, que controla la forma de las colas. A
medida que los grados de libertad disminuyen, las colas se hacen mas gruesas vy,
por lo tanto, la probabilidad de observar datos atipicos aumenta significativamente.



Este comportamiento contrasta con la distribucién normal bivariada, en la cual los
datos atipicos son menos frecuentes y la variabilidad se distribuye de manera mas
homogénea.

En este apartado se presentan las simulaciones y los resultados obtenidos a partir
de datos normales bivariantes y de datos con distribucion T bivariada,
contaminados por diferentes proporciones de valores atipicos. Se analiza cémo
estas contaminaciones afectan la inferencia basada en el supuesto de normalidad.
Ademas, se realiza una aplicacién utilizando los indices de cobertura primaria y
secundaria en los municipios de Colombia durante el afio 2023, con el fin de evaluar
el impacto de estas distribuciones en el andlisis y los resultados obtenidos.

Se generd un andlisis detallado de la relacion entre dos variables bajo condiciones
normales y contaminadas utilizando datos bivariantes con una distribucién normal.
Para ello, se generaron datos multivariantes con una media de [0,0] y una matriz de
covarianzas que reflejaba un coeficiente de correlacién de -0.8. Posteriormente, se
crearon muestras contaminadas a diferentes niveles (5%, 10%, 15%, y 20%)
mediante la modificacién de una porcién de las observaciones originales, lo que
simuld la presencia de anomalias o perturbaciones en los datos. Ademas, se realizé
una prueba de Mardia para evaluar la normalidad multivariante de cada conjunto
de datos contaminado, obteniendo los valores p correspondientes para el sesgo y
la curtosis, con el fin de examinar la influencia de la contaminacidn en la distribucién
de los datos.

En términos de correlacién, se calcularon tres tipos de coeficientes: Kendall,
Spearman y Pearson, para cada nivel de contaminacién. El coeficiente de Pearson
se utilizé para evaluar las relaciones lineales y normales entre las variables, mientras
que los coeficientes de Kendall y Spearman fueron empleados para medir las
relaciones no lineales o monotdnicas. Los coeficientes de correlacién, junto con los
valores p obtenidos de la prueba de Mardia, fueron presentados en una tabla.
Ademads, se generaron graficos que ilustran la distribucién de las observaciones
originales y contaminadas, facilitando la interpretacion visual del impacto de la
contaminacién en la relacion entre las variables.
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Figura 2. Distribucién de los datos originales y contaminados a diferentes niveles
de contaminacién (5%, 10%, 15%, 20%) en funcién de la variable 1y variable 2. Los
puntos azules representan los datos originales, mientras que los puntos verdes
muestran los datos contaminados. Los gréficos ilustran cémo la contaminacion
afecta la relacién entre las dos variables.

Se evidencia que, aunque localmente hay presencia de correlacion negativa, lo mas
probable es que estemos ante la presencia del efecto Simpson (Aiyou C., et al.,
2009), ya que globalmente puede haber una correlacién positiva. Este fenémeno
ocurre cuando una tendencia observada en varios grupos desaparece o se invierte
cuando los datos se combinan, lo que puede llevar a conclusiones erréneas si no
se considera la estructura de los datos y la interaccién entre las variables a nivel
global y local.



Tabla 1. Resultados de los valores p para los tests de sesgo y curtosis, junto con los
coeficientes de correlacién de Kendall, Spearman y Pearson, para distintos niveles

de contaminacién.

Contaminacién Coef. Coef. Coef.

(%) Kendall Spearman Pearson
0.00 -0.585578 -0.780344 -0.790705
0.02 -0.522967 -0.675797 -0.356312
0.05 -0.432012 -0.526342 -0.008416
0.10 -0.300268 -0.300594 0.269511
0.15 -0.177898 -0.100592 0.413265
0.20 -0.079512 0.067052 0.492009

En la tabla 1. se evidencia que el coeficiente de correlacion de Pearson es
especialmente sensible a las relaciones lineales entre dos variables, lo que lo hace
mas susceptible a los cambios en la magnitud de los datos. En la tabla
proporcionada, se puede observar que a medida que aumenta el nivel de
contaminacién en los datos (de 0% a 20%), el valor de Pearson pasa de ser negativo
(-0.79 en 0% de contaminacion) a positivo (0.49 en 20% de contaminacién), lo que
indica una transicion de una relacién inversa a una directa a medida que las
observaciones se desvian de la normalidad. Esta sensibilidad refleja como Pearson
reacciona a las alteraciones en la relacion lineal entre las variables, mientras que
otros coeficientes como Kendall y Spearman, aunque también afectados, son
menos sensibles a tales cambios y pueden captar relaciones no lineales o con mas
ruido.

En los datos contaminados, se puede observar cémo al aumentar el porcentaje de
contaminacién, los coeficientes de correlacion cambian drasticamente. Lo
interesante es que al contaminar los datos con un vector alejado del origen, los
datos parecen mostrar una relacién creciente entre las variables, que en realidad
no existe en los datos originales. Este fendmeno es una manifestacion clara del
Efecto Simpson, que ocurre cuando, al combinar datos de diferentes grupos
contaminados, se genera una ilusion de crecimiento en la relaciéon entre las
variables. Sin embargo, esta relaciéon no es real, ya que al observar los datos por
separado (sin contaminacién o con poca contaminacién), se evidencia que no hay
una correlacion positiva o incluso puede haber una relacién negativa o inversa entre
las variables. La contaminacion de los datos al alejar el vector del origen produce
un cambio significativo en la forma en que las variables parecen estar relacionadas,
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lo que puede generar conclusiones incorrectas si no se tiene cuidado al interpretar
los resultados.

A continuacién, se presentan las muestras generadas utilizando una distribucién t
multivariante con un vector de medias en el origen y una matriz de varianzas y
covarianzas. Estas muestras se derivan de una mezcla de distribuciones normal y
gamma, lo que da como resultado una distribucién t multivariante. Para cada nivel
de contaminacion (0%, 2%, 5%, 10%, 15%, 20%), se generan datos contaminados
a partir de esta mezcla, permitiendo observar los efectos de la contaminacién en la
estructura de los datos. El objetivo es estudiar cémo los datos contaminados
afectan la distribucién original y cémo los coeficientes de correlacidn, como los de
Kendall, Spearman y Pearson, responden a la introduccion de diferentes niveles de
contaminacion.

La metodologia de mezcla entre distribuciones normal y gamma se utiliza para
simular un escenario en el que las observaciones fuera de lo comun son afadidas a
los datos originales. Esta simulacién ayuda a comprender el impacto de los valores
atipicos en la distribucién y permite evaluar cémo las correlaciones entre las
variables cambian a medida que se aumenta la contaminacién. En particular, la
introduccién de estos datos contaminados permite explorar los efectos del Efecto
Simpson, el cual puede inducir a una interpretacién incorrecta de las relaciones
entre las variables, especialmente cuando los datos atipicos distorsionan la
tendencia general.

1M
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Figura 3. Visualizacién de los datos originales (en azul) y los datos
contaminados (en rojo) a diferentes niveles de contaminacién. Cada
subgrafica corresponde a un nivel especifico de contaminacion, variando del
0% al 20%. Los puntos azules representan los datos generados sin
contaminacién, mientras que los puntos rojos muestran cémo los datos se ven
alterados por la mezcla de distribuciones normal y gamma, evidenciando el
efecto de la contaminacién en la estructura de los datos.
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Tabla 2. Coeficientes de correlacién de Kendall, Spearman y Pearson, junto con los
valores de sesgo (Skewness) y curtosis (Kurtosis) para diferentes niveles de
contaminacién. Los valores de sesgo y curtosis estan presentados con los limites
inferior (Lim Inf) y superior (Lim Sup). Los coeficientes de correlaciéon indican la
relaciéon entre las variables en funcién del porcentaje de contaminacién en los

datos.
Sesg
Sesgo Curtosis Curtosis
%  Kendall Spearman Pearson (2.5%  (97.5%) (2.5%) (97.5%)
0 1.05
-0.011 -0.015 -0.024 ' 1.235 1.724 2.271
0 1.96
0.011 0.017 0.034 ' 2.260 5.499 7.692
0 2.08
-0.014 -0.022 -0.026 ' 2.249 4.786 5.692
0 1.83
-0.048 -0.073 -0.064 ' 1.867 2.741 2.754
0 1.42
0.031 0.047 0.049 ' 1.451 0.916 0.919
0 1.18
0.005 0.009 0.014 ' 1.209 0.065 -0.007

En la tabla 2. se observan variaciones en los coeficientes de correlacion, sesgo y
curtosis a medida que aumenta el nivel de contaminacién de los datos. En cuanto
a los coeficientes de correlacion, el valor de Kendall, Spearman y Pearson muestra
cambios moderados con el aumento de la contaminacién. En particular, los
coeficientes tienden a volverse més negativos o menos pronunciados cuando la
contaminaciéon es baja (como en el caso de 0% o 2%), sugiriendo que, a niveles
bajos de contaminacién, las relaciones entre las variables ain se mantienen
relativamente fuertes, aunque con una ligera tendencia al decrecimiento. A medida
que se incrementa la contaminacién (especialmente a 10% y 15%), los coeficientes

13



comienzan a estabilizarse o incluso a cambiar su signo, indicando una pérdida de
la correlacién entre las variables.

En cuanto a los valores de sesgo y curtosis, los datos muestran un comportamiento
claro con la contaminacién. Al principio, en niveles de contaminacién bajos (0% a
5%), los valores de sesgo y curtosis se mantienen dentro de rangos razonables, pero
a medida que la contaminacién aumenta (especialmente a niveles més altos, como
10% y 15%), se observa un aumento significativo en la curtosis, lo que sugiere una
mayor concentracion de los datos alrededor de la media o la presencia de valores
extremos mas marcados. Este cambio en la curtosis es consistente con los efectos
de la contaminacién, que distorsionan la distribucién original. En general, la
contaminacién tiene un impacto considerable sobre la normalidad de los datos,
especialmente a medida que aumenta el nivel de contaminacion, lo que se refleja
en el cambio de los coeficientes y las medidas de dispersiéon como el sesgo y la
curtosis.

Ahora, aplicaremos técnicas de remuestreo a los datos de desercién en primaria y
secundaria en Colombia correspondientes al afo 2023. Los datos utilizados estan
disponibles en el sitio web del Ministerio de Educacién Nacional de Colombia y
abarcan las tasas de desercion por cada departamento tanto en primaria como en
bachillerato. En la grafica se presenta la estimacion de la regresion kernel,
destacando la posible tendencia creciente observada en las tasas de desercion.

10-

DESERCION_SECUNDARIA

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
DESERCION_PRIMARIA

Figura 4. Desercién en secundaria en relacién con la desercién en primaria,
representada mediante un grafico de densidad kernel con intervalos de confianza
del 95%.
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En la figura 4 se observa una relaciéon positiva directa entre las variables. Sin
embargo, para evaluar adecuadamente la correlacién, es necesario recurrir a un
indice de correlacién y, en este caso, al coeficiente de correlacién lineal de Pearson.
No obstante, antes de utilizar este coeficiente, es fundamental someter los datos a
una prueba de normalidad multivariante. En este estudio, se empled el test de
Mardia (Wulandari, D., et al., 2021), cuyo resultado arrojé un valor p de 0.012. Dado
que este valor es menor al nivel de significancia del 5%, se rechaza la hipétesis nula,
lo que indica que los datos no siguen una distribucién normal multivariante. Por lo
tanto, el uso del coeficiente de correlaciéon lineal de Pearson no es adecuado en
este caso.

En este articulo, se ha utilizado un enfoque basado en técnicas de remuestreo para
analizar la relacion entre la desercion en la educacién en primaria y en secundaria
en Colombia, a partir de datos proporcionados por el Ministerio de Educacién
Nacional en 2023. Las técnicas de remuestreo aplicadas incluyen "Leave One Out"
(LOO), que permite evaluar la estabilidad de las estimaciones obtenidas al excluir
sucesivamente una observacién en cada iteracion. Esta metodologia es util para
obtener intervalos de confianza y evaluar el comportamiento de los estimadores sin
depender de supuestos de normalidad, los cuales no se cumplen en este caso
segun lo indicado por los resultados de las pruebas de normalidad multivariante.

En lugar de utilizar un Unico conjunto de datos, la técnica Leave One Out permite
crear muestras repetidas al eliminar una observacién de cada vez y calcular las
estadisticas de interés, como la media y la correlaciéon, para cada muestra. Este
enfoque nos proporciona una visién mas robusta de los resultados, ya que reduce
el sesgo que podria generarse si se utilizara el conjunto de datos completo. De esta
manera, se obtiene un intervalo de confianza del 95% para las estadisticas
calculadas, como el coeficiente de correlaciéon de Spearman entre la desercién
primaria y secundaria. Ademas, se calcula el valor de la correlacion en cada iteracién
para observar la variabilidad de los estimadores. Estas técnicas, combinadas con
gréficos de distribucion, permiten evaluar la confiabilidad de las conclusiones
obtenidas sobre la relacion entre las variables de desercidon escolar.
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Figura 5. Distribucion de los coeficientes de correlaciéon de Spearman para las
diferentes muestras generadas mediante la técnica "Leave One Out". En la grafica
se muestra el histograma junto con la densidad estimada, asi como los intervalos
de confianza al 95% (en verde) y los percentiles del 0.5% y 99.5% (en rojo). La linea
negra indica la media de los coeficientes de correlacién.

En la Figura 5 se observa que los intervalos de confianza generados mediante las
metodologias de remuestreo no son simétricos. Esto contrasta con los intervalos
derivados bajo la suposiciéon de un modelo distribucional previamente definido, los
cuales si presentan simetria. Esta asimetria sugiere que asumir un modelo de
distribuciéon especifico podria llevar a una aproximaciéon més precisa. Ademas, se
puede concluir que existe una correlacion directa significativa entre la desercién
primaria y secundaria, ya que el intervalo de confianza no incluye el valor cero. De
hecho, el intervalo obtenido es un subconjunto que supera el umbral de 0.5, lo que
refuerza la presencia de una relacién positiva entre ambas variables.

Esta investigacion subraya la importancia de un uso adecuado del coeficiente de
correlacién, especialmente cuando se consideran los supuestos subyacentes de los
métodos estadisticos. El analisis revel6 que, en situaciones donde los datos no
cumplen con los supuestos de normalidad multivariante o presentan atipicos, el uso
del coeficiente de correlacién lineal de Pearson puede no ser apropiado, ya que
podria generar interpretaciones erréneas. Ante esta situacion, las alternativas de
remuestreo, como el método Leave-One-Out y el bootstrap, se presentan como
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herramientas robustas, ya que permiten obtener estimaciones de intervalos de
confianza sin depender de distribuciones paramétricas. Estas técnicas no solo
ofrecen una mayor flexibilidad, sino que proporcionan estimaciones méas confiables
al evitar las restricciones asociadas con los métodos tradicionales. En el contexto
colombiano, los resultados indican que existe una correlacién significativa y directa
entre la desercién escolar en primaria y secundaria. Este hallazgo es crucial para los
responsables de las politicas educativas, ya que sugiere que las intervenciones en
el nivel primario podrian tener un impacto directo en la reduccién de la desercién
en niveles educativos posteriores. En este sentido, es fundamental que las
autoridades educativas utilicen estos analisis para disefiar politicas mas eficaces que
aborden de manera integral los factores que afectan la permanencia de los
estudiantes en el sistema educativo.
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Capitulo 2. Inferencia sobre las cadenas de

Markov en R

Las cadenas de Markov en tiempo discreto constituyen un marco matematico
esencial en la teoria de probabilidad, siendo utilizadas histéricamente para modelar
sistemas que evolucionan en pasos discretos a través de estados definidos. Dichos
modelos tienen diversas aplicaciones; por ejemplo, en marketing, (Styan, 1964)
expone cémo aplicar cadenas de Markov en estrategias de marketing. En medicina,
(Pegels, 1970) presenta una aplicacion sobre el estado de la sangre en pacientes.
También se presentan aplicaciones actuales, como la de (Lin, 2021), que evalula el
estado de la velocidad de un motor. Este enfoque encuentra aplicaciones
significativas en una variedad de disciplinas, desde ingenieria y finanzas hasta
biologia y aprendizaje automatico. Sin embargo, en dichas aplicaciones no se ha
explotado completamente el potencial inferencial que dichos modelos poseen y
que aporta significativamente a dichas investigaciones.

En ingenieria de comunicaciones, las cadenas de Markov son empleadas para
analizar la transmisiéon de datos en canales ruidosos y protocolos de red. En el
ambito financiero, se utilizan para modelar la dindmica de precios en mercados y
gestionar riesgos. En biologia, estas cadenas son fundamentales para entender la
evolucién de poblaciones y la propagacién de enfermedades. Ademas, en
aprendizaje de maquina, los modelos ocultos de Markov son esenciales en
reconocimiento de patrones y procesamiento del lenguaje natural. Por ejemplo
(Mo, 2022) expone una aplicaciéon interesante de las cadenas de Markov en sistemas
de comunicacion.

En la investigaciéon de operaciones, las cadenas de Markov se aplican en la
optimizacién de sistemas y la toma de decisiones, por ejemplo “Describimos
nuestro algoritmo para identificar sitios de unién de factores de transcripcion (TFBS)
a través de Optimizacién de la cadena de Markov. La clave es un algoritmo para
ordenar a la cadena de Markov que capture la dependencia mas significativa entre
posiciones en el enlace del objetivo secuencia.” (Yang, 2012, pag. 4), también se
usa para abordar problemas como la planificacién de inventarios y la gestion de
recursos. En resumen, estas cadenas proporcionan un marco robusto para modelar
y entender procesos estocdsticos en distintos contextos, ofreciendo una
herramienta valiosa para analizar, simular y optimizar sistemas complejos que
evolucionan en pasos discretos en el tiempo.
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Como se ha indicado anteriormente las cadenas de Markov en tiempo discreto son
un marco tedrico esencial en la teoria de probabilidad y la modelizacién estocastica.
Estas cadenas son utilizadas para describir sistemas que evolucionan a lo largo de
una secuencia de instantes discretos en el tiempo, donde la transiciéon de un estado
a otro estd determinada por probabilidades condicionales. Un aspecto clave de las
cadenas de Markov es su propiedad de "sin memoria", lo que significa que la
probabilidad de moverse a un estado futuro depende Unicamente del estado actual
y no de la secuencia de eventos previos.

La representacion matematica de las cadenas de Markov segin (Saghafian, 2018,
pag. 357) se realiza a través de la matriz de cambio de estados, cominmente
denotada como P, que describe las probabilidades de transicién entre los distintos
estados en un solo paso temporal. Esta matriz es fundamental para entender la
dindmica a corto plazo de la cadena. Ademas, las cadenas de Markov exhiben un
comportamiento a largo plazo que se caracteriza por la distribucion limite, i, que
representa la distribucién estacionaria a medida que la cadena evoluciona
indefinidamente.

En conjunto, las cadenas de Markov proporcionan un marco versatil y poderoso
para modelar y analizar sistemas dindmicos y estocésticos en una amplia gama de
disciplinas, desde ingenieria y finanzas hasta biologia y aprendizaje automatico.
(Zucchini, 2009) explica que su capacidad para capturar la evolucién temporal de
un sistema mediante probabilidades de transicién y describir su comportamiento
estacionario las convierte en una herramienta valiosa para abordar problemas
complejos en la modelizacién y simulacién de sistemas dindmicos.

Una caracteristica importante intrinseca a un modelo basado en una cadena de
Markov es la distribucion estacionaria, “Suponga que tenemos N estados en
nuestro sistema. La matriz de cambio de estados, comUnmente denotada como P,
es una matriz cuadrada NxN donde cada elemento Pij representa la probabilidad
de transicién del estado i al estado j. Es importante destacar que cada fila de la
matriz P suma a 1, ya que las probabilidades de transicion desde un estado dado
deben sumar 1” (Meyer, 1994, pag 1). El autor explica que es necesario tener la
matriz de transicién antes de proceder al calculo de la distribucion estacionaria
haciendo uso del contexto. Sin embargo, en la vida real en muchas ocasiones nos
encontramos con una observacién parcial del proceso estocastico y con estos datos
se quiere realizar inferencia sobre los pardmetros.
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Por otro lado, teniendo la matriz de transicién se hace necesario el calculo de la
distribucion limite, (Meyn ,1993) resalta que este es un concepto clave que describe
el comportamiento a largo plazo de la cadena de Markov. Para hacer célculo de
dicha distribucién se puede seguir el siguiente proceso, “a largo plazo la
distribucion de probabilidad sobre los estados deja de cambiar en su evolucién
temporal. Denotemos esta distribuciéon limite como m, y es Unica para una cadena
de Markov irreducible y aperiédica. La distribucién limite m se puede encontrar
resolviendo la ecuacidon niP=m, donde P es la matriz de cambio de estados. Esta
ecuacién establece que la distribucién limite es invariante cuando la cadena se
encuentra en equilibrio.” (Castafieda, 2012, pag. 369).

El propdsito de este estudio consiste en llevar a cabo un anélisis comparativo entre
los métodos inferenciales clasicos de maximo verosimilitud y el método de los
momentos aplicados a cadenas de Markov con espacio de estados finito y tiempo
discreto. Durante este andlisis, se destacaran algunas limitaciones inherentes a
estos enfoques tradicionales, lo cual servird como base para la exploracion y
justificacion de la aplicacion de inferencias bayesianas o no paramétricas en estos
modelos. Este abordaje busca ofrecer una perspectiva mas amplia y robusta,
superando las posibles desventajas identificadas en los métodos clasicos, y
promoviendo asi un entendimiento mas profundo de la dindmica subyacente en las
cadenas de Markov consideradas.

La aplicacién de la inferencia clésica a las cadenas de Markov requiere una sélida
revision de conceptos fundamentales de la estadistica matematica. Entre estos
conceptos, los momentos poblacionales desempefan un papel esencial al
proporcionar medidas descriptivas de la forma y tendencia central de una
distribucién, resultandos fundamentales para comprender la dindmica de las
transiciones entre estados en las cadenas de Markov. Ademas, la familiaridad con
las distribuciones multinomial y binomial es crucial, ya que estas modelan los
eventos en el contexto de mdltiples categorias o resultados binarios,
respectivamente, aspectos que pueden ser inherentes a las cadenas de Markov. La
aplicacién de métodos de estimacion, tales como el método de momentos y el
método de maximo verosimilitud, se revela como un paso indispensable para
determinar los pardmetros que caracterizan la evolucién temporal de la cadena.
Complementariamente, el método de Montecarlo, mediante la generacién de
muestras aleatorias, proporciona un enfoque valioso para simular el
comportamiento de la cadena y obtener resultados estadisticos robustos. En
conjunto, este conjunto de herramientas estadisticas provee la base necesaria para
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explorary comprender a fondo las cadenas de Markov, facilitando asi una inferencia
rigurosa sobre su comportamiento en diversas situaciones.

En (Zhang, 2020) se explica que el primer momento es la esperanza matematica
defina como sigue:

E(X) = {f_ xf () dx z XP(X = x) 1)

X

El primer momento describe la centralidad de la distribucion, también en (Zhang,
2020) se explica la necesidad del segundo momento como fuente de variabilidad
de la variable aleatoria, dicho segundo momento centrado en la esperanza se
define como:

Var(X) = ( f (= B fC)dx Y (x = ECR)PX
= x) @

Estos dos momentos juegan un papel crucial al realizar inferencia, y son
fundamentales para llevar a cabo la estimacién. En el proceso de inferencia, se inicia
recordando el método de momentos como una herramienta valiosa para realizar
estimaciones. (Andrews, 2010) destaca la robustez de este método bajo la
condicion de que se cumplan los supuestos distribucionales necesarios. Es
importante sefialar que el método de momentos opera mediante la igualacién de
momentos tedricos y empiricos. En este contexto particular, nos limitamos a
considerar la estimacion de la esperanza y la varianza. Este enfoque, al centrarse en
estos momentos especificos, simplifica el proceso de inferencia al abordar
directamente las caracteristicas centrales de la distribuciéon en cuestién. Asi, al
aplicar el método de momentos a la estimacién de la esperanza y la varianza, se
establece un marco robusto para la inferencia en el contexto de cadenas de Markov
con espacio de estados finito y tiempo discreto.

=2t 3
. 2

57 _ Zi n(fll_ E) (4)

~ Zi (xi B E)z

7= n—1 )

21



En las cadenas de Markov la inferencia propuesta bajo el método de los momentos
consiste en: hallar las frecuencias de transicion entre los estados de la cadena de
Markov. Estas frecuencias representan el nimero de veces que la cadena pasa de
un estado a otro durante un conjunto de observaciones, luego se definimos los
momentos empiricos en términos de estas frecuencias de pasos. Por ejemplo, el
primer momento empirico puede representar la media de las transiciones entre
estados, y el segundo momento empirico puede corresponder a la varianza de
estas transiciones.

Otro método importante a la hora de realizar estimacion es el método de méaximo
verosimilitud, segun (Li, 2020, pag. 4) el método de méximo verosimilitud se define
como:

6:= argmax, ,{L(0|X1,...,X,)} (6)

Suponga que la muestra aleatoria es una familia de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas

0:= argmazy of| | fCxl0) )

Se invita al lector demostrar que bajo la distribucién binomial el estimador por el
método de los momentos y por maximo verosimilitud coincide y es

Ly
A su vez bajo un estado en el tiempo t, la estimacién de pasar a otro estado por el

método de los momentos es
nij
D, =— 9
Dy n, €©))

Una  pregunta muy interesante que nos planteamos es: ¢
p;j es estadisticamente significativo ?, luego planteamos el siguiente sistema de
hipdtesis:

{Hy: p; = OHa:pij >0 (10)
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Este contraste de hipotesis puede ser sometido bajo diversos métodos, el que sera
considerado en este caso es la prueba bajo teorema de limite central expuesto en
(Wasserman, 2020)

z=—P0 (11)

Py (1 —py)
n;,

Si z es mayor al cuantil de la distribuciéon normal de probabilidad correspondiente
a 1 -4, se rechaza la hipdtesis nula. Esta prueba presenta algunos problemas de
consistencia, los cuales se explican en (Bonkhoff, 2020) o en (Linde, 2023). Aunque
este sea un problema, requiere un estudio minucioso y se deja como un tema
abierto a discusion.

La necesidad de realizar inferencia sobre los parametros de una cadena de Markov
radica en obtener un modelo mas parsimonioso. Recordemos que el criterio de
parsimonia sugiere que un modelo es mejor cuando maximiza la informacién
retenida al minimizar el nimero de pardmetros. Al considerar la cantidad de
paréametros de una cadena de Markov, observamos que se deben estimar k*k
parametros, lo cual es una cantidad bastante significativa. Si utilizamos métodos
inferenciales para evaluar qué pardmetros son significativos, reduciremos el nimero
de parametros a estimar. Para profundizar en el criterio filoséfico de parsimonia, se
puede consultar (Sober, 1981).Para la simulacién se debe tener cuidado ya que
globalmente la simulacién que haremos no es sobre solo una distribucién dada. En
la siguiente tabla se expone el algoritmo en seudocddigo para realizar inferencia
sobre una cadena de Markov. Si desea profundizar las reglas generales del
seudocoédigo pue ver (Oda, 2015). Para simular la cadena se sigue el siguiente
codigo

Tabla 1. Pseudocédigo para realizar la simulacién de una Cadena de Markov

Algoritmo: Simulacion de Cadena de Markov
Entradas:

- Matriz de Transicidon (matriz_transicion)

- Estado Inicial (estado_actual)

- Ndmero de Pasos (num_pasos)
Salida:

- Secuencia de Estados Simulados
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1. Definir la Matriz de Transicién:

- matriz_transicion: matriz NxN con probabilidades de transicion.
2. Definir el Estado Inicial:

- estado_actual: elegir un estado inicial.
3. Numero de Pasos de Simulacion:

- num_pasos: determinar la cantidad de pasos a simular.

4. Simulacion:
- Para cada paso desde 1 hasta num_pasos:
a. Imprimir o almacenar el estado actual.
b. Elegir el préximo estado basado en la matriz de transicion y actualizar

estado actual.

En esta tabla se expone el pseudocéddigo para realizar la simulacion de una cadena
de Markov. Este pseudocddigo puede adaptarse a cualquier lenguaje de
programacién, como R o Python. Para ver la implementaciéon en R puede ver
(Rangel, 2023) y en Python ver (Rangel, 2023).

# Definir la matriz de transicién

trans_matrix <- matrix(c(0.7, 0.2, 0.1, # Probabilidades de transicion de A
0.3,0.5,0.2, # Probabilidades de transicién de B
0.1, 0.4, 0.5), # Probabilidades de transicién de C

nrow = 3, byrow = TRUE)

# Estados posibles

states <- c("A", "B", "C")

# Funcién para generar las observaciones
generate_observations <- function(trans_matrix, states, n_obs) {

current_state <- sample(states, 1) # Estado inicial aleatorio
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observations <- character(n_obs) # Vector para almacenar las observaciones

for (iin 1:n_obs) {
observations[i] <- current_state

probs <- trans_matrix[states == current_state, | # Obtener las probabilidades
de transicion del estado actual

current_state <- sample(states, 1, prob = probs) # Transicion al siguiente
estado

}

return(observations)

# Generar las observaciones
observations <- generate_observations(trans_matrix, states, 100)

observations

## [1]"B" "B" "A" "A" "A" "C" "B" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "C" "B" "A"
IIAII IIBII

## [19] "A" "B" "B" "B" "C" "C" "C" "C" "A" "A" "A" "B" "B" "C" "B" "B"
IIAII IIBII
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## [37] "B"
IIAII n BII
## [55] "B"
IIBII IIBII
## [73] "B"
IIAII IIAII
## [91] "B"

# Funcion para estimar la matriz de transicion
estimate_transition_matrix <- function(observations, states) {
n_states <-

trans_matrix_est <- matrix(0, nrow = n_states, ncol = n_states)

for (i in 1:(length(observations) - 1)) {
current_state <- observations|i]

next_state <- observations|i + 1]

current_index <- which(states == current_state)

next_index <- which(states == next_state)

trans_matrix_est[current_index, next_index] <- trans_matrix_est[current_index,
next_index] + 1

}

AT AT BT TAT PAT PAT TAT AT TAT BT BT TAT "B "BT "B

"B" "A" "A" "A" "B" "B" "B" "C" "B" "C" "C" "C" "A" "B" "B"

cr et gt et et Bt "Bt TAT TAT TAT TAT BT C TC A

"B" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "A" "C"

length(states)
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trans_matrix_est <- trans_matrix_est / rowSums(trans_matrix_est)

return(trans_matrix_est)

# Estimar la matriz de transicion

estimated_trans_matrix <- estimate_transition_matrix(observations, states)
estimated_trans_matrix

# 11 [L2] 3]

##[1,] 0.6590909 0.2727273 0.06818182

## (2,1 0.3157895 0.5000000 0.18421053

## (3,1 0.1764706 0.3529412 0.47058824

Observemos que la generacién de aleatorios pide un estado inicial, esto se debe a
que por definicién, los procesos markovianos se definen bajo la distribucién
condicional, note que dicha distribucién condicional si se comporta como un vector
aleatorio aleatoria multinomial del tamafio del conjunto de estados de la cadena,
esta relacién la puede ver en (Zhou, 2009)

Otra perspectiva mas ajustada a la realidad y de interés es la exploracion del
método bayesiano, este trabajo solo considera inferencia clasica sin embargo se
puede adaptar la metodologia propuesta por (Kelter, 2020). Se destaca la
naturaleza secuencial de la estadistica bayesiana en el aprendizaje estadistico,
segun se discute en (Waldmann, 2022). Este enfoque se plantea como un trabajo
futuro de gran interés, ya que integra tres aspectos fundamentales de la estadistica:
procesos estocasticos, estadistica matematica para la estimacion de pardmetros y
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pruebas de hipodtesis, asi como la estadistica bayesiana, que permite incorporar
experiencia pasada para realizar predicciones con los datos. En ambitos financieros,
como el modelo de Markowitz, ya se han implementado mecanismos bayesianos,
como se evidencia en (Chen, 2020). Como perspectiva para futuros estudios, se
propone realizar un analisis comparativo entre el estadistico de significancia
propuesto en este trabajo y el intervalo de credibilidad propuesto por la estadistica
bayesiana.

SIMULACION

# Modelo M/M/1/N
####PRIMER PUNTO A)####
l<-.5

m<-.3

N<-5

r<-I/m

"

##[1]1 1.666667

#La oferta de servicio supera a la oferta de demanda.
PO<-(1-1)/(1-(r\(6)))

PO

## 1] 0.03262621

####PRIMER PUNTO B)####

l<-.3
m<-.5

N<-5
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r<-1/m
.

##[1]0.6

#La oferta de servicio supera a la oferta de demanda.

PO<-(1-0/(1-(rA(6))

PO
##[1] 0.4195757

HARBH BB HBHHHAAAAARR R R B R HHAAAAAARRRRRH

####SEGUNDO PUNTO####
set.seed(666)
TF<-5000

t<-seq(0,TF, length=1001)

L1 <- 5-(5*exp(-t/5))+(t*t)/10
11 <- diff(L1)

length(l1)

## [1] 1000

dx <- NULL

for(i in 1:length(I1)) {

dx[i] <- rpois(1,I1[i])

dx
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Se propone el uso de métodos de estadistica clasica para la estimacion y simulacién
de una cadena de Markov en tiempo discreto con espacio de estados finito.
Ademas, se abordan algunas dificultades asociadas a los métodos clésicos, lo cual
subraya la necesidad de recurrir a la estadistica bayesiana para la estimacién. Dos
motivos principales respaldan esta eleccidon: en primer lugar, la naturaleza
secuencial de los procesos estocasticos y el enfoque de aprendizaje que ofrece el
método bayesiano.

Adicionalmente, se propone la realizacién de pruebas de significancia clasica con
el objetivo de reducir el nimero de pardmetros, cumpliendo asi el criterio de
parsimonia. Este principio sugiere que un modelo es considerado mejor si logra
explicar de manera 6ptima los datos con la menor cantidad de pardmetros posible.
La aplicacion de pruebas de significancia clésica permitird evaluar la relevancia
estadistica de cada pardmetro, contribuyendo a la simplificacion del modelo y
facilitando su interpretacion. Esta estrategia no solo busca mejorar la eficiencia del
modelo, sino también proporcionar una base mas sélida para la toma de decisiones
y la generalizacion de los resultados en diferentes contextos.
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Capitulo 3. Ecuaciones con ruidos aleatorios

Las ecuaciones diferenciales estocésticas (EDE) desempefian un papel fundamental
en diversos campos cientificos y aplicaciones practicas. Su importancia radica en su
capacidad para modelar y comprender sistemas complejos sujetos a la
incertidumbre y variabilidad inherentes a fenémenos naturales o comportamientos
aleatorios. A diferencia de las ecuaciones diferenciales clésicas (EDC) que asumen
condiciones perfectamente deterministas, las EDE consideran la aleatoriedad,
permitiendo asi capturar y analizar la variabilidad observada en muchos procesos
del mundo real. Este enfoque es crucial en campos como la fisica, la biologia, la
economia y la ingenieria financiera, donde los fendmenos involucrados estan
influenciados por factores aleatorios o fluctuaciones que deben ser comprendidos
y modelados con precision. Las EDE proporcionan herramientas poderosas para
simular, predecir y tomar decisiones en sistemas complejos y dinamicos, ofreciendo
una visién mas realista y completa de los fendmenos que las rodean.

Segun Exarchos, ., et al. (2018), las ecuaciones diferenciales estocasticas y la
simulacién son de gran importancia para resolver problemas de control 6ptimo
estocastico. Estas ecuaciones permiten modelar y analizar sistemas dindmicos
sujetos a incertidumbre y ruido. Dichas ecuaciones diferenciales han sido objeto de
gran estudio en el drea de la teoria de procesos estocasticos. Los Ultimos avances
tedricos han intentado llevar las propiedades que tienen las ecuaciones
diferenciales clasicas a las EDE.

La simulacién de estas ecuaciones es otra parte interesante que se discutira en este
articulo. En particular, se expondréan e implementarédn los métodos de Euler-
Maruyama y de Runge-Kutta. Estos métodos generardn trayectorias de estado y
evaluaran expectativas numéricamente. Estas herramientas son fundamentales para
abordar problemas de control 6ptimo estocastico de manera eficiente y escalable,
y han demostrado ser Utiles en diversos campos, como finanzas, robética y control
de procesos. Segun Suescun D, et al. (2021), el método de Runge-Kutta clasico se
puede generalizar para las EDE de manera muy similar a como se generaliza el
método de Euler-Maruyama con el método de Euler para las EDC.

Hay problemas en los cuales las EDC se adaptan muy bien. Sin embargo, estas
ecuaciones no consideran el ruido de las observaciones al modelo. Por ejemplo, un
experimento que se realiza en cursos basicos de fisica experimental es dejar caer
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una pelota y ajustarle el modelo del movimiento uniformemente acelerado. En la
teorfa, se ajusta un modelo completamente caracterizado por la posicién inicial, la
velocidad inicial y la aceleracién constante, siguiendo la ley que indica que una
pardbola solo pasa por tres puntos. Los puntos observados de la posiciéon de la
pelota en diferentes tiempos fluctian alrededor del modelo tedrico; este error se
puede modelar mediante un modelo estocéstico. Ademas, en situaciones que
involucren modelos basados en EDC, puede ocurrir que por efectos ambientales o
azarosos la realidad fluctte alrededor del modelo. En estos casos, es recomendable
considerar un modelo de EDE que si considera dicho ruido.

Para un entendimiento profundo del trabajo con EDE se debe realizar un resumen
acerca de los resultados mas importantes del analisis estocastico, este resumen se
bararad en Castaneda, L. B., et al. 2012 y Rincén, L., 2006

El modelo matematico fundamental en la teoria de la probabilidad es el espacio de
probabilidad, que se compone de un conjunto Q, una coleccién A de subconjuntos
de Q, y una funcién P: A — [0, 1]. El conjunto Q representa los posibles resultados
de un experimento aleatorio, mientras que A, llamada o-algebra, estd constituida
por subconjuntos de Q que cumplen ciertas propiedades de cierre bajo
operaciones especificas. Los elementos de Ase denominan eventos o conjuntos
medibles. La funcién P, conocida como medida de probabilidad, cumple con
axiomas establecidos por A. Kolmogorov en 1933, los cuales indican que la
probabilidad de Q es igual a 1, |la probabilidad de cualquier evento en F es mayor
o igual a cero, y la funcién es aditiva sobre sucesiones infinitas de eventos disjuntos
dos a dos.

La funcién de densidad de probabilidad de una distribucién normal, representada
1 _t=w?

por Fy(x):= [~ 5—=¢ o dtdescribe la probabilidad de que una variable

aleatoria continua tome un valor menor o igual a x, dados ciertos pardmetros como
la media y la desviacién estandar. Esta férmula es fundamental en estadistica y
teoria de probabilidades, ya que modela con precisién una variedad de fenémenos
naturales y en aplicaciones practicas, ofreciendo una representacion gréfica de la
distribucién de probabilidad que sigue una curva simétrica en forma de campana,
conocida como la curva de campana gaussiana.

En la teoria de la probabilidad, se emplea una definicién de integral mas amplia
que la integral convencional de Riemann. Esta integral, conocida como integral de
Lebesgue, desempeifia un papel fundamental en la teoria de procesos estocasticos.
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Para profundizar en este campo, se recomienda referirse a la obra de Resnick, S.
(2019).

Un proceso estocastico consiste en una coleccion de variables aleatorias {X(t), t € T}
definidas en un espacio de probabilidad (Q, A, P). Es importante notar que la letra
t representa el indice y T denota el conjunto de indices. Esto se debe a que los
procesos estocasticos, en su esencia, surgen al estudiar la evolucién temporal de
fendmenos aleatorios. Esta designaciéon no presupone nada acerca de la
numerabilidad de T.

Un proceso estocastico se puede entender como una funcién que depende de dos
variables: el tiempo (representado por t) y los resultados posibles de un
experimento (representados por w). Al fijar un valor especifico para w, por ejemplo,
para un w , obtenemos una trayectoria del proceso, denotada como X(-, w). Esta
trayectoria es la representacién gréfica de como evoluciona el proceso en el tiempo
para un resultado particular del experimento. Dicha funcién de dos variables puede
verse como una coleccién de variables aleatorias indexadas en el tiempo, es decir,
Xt, 0): teT, weQ}={X({t):teTycada X(t) es (R, A, P) variable aleatoria.

Los procesos estocésticos tienen dos caracteristicas importantes, la funcién de
media y la funcién de autocorrelacion si estos son finitos se dice que dichos
procesos pertenecen al espacio L?(Q, A, P) Claro, aqui estan las definiciones de la
funcién media y la autocovarianza de un proceso estocastico. La funcién media de
un proceso estocastico, denotada como p(t), es la esperanza matematica o el valor
esperado de la variable aleatoria en un tiempo especifico t. Se define como p(t) =
E[X(t)], donde EJ[] representa el operador de esperanza o valor esperado. Esta
funcién proporciona informacién sobre la tendencia central o el valor promedio del
proceso en el tiempo t. Por otro lado, para realizar regiones o intervalos de
confianza se usa la funcién de auto covarianza de un proceso estocastico que mide
la covariacién entre dos valores del proceso en diferentes tiempos. Se define como
a(s, 1) = Cov[Xs, X(t)], donde Cov[] representa la covarianza y Xs y X(t) son dos
variables aleatorias del proceso en los tiempos s y t, respectivamente. Esta medida
cuantifica cémo varian conjuntamente dos instantes diferentes del proceso,
proporcionando informacién sobre la relacién de dependencia entre el proceso en
diferentes puntos temporales.

Hay un proceso en particular que es de mucho interés para las ecuaciones
diferenciales estocasticas dicho modelo es la caminata aleatoria. Una caminata
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aleatoria centrada en c es un proceso estocastico discreto que describe el cambio
secuencial en una variable a través de pasos sucesivos aleatorios. Sean
Y(1),...,Y(n) variables aleatorias independientes e identicamente distribuida (lID)
con esperanza cero y varianza finita, se define recursivamente {X(t)} como:

- X(n) = X(n-1) + Y(n)

Si se toma la particion de un intervalo [0,t] y se modela una caminata aleatoria,
cuando la norma de dicha particién tiende a cero el proceso estocéstico recibe el
nombre de movimiento browniano (MB), y se puede demostrar que es un proceso
con incrementos independientes y estacionarios, por otro lado se puede verificar
que sin importar la distribucién de las Y(t) si el segundo momento es finito, el
proceso tiene distribuciones finito dimensionales gaussianas. El movimiento
Browniano fue introducido por el botanico Brown en 1828 ver Brown, R., 1828
donde explica el movimiento de particulas sumergidas en un liquido, ahora en 1905
Einstein lo usé en la teoria de la cinética molecular. posteriormente en 1923 Wiener
demuestra la existencia matematica de dicho proceso realizando la particion
diddica que usé Lebesgue para construir la integral sobre los reales. La definicion
matematica de este proceso es:

Un movimiento Browniano estandar unidimensional es un proceso estocastico {B(t)
:t = 0} que cumple con las siguientes propiedades:

a) B(0O) = O casi con certeza.
b) Las trayectorias t — B(t)(w) son continuas para todo w € 0.
c) El proceso tiene incrementos independientes.

d) La variable B(t) — B(s) tiene distribucién normal con media 0 y varianza t — s para
O<s<t.

Este proceso es fundamental ya que constituye la variable integradora en una EDE.

Una ecuaciéon diferencial estocastica (EDE) es una ecuacién que involucra tanto
términos deterministas como aleatorios. Se define dX(t) = f(t, X(t)) dt + g(t, X(t))
dW(t)
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Donde:
- X(t) es la funcién desconocida que se desea encontrar.

- f(t, X(t) representa la derivada parcial de X(t) respecto al tiempo ty la funcién
X(t) .

- g(t, X(t)) es la derivada parcial de X(t) respecto a la funcién estocéstica W(t) ,
que es un proceso de Wiener o movimiento Browniano.

- dt es el diferencial determinista.

- dWI(t) es el diferencial estocéstico, que representa la variacién aleatoria en el
tiempo t.

El movimiento Browniano geométrico es un tipo especifico de proceso estocastico
que se deriva del movimiento Browniano estandar. Se define mediante la ecuacién
diferencial estocéastica: dX(t) = u X(t) dt + o X(t) dW(t)

Donde:

X(t) representa el valor del activo o proceso en el tiempo t.

i es la tasa de crecimiento esperada.

o es la volatilidad.

- dWI(t) es un proceso de Wiener o movimiento Browniano, que describe la
variacion aleatoria en el tiempo t.

La caracteristica principal del movimiento Browniano geométrico es que el
crecimiento no es lineal, sino exponencial, lo que significa que el cambio en X(t) no
es proporcional a X(t) , sino que depende también del valor actual X(t) . Este
modelo se utiliza ampliamente en finanzas para modelar el crecimiento de activos
financieros, como acciones o inversiones, donde el rendimiento se considera como
una tasa de interés compuesta continua, también es usado para modelar
crecimientos poblacionales y en general para modelar crecimientos exponenciales.

Otra ecuacién que sera de importancia en este articulo es el puente browniano cuya
EDE en el intervalo [0,1] se define como:

dX(t) =( X(¥)/(1-t) )dt + dB(t)
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Donde:
- X(t) es el proceso estocastico en el tiempo t.
- dB(t) es el diferencial estocastico (cambio aleatorio) en el tiempo t.

- La ecuacién implica una dependencia en X(t) y estad definida en el intervalo de
tiempo [0,1].

En las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (EDE), al igual que en las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias (EDO), existe un teorema de existencia y unicidad que
establece condiciones bajo las cuales una solucién Unica existe y es Unica en un
sentido especifico.

Para EDE, la nocién de unicidad y existencia se relaciona con la continuidad de las
funciones involucradas, asi como las propiedades de acotacién y suavidad. La
existencia de soluciones puede garantizarse bajo ciertas condiciones en las
funciones de deriva y difusion.

Para el Puente Browniano y el Movimiento Browniano, es posible verificar que
cumplen con propiedades de regularidad y suavidad. Ademas, en muchos casos,
se puede demostrar la existencia y unicidad de soluciones para las EDE asociadas
a estos procesos estocasticos. Esto se logra mediante técnicas matematicas como
la teoria de martingalas, célculo estocastico y teoremas de existencia y unicidad
adaptados para EDE especificas.

En muchos casos, encontrar soluciones analiticas para EDE puede ser
extremadamente desafiante o incluso imposible. Debido a esta dificultad, se
recurre a métodos numéricos para aproximarse a las soluciones y encontrar posibles
trayectorias de estos procesos estocasticos. Al igual que en las EDC, donde los
métodos numéricos son esenciales para obtener soluciones aproximadas en casos
complejos o no lineales, en las EDE estos métodos son fundamentales. Algunos de
los métodos numéricos comunes utilizados para resolver EDE incluyen: Método de
Euler-Maruyama y Métodos de Runge-Kutta Estocasticos. Adaptaciones de los
métodos de Runge-Kutta utilizados para resolver EDO, extendidos para manejar
términos estocasticos. Estos métodos numéricos ayudan a calcular trayectorias
aproximadas y proporcionan soluciones aproximadas para EDE cuando no es
factible encontrar soluciones analiticas.
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Demos inicio con el método de Euler Maruyama: El método de Euler-Maruyama
aproxima la soluciéon de esta EDE utilizando pasos discretos de tiempo At. La
formula del método de Euler-Maruyama se expresa de la siguiente manera:

X(n+1) = X(n) + f(tn, Xn) At + g(tn, Xn) AWt

donde:
- Xn es la aproximacién de la solucién en el tiempo tn .
- At es el tamano del paso de tiempo.

- AWt es la variacion del proceso de Wiener entre los tiempos tn y t(n+1) , es
decir, AWt = Wt(n+1) - W(tn)

- {W(t)} es un movimiento browniano .

El método de Euler-Maruyama es un enfoque de primer orden para aproximar
soluciones de EDE y se basa en una aproximacién lineal de la EDE a través de
pequenos intervalos de tiempo. Si bien es sencillo de implementar, en ocasiones
puede generar errores significativos en situaciones donde la EDE exhibe
comportamientos no lineales o donde se requiere una alta precision en la
aproximacion.

El método de Runge-Kutta Estocastico de orden dos utiliza dos etapas para calcular
la aproximacién de la solucién en un paso de tiempo At. La férmula del método de
Runge-Kutta Estocéstico de orden dos se puede expresar como:

X(n+1) = X(n) + a1*k1 + a2* k2

donde:

- Xn es la aproximacion de la solucién en el tiempo tn.

- k1 y k2 son aproximaciones intermedias que se calculan de la siguiente manera:
- k1 = f(tn, Xn)4 t + g(tn, Xn) 4 Wn
-k2="ftn+cat, Xn+ckl)at+g(tn + c4t, Xn + ckl) AWn

- aly a2 son coeficientes asociados a las aproximaciones k1 y k2.

37



Estocéstica aplicada en diferentes contextos

- ¢ es un pardmetro en el intervalo [0,1] que determina la propagacién de la
solucion.

Este método mejora la precisién del método de Euler al considerar una correccién
en el paso intermedio utilizando la derivada en el punto medio. Aunque mas
complejo que el método de Euler, el método de Runge-Kutta Estocéstico de orden
dos proporciona una mejor aproximacién para ciertas EDE que exhiben
comportamientos no lineales.

En primer lugar, se llevaron a cabo 100 simulaciones del Puente Browniano con
volatilidades de uno, cuatro y cero punto uno, desde el punto (1,1) al punto (10,9).
Estas simulaciones se muestran en la gréfica resaltadas en color azul. Ademas, se
estimara un intervalo de confianza del 95%. Esta region se obtiene considerando,
para cada punto de la simulacién, el cuantil del 2.5% y del 97.5% para las tres
volatilidades mencionadas.
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N — N — N —
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| | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
. Longitud . Longjtud . Logaityd
Varianza 1 Varianza 4 Varianza 61

Figura 1. Simulacion de Puentes Estocasticos desde (1,1) hasta (10,9) con Diferentes
Pardmetros de Volatilidad Utilizando Euler-Maruyama
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La simulacién representa un movimiento migratorio desde un punto inicial hacia
otro. Se observa que cuando los individuos parten desde un punto fijo, la distancia
entre ellos no es considerable. Asimismo, al acercarse al nuevo punto, la
variabilidad tampoco es significativa. Por otro lado, se nota que el modelo clasico
de segmento de recta muestra una menor variabilidad, lo que destaca una de las
ventajas de utilizar Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (EDC), ya que consideran
la volatilidad. En este caso, se muestran tres movimientos migratorios con la misma
tendencia. Sin embargo, el Puente Browniano permite considerar la volatilidad
alrededor de la trayectoria media, a diferencia del modelo clasico.

Parece que tu solicitud estd incompleta al mencionar "Las simulaciones por el
método de Runge Kutta de orden 2 son:
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| [ | | [ [ | | [ | [ [ | | [ [ [ [
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
. Longitud - Longjtud . Lopaityd
Varianza Varianza Varianza 0.1

Figura 2. Simulacién de Puentes Estocasticos desde (1,1) hasta (10,9) con Distintos
Pardmetros de Volatilidad Utilizando Runge-Kutta de Orden 2

Se ha observado en la Figura 2. una ausencia significativa de diferencias entre
ambos métodos de simulacién. Esto se atribuye a la ejecucidon de 1000 iteraciones
en cada una de las 100 simulaciones, asi como a la relativa simplicidad de la
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Ecuacion Diferencial Estocastica (EDE). A pesar de esto, se ha constatado que el
método de Runge-Kutta de orden 2 presenta una convergencia mas rapida en
comparacién con el método de Euler-Maruyama.

En vista de la falta de diferencias significativas entre los dos métodos de simulacién,
especialmente cuando se trata de EDE 'sencillas’, se ha decidido emplear el
método de Euler-Maruyama para simular el Movimiento Browniano Geométrico y
para calcular los limites de confianza del 95%.
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Figura 3. Simulacién de Movimientos Brownianos Geométricos con Diferentes
Pardametros de Volatilidad mediante el Método de Euler-Maruyama

Se observa en la Figura 3. que al igual que ocurre con el Puente Browniano, cuando
la varianza es pequefia, el modelo tiende al clasico. Sin embargo, el Movimiento
Browniano Geométrico permite modelar la volatilidad y generar regiones de
confianza para la trayectoria media. Estos modelos se aplican cominmente en el
estudio de crecimientos poblacionales o en el modelado de activos financieros. No
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obstante, es crucial tener en cuenta que existen momentos en los que la tasa de
crecimiento puede ser tanto positiva como negativa. Para una comprension mas
profunda y adecuada del Movimiento Browniano Geométrico, se recomienda
revisar el trabajo de Soriano, A., et al. 2022

En primer lugar, se demostré que las ecuaciones diferenciales estocasticas (EDE)
son Utiles para modelar la volatilidad alrededor del modelo clésico. Esta ventaja es
notable ya que permite establecer regiones de confianza, lo que mejora la
apreciacion del modelo. También se resaltd que, al igual que en las Ecuaciones
Diferenciales Clasicas (EDC), existen métodos estocasticos para simular estas EDE.

Ademas, se presentd la utilizacién de los puentes brownianos como un posible
modelo para el movimiento de animales. Se destacé que cuando el pardmetro de
volatilidad tiende a ser pequeno, el modelo de EDE converge al modelo de EDC.
Es importante sefialar que este articulo solo ofrece una perspectiva sobre dos tipos
de ecuaciones diferenciales estocasticas. Como trabajo futuro, resulta interesante
explorar otros modelos de EDE.

Para futuras investigaciones, se propone examinar el comportamiento de otras EDE
y encontrar métodos adecuados que permitan estimar sus parametros, lo que
facilitaria la generacion de regiones de confianza mediante simulaciones. También
se sugiere incluir un andlisis sobre ecuaciones diferenciales estocasticas
multivariadas, describiendo las caracteristicas de sus regiones de confianza y sus
ventajas en comparacién con sistemas de ecuaciones clasicos. Por ultimo, se
recomienda aplicar estos modelos a conjuntos de datos del mundo real, teniendo
en cuenta cada supuesto y contexto especifico.
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