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PREFACIO

La derivacién de funciones en una variable constituye uno de los pilares
fundamentales del analisis matematico y una herramienta indispensable en la
formacién de profesionales en areas tecnoldgicas. Su comprensién no solo permite el
andlisis del comportamiento de funciones y fendémenos, sino que también
proporciona una base sélida para el desarrollo de modelos, algoritmos y soluciones
en el ambito de las Tecnologias de la Informacion.

Este libro se ha disefiado con caracteristicas pedagdgicas que facilitan el aprendizaje
autéonomo y guiado; empleando un lenguaje claro y accesible sin perder el rigor
matematico necesario. Ha sido concebido para acompafar al estudiante de segundo
semestre de la carrera de Tecnologias de la Informacién en su proceso de aprendizaje
del célculo diferencial, ofreciendo no solo fundamentos tedricos rigurosos, sino
también practicas interactivas y contextualizadas que facilitan la asimilacion y
aplicabilidad de los contenidos.

En cuanto a la estructura del presente libro, el contenido se organiza en cuatro
capitulos, disefados para progresar desde los conceptos més basicos hasta
aplicaciones complejas.

El primer capitulo introduce el calculo diferencial desde una perspectiva general,
resaltando su relevancia en las Tecnologias de la Informacién, fundamentos histéricos
de la derivada, asi como sus interpretaciones geométricas y fisicas y su papel como
herramienta para modelar el cambio.

El segundo capitulo presenta las técnicas de derivacién de funciones algebraicas. El
tercer capitulo, las técnicas de derivaciéon de funciones trascendentes e implicitas. En
ambos capitulos, se detalla la aplicacion de las reglas de derivacién mediante
ejemplos representativos, asi como su representacion grafica.

Actualmente, la programacién, el andlisis de datos y la automatizacién forman parte
del dia a dia profesional, por lo que es imprescindible que los futuros ingenieros en
tecnologias de la informacién cuenten con herramientas que integren la teoria
matematica con su aplicacién computacional. La investigaciéon de Ruiz et al. (2016)
revel6 que solo el 30% de los estudiantes de niveles superiores en ISC podian escribir
dos férmulas de derivadas, y apenas el 15% resolvié correctamente un ejercicio basico
de derivacién. Ademas, investigaciones mas recientes como la de Weigand et al.
(2024), destacan que la ensefianza del célculo debe renovarse con enfoques activos,
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visuales y basados en tecnologias digitales para lograr una comprensién conceptual
mas profunda.

En este contexto, Google Colab emerge como un entorno accesible, moderno y
potente para la exploracion y resolucién de problemas mateméaticos mediante
programacién en Python. Por ello, se ha incluido un cuarto capitulo, que se enfoca en
resoluciéon de problemas utilizando Google Colab, permitiendo al estudiante
experimentar con cédigo, Vvisualizar resultados y desarrollar pensamiento
computacional.

Por otro lado, Zuhiga (2007) enfatiza que el aprendizaje del célculo debe enfocarse
en su utilidad para resolver problemas técnicos y tecnolégicos reales, no solo como
una coleccién de técnicas algoritmicas que conducen a la mecanizaciéon del
aprendizaje. Otros estudios muestran que una parte significativa de los estudiantes
de ingenieria presentan deficiencias en el dominio del célculo diferencial, debido a la
ensefianza descontextualizada y a la escasa relacién con su campo profesional (Trejo
Trejo et al., 2013). Por ello, en cada capitulo se ha introducido la seccién Piensa y
analiza, en la cual se plantea la aplicacién de la derivada en la resolucién de problemas
contextualizados en el &mbito de las Tecnologias de la Informacién. Esto permite a
los estudiantes establecer vinculos entre los conceptos matematicos y sus
aplicaciones reales en su profesién, ademas de desarrollar la habilidad blanda del
analisis critico.

También, cada capitulo tiene una Ultima seccién de Autoevaluacion, que le permitira
al estudiante determinar su nivel de comprensiéon de las tematicas abordadas,
motivando su aprendizaje.

En resumen, cada capitulo incluye conceptos matematicos, ejemplos resueltos,
ejercicios practicos, visualizaciones graficas, y actividades que fomentan el anlisis
critico y la transferencia del conocimiento. Dado que, el objetivo general de esta obra
es proporcionar a los estudiantes una comprensiéon integral de la derivacién de
funciones en una variable, combinando el rigor matematico con experiencias practicas
a través del uso de Google Colab, de manera que puedan aplicar estos conocimientos
a situaciones reales dentro de su campo profesional.

Este texto no solo pretende ensefiar a derivar funciones, sino también a pensar
matematicamente, a modelar con precision y a resolver problemas de manera efectiva
con apoyo tecnoldgico. Es una invitacion a explorar la belleza del célculo diferencial
desde una mirada moderna, practica y alineada con los desafios actuales de la
disciplina.
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Capitulo 1
INTRODUCCION AL CALCULO DIFERENCIAL

Introduccién

El célculo diferencial constituye el eje central del andlisis matematico y su
comprension es indispensable para quienes se forman en campos técnicos como las
Tecnologias de la Informacién.

Este capitulo nos introduce en el estudio de la derivada, destacando su utilidad como
herramienta para modelar fenédmenos dindmicos en diversas disciplinas, desde la
fisica y la economia hasta la inteligencia artificial, el procesamiento de senales y la
optimizacién de redes informaticas. La derivada permite analizar tasas de cambio,
identificar comportamientos criticos en sistemas y ajustar algoritmos mediante
técnicas como el descenso del gradiente, ampliamente empleadas en machine
learning.

Del mismo modo, se presenta una revision histérica del concepto de derivada,
mostrando cémo evolucionéd desde los métodos intuitivos de Fermat hasta la
formulacién rigurosa de Cauchy y Weierstrass. Esta perspectiva no solo enriquece el
conocimiento del estudiante, sino que lo prepara para valorar criticamente los
conceptos actuales y su aplicacién en contextos computacionales.

El capitulo también introduce las distintas notaciones de derivada y expone su
interpretacion geométrica como pendiente de una recta tangente y su dimension
fisica como velocidad o razén de cambio. Estas ideas se ilustran con graficos y
ejemplos practicos que ayudan al estudiante a conectar teoria y visualizacion.

Finalmente, se incluye una seccién de anélisis contextualizado donde se plantea un
escenario real del ambito de las tecnologias de la informacién, que invita al estudiante
a aplicar el razonamiento diferencial para resolver un problema técnico concreto,
fomentando asi el pensamiento critico y la transferencia del conocimiento.



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

Introduccion al Perspectiva Analisis
Calculo Diferencial Histdrica Contextualizado

Aplicaciones de la Interpretacion
Derivada Geométrica y Fisica

Figura 1. Introduccién al calculo diferencial

Fuente: Elaboracién propia.

¢ Qué es el calculo diferencial y por qué es importante?

El célculo diferencial es una rama esencial de las matematicas que estudia el cambio
de una cantidad respecto a otra. Su herramienta fundamental, la derivada, permite
modelar fendmenos variables en diversas ciencias y aplicaciones tecnolégicas. La
comprensién profunda del calculo no solo proporciona habilidades para resolver
problemas matematicos sino también potencia la capacidad de andlisis critico,
modelado y optimizaciéon de procesos en contextos reales, especialmente en el
campo de las Tecnologias de la Informacién.

El célculo diferencial se origind en el siglo XVII con los trabajos de Isaac Newton y
Gottfried Wilhelm Leibniz, quienes establecieron los fundamentos del andlisis
matematico moderno. Su aplicacién abarca desde la fisica clasica hasta la economia,
pasando por la ingenieria y las ciencias computacionales (Stewart, 2012).

La importancia del célculo diferencial radica en su capacidad para modelar fenémenos
dindmicos. Por ejemplo, en fisica, describe la velocidad instantdnea de un objeto; en
economia, representa la tasa de cambio del costo o ingreso. En el contexto de la
ingenierfa, y particularmente en las carreras de Tecnologias de la Informacién, el
célculo diferencial es esencial para el andlisis de algoritmos, la optimizacién de
recursos, la modelacién de datos y la inteligencia artificial.
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Figura 2. El calculo diferencial en algoritmos de inteligencia artificial.

Fuente: Elaboracién propia.

Aplicaciones en las Tecnologias de la Informacion

En la actualidad, las aplicaciones del célculo diferencial en el dmbito de las
Tecnologias de la Informacién son numerosas y fundamentales. Algunas de las mas
relevantes son:

Optimizacién de algoritmos. Mediante el uso de derivadas, es posible determinar el
punto 6ptimo de desempefio de un algoritmo, lo cual resulta necesario para:

e Minimizar el tiempo de ejecucién: en algoritmos de ordenamiento, como
Quicksort, el andlisis de derivadas ayuda a determinar la complejidad temporal
6ptima (Cormen et al., 2022).

e Reducir el consumo de recursos: en sistemas distribuidos, las derivadas se usan
para optimizar el balanceo de carga entre servidores, evitando cuellos de botella
y resolviendo problemas de asignacién de recursos (Vizuete et al., 2022).

Inteligencia artificial y aprendizaje automético. El entrenamiento de modelos de
machine learning depende en gran medida del célculo diferencial. Por ejemplo:

10
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e Descenso del gradiente: este método, basado en derivadas parciales, ajusta los
parametros de redes neuronales para minimizar funciones de error (Goodfellow
et al., 2016).

e Regularizacién: técnicas como L1/L2 usan derivadas para penalizar coeficientes y
evitar sobreajuste (overfitting) (Hastie et al., 2009).

Procesamiento de imagenes y sefales. El analisis de variaciones espaciales y
temporales se apoya en conceptos del célculo diferencial:

e Deteccién de bordes: operadores como Sobel aplican derivadas discretas para
resaltar transiciones en imagenes (Dubey et al., 2022).

e Reconocimiento de patrones: en sefiales de audio, las derivadas ayudan a
identificar frecuencias clave para sistemas de reconocimiento de voz (Nguyen
et al., 2021).

Simulacién y modelado de sistemas. Las ecuaciones diferenciales son la base para
simular fenédmenos dinamicos como:

e Videojuegosy gréaficos: los movimientos de personajes, colisiones y efectos fisicos
se modelan con ecuaciones diferenciales ordinarias (Eberly, 2007).

e Método de elementos finitos (MEF): ampliamente usado en ingenieria para
resolver ecuaciones diferenciales complejas en sistemas fisicos y de ingenieria,
como en simulaciones de estrés estructural o flujo de fluidos (Palenzuela et al.,
2021).

Andlisis de rendimiento en redes. El modelado matemético de redes depende del
célculo para:

e Redes vehiculares: las tasas de transferencia, latencia y carga de servidores
pueden modelarse con funciones matematicas cuyo comportamiento se estudia
a través del calculo. Por ejemplo, la determinaciéon de pardmetros dindmicos y
variables en el tiempo desempefa un papel fundamental en la evaluacién de la
capacidad de los sistemas de computacion de borde vehicular para satisfacer los
requisitos de las aplicaciones vehiculares (Miao et al., 2023).

o Protocolos de enrutamiento: actualmente, estos protocolos han incorporado
técnicas matematicas como el anélisis de derivadas temporales y tasas de
cambio, para optimizar el rendimiento de la red y mitigar la congestién. Un
ejemplo destacado es TCP BBR (Bottleneck Bandwidth and Round-trip
Propagation Time), que utiliza un enfoque basado en modelos para ajustar

11
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dindmicamente la tasa de transmision en funcidn de las variaciones en el ancho
de banday la latencia (Tari et al., 2024).

Analisis de
Rendimiento Optimizacion
en Redes de Algoritmos
Modelado Uso de derivadas

para mejorar la
eficiencia de los
algoritmos

matematico de
redes para andlisis
de rendimiento

Aplicaciones

Simulacion e 1A
Modelado d: e Ap!endiza'e
. T S
Sistemas Automatico
Modelado de E Aplicacién de célculo
fenomenos para entrenar
dindmicos con modelos de

ecuaciones aprendizaje

diferenciales automatico

Procesamiento

de Imagenes y
Senales

Andlisis de
variaciones
espaciales y
temporales usando
calculo

Figura 3. Aplicaciones del Calculo diferencial en Tecnologias de la Informacion.

Fuente: Elaboracién propia.

Breve historia de la derivada

A lo largo del tiempo, los matematicos se enfrentaron al desafio de resolver
problemas vinculados con el movimiento de los cuerpos, la determinacion de
tangentes a curvas y el célculo de longitudes, areas y volumenes de distintas figuras
geométricas. Para ello, recurrieron principalmente a la geometria euclidiana y a ciertos
elementos basicos de aritmética y dlgebra, propios de cada época. Como fruto de los
esfuerzos por encontrar respuestas a estos desafios, se produjeron avances
significativos en el conocimiento matematico, entre los cuales destaca el desarrollo
del célculo diferencial (Silva Atacho, 2014).

12
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La derivacion es uno de los pilares fundamentales del célculo diferencial; por lo que,
comprender su evolucién nos permite valorar su importancia en la ciencia y la
tecnologia, y nos prepara para usarla criticamente en la informética y otras areas de
aplicacion.

El desarrollo histérico de la derivada ha atravesado cuatro etapas fundamentales en
su desarrollo. En primer lugar, se utilizé de manera empirica: ejemplos de lo que hoy
reconocemos como derivadas surgieron para resolver problemas concretos en
contextos particulares. Posteriormente, se identificé el concepto general subyacente
a estos usos, lo cual fue clave en la invencién del célculo. En una tercera etapa, se
exploraron y desarrollaron sus propiedades, extendiendo su aplicacion tanto en las
matematicas como en la fisica. Finalmente, se alcanzé una formulacién rigurosa,
dando lugar a una definicién precisa dentro de un marco tedrico bien estructurado
(Campuzano Ponce, 2015).

A continuacién, se presenta un breve recorrido por cada una de estas etapas,
resaltando sus aspectos mas importantes:

Primera etapa (siglo XVII — antes de 1660). Uso empirico de la derivada.

Esta etapa marcé un momento clave en la evolucién del pensamiento matematico,
estableciendo las bases para la formulacién del célculo infinitesimal. Los siguientes
avances reflejan cémo, sin contar ain con una definicién formal de derivada, los
matematicos del siglo XVII ya empleaban métodos practicos para resolver problemas
complejos.

1630 - Pierre de Fermat: método para hallar maximos y minimos, basado en
manipulacién algebraica e intuicion geométrica, como en el caso del problema de
dividir un segmento para maximizar el producto de sus partes. Introduce el concepto
de seudo identidades sin utilizar limites ni infinitesimales.

1650 — Johannes Hudde: generaliza el método de Fermat para polinomios. Da forma
verbal a lo que hoy seria la condicién de derivada igual a cero.

Década de 1660: se establece la conexion algebraica entre extremos y tangentes,
aunque aun no existe el concepto de derivada como tal. Una tangente se concebia
como el resultado del acercamiento progresivo de una secante a un solo punto.
Fermat, Descartes, John Wallis y otros matematicos fueron capaces de calcular la
tangente a una curva, utilizando la pendiente de la secante. Se utilizaba la razén de
cambio entre f(x + h) y f(x), dividiendo por h, aunque no se justificaba rigurosamente
qué ocurria cuando h tendia a cero.

13
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Segunda etapa (1660-1700). Descubrimiento e integraciéon de conceptos.

Esta etapa marcoé la consolidacion del calculo como una herramienta poderosa, pero
la derivada auin no se definia de forma precisa. Aqui, sobresalen los siguientes aportes
importantes que, aunque carecian de rigor formal, resultaban muy eficaces para
resolver problemas geométricos y fisicos.

1669 - Isaac Newton: desarrolla el método de fluxiones (razones de cambio).
Introduce la notacién con punto sobre la variable (@) y el concepto de area como
funcion.

1675 - Gottfried Leibnizz concibe derivada como razén de infinitesimales,
introduciendo el cociente diferencial dy/dxy el signo de integral |.

Finales del siglo XVII. Newton y Leibniz demuestran el Teorema Fundamental del
Calculo, relacionando derivacion e integraciéon como operaciones inversas.

Tercera etapa (1700-1800). Desarrollo técnico y aplicaciones.

Esta etapa representa una fase de desarrollo y aplicacién intensiva del concepto de
derivada, aunque aun sin el rigor formal posterior. Fue clave para establecer las bases
de andlisis matematico méas profundo y sentd las condiciones para futuras definiciones
mas precisas del célculo diferencial.

1715 - Brook Taylor: formula la serie de Taylor, relacionando funciones con sus
derivadas de orden superior.

1739 - Leonhard Euler: aplica derivadas a la fisica. Resuelve ecuaciones diferenciales
como

mx''+£x = 0 (movimiento armoénico).

Década de 1750-1780. Expansion del uso de ecuaciones diferenciales parciales en
mecanica (vibracion de cuerdas, ondas), por D'Alembert, Bernoulli y Euler.

Cuarta etapa (1800-1870). Formulacién rigurosa.

Esta cuarta etapa consolidé el concepto de derivada como una nocién rigurosa y bien
fundamentada, crucial para el avance del andlisis y la matematica moderna,
alejandose definitivamente de la intuicidn fisica o geométrica para convertirse en una
construccion puramente logica.

14
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1797 - Joseph-Louis Lagrange: define la derivada como el coeficiente del término
lineal en la serie de Taylor. Introduce el término funcién derivada y la notaciéon f'(x).

1823 - Augustin-Louis Cauchy: define la derivada como un limite y formaliza la
integral definida. Utiliza desigualdades algebraicas.

1850-1870 - Karl Weierstrass: introduce la definicion formal moderna de limite
(épsilon-delta). Distingue entre convergencia puntual y uniforme, y publica una
funcién continua no derivable en ningin punto, demostrando que continuidad no

implica derivabilidad.

A continuacién, en la Figura 4, se presenta una sintesis de la historia de la derivada:

15
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notacién dy/dx

Aplicacion de Euler a la
Fisica
Euler aplica derivadas para resolver

ecuaciones de movimiento
armoénico

Definicion de Limite de
Cauchy

Cauchy formaliza la derivada como
un limite y la integral definida

1850-1870

5.

1630 o

1715 o

Ts.

1797 o

x)-

=,9

o 1650

o 1675

[ R

o 1739

o 1823

Método de Maximos y
Minimos de Fermat

Fermat desarrolla un método
algebraico para encontrar
extremos de funciones

Método de Fluxiones de
Newton
Newton introduce fluxiones como

razones de de cambio y notacion
de puntos sobre la variable

E' Serie de Taylor

Taylor relaciona funciones con sus
derivadas de orden superior

Definicion de Derivada de
Lagrange

Lagrange define la derivada como
el coeficiente del término lineal en

la serie de Taylor. Introduce la
notacion f'(x).

Rigor de Weierstrass

Weierstrass introduce la definicion
epsilon-delta y publica funcion
continua no derivable

Figura 4. Desarrollo histérico de la derivada.

Fuente: Elaboracién propia.

aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab
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Nomenclatura

A través de la historia del célculo han surgido diversas formas de representar la
derivada de una funciéon. Estas nomenclaturas, ademas de su valor simbdlico, reflejan
diferentes perspectivas histdricas, filosédficas y practicas sobre la derivacion. A
continuacién, se presentan las mas utilizadas en el contexto del analisis matematico y

sus aplicaciones en las Tecnologias de la Informacién:

Notacién diferencial de Leibniz: d_y

dx

Introducida por Gottfried Wilhelm Leibniz, esta notacién originalmente fue
concebida como una razén entre "diferencias infinitamente pequefas”, en la
actualidad se interpreta formalmente como el limite de una razén entre
incrementos diferenciales. Es especialmente Util cuando se necesita hacer un
seguimiento claro de las variables involucradas, por ejemplo, en la regla de la
cadena, diferenciaciéon implicita o derivadas parciales.

Notacién de Lagrange: f'(x)

Propuesta por Joseph-Louis Lagrange en el siglo XVIII, esta notacién utiliza una
comilla (prima) para indicar derivacién. Es muy utilizada por su simplicidad y
claridad cuando se trabaja con funciones explicitas.

Variacién directa de la notacién de Lagrange: '
Es una version simplificada de la anterior, especialmente Util en ecuaciones
diferenciales o derivadas sucesivas como ", ', etc.

Notacién de operador: D f (x), D" f (x)

Se trata de una forma mas estructurada de representar derivadas, utilizando el
operador D como sinénimo de derivacion. Por ejemplo:

Df(x)=f"(x), D*f(x)=f"(x)

Definicion de derivada, interpretacion fisica y geométrica

La definiciéon de la derivada se deduce de su interpretacion fisica y geométrica. Asi
vemos que geométricamente se interpreta como la pendiente de la recta tangente a
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la curva que representa la grafica de una funcién en un punto dado (Stewart, 2012).
Esto se demuestra de forma sencilla, como lo hicieron Fermat y Newton, usando
rectas secantes cuyas pendientes se pueden calcular facilmente.

Qla+h, fla+ h))

0 // a a+h X

Figura 5. Representacién geométrica de la pendiente de la secante como
aproximacion a la tangente.

Fuente: Tomado de Célculo de una variable. Trascendentes tempranas (7.7 ed., p.
144). J. Stewart, 2012.

En la Figura 5, tenemos la grafica de una funciéon y = f (x), en la cual vamos a
determinar la pendiente de su tangente en el punto P (a, fla)).

Para ello, tomamos otro punto de la curva, Q (a + h, f(a + h)), y trazamos una secante
que une a Py Q, cuya pendiente estara dada por:

fash=f@
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Si movemos el punto Q cada vez mas cerca de P, la secante se va aproximando a lo
que sera la tangente. De tal forma que cuando h tiende a O, aplicando limites, la
pendiente dada en (1.1) se convierte en:

fr(a)zlhin(}f(a—i_hz_f(a) (12)

N

Generalizando para cualquier valor a = x, tenemos:

f/(x):%}n(}f(x-i_hz_f(x) (13)

N

Por otro lado, fisicamente la derivada se interpreta como una razén de cambio en
distintas disciplinas como la fisica, biologia, informatica, economia, entre otras; siendo
el ejemplo mas comun el de asociar la derivada con la velocidad de un movil.
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Distancia (pies)

200

100

0

Figura 6. Representacién de la interpretacion fisica de la derivada.

La pendiente de la
secante es la velo
cidad| promedio
para ¢l intervalo, Q
deftx2af=>J.

La pendiente
de la tangente
/1(05 la|lectura del

|
|

7+~ |velocimetro en
g 't 2|(velocidad
//E . |instantdnen).
| 2 3 4 S5 6 7 8

Tiempo transcurrido (seg)

Fuente: Tomado de Célculo de una variable (11.%ed., p. 173). G. B. Thomas Jr., M.

D. Weir, & J. Hass, 2006.

Para explicar graficamente la derivada como la velocidad de un automovil, hacemos
uso de la Figura 6, que muestra la distancia recorrida s (en pies) en funcién del tiempo
transcurrido t (en segundos). El punto P representa la posicién del automovil en el
tiempo t =2, y el punto Q su posicién en t = 5.

La linea que une los puntos Py Q es una recta secante, cuya pendiente se calcula

como

L _s5)=50)
5-2

Esta pendiente representa, fisicamente, la velocidad promedio del automovil entre
los tiempos 2 y 5 segundos.
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La linea tangente en el punto P representa el comportamiento de la curva en un solo
instante; por lo tanto, su pendiente indica la velocidad instantdnea en t = 2, es decir,
la lectura que mostraria el velocimetro justo en ese momento.

Esta pendiente se obtiene como el limite de la pendiente de las secantes cuando el
punto Q se acerca a P, obteniendo

i SQER =)

tan gente h—0 h

Dicha pendiente viene a ser la velocidad del automovil, por lo que, la misma se define
como la derivada de la funcién de posicién con respecto al tiempo:

Velocidad = ds _ lim s(a+h)—s(a)

dt h—0

(1.4)

Es necesario sefalar que en el caso de un automovil, lo que muestra el velocimetro
siempre es la rapidez, que es el valor absoluto de la velocidad, sin considerar su
direccion (Thomas, 2006).

Por lo general, se piensa que el cambio ocurre siempre en funcién del tiempo; sin
embargo, también pueden intervenir otras variables. Por ejemplo, un médico podria
analizar como reacciona el cuerpo al modificar la dosis de un farmaco. De manera
similar, un economista podria investigar cémo varia el costo de producir banano
dependiendo de la cantidad de hectéreas cultivadas.

Piensa y analiza

alle
ad
Escenario: Optimizacién del rendimiento de un sistema web
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Imagina que formas parte del equipo de desarrollo de una empresa de comercio
electrénico. Recientemente, se ha detectado que el tiempo de respuesta del sitio web
varia de acuerdo con la cantidad de usuarios activos conectados al servidor. El equipo
de DevOps ha recopilado datos que relacionan el nimero de usuarios activos (x) con
el tiempo de respuesta promedio (f(x)), medido en milisegundos.

Al graficar la funcién f(x), observas que, conforme aumenta la cantidad de usuarios, el
tiempo de respuesta crece de manera no lineal. Para optimizar la experiencia del
usuario, se busca determinar el punto exacto en el cual el incremento de usuarios
generara un aumento critico en el tiempo de espera; es decir, identificar el momento
en que la tasa de cambio del tiempo de respuesta se vuelve excesivamente elevada.

Preguntas para reflexionar y analizar:

1. ¢Coémo te puede ayudar el concepto de derivada a identificar ese punto critico
donde el sistema comienza a deteriorarse significativamente?

2. Si cuentas con la funcién f(x) que modela el comportamiento del sistema, jcémo
interpretarias el valor de f’(x) en términos del rendimiento del servidor?

3. ¢Qué implicaciones tendria encontrar que f'(x)>0 de forma acelerada a partir
de cierto nimero de usuarios? ;Qué decisiones técnicas podrias tomar en funcién
de esta informacion?

4. ;Qué otras variables podrian estar influyendo en el comportamiento del sistema,
ademéas del numero de usuarios? ;Podrias modelarlas usando funciones
matematicas?

Autoevaluate

[
i

[

Escoge el literal de la respuesta correcta a las siguientes interrogantes:
1. El célculo diferencial es una rama de las matematicas que estudia:

a) Las imagenes geométricas y sus propiedades.
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b) El cambio de una cantidad con respecto a otra.
c) Las operaciones aritméticas basicas.
d) La resolucién de ecuaciones algebraicas.

¢Cudl de las siguientes opciones representa una aplicacion del célculo
diferencial en las Tecnologias de la Informacién?

a) Disefio de interfaces de usuario.
b) Optimizacién de algoritmos.

c) Desarrollo de bases de datos.

d) Gestidon de proyectos de software.

:Quiénes establecieron los fundamentos del analisis matematico moderno,
incluyendo el calculo diferencial?

a) Pitdgoras y Euclides.

b) Arquimedes y Newton.

c) Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz.

d) Alan Turing y Claude Shannon.

La derivada de una funcién, geométricamente, se interpreta como:
a) El area bajo la curva de la funcién.

b) La pendiente de la recta secante a la curva.

c) La pendiente de la recta tangente a la curva en un punto dado.
d) La longitud de la curva de la funcién.

¢Cual de las siguientes notaciones se utiliza para representar la derivada de
una funcién?

a) f(x)
b) [ f(x) dx
c) dy/dx

d) lim f(x)
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6. El método de descenso del gradiente, utilizado en el aprendizaje automatico,
se basa en:

a) Integrales.

b) Derivadas parciales.

c) Matrices.

d) Estadistica descriptiva.

7. :Cual de las siguientes opciones describe mejor la interpretacién fisica de la
derivada?

a) El drea de una Figura geométrica.
b) La velocidad de un objeto en movimiento.
c) La aceleracién de un objeto en reposo.
d) El volumen de un sdlido.
8. Qué representa la recta secante en el contexto de la derivacion?
a) La velocidad instantanea.
b) La aceleracién promedio.
c) La velocidad promedio.
d) La distancia recorrida.
9. ¢Cual de los siguientes matematicos definié la derivada como un limite?
a) Isaac Newton.
b) Gottfried Wilhelm Leibniz.
c) Joseph-Louis Lagrange.
d) Augustin-Louis Cauchy.

10.¢Por qué es importante el célculo diferencial en las Tecnologias de la
Informacién?

a) Porque permite resolver problemas de geometria.

24



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

b) Porque es esencial para el andlisis de algoritmos y la optimizacién de
recursos.

c) Porque se utiliza en la contabilidad y las finanzas.

d) Porque facilita el disefio de interfaces graficas.

Respuestas: 1.b,2.b,3.¢c,4.¢,5.¢,6.b,7.b,8.¢,9.d,10. b
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Capitulo 2
DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Introduccién

Como se sefalé en el capitulo anterior, la derivacién es una herramienta fundamental
del célculo diferencial, ya que permite comprender y modelar la razén de cambio de
una variable con respecto a otra. Su utilidad radica en que, en la vida cotidiana y en
la tecnologia, muchas variables no permanecen constantes. Por ejemplo, en un
programa informéatico que procesa datos en tiempo real, la derivada puede contribuir
a estimar cémo se incrementa el uso del procesador cuando aumenta el volumen de
datos. En este contexto, la derivada no solo posee valor tedrico, sino que se convierte
en un recurso fundamental para la prediccién, el control y la optimizacién de sistemas.

El presente capitulo tiene como objetivo estudiar la derivacién de funciones
algebraicas, es decir, aquellas funciones construidas a partir de operaciones como
suma, resta, multiplicacién, divisién y potencias de variables (Stewart, 2012).

Para cada una de las reglas de derivacién se abordaran 4 apartados (véase Figura 7):

e La explicacién de la regla de derivacion, que permite calcular derivadas de
manera sistematica.

e Lailustracién de su uso a través de ejemplos detallados.

e Su representacion grafica.

e Su aplicacién en la informatica.

En las reglas de derivaciéon se adoptara la nomenclatura utilizada por Thomas (2006).

Aplicacién en la

a 0101
informatica dLod

Integrar derivadas en
plicaciones informéticas.

Representacion
Gréfica

Visualizar derivadas a través
de graficos.

Ejemplos

=" Practicar la aplicacin de
/ reglas a problemas
especificos.

Figura 7. Dominando la derivacién de funciones algebraicas.

Fuente: Elaboracién propia.
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Derivada de la funcién constante

En célculo diferencial, una constante es un valor que no cambia, sin importar el valor
de la variable independiente. Por ejemplo, las funciones:

fx)=-2,fx)=7,f(x) =m,

al graficarse en el plano cartesiano, se representan mediante lineas horizontales. Esto
significa que su pendiente, o razén de cambio, es siempre igual a cero.

La regla para derivar una constante c con respecto a x se expresa como:

d
E(C)_O 2.1)

Ejemplos:
d
I) —(6)=0
) dx()
d .
2) d—(;z) =0, siendo 1 una constante
X

3) di(ln2) =0,siendo In 2 una constante
X

Representacién gréfica:

29



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

=y

f(x)=0

Figura 8. Gréfica de la derivada de la funcién constante.

Fuente: Elaboracién propia

En la Figura 8 se representa el comportamiento de una funcién constante y su
derivada. La linea horizontal de color naranja ilustra una funcién cuyo valor es
constante para todo x en su dominio; el valor de la funcién f(x) permanece inalterable
en c.

En términos geométricos, esto significa que la pendiente de la curva es cero en todos
sus puntos, lo cual se visualiza con una linea sin inclinacién (paralela al eje x). De
acuerdo al concepto geométrico de derivada, este hecho indica que la derivada de
una funcién constante es igual a cero en todo su dominio.

Ademas, como la derivada representa la razén de cambio instantdnea de la funcion.
Como no hay cambio alguno en los valores de f (x), la derivada refleja esa invarianza
con un valor nulo: f(x) = 0. Es decir, no existe variacién en el eje vertical a medida
que se avanza en la direccion horizontal.

Aplicacién en la informética:

En informatica, algunos algoritmos se pueden modelar como una constante porque
realizan una tarea fija, independientemente del tamafio de los datos de entrada. Por
ejemplo, el costo de operacion de una validacion que siempre recorre una Unica
casilla de memoria. Saber que su derivada es cero indica que este proceso no se ve
afectado por cambios en la entrada y, por tanto, no contribuye al crecimiento de la
complejidad computacional (Cormen et al., 2022).
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Derivada de una potencia de x

Una de las reglas méas fundamentales en el célculo diferencial es la regla de la
potencia, que se aplica cuando la funcién consiste en una variable elevada a una
potencia. Esta regla es esencial para derivar polinomios y muchas expresiones que
aparecen en problemas practicos de ingenieria y tecnologia.

Si una funcién estd dada por f (x) = x", donde n es un nimero real, entonces su
derivada se expresa como:

d n n—
a(x Y=nx""| (2.2

Ejemplos:
1) i(x7); siendo n=7
dx

d 7 7-1
—(x)=Tx
dx( )

=7x°

2) i(x‘3); siendo n = -3
dx

d -3-1
—(x7)=-3x
0
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d 1
3) — ; siendo n=—
) () n=>

d d 1/2
E(J})zau )

Representacién gréfica:

Para analizar la representacion gréfica de una funcién potencia, sea la funcién

f(x)=x

y su derivada

f'(x)=3x"
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dy/dx= 3x2
1

-2

Figura 9. Gréfica de la funcién potencia y = x* y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia

En la Figura 9, la curva roja representa la funcién y=x’, que tiene un punto de
inflexion en el origen (0, 0) y es siempre creciente.

La curva azul representa la derivada de la funcién, la cual nos indica la tasa de cambio
instantanea de la funcién original en cada punto de x. Su altura en cualquier punto x
corresponde a la pendiente de la linea tangente a la curva roja en ese mismo valor de
X.

Ademas, se puede observar lo siguiente:

e En x =0, la curva roja tiene una tangente horizontal (eje x), y la curva azul tiene
un valor de cero, en concordancia con el hecho de que, en los puntos de
tangencia horizontal, la derivada vale cero.

e Dado que la curva roja es creciente en todo su dominio, su derivada es siempre
positiva, por lo que la curva azul siempre estd por encima del eje x (valores
positivos).
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Aplicacién en la informética:

En algoritmos de anélisis de datos, es comln encontrar expresiones del tipo x”; por
ejemplo, al calcular la varianza, la distancia euclidiana o en operaciones de
normalizaciéon. La derivada de estas expresiones permite estimar como se propagan
los errores o cémo se modifica una métrica al variar los datos de entrada, lo cual es
fundamental para tareas como la calibracion de modelos o el ajuste de
hiperparametros (Goodfellow et al., 2016).

Derivada de una constante por una funcién

Una de las propiedades que refleja la linealidad de la derivada es su comportamiento
frente a la multiplicaciéon por constantes. Esto significa que, cuando una funcién esta
multiplicada por una constante, este nimero no cambia durante la derivacién:
simplemente se conserva y se multiplica por la derivada de la funcién. Es decir, si una
funcién estad multiplicada por una constante, dicha constante puede mantenerse fuera
del proceso de derivacion.

En este caso, dada la constante cy la funciéon u = f (x), la regla para derivar cu se
expresa como:

d d
—cu=c— 2.
dxcu cdx W) 23

Ejemplos:

1) i(ﬂx7); siendo c:ﬂ,u:x7
dx 3 3
d 4, 4d .
—(=x)==———(x
dx(3 ) 3dx( )
4
=— (D"
3()( )
_ 28
3
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2) i(16); siendo ¢ =5, u = 1
dx x

6
X

d 5 d 1
L2y =52(—
dx (xé) dx(xé)
d
=5=
dx(x )
=5(-6)x"
=-30x"’
30

=
X

df

3) —( ; siendo ¢ =

N|>—~

i(£)=1i(f)

Representacién gréfica:

Para la representaciéon gréfica de la derivada de una constante por una funcioén,
tomaremos la funcién del Ultimo ejemplo,

A
f(x)_7
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y su derivada

() = g(x) = ——
f(X)—g(X)—4\/;-

0.8 1
06 1
041

0.2 1 ? gy

0 05 1 15 2 25 3

Figura 10. Gréfica del producto de una constante por una funcién y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia

Del anélisis de la Figura 10 se determina lo siguiente:

e La curva roja, que representa a la funcién

f(x)=

es creciente y céncava hacia abajo, tipica de raices cuadradas.

Vx
2 1

e La curva azul, que representa la derivada

() = g(x) = ——
J'(x)=g(x) Nk
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decrece rdpidamente a medida que x aumenta, lo cual indica que la pendiente
de f(x)es cada vez menor. Esto concuerda con la trayectoria de la curva roja,
cuya pendiente se aplana y se acerca a cero a medida que aumenta x.

Aplicacién en la informética:

En machine learning, para saber si un modelo esta prediciendo correctamente, se usa
una funcién de costo o pérdida, que mide su error. A veces, un modelo aprende
demasiado bien los datos de entrenamiento, pero falla con nuevos datos,
produciéndose un sobreajuste (overfitting).

Para evitar este sobreajuste se le afiade a la funcion de costo un término extra llamado
término de regularizacion, que tiene la forma c u; donde ¢ es una constante positiva
que controla cuénta penalizacién aplicar. Al entrenar el modelo es necesario minimizar
la funcién de costoy, para ello, se deriva aplicando la regla de derivacién de constante
por una funcién (Cormen et al., 2022).

Derivada de la potencia de una funcién

A diferencia de la derivada de una potencia de x, en que la base de la potencia es
Unicamente x, ahora la base de la potencia es una funcién de x. Por ello, se deriva
como si se tratara de una potencia comun, pero luego se multiplica por la derivada
de la base, porque ésta también depende de x.

Sea la funcién u = f(x), donde n es un nimero real, entonces su derivada se expresa
como:

i d
)=nu E(u) (2.4)

Ejemplos:

) L (1-2x)% siendo u=1-2x, n=3
dx
d d
L a-2xp =301-2x)"" L (1-2x
dx( x)" =3( ) dx( )

=3(1-2x)° [%(l)—%@x)}

37



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

o a4
=3(1-2x) {0 de(x)}

=3(1-2x)*(-2)
=—6(1-2x)’

Jaf 1
dx| (5x+4)’
< [;3} =i (5x+4)~
dx (SX + 4) dx
= ()sx+4) L (sxea)
dx

;siendo u=5x+4, n=-3

2

= (-3)5x+4)” [%(SXH%M)}

=(-3)(5x+ 4)"4 [5 i (x)+ 0}
dx

= (=3)(5x+4)7*5(1)
__ 15
T (5x+4)

3) di(\/m), siendo u:x2+4’ I’l:%
X

i(\/ﬁ):i(x{“‘)l/z
dx dx

1 2 1/2-1 d 2
=—(x"+4)"7 —(x" +4
ST T+ )
P anld o, d
= +4 _— + — 4
2(x : [dx(x) dx( )}
= %(x2 +4)"(2x+0)
:%(x2+4)‘”2

= x(x2 +4)71/2

X

X +4
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Representacién gréfica:

En esta ocasion se va a analizar la grafica de la funcion utilizada en el primer ejemplo,

f(x)=(1-2x)’ y su derivada f'(x)=-6(1-2x)".

0.51

25

-1.51

Figura 11. Gréfica del producto de la potencia de una funcién y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia

Al observar la Figura 11, podemos determinar lo siguiente:

e La curva roja, que representa a la funcién
S(x)=(1-2%)’,
es decreciente en todo su dominio y tiene un punto de inflexiéon en x = 0.5.
Evidentemente, a la izquierda de ese valor la funcién es céncava hacia arriba,
mientras que a la derecha de es céncava hacia abajo.

e La curva azul, que representa la derivada

['(x)=g(x)=-6(1-2x)",
tiene siempre valor negativo. Acorde con el hecho de que la curva roja siempre
tiene pendiente negativa por ser decreciente.
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Aplicacién en la informética:

En la seccidn 2.4 se menciond el uso de la funcién de error, en machine learning; la
cual permite medir la diferencia entre el valor real y la predicciéon de un modelo. En
este sentido, una de las funciones mas utilizadas es la del error cuadratico (Goodfellow
et al., 2016), que tiene la forma:

#f5)={o-5]

Siendo y el valor real deseado y y el valor predicho por el modelo, se busca minimizar

este error. Para ello, se deriva con respecto a y utilizando la regla de la derivada de
la potencia de una funcién.

Derivada de una suma o diferencia de funciones

Una propiedad fundamental de la derivacién es que se comporta de manera lineal, lo
que significa que la derivada de una suma o resta de funciones es igual a la suma o
resta de sus derivadas respectivas. Esta regla permite derivar expresiones complejas
dividiéndolas en partes mas simples, lo cual facilita su analisis y calculo.

Por tanto, sean las funciones u = f (x), v = g(x), la derivada de su suma o resta se
expresa como:

%(u iv)z%(u)i%(v) (2.5)

Ejemplos:

1) i(x2+x3); siendo u=x*, v=x
dx

d 2 3 d 2 d 3

—(x +x))=—x)+—(x

dx( ) dx( ) dx( )
=2x* 431!

=2x+3x?
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2) %(\/;—i/)_c); siendo u:\/;, v=i/;
d 3 _i 172 _i /3
E(ﬁ—&)—dxu )=

1 1
1/2-1 1/3-1

2 3
_ lel/z _lem
2 3

1 1
s

3) i(L2—2x5); siendo u=i2, v=2x"
dx x X

d 1 d d

—(=-2x")=—(x)-2—(x’

a’x(x2 ) dx( ) dx( )
=-2x7"=2(5)x"
=-2x" -10x*

:-2(%+5x4J
X
;
=_2[1+53x ]
X

Para visualizar gréficamente el comportamiento de la derivada de una suma de
funciones, vamos a utilizar las funciones del primer ejemplo, que son:

Representacién gréfica:

f(x)=x", g(x)=x’

y sus derivadas

f'(x)=2x, g'(x)=3x
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5l — f(x)=x

— g(x)=x°

— h{x) =f(x) + g(x)
ad f'(x) = 2x

..... g'(x) = 3x2

----- h'(x) = f'(x) + g'(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 12. Grafica de una suma de funciones y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia.
En la Figura 12, las funciones originales estan representadas por las lineas continuas
y sus correspondientes derivadas, por las lineas discontinuas.
Del anélisis de la funcién cuadratica y su derivada se desprende que:

o La funcién f (x) = x?, presentada por la curva verde continua, es una parabola
que se abre hacia arriba con su vértice en el origen.

o Suderivada f (x) = 2x, esta representada por una recta discontinua de color verde,
que pasa por el origen y representa la pendiente de la funcién cuadratica en cada
punto.

o Parax<0, f(x) decrece por lo que su pendiente es negativa. En consecuencia, su
derivada f '(x) también es negativa.

o Enx=0, f(x) tiene pendiente cero (correspondiente a su vértice). Por lo tanto, su
derivada f '(0) también toma el valor cero.
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Para x> 0, f(x) es creciente y su pendiente es positiva. Por ende, su derivada f (x)
asume valores positivos.

Ahora, se analiza la funcién cubica y su derivada:

La funcién g(x) = x°, representada por la curva roja continua, es una funcién
cubica que pasa por el origen y es estrictamente creciente en todo R.

Su derivada g'(x) = 3x?, estd representada por la curva roja discontinua, que se
abre hacia arriba con su vértice en el origen y representa la pendiente de la
funcién cubica.

En x = 0, la funcién cuibica presenta pendiente cero y en ese punto g’ (0) = 0.
Como la funcién cubica es creciente para x < 0y x > 0, su pendiente es positiva
en todo el dominio. En consecuencia, su derivada toma valores positivos para
todo x # 0.

Finalmente, analizaremos la suma de las 2 funciones:

La suma de las 2 funciones es h(x)= f(x)+g(x)=x"+x" y estd representada por
la linea azul continua.

Para x <0, la funcién cubica g (x) (curva roja continua) toma valores negativos y la
funcién cuadratica f (x) (curva verde continua) toma valores positivos. De ahi que,
su suma h (x) (curva azul continua) se ubica entre ambas funciones.

Para x > 0, f(x) y g (x) son positivas. En consecuencia, su suma h (x) presenta un
crecimiento acelerado.

La derivada #'(x)representada por la curva azul discontinua, describe la
pendiente de h (x) (curva azul continua). Su forma resulta de la suma vertical de f
(x) (recta verde discontinua) y g'(x)(curva roja discontinua). Por ejemplo:

-En x=-1:
S'ED)=2(-)=-2,
g'(=D)=3(-1)"=3,

entonces
W(-1)=-2+3=1.

Por ello, la curva azul discontinua toma el valorde 1 en x = —1.
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-En x=0:
/'(0)=2(0)=0,
g'(0)=3(0)" =0,
entonces
h(0)=0+0=0.

En consecuencia, la curva azul discontinua pasa por el origen.

Aplicacién en la informética:

En el campo de la informéatica, cuando se calcula el tiempo total de ejecucién de un
proceso que combina varios mddulos independientes, cada uno con su propio
comportamiento, es frecuente representar el tiempo total como la suma de funciones
individuales. Derivar esa suma permite conocer cémo varia el tiempo total ante
cambios en los datos de entrada, lo cual es clave en tareas de perfilado y optimizacién
de software (Cormen et al., 2022).

Derivada de un producto de funciones

Cuando tenemos un producto de dos funciones que dependen de la misma variable,
su derivada no es igual al producto de sus derivadas. En este caso, se multiplica la
primera funcién por la derivada de la segunda, luego se suma la segunda funcién
multiplicada por la derivada de la primera. Por tanto, sean las funciones u=f(x)y v =
g (x), la derivada de su producto se expresa como:

d d d
a(uv)zuE(V)Jrva(u) (2.6)
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Ejemplos:
1) di[x/;(3x+1)}; siendo u = \/;, v=3x+1
X
d d d
E[\/;(Sxﬂ)} = \/;E(3x+1)+(3x+l)a(\/;)
d d d 1/2
- J}[a(sxna(u}@xﬂ)a(x )
=Jx [3i(x) + 0} +(GBx+ 1)(l X
dx 2
=x[3)]+Gx+ 1)(% x ")

:3\/;+3x+1

24x
_ 2Jx3Vx) +(Bx+1)
24/x

_ 6x+3x+1

eV

~9x+1

2x

2) %[(2“3)(;8—1)]; siendo u=2x+3, v=x’—1
d 2 d 2 2 d
E[(2x+3)(x —1)]=(2x+3)a(x D) +(x —1)5(2“3)
d . d , d d
=(2x+3){£(x )—E(l)}r(x —1)(5(2x)+a(3)j
= (2x+3)2x—0)+ (x> —1)(2+0)

=4x* +6x+2x" =2

=6x° +6x-2
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3) i[i/;(xz—@}}; siendo u=i/;, v=(x*-4)

dx

d 3 2 313 d P 3 Iy 3 d 3

E[\/;(X —4) ]—\/;E(x -4y +(x"—-4) E(\/;)
:%(3)()62—4)3_1i(x2—4)+(x2—4)3 i(xln)

dx dx

= 3%(362 —4y? [%(xz) —%(4)} +(x>—4) %xlB—l
=33x(x? —4)*(2x - 0) + (x* -4’ %x‘m

= 6xx(x* - 4)’ + 3:2/3 (x* -4y

3x*P6xx"? (x* —4)* + (2% —4)’
= 3x2/3
B 18x*(x* —4)* +(x* —4)’
N
(x> —4)°(18x" +x* —4)
3Rx?
(x*—4)’(19x* - 4)

335

Representacién gréfica:

En relacién al segundo ejemplo, en la Figura 13 se representa graficamente el
producto de funciones y=(2x+3)(x’—1),mediante la curva azul continua. Y su
derivada j' = 6x* + 6x—2se representa por la curva roja discontinua.
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B — y=(2x+3)(x*-1)

—-— Yy =6x2+6x-2
30 A

25 1

20 A

> 154

10 A N

—— -

Figura 13. Gréfica de un producto de funciones y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia

e Los puntos extremos de y (curva azul) donde la tangente es horizontal y la
pendiente es cero, coincide con los puntos donde y' (curva roja) corta el eje
horizontal, es decir, donde también toma el valor cero.

» Cuando y es creciente, su derivada es positiva; en consecuencia, y' (curva roja) se
encuentra sobre el eje x.

» Cuando y es decreciente, su derivada es negativa; por ello, y’ (curva roja) se ubica
por debajo del eje x.

e Aunque la interseccién de ambas curvas no representa por si mismo algo
matematicamente relevante, su visualizacién conjunta resulta Gtil para comprender
cémo la derivada refleja el comportamiento general de la funcién original.

Aplicacién en la informética:

En entornos de almacenamiento y transmision de datos, como bases de datos
distribuidas, servicios de respaldo en la nube o servidores de contenido multimedia,
se suelen aplicar algoritmos de compresién para reducir el volumen de datos
transferido o almacenado (Salomon & Motta, 2010).

Por ejemplo, supdngase que u = f (x) representa el volumen de datos sin comprimir
en megabytes, donde x es el nimero de archivos; y que v = g (x) representa la
eficiencia de compresién promedio (en segundos por megabyte), que decrece a
medida que se incrementa el nimero de archivos, debido a la sobrecarga de
administracién del algoritmo. Entonces, el tiempo total de procesamiento requerido
para comprimir los datos puede expresarse como el producto uv. Para analizar cémo
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varia dicho tiempo cuando aumenta el nimero de archivos, se aplica la regla de la
derivada del producto de dos funciones.

Derivada de un cociente de funciones

Cuando tenemos un cociente de dos funciones que dependen de la misma variable,
su derivada no es igual al cociente de sus derivadas. En este caso, sean las funciones
u=f(x)yv=g(x),laderivada de su cociente se expresa como:

d d
v L -udw)
Dyt __dx | (27
\4

Ejemplos:

1) %(t—i); siendo u=1+x, v=1—x
J 1+x):(l—x)gc(l+x)—(l+x);i(l—x)
dx 1-x (1-x)°
d d d d

_(1—x)[dx(1)+Cbc(x)}—ﬂ*‘x)[cbc(l)—cbc(x)}
. (1—x)’
C(1=x)(0+1)=(1+x)(0-1)
) (1—x)’
C(1=x)+(1+x)
RS
2
C(-x)
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42
2) di(l_zx); siendo u=1-x", v=x"
X
> d 2 nd
d 1-x2 % a(l—x )—-(1—x )a(x )

T 2 )= )

x? fo (1)- ;iw)} (1 x)(2x)

6
X

_ x2(0-2x)—2x(1—x7)

6

X
B —2x° =2x+42x°
= =
_ —2x
=—
2
X

_ 4
3) di(l_x); siendo u=1-x* v=+/x
x

I

d 4 a d
i 1oyt Nxo(=xh)=(-xh) ()

PR )’
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d d 4 4 1 1/2-1~
&[dx(l)—dx(x >}—(1—x [CE

)
Vr0-43) -1 =¥ )
X

40X (1= )

2x1/2

X

1-x*
_4x3x1/2 _( 2x1/2 )

Representacién gréfica:

Tiempo promedio y su cambio

80

60

40

Tasa promedio por unidad (f(x))
== Derivada f'(x)

Cantidad de datos procesados (x)

Figura 14. Grafica de un cociente de funciones.
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Fuente: Elaboracién propia

En la Figura 14 se representa la funcién:

100x
xX+5

J(x) =

que modela el tiempo promedio por unidad de datos en un sistema de
procesamiento. La curva continua muestra la evolucién de ese tiempo promedio
conforme aumenta la carga de trabajo. La curva discontinua representa la derivada
f'(x), que indica como varia esa tasa de procesamiento ante cambios en x. Esta
visualizacion demuestra cémo la regla del cociente se aplica para estudiar y optimizar
sistemas informaticos dependientes de volumen de datos y recursos
computacionales.

Aplicacién en la informética:

Ademas del ejemplo abordado para la representacién grafica, como otro ejemplo de
aplicacién en el campo de la informatica tenemos: Al analizar la eficiencia de
algoritmos adaptativos, cuyo tiempo de ejecucién T, puede expresarse como un
cociente entre la funcién u, que representa los datos procesados y v, que representa

los recursos disponibles, 6sea: T =—. Su derivada T" nos indicard cémo cambia ese
v

tiempo medio conforme varia la carga de trabajo.

Esta informacion es valiosa para optimizar el rendimiento de servidores, compresores
o redes de almacenamiento.

Regla de la cadena

La regla de la cadena, utilizada en secciones anteriores de manera implicita, permite
derivar funciones compuestas; es decir, funciones que se obtienen al aplicar una
funcién dentro de otra. Esta regla establece que la derivada de una funcién
compuesta se obtiene multiplicando la derivada de una funcién externa, evaluada en
la funcién interna, por la derivada de la funcién interna.

Formalmente, segin Stewart (2012), sea g derivable en x y f derivable en g (),
entonces la derivada de la funcién compuesta y = f(g (x)) con respecto a x, se expresa
como:
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/6] = S (gg )

Sihacemos y = f(u) y u = f(x), la regla de la cadena se expresa como:

dy_dy du

=—, 2.8
dx du dx (2.8)

Por ejemplo:

d[x-5T . x-5 )
— ; siendo u = , y=u
dx| 5x—1

Se resuelve combinando la regla de la potencia, la regla del cociente y la regla de la
cadena:
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i[x—ST_d_yd_u

dx| 5x-1 du dx
_2_x—5_2_] d| x— 5
| Sx—1 | 5x 1
C =5 ] (5x— l)—(x S5)—(x— 5)—(5x 1)
=2
S5x—1 (5x—1)°

_2[x—5' (5x =)~ (x=5)(5)
CTlsx-1]| (5x—1)

_z{x—S}_Sx—l—5x+25
Sx—1]| (5x—-1)°

~ {x—S}_ 24
CTsx—1]| 5x-1)?

Ejercicios propuestos

A. Derivar las siguientes funciones:

) y=03x"+7)
2) y=/4-5x

(3x* —4x’ +6x)°

3 pu—
)y >
1
)y_( 2_1)3
3
5)y=

6) y=(1-3x)(x" +1)
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2x —6x
7N y=——-
)y x> =1
8) y=(x-1)>vx*+3
_ 2
9) y = 4—x
X

X

0= 1+

1) y= 241l
Y x-=3

12)y =(5x> +3x%)"

13) y = /(3x> +5x—1)°
14)y=x+13x-1

3 (x> +2)°
(1)’

15)y

. Resolver los siguientes ejercicios de aplicacion de las reglas de derivacion de
funciones algebraicas:

1) El tiempo de ejecucién de un proceso esté dado por: T(x) = (x* +4x+3)".
¢ Cual es la tasa de cambio de este tiempo respecto al nimero de procesos
x?

2) La eficiencia de una compresién de datos estd modelada como:

3x2+1
(x+ l)2

E(x)=

Determinar E’(x) y analiza el comportamiento.
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3) En un sistema de almacenamiento, el tiempo de acceso estd modelado

por la funcién:
A(x) =J(4x> +2x+1)°,

Calcule su derivada.

4) La penalizacién en un modelo de regularizacién es:
R(w) =MW" +1)°

Hallar R'(w)

5) El tiempo promedio por paquete en una red se modela por:

X

x*+1

T(x)=

Determinar su derivada.

Piensa y analiza

-
@o
En el desarrollo de aplicaciones web modernas, uno de los factores mas importantes
a optimizar es el tiempo de respuesta del servidor en funcién de la cantidad de
usuarios simultaneos. Se sabe que, debido a las limitaciones de hardware y saturacion

de recursos, el tiempo de respuesta no crece linealmente, sino que sigue una funcién
polinébmica creciente.

Escenario:

Supongamos que una empresa de tecnologias estd midiendo el tiempo de respuesta
T (en milisegundos) de un servidor como una funcién del nimero de usuarios
simultaneos conectados x (Figura 15).
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Funcion T(x)

Modelo del tiempo
de respuesta del

servidor
O
Derivada T'(x)
Tasa de cambio del Q ® . )
tiempo de respuesta Numero de usuarios

conectados

Figura 15. Analisis del tiempo de respuesta del servidor.

Fuente: Elaboracién propia

A partir de sus registros, modela el comportamiento como:

T(x) = 0.05x3 = 0.6x?> + 5x + 200

Planteamiento del problema:

El gerente de operaciones necesita saber como estd cambiando el tiempo de
respuesta con respecto al nimero de usuarios conectados en tiempo real, para poder
activar mecanismos de balanceo de carga.

1. Calcula la derivada T'(x)de la funcion.

2. Calcular T'(x)parax =10y x = 30.
Preguntas para reflexionar y analizar:

1. ;Qué representa la derivada T'(x)en este contexto?

2. ;Qué significan los valores obtenidos de T'(x)para x = 10y x = 307
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3. ;Qué significa, en términos practicos, que la derivada sea positiva?

Autoevallate
o
&Y

1. ¢Cudl es la derivada de una constante c?
a) c
)0

o)1

d) No existe

Escoge el literal de la respuesta correcta a las siguientes interrogantes:

o

2.Si f(x)=x, entonces su derivada es
a) 6x°
b) 5x*
c) 5x°
d) 4x°

3. ;Cuél es la regla que se aplica para derivar una funcién del tipo f(x) =(7x* +9)*?
a) Regla del producto
b) Regla del cociente
c) Regla de la potencia de una funcién
d) Regla de una constante por una funcién

4.Si f(x)=5x, entonces su derivada es
a) 15x3
b) 25x°
c) 3x?
d) 15x?
5. La derivada del producto de dos funciones u(x)-v(x) se expresa como:
a)u-v
b) uv + vu'
c)uv -w
d) uv
6. ;Cudl es la derivada de f(x) = \/;?
1

2x

a)
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1
b) —
)2x
c)i

N
d) 24/x

x> =9

LS f(x) =55 o ¢qué regla debes aplicar para derivarla?

X

~

Regla del producto
Regla de la cadena
Regla del cociente
Regla de la potencia

a
b
C

d

~— =

En informatica, jpara qué puede servir la derivacién de funciones algebraicas?
a) Para graficar algoritmos

b) Para analizar tasas de cambio en rendimiento o procesamiento

c) Para convertir datos a binario

d) Para traducir cédigo a ensamblador

Si f(x) = x>+ 4x% = x, jcudl es su derivada?

a)3x*+4x+ 1

b) x® + X2

c) 2x3 + 8x —1
d) 3x2+ 8x -1

¢ Qué representa la derivada de una funcién en una gréfica?
a) El &rea bajo la curva

b) La raiz de la funcion

c) La pendiente de la recta tangente

d) El valor médximo de la funcién

Respuestas: 1.b, 2. b, 3.¢c,4.d,5.b,6.3,7.3,8.b,9.d,10.c
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Capitulo 3

DERIVACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES

Introduccién

En el presente capitulo se aborda el estudio de las funciones trascendentes y las reglas
que permiten derivarlas. A diferencia de las funciones algebraicas, las funciones
trascendentes no pueden ser expresadas mediante operaciones algebraicas finitas,
sino que incluyen funciones como las exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

Estas funciones tienen un papel fundamental en la modelacién de fenémenos
cientificos y tecnoldgicos, particularmente en el campo de la informéatica, donde son
utilizadas para describir el crecimiento exponencial de datos, procesos de
decaimiento, o analisis de sefiales en redes neuronales y procesamiento digital. Su
derivacién permite analizar tasas de cambio en contextos no lineales, esenciales para
optimizar algoritmos y sistemas informaticos (Stewart, 2012)

Para la derivacién de cada tipo de funciones trascendentes, se abordaran apartados
semejantes al del capitulo anterior y en las reglas de derivacién se adoptara la
nomenclatura utilizada por Thomas (2006).

Finalmente, se abordard también la derivacién de las funciones implicitas, de suma
importancia para resolver problemas complejos en el campo de la informatica.
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Derivacion de
Funciones
Implicitas

Aprender a derivar
funciones implicitas,
vitales para resolver
problemas complejos en
informatica.

Derivacion de
Funciones
Trigonométricas

Entender como derivar
funciones
trigonométricas,
importantes para el
andlisis de sefiales y el
procesamiento.

Derivacion de
Funciones
Logaritmicas

Dominar la derivacion de
funciones logaritmicas,
esenciales para el anélisis
de datos y la
optimizacion.

Derivacion de
Funciones
Exponenciales

Aprender a derivar
funciones exponenciales,
cruciales para modelar el

crecimiento y el
decaimiento.

Introduccion a las
Funciones
Trascendentes

Comprender la naturaleza
de las funciones
trascendentes y su
distincion de las
funciones algebraicas.

Figura 16. Dominando la derivacién de funciones trascendentes.

Fuente: Elaboracién propia.

Derivacion de funciones exponenciales

Las funciones exponenciales son de la forma a"y e", donde a > 0. Estas funciones
son trascendentes y su derivaciéon posee propiedades Unicas.

En el caso de 4", siendo u = f(x),su derivada se expresa como:

E(a“)=a”lna% (3.1)

En particular, considerando que Ine =1, la regla de la derivada de la funcién
exponencial natural se simplifica a:

d dv
—(e")=¢e"— 2
dx(e) ¢ (3.2)
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Lo cual implica que su tasa de crecimiento es proporcional a su valor actual.

Ejemplos:

D di(53x); siendo a =5, u =3x, aplicando (3.1)
X

d ey cnpcd
—(5)=5"In5—3x
20 7 3%

d
=5"In53—
(Ckx)

=5"1n53)(1)
=3(5")In5

2) di(ef); siendo , u = x°, aplicando (3.2)
X

3) di(eﬁ); siendo , u = \/)_c, aplicando (3.2)
X

oy L
(e)=e dx(&)

G

o

2x
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4) di(3x2+l); siendo a =3, u = x> +1, aplicando (3.1)
X
d o 2 d
— (3" =3""1In3—(x* +1
-G @D

=3""1n3(2x)
=2x3""1n3

d 2
5 X X
) ——(e=er)

En este ejemplo, es necesario desarrollar primero el cuadrado del binomio:

—x\2 2 —) —22
(e"—e ")y =" —e'e " +e "
2 -2

=™ —e' e

= —l+e™

Luego, se procede a derivar:

d X —-x\2 d 2x —2x
—(e —e =—(" —-l+e
dx( ) dx( )

d 2x d d —2x

= — ——(ND+—
dx(e ) dx() dx(e )
2x d —2x d

= —(2x)-0+ — (2
e dx( X) e dx( X)

=™ (2)+e > (=2)
_ 2(62): _e—zx)
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Representacién gréfica:

1 1 1 1

-20 -15 -1.0 -05 00 05 10 15 20

Figura 17. Gréfica de la derivada de la funcién exponencial y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia.

En la Figura 17, la curva naranja continua representa la funciéon f(x)=e¢"y la curva roja
discontinua a su derivada f7(x) =¢".

Como se observa graficamente ambas curvas se superponen por completo,
confirmando que:

Sx)=[f(x)=¢",

siendo esto una de las propiedades mas distintivas y Utiles de la funcién exponencial
natural.

Aplicacién en la informética

Las funciones exponenciales son esenciales en el modelado del crecimiento
exponencial de la informacién en sistemas de datos, como el anélisis de complejidad
en algoritmos.
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En informéatica, a menudo nos encontramos con datos que crecen o decaen
exponencialmente, por ejemplo, el crecimiento de usuarios de una plataforma, la
propagaciéon de un virus informatico, la disminucién de la capacidad de
almacenamiento con el tiempo. La funcién exponencial e* y su derivada son
herramientas fundamentales para modelar y analizar estas tendencias. La propiedad
de autorreplicacion implica que la tasa de crecimiento, o decrecimiento, es siempre
proporcional al tamafio o cantidad actual de los datos.

Esta propiedad de autorreplicacion también es esencial en algoritmos de aprendizaje
automatico, donde aparece en funciones de activacion como RELU modificada,
softmax, y la funcién sigmoide. Esta ultima facilita el calculo del gradiente durante el
entrenamiento mediante retro propagacién, ya que el gradiente local puede
expresarse en términos de la salida de la neurona (Bishop, 2006).

También, es fundamental en célculos de crecimiento de datos, algoritmos de
encriptacion, por ejemplo, en criptografia de curva eliptica y simulaciones
exponenciales (Goodfellow et al., 2016).

Derivacion de funciones logaritmicas

Las funciones logaritmicas son las inversas de las funciones exponenciales. Asi, por
ejemplo, el logaritmo natural, denotado como In(x), es el logaritmo en base e.

La regla general para derivar una funcién logaritmica de la forma 1og u, donde
u = f(x)y a es una constante positiva diferente de 1, se expresa como:

—(loga u)—L 1du (3.3)

Ina u dx

En el caso del logaritmo natural, dado que su base es ey Ine = 1, la regla se simplifica
a:

d 1 du
E(l u)=——- (3.4)

u dx
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En este apartado es importante considerar las reglas de los algoritmos con base a
(tabla 1), que nos ayudan a simplificar los procesos de derivacién, como lo veremos
en ejemplos, mas adelante.

Tabla 1. Reglas de los algoritmos con base a.

Regla Seax>0,y>0

Logaritmo del producto loga(xy) = loga(x) + logaly)

Logaritmo del cociente loga(x/y) = loga(x) - logaly)
Logaritmo de una | loga(x”) = n - loga(x)
potencia

Logaritmo de 1 loga(1) =0

Logaritmo de la base loga(a) = 1

Loga(x) en funcién de In(x) | loga(x) = In(x)/In(a)

Fuente: Elaboracioén propia.
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Ejemplos:

1) i(log2 x*); siendo a =2, u = x’
dx

3) i(log10 x’); siendo a =10, u =x’
dx

d 1 1d
—(log,, X’ )= ——.—— (¥’
dx( &0 In10 x° dx( )

11,
=—— —(5x%)

_
“ o w

4) 4 ln(l_—xj ; siendo u:1+—x
dx I+x I-x
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En este ejemplo, es conveniente aplicar primero la regla del logaritmo del
cociente para simplificar el proceso de derivacion:

In (1_—") = In(1—x) — In(1 + x)
I+x
Luego, se procede a derivar:

d d
adma—m—ma+@}7§mm—m]

1 d 1 d
o) T e Y

j [In(1+ )]

X

1 1
—m(o—l)—m(o-i-l)

-l 1

T (1-x) (+x)
11+ x)-(1-x)
 (I+x)(1-x)

_—l-x-1+x

a 1—x*

2

B x* =1

5) i[ln /I_—X};siendo u= I=x
dx X X

Igual que en el ejemplo anterior, se aplican las reglas del logaritmo de una
potencia y del cociente:
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1/2
In 1-x =1n(1—xj
X X

1 (l—x]
=—In| —
2 X

= %[ln(l—x)—ln x|

A continuacion, se deriva:

i{m 1_—"} :%%[ln(l—x)—lnx]

dx X

_1 [i m1-9-Lin x|
21 d dx J

BIEWREREN
2| 1-xdx x dx

1| 1 (d d 1
—E_E(a(l)—a(x)j—;(l)}

1 1
E“"D‘ﬂ

_l_‘_l_l}
211-x «x
l_—x—1+x
2| x(1-x)

1
2 x(1-x)

69



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

Representacién gréfica:

10

Figura 18. Gréfica de la funcién In(x) y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia.

Del andlisis de la Figura 18, donde se ha representado la funcién logaritmica natural
. , . . . 1 ,
f(x) = In(x)mediante una linea naranja continua y su derivada f’(x)=— por una linea
X

roja discontinua, se observa lo siguiente:

e Tanto f(x)como f'(x)solo existen para todo x > 0.
e La funciéon f(x)presenta un crecimiento moderado.
e La derivada f'(x)toma Unicamente valores positivos y tiene un comportamiento

decreciente, lo que indica que la tasa de crecimiento de la funcién se reduce
conforme aumenta x.

e Enx=1,secumple que:
f(1)=In1=0,
f'(1)=1/1=1
e La funcién logaritmo natural In(x)crece indefinidamente, pero de forma lenta,

. . 1 -
mientras que su derivada — decrece rdpidamente.
x
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Aplicacién en la informética:

En el campo de la informatica, los logaritmos, especialmente los de base natural y
base 2, juegan un papel clave al momento de entender como crece la complejidad
de los algoritmos. Por ejemplo, técnicas como la busqueda binaria o la compresién
de datos se apoyan directamente en el comportamiento logaritmico para ser mas
eficientes. Ademas, en areas como la inteligencia artificial, los logaritmos también
estan presentes en célculos importantes como la entropia cruzada o en métodos de
regularizacién, que ayudan a que los modelos aprendan mejor sin sobreajustarse.
(Cormen et al., 2022).

Derivacion de funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas como el seno o el coseno, se abordan cuando se
estudian los triangulos o cuando se resuelven problemas de movimiento circular. En
calculo diferencial, estas funciones ayudan a describir con gran precisién fenémenos
que se repiten con el tiempo, como las ondas de sonido, las sefiales eléctricas o
incluso los ciclos en los datos de sensores.

Las funciones trigonométricas tienen algo muy especial, sus derivadas también son
funciones trigonométricas, y siguen un patrén ciclico muy ordenado, como se puede
ver a continuacién, siendo u = f(x):

i(senu) =cosu du (3.5)
dx dx '

4 (cosu) =—senu s (3.6)
dx dx '

d , du
—(tanu) =sec” u— 3.7
dx( ) o (3.7)

d , du
—(cotu)=—csc u— 3.8
dx( ) T (3.8)

71



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

i(secu) =secu tanu@ (3.9)
dx ' dx '

i(cscu)——cscu cotu@ (3.10)
dx ' dx '

Ejemplos:

1) di(senx6); siendo u = x°, aplicando (3.5)
x
d 6 6 d 6
— (senx®) = cos x* — (x
dx( ) 7 (x7)

=cosx*(6x°)

=6x° cos x°

2) di(cos «/;); siendo u =+/x ,aplicando (3.6)
X
d d
= (cos~/x) = —senx — (\x)
dx dx
= —senx

_ —sen\/;
2Jx

1
2Jx
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3) i[tan(f)} siendo u = z,aplicando (3.7)
dx 3

x.d x
0 [tan( )} =sec (3)d—(3)
5, X
=seC (5)(5)
1, x
=3 sec (g)
4) %(senéx); aplicando (2.4),(2.8),(3.5)
% (sen’x) = % (senx)°
= 6(senx)5 di(senx)
X

= 6sen’xcos x

5) i(c"” j aplicando (2.7),(2.8),(3.8)
dx\ x

2 d 2 2 d 2
d cot x2 =x a(cotx )—cotx a(x)
(x*)’

x’ (— cscx’ 4 (x? )J —cotx*(2x)
dx

4
X

x’ (— cscx’ (2x)) —cotx”(2x)

4
X

2x (—xz csex’ ) —2xcotx’

4
X

—2x (x2 cscx? + cot x? )

4
X

-2 (x2 cscx? + cot x? )

3
X
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A manera de ejemplo, se analizan 2 funciones trigonométricas con sus respectivas

derivadas:

1.00 4 — flx) = cos(x)
=== f(x)=Z(cos(x)) = —sin(x)
0.75 4
0.50 A
0.25 A
0.00 A ¥
\
A\
\
-0.25 \
\}
1
-0.50 Y

—0.75 4

—1.00 1

Figura 19. Gréfica de la funcién f (x) = cos(x) y su derivada. Fuente:

Elaboracién propia.

En la Figura 19 se representa mediante una linea morada continua a la funcién

J (x) = cos(x),

y mediante una linea verde discontinua a su derivada f’(x) = —sen(x). Del anélisis de

la misma se desprende lo siguiente:

e Cuando f(x)alcanza un valor méximo o minimo local, su derivada f'(x) es ceroy
la tangente en esos puntos tiene pendiente horizontal.
e Cuando f(x)toma valor cero, su derivada f’(x)se encuentra en un valor maximo

o minimo local.

e La derivada f'(x)estd desfasada un cuarto de ciclo (/2) respecto a la funcién

S ().
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Aplicacién en la informética:

En programacién grafica y simulaciones fisicas, esta relaciéon entre una funcién y su
derivada es esencial para calcular velocidades angulares y oscilaciones. Por ejemplo:

» En motores gréficos, cuando un objeto rota se utiliza f(x) = cos(x) para determinar
su posicion, y su derivada f’(x) = —sen(x)permite calcular la velocidad con la que
varfa dicha posicion.

o En redes neuronales recurrentes que modelan datos ciclicos (como sensores de
ritmo cardiaco o temperatura), estas funciones ayudan a representar patrones
oscilatorios (Eberly, 2006).

Representacién gréfica:

10.0

7.51

5.0 1

2.5 A

_2.5 4

—5.0 1

751 — fix) =tan(x)

=== f(x) = Z(tan(x)) = sec? (x)

-10.0 . o .
-6 -4 -2

Figura 20. Gréfica de la funcién tan(x) y su derivada.

Fuente: Elaboracién propia.

En la Figura 20 se representa la funcién f(x) = tan(x) mediante una linea azul continua
y a su derivada f'(x) =sec’'(x)mediante una linea roja discontinua. Se observa lo
siguiente:
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e La funcién tan(x) es creciente en todo su dominio, con una pendiente que se hace
cada vez mas pronunciada cerca de los extremos de cada intervalo. Por ello, la
derivada toma siempre valores positivos.

e Al aproximarse a las asintotas, como en x = = n/2, la derivada presenta un
crecimiento acelerado, reflejando la inclinacién cada vez mas vertical de la curva
de tan(x).

e No hay un desfase como en el ejemplo anterior; en este caso, la derivada
amplifica el crecimiento de tan(x) de manera cuadrética.

Aplicacién en la informética:

El comportamiento de la tangente y su derivada es crucial en motores de simulacién
que modelan pendientes, angulos o rotaciones cercanas a 90°, donde el cambio es
muy sensible.

En ajuste de curvas y optimizacion, la forma en que la derivada se dispara es
importante para entender cudndo un algoritmo basado en gradientes puede volverse
inestable (Hearn et al., 2014).

Derivacién de funciones implicitas

Hasta ahora, hemos trabajado con funciones donde la variable dependiente y est3
despejada explicitamente en términos de x, por ejemplo:

y=x"=5x+6

Sin embargo, en muchos casos reales, especialmente en geometria computacional,
modelado fisico o estructuras algebraicas complejas, y no estd despejada, sino que
aparece junto a x formando parte de la misma ecuacién, constituyéndose en una
funcién implicita (Stewart, 2012).

Para derivar una funcién implicita, se debe derivar ambos lados de la ecuacién
respecto a x, pero considerando a y como una funcién de x. Finalmente, se despeja
la derivada. Esta técnica es muy util cuando:

e Esimposible o muy complicado despejar y.
e Se modelan curvas complejas como elipses, hipérbolas o trayectorias no
funcionales.
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Ejemplos:
1) x*+y° =25
d ,. d d
—(x)+— =—(25
dx( ) dx( ) dx( )
2x+2yQ=0
dx
dy
2y—=-2x
ydx
& _—2x
dx 2y
v__x
dx b%

2) X’ +xy—-y =16

A A ]
E(X)Jra(xy) dx(y) dx(16)

dy dy
2x+(x—+y)-2y—=0
X (xdx ») s
dy ., dy
X—=2y—=-2x—
dx ydx d
D (—2y)=-2x—y
dx
dy 2x-y
dx x-2y
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3) hx+lny=x

d d d
-0 +——(ny)=--(x)

1 1d_,
x ydx
Idy_, 1
v dx X
1
a1y
dx 1
y
x—1
_ x
dx 1
y
dy _y(x-1)
dx X
4) x+fy=2y

d d d
— W)+ =—-2y)

1 1 dy ,dy
—t———=2—=
2Wx 2y dx dx
1 dy 2aly 1
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1
&y 2Jx

d 1 _,
2y

1
& ol
dx 1—4\/;

2

dy —2\/;

dr 2Jx(1-4y)
oy

dx  x(4fy-1)

5) senx+cosy=x—y

d d d d
o (senx) + o (cosy)= I (x)— I (»)

cosx—senyﬁ=l—ﬂ
dx dx
d—y—senyd—yzl—cosx
dx dx

(l—seny)ﬂ =1-cosx
dx

dy _l-cosx
dx 1-—seny
6) a2t _5
xX=y

En este caso, es conveniente aplicar primero las reglas de los algoritmos que

constan en la tabla 1:
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1/3
NEE h{ﬁ_y}
xX—y xX—y
1
_ L2ty
3 |x-y

= %[ln(x +y)—In(x— y)]

Luego, se procede a derivar:

%[ln(x +y)—In(x— J/)] =5
1 d d
5E[ln()ﬁy)—ln(x—y)] = 5(5)

1[ d d
—| ZIn(x+y)——In(x—y)|=0
3{ = n(x+y) - n(x y)}

d 1 d
L xy)-—=
x+ydx x—ydx

! (1+d—y —L(l—ﬂ):O
x+y dx x-y dx

1 N 1 dy 1 N 1 ﬂ:

xX+y x+ydx x—-y x—-ydx

(x=y)=0

0
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dy 1 N 1 )= 11
dx x+y x—-y x—-y x+y
1 1

dy_x—y_x+y

a1 1

X+y x-—y

xX+y—-x+y

dy _ (x=y)(x+y)
dx X—y+tx+y

(x=y)x+y)
dy _2y
dx 2x

Representacién gréfica:

or
4t
2 -
- — x*+y?=25
0 -=—=Recta tangente en (3, 4)
-2t
-4t
-4 -2 0 2 4
X

Figura 21. Derivacién implicita: curva y recta tangente.

Fuente: Elaboracién propia.
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En la Figura 21, podemos observar lo siguiente:

e La funcién implicita x* +)* =25,que corresponde a una circunferencia de radio

cinco con centro en el origen, esta representada mediante una linea de color azul
continua.

e En la circunferencia se ha trazado una tangente el punto (3,4), representada por la

linea recta de color rojo discontinua.

e Larectatangente desciende 3 unidades verticales por cada 4 unidades horizontales

en sentido positivo, lo cual implica que tiene una pendiente m = -3/4.
En el ejemplo 1, de esta seccién, se obtuvo la derivada de x* + y* =25:
dy x

dx ’
y al evaluarla en el punto (3,4) obtenemos:

dy_ 3
dx

b

valor que corresponde al de la pendiente de la tangente.

Ejercicios propuestos

A. Derivar las siguientes funciones trascendentes:
1) y =In(5x%)

2) y=log,(2x+1)

COS X

3) y=e
4) y = tan(4x’)
5) y=sen(e’)
6) y=e"In(x)
7) y = cos(In x)

8) y=x’e"
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X

e
Ny=—
X

10)y =In3/x* -1

2
IDy:ﬂ%—f}
e

4-x’

2

12)y=In
)y 4+ x

13) y = (senx —cos x)’

14) y =21
cosx’ —1

1S)y=——7—
senx

B. Derivar las siguientes funciones implicitas:
I) Tanx+Coty=x+y

2) " =3x

3) 3/;—2/; =x

4) 3x* —2xy+3y° =6x

5)e"—e’ =Tx
Piensa y analiza

alle
a@o
Escenario: En un sistema de monitoreo de temperatura en un centro de datos,
la funciéon de crecimiento de la temperatura se modela como T(t) = 60 + 10:In(t+1),
donde T estd en grados Celsius y t es el tiempo en minutos desde que se encendio
el sistema.

Planteamiento del problema:
Se desea analizar la tasa de cambio de la temperatura en el minuto 4.

a) ;Cual es la derivada de T(t)?
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b) Evalda T'(4)
Las respuestas de esta primera parte se visualizan en la Figura 22.
Preguntas para reflexionar y analizar:

4. ;Qué representa la derivada T'(t) en este contexto?
5. Explica el significado de T'(4).

6. ¢Como se utilizaria esta informacién para implementar un sistema de ventilacion
automatica?

Modelo de
Temperatura
Inicial . Tasa de Cambio
ecimlent o o de Temperatura
Logaritmico a lo Larg: 2 arados Celsius
del Tie T(t) = 60 + 10In(t+1) T(t) = 10/(t+1) T(@)=10/5=2 minuto

Figura 22. Analisis de la tasa de cambio de la temperatura.
Fuente: Elaboracién propia.

Autoevallate

i
¢

= Escoge el literal de la respuesta correcta a las siguientes interrogantes:
1. ;Cudl es la derivada de f(x) = &?

a) xe*
b) e
c) In(x)
d) x¢

2. ;La derivada de In(x) es:
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d) xIn(x)

3. La derivada de f(x) = cos(x) es:

4. ;Cudl es la derivada de f(x) = In(3x)?

a) 3/x

b) 1/3x
c) 1/x

d) In(3)/x

5. La derivada de tan(x) es:

a) sec?(x)

b) -sec?(x)

c) tan(x)

d) 1 + tan?(x)

6. Si f(x) = e*, entonces f'(x)=
) 2eX
) e*

c) 2e*

d) In(2)e**

Q

o

7. f(x) = In(e9, su derivada es:

9. f(x) = In(1 + &9, su derivada es:
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) e
b)1/(1+ &)
ce/(1+ ¢
d) In(1 + x)

Q

KN

0. f(x) = sen?x, su derivada es:

a) 2cos(x)

b) 2sen(x)

c) 2sen(x)cos(x)
d) sen(x) + cos(x)

Respuestas: 1.0 2.c3.b4.c5.a6.c7.b8.a9.c10.c
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Capitulo 4

PRACTICAS EN GOOGLE COLAB

Introduccion a Google Colab

Google Colab (Collaboratory) es una plataforma gratuita basada en la nube que
permite escribir y ejecutar cédigo Python en un entorno de notebooks interactivos
desde el navegador, sin requerir instalacion local ni configuraciéon de entornos de
desarrollo complejos.

Esta herramienta es ideal para el aprendizaje de matematicas computacionales
porque combina texto, férmulas, graficos y cédigo ejecutable en un mismo
documento.

Colab es compatible con librerias poderosas como SymPy (para algebra simbdlica),
Matplotlib (para gréficos), y NumPy (para célculos numéricos), lo cual lo convierte en
un laboratorio perfecto para explorar conceptos de calculo diferencial de forma
dindmica y visual (Pinargote-Zambrano et al., 2024).

Ademas, Google Colab permite el trabajo colaborativo, dado que sus cuadernos se
pueden almacenar en Google Drive y varios usuarios pueden trabajar en ellos al
mismo tiempo.

Por ello, el presente capitulo tiene los siguientes objetivos:

e Aplicar reglas de derivacion para funciones algebraicas y trascendentes utilizando
Python.

e Utilizar Google Colab como entorno para la resolucién simbdlica de derivadas.

e Utilizar Google Colab para representar graficamente una funcién y su derivada y
analizar su relacion.

e Fomentar la interpretacion critica del comportamiento de funciones a través de
herramientas computacionales.

Finalmente, se desarrollardn ejercicios practicos de aplicaciéon de las reglas de
derivacién vistas en los capitulos 2 y 3, con una breve explicacion de las codificaciones
mas importantes utilizadas para una mejor comprensién de las mismas.
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Entorno de
Notebooks

Interactivos
Se enfocaen la

aplicacion de reglas

Permite la ejecucion
de derivacion y

de codigoy la
andlisis de creacion de
funciones contenido
LL Soporte de
C U Bibliotecas

Permite la edicion y
el almacenamiento \
compartido de \\
cuadernos ;

Incluye SymPy,
Matplotlib y NumPy
para tareas
matematicas

Figura 23. Derivando con Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
Instalacion de Google Colab

Para la instalacién de Google Colab se deben seguir estos sencillos pasos:

1. Acceder a google drive de su cuenta de Gmail.

2. Hacer clic en: Nuevo™=» Mas=» Conectar méas aplicaciones.

L Drive Q Buscar en Drive b ® & @ @
9 Noevacarpeta  Alcy.econfiuacin iy 3 hienvenida a Drive 16) B
Subir archivo Alt+Cy, a continuacion, U
Subir carpeta Alt+Cyy, a continuacion, |
@

B Documentos de Google »
Hojas de calculo de Google » o

Presentaciones de Google » D ‘
B Formularios de Google » D

AEE * @ Dibujos de Google +
O Spam 0 Google My Maps
W Papelera B Google Sites
@ Almacenamiento & Google Apps Script us archivos y carpetas o usa el botdn Nuevo para subirlos

0 bytes de 15 GB usado

+

Conectar mas aplicaciones

Obtener mas
almacenamiento

Figura 24. Pasos 1y 2 de instalacién de Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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3. Buscar Google Colab y escoger Colaboratory.

€ O Google Workspace Marketplace ~ Q. Google colab

3£ Todos los filtros (1) Funciona con Drive ~ Precio ~

VULYIE [V VEHTIUG 1dS 1E€5E11d5 111 1dS VAIVIduIvlies,

Translate Document translator

Video qa ﬁ

Colaboratory Video Translator - Tradu... Document Translator - T...
Colaboratory team Video Translator Document Translator

This allows Google Traductor de video y voz Tracuce PDF, Word/Google
Colaboratory to open and basado en Al (Translate, TTS) Docs™, E: Sheets™,

==
Chat with  PDF
Any PDF

ChatPDF - Al para docu...
ChatPDF
Con Al, puedes chatear con pdf,

g g
create files In Google Drive. It ... para traduclr videos a mas de... PowerPolnt/Google Slides™...

* 4,7 & 72M+ Instalar * 4,3 & 436 mil+  Instalar * 4,3 4 279mil+  Instalar

yad en
lenquaje natural, hacer...

* 4,7 & 193mils  Instalar

Figura 25. Paso 3 de instalaciéon de Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

4. Finalmente se instala Google Colab, dando los permisos correspondientes.

CO Preparate parala inﬁlacién

Para iniciar la instalacion de Colaboratory,

antes debes dar permiso.

Al hacer clic en Continuar, aceptas que tu informacion se
utilice de conformidad con las condiciones de servicio y la
politica de privacidad de esta aplicacion.

CANCELAR  CONTINUAR

Figura 26. Paso 4 de instalacion de Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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5. Se verifica que estd instalado correctamente cuando Google Colaboratory
consta entre las opciones de Google drive.

o
=b
<
(0]

Q_  Buscar en Drive

3 Nueva carpeta Alt+C y, a continuacion, F mos la bienvenida a Drive

[A Subir archivo Alt+Cy, a continuacién, U

Subir carpeta Alt+C y, a continuacion, |

E Documentos de Google >

Hojas de calculo de Google 13
Presentaciones de Google > D '

B Formularios de Google » D
Mas % & Dibujos de Google

O spam E3 Google My Maps

@ Papelera E Google Sites

& Almacenamiento B3 Google Apps Script us archivos y carpetas o usa el boton Ni

O

0 bytes de 15 GB usado Google Colaboratory

Obtener mas
almacenamiento

+

Conectar mas aplicaciones

Figura 27. Paso 5 de instalaciéon de Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Estructura de un notebook

Una vez instalado, es posible trabajar en Google Colab ingresando por Google drive,
de acuerdo con el siguiente proceso:

En la pagina principal de Colab, hacer clic en “Nuevo notebook en Drive”
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cO & UntitledO.ipynb ¥ &

[Archivo Editar Ver Insertar Entorno de ejecucion Herramientas Ayuda

Q Comz  Ubicar en Drive

Abrir en modo de sitio de pruebas

@ Nuevo notebook en Drive ‘

\ Abrir bloc de notas Ctrl+O
< Subir notebook
{x} Renombrar
(O] Mover
o Mover a la papelera

Figura 28. Notebook en drive.

Fuente: Elaboracién propia.

Se activarad una nueva pestafia que viene a ser el nuevo notebook, al cual le vamos a
poner, por ejemplo, el nombre “Unidad1”. Como se puede apreciar tiene extension
.ipynb, que significa IPython Notebook, y es el formato utilizado por Jupyter
Notebooks, que es la base tecnolégica de Google Colab.

cO & Unidadlipynb & &

Archivo Editar Ver Insertar Entorno de ejecucion Herramientas Ayuda

Q Comandos + Cédigo + Texto

Figura 29. Creacion de notebook en drive.

Fuente: Elaboracién propia.

Se debe considerar que un notebook en Google Colab se divide en dos tipos de

celdas:

Celda de cédigo: Se agrega este tipo de celda haciendo clic en “+ Cédigo”. En ella
se escriben y ejecutan instrucciones en Python.

Por ejemplo:
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cO & Unidadlipynb ¥ &

Archivo Editar Ver Insertar Entorno de ejecucion Herramientas Ayuda

Q Comandos Texto

) —

© import numpy as np

@ import matplotlib.pyplot as plt
x = np.linspace(-10, 10, 100)
O y = x¥%2
dy = 2*x
x}

plt.plot(x, y, label="f(x) = x2?")
plt.plot(x, dy, label="f"'(x) = 2x", linestyle="--")

o plt.legend()
plt.title('Funcidon y su derivada')
| plt.grid(True)

plt.show()

Figura 30. Celda de cédigo.

Fuente: Elaboracién propia.

Este cédigo genera la gréfica de la funcion f(x ) = x2 y de su derivada f'(x) = 2x,
permitiendo una visualizacién clara del cambio de pendiente en diferentes puntos de
la curva.

Celda de texto: Para agregar una celda de texto se debe hacer clic en “+ Texto”. Esta
celda tiene formato Markdown que permite insertar cualquier tipo de como
explicaciones, ecuaciones, titulos, enlaces, etc.

Posee una barra de herramientas basicas que permiten modificaciones como:
subrayar, insertar vifietas, poner letras negritas o itélicas, etc. Ademas, se subdivide
en dos celdas:

e Celda izquierda, donde se escribe.
e Celda derecha, donde se tiene una vista previa del texto editado.

Por ejemplo:
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(0] & Unidadlipynb % & B @& & Compartr 4 Gemini @

Archivo Editar Ver lasadtar Entorno de ejecucion Herramientas  Ayuda
X Comandos + Cod @ Conectar ¥ A

X

)

P o BRXEUD
-y OoB

=)

T B I O ® &9 =

> ## Derivada de funciones polinémicas
La derivada de una funcién polinémica de la forma \( f(x) = x*n \) es \( f'(x)

= nx*{n-1} \).

Derivada de funciones polindémicas

La derivada de una funcion polinomica de la forma ( f(x) = x*n ) es ( f(x) = nxn-1}).

Figura 31. Celda de texto.

Fuente: Elaboracién propia.
Ventajas de Google Colab en la ensefianza del calculo

o Accesibilidad: Se ejecuta en cualquier navegador, sin necesidad de instalar
software adicional.

o Interactividad: Permite modificar parametros, ejecutar cédigo y visualizar
resultados en tiempo real.

o Colaboracién: Facilita el trabajo colaborativo, ya que varios estudiantes pueden
trabajar sobre un mismo notebook, compartiendo ideas y soluciones.

o Documentacién integrada: Cada celda puede incluir explicaciones, férmulas en
LaTeX y cédigo, facilitando la comprensiéon del contenido.

Ademas, Google colab se puede combinar con otras herramientas como GitHub
Classroom, para crear repositorios de equipos de estudiantes para elaboracion de
proyectos finales (Snowberger & You, 2025).

Libreria SymPy

Antes de pasar a derivar con Colab, es necesario referirnos a las librerias que se van
a utilizar, empezando por SymPy, que es una biblioteca de Python que proporciona
funcionalidades de algebra computacional, incluyendo derivacion simbdlica,
integracion, factorizacién y resolucién de ecuaciones. Fue disefiada con fines
educativos y de investigacién, manteniendo un equilibrio entre funcionalidad,
legibilidad y facilidad de uso.

En particular, su médulo diff permite obtener derivadas de funciones matematicas con
una sintaxis intuitiva, ideal para introducir a los estudiantes en la computacion
simbdlica (Meurer et al., 2017).

Aunque SymPy ya viene preinstalado en la mayoria de los entornos de Colab, se
considera necesario incluir las instrucciones de su instalacién, por si acaso se
necesitara.
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° # Importar las funciones necesarias de SymPy

from sympy import symbols, diff, exp, log, sin, cos, tan, sqrt, init_printing
from sympy.abc import x # Importa x como un simbolo predefinido

# Configurar la impresiodn para que las expresiones matematicas se vean mejor
init_printing(use_unicode=True)

Figura 32. Instalacién de SymPy.

Fuente: Elaboracién propia.

Explicacién de codificacion:

symbols: Funcién para declarar variables como simbolos matematicos.

diff: La funcidn principal para calcular derivadas.

exp, log, sin, cos, tan, sqrt: Funciones matematicas comunes necesarias para definir
expresiones.

init_printing: Mejora la visualizacion de las expresiones simbdlicas.

sympy.abc.x: Una forma conveniente de definir x como un simbolo.

Libreria Matplotlib

Matplotlib es una es una de las herramientas mas importantes de Python porque es

una biblioteca de trazado de gréficos muy completa. Fue creada por John Hunter en
2003 y su disefio se inspira en el entorno de trazado de MATLAB. Permite crear
visualizaciones estaticas, interactivas y animadas con una alta calidad grafica, aptas

para su publicacion en el dmbito cientifico y de ingenieria, asi como en la ciencia de
datos y el aprendizaje automatico (Hunter, 2007).

Posee las siguientes caracteristicas:

e Su versatilidad permite crear una amplia gama de disefios estaticos, animados e

interactivos en Python como gréficos: de lineas, de dispersion, de barras,
histograma, pastel, mapas de calor. Ademas, permite organizar multiples gréficos
dentro de una misma figura.

e Aunque su fuerte es los graficos en 2D, tiene capacidades bdasicas para

visualizaciones 3D.

Permite personalizar aspectos como: titulos de los graficos y de los ejes, leyendas,
colores, tipos de linea, marcadores, tamafio y la resolucién de la figura, anotaciones
y texto dentro del grafico.
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e Seintegra perfectamente con el ecosistema de Python, especialmente con librerias
numericas como

-NumPy, para manipulacién de arrays.
-SciPy, para computacién cientifica.
-Librerias de andlisis de datos como Pandas.

e Puede generar graficos en una variedad de formatos de salida: PNG, JPG, PDF,
SVG, etc.

e Soporta diferentes backends para renderizar los graficos en distintas interfaces de
usuario, permitiendo su uso en scripts, aplicaciones de escritorio o entornos web.

e Su modulo mas utilizado es Pyplot, que es una interfaz que funciona de manera
similar a una calculadora grafica, permitiendo a los usuarios generar graficos 2D de
forma sencilla, ideal para graficos rapidos y exploratorios.

Biblioteca NumPy

NumPy, cuyo nombre es una abreviatura de Numerical Python, fue creado en 2005
por Travis Oliphant, combinando caracteristicas de las bibliotecas Numeric y
Numarray. Nacié de necesidad de una biblioteca de computacién numérica eficiente
y consistente para Python, especialmente para tareas que involucran grandes
conjuntos de datos y operaciones matematicas complejas.

Numpy proporciona un objeto de array multidimensional de alto rendimiento,
llamado arrays, asi como herramientas para trabajar con estos arrays. Constituye la
base sobre la cual se construyen muchas otras bibliotecas de ciencia de datos y
computacioén cientifica en Python, incluyendo Pandas, SciPy y Matplotlib (Harris et al.,
2020).

En el contexto de la derivacién de funciones, NumPy se utiliza cominmente para:
e Generar valores numéricos distribuidos uniformemente.

o Evaluar funciones matematicas sobre un conjunto de puntos.

o Apoyar el trazado de graficos junto con bibliotecas como Matplotlib.

Utiliza funciones como np.linspace para definir el dominio y aplicar operaciones
vectorizadas que permiten graficar una funcion.

Para hacer un ejemplo practico, comenzaremos por instalar estas 2 librerias:
Matplotlib y Numpy:
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‘, import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Figura 33. Instalacion de Matplotlib y Numpy.

Fuente: Elaboracién propia.

Explicacién de codificacion:

e import matplotlib.pyplot as plt: Importa el médulo pyplot de la libreria matplotlib,
convencionalmente es importado como plt para facilitar su uso.

e import numpy as np: Importa la libreria numpy y se suele importar como np.

Una vez instaladas las librerias necesarias, como ejemplo, vamos a crear un gréfico de
la funcién sen(x) con Matplotlib usando la interfaz Pyplot:

o # Datos de ejemplo
np.linspace(®, 10, 100) # 100 puntos entre © y 10
np.sin(x)

< X
non

# Crear el grafico
plt.figure(figsize=(8, 4)) # Opcional: Define el tamafo de la figura
plt.plot(x, y, label='Sen(x)', color='blue', linestyle='--"')

# Afadir titulos y etiquetas
plt.title('Grafico de la funcidn Sen(x)')
plt.xlabel('Eje X')

plt.ylabel('Eje Y')

plt.grid(True) # Afadir cuadricula
plt.legend() # Mostrar leyenda

# Mostrar el grafico
plt.show()

Figura 34. Codlficacién para graficar la funcién sen(x) en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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Explicacién de codificacion:

x = np.linspace(0, 10, 100): Con np.linspace, solicitamos a NumPy 100 puntos
perfectamente espaciados que vayan desde el O hasta el 10.

y = np.sin(x): y es el resultado de calcular el seno de cada valor de x.

plt.figure(figsize=(8, 4)): Pedimos que el dibujo tenga 8 pulgadas de ancho por
4 de alto.

plt.plot(x, y): Le decimos a Matplotlib que trace una linea conectando todos los
puntos (x, y).

label='Sen(x)": Esto es como ponerle un titulo a la linea en el dibujo.
color='blue": elegimos que nuestra linea sea azul.

linestyle='--": Escogemos una linea de puntos.

plt.title('Grafico de la funcién Seno'): Es el titulo general del gréfico.
plt.xlabel('Eje X'): Etiqueta el eje horizontal.

plt.ylabel('Eje Y'): Etiqueta el eje vertical.

plt.grid(True): Incorpora una cuadricula.

plt.legend():Como pusimos un label a nuestra linea ('Seno(x)'. Ahora,
plt.legend() hace que esa etiqueta aparezca en una cajita en el grafico, para
saber qué linea es cual.

plt.show(): Da la orden de terminar el dibujo y mostrarlo.

Siendo asi, como al ejecutar la celda de cddigos, se obtiene:

1.00 1 PR 27N === Sen(x)
0.75 / \ / \

0.50 A \ yd \
0254+ A ' .

0.00 1 1 ) \

EjeY

—-0.25 1 \ 7 y
-0.50 - LY / \
-0.75 \ /

-1.00 A S

T T T

0 2 4 6 8 10

Figura 35. Grafica de la funcién sen(x) en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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Derivacion de funciones algebraicas en Google Colab

En esta seccién, se desarrollaran en Google Colab algunos de los ejemplos resueltos
analiticamente en el capitulo 2, considerando la activacién previa de las librerias:
SymPy, Matplotlib y NumPy.

Ejemplo 1:
d s 6
—(x")="Tx
)

f = x**7
df = sp.diff(f, x)
£, df

v

0

(:E7, 79:6)

Figura 36. Cédigo para derivacion de una potencia de x en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Explicacién de codificacion:

o f=x**7:define a la funcién usando el operador ** para elevar x a la potencia 7.

o df = sp.diffif, x): calcula la derivada de f con respecto a x usando la funcién diff
de  SymPy.

e f, df: muestra a la funcién con su derivada: (x’, 7x°).

A continuacién, se procede a graficar la funciéon dada y su derivada:
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o import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

f_lamb = sp.lambdify(x, f, 'numpy')
df_lamb = sp.lambdify(x, df, 'numpy')
x_vals = np.linspace(-16, 10, 400)
y_vals = f_lamb(x_vals)

dy_vals = df_lamb(x_vals)

plt.figure(figsize=(6, 4))

plt.plot(x_vals, y_vals, label='f(x)', color='blue')
plt.plot(x_vals, dy_vals, label="f'(x)", color='orange', linestyle='--')
plt.title('Potencia de x')

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('y"')

plt.axhline(@, color='black', linewidth=9.5)
plt.axvline(@, color='black', linewidth=0.5)
plt.grid(True)

plt.legend()

plt.show()

Figura 37. Cédigo para graficaciéon de la derivada de una potencia de x en Google
Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

()

1le7 Potencia de x

100 1 — f(x)
0.75 - f(x)
0.50 -

0.25 A

> 0.00

—0.25 A

—0.50 A

-0.75 1

—1.00 A

T T T T

-100 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 38. Gréfica de la derivada de una potencia de x en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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Se le deja al lector la ejercitacion de analizar las graficas, conforme a los ejemplos
dados en los capitulos anteriores.

Ejemplo 2:

4 (1-2x)’ =—6(1-2x)
dx

© = (1-2%x)**3
df = sp.diff(f, x)
f, df

£3 4 ((1 —22)°, —6(1 - 21‘)2>

Figura 39. Cédigo para derivacion de una potencia de f(x) en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Explicacién de codificacion:

o f=(1-2*x)**3: define a la funcién usando el operador * *para elevar (1-2x) a la
potencia 3.

o df = sp.diffif, x): calcula la derivada de f con respecto a x usando la funcién
diffde  SymPy.

o f, df: muestra a la funcién con su derivada: ((1—2x)3,—6(1—2x)2)

Ahora, se procede a graficar la funciéon dada y su derivada:
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° import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
f_lamb = sp.lambdify(x, f, 'numpy')
df_lamb = sp.lambdify(x, df, 'numpy')
x_vals = np.linspace(-10, 10, 400)
y_vals = f_lamb(x_vals)
dy_vals = df_lamb(x_vals)
plt.figure(figsize=(6, 4))
plt.plot(x_vals, y_vals, label='f(x)', color='green')
plt.plot(x_vals, dy_vals, label="f'(x)", color='red', linestyle='--')
plt.title('Potencia de funcidn')
plt.xlabel('x")
plt.ylabel('y")
plt.axhline(@, color='black', linewidth=6.5)
plt.axvline(@, color='black', linewidth=0.5)
plt.grid(True)
plt.legend()
plt.show()
Figura 40. Cdédigo para graficaciéon de la derivada de una potencia de f(x) en
Google Colab.
Fuente: Elaboracion propia.
Potencia de funcion
10000
— fix)
8000 A === f(x)
6000 A
4000 A
2000 A
>
O ‘__—3-
—-2000 1 ==~
-
—4000 -
—6000 A
Ll T T T T

-10.0 -75 =50 =25 0.0

v

2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 41. Gréfica de la derivada de una potencia de f(x) en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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Comparando las codificaciones de estos dos Ultimos ejemplos, se puede apreciar que
son similares, la Unica diferencia entre ellos estd en la forma de la funcién a derivar.

Igual similitud se observa en la codificacién de sus graficas, con ligeras variaciones en
cuanto al titulo y los colores, manteniendo el tamafio y demaés caracteristicas de
presentacién de las mismas.

Por ello, en los ejemplos subsiguientes, se presentaran directamente los resultados
de sus representaciones gréficas, centrandonos en las derivaciones.

Ejemplo 3:

d 3x+1
E[\/;(3x+1)]:3\/)_c+ e

0 f = (sp.sqrt(x))*(3*x+1)
df = sp.diff(f, x)
f, df

—
v

= <\/5(3:c+1), 3z + 3;\7;)

Figura 42. Cédigo para derivacién de un producto de funciones en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

En la codificacién que consta en la Figura 42, la raiz cuadrada se expresa como
sp.sqrt(x), y se multiplica por el binomio (3x + 1).
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Producto de funciones

100 A
80
60
— f(x)
fi(x)
40 A
20 A
0
0 2 4 6 8 10

Figura 43. Grafica de la derivaciéon de un producto de funciones en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Ejemplo 4:

4
1-x
2x3/2

d l—x4):_4x5/2 _

dx( Jx

En la codificaciéon del ejemplo 4, presentada en la Figura 44, se ha utilizado
init_printing(), que permite visualizar mejor los resultados. Esta instruccién facilita la
comprensién visual de resultados algebraicos y derivadas, al mostrar fracciones,
raices, potencias y simbolos especiales de forma clara.
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o import sympy as sp

# Iniciar impresion mejorada
sp.init_printing()

# Definir la variable simbolica
x = sp.Symbol('x")

# Definir la funcion
f = (1 - x**4) / sp.sqrt(x)

# Calcular derivada

df = sp.diff(f, x)

# Imprimir resultados con etiquetas
print("f(x) =")
sp.pprint(f)

print("\nf'(x) =")
sp.pprint(df)

T 00 =
4
1 - x
Vx
f'(x) =
4
5/2 1 - x
- 4ux -
3/2

Figura 44. Cédigo para derivaciéon de un cociente de funciones en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Ademas, se han incorporado etiquetas a las curvas para diferenciarlas, como se
visualiza a continuacién en la Figura 45.

104



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con
aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

0} ———————— f(x) — f(x) = (1 - x})/Vx
CTTTESTS ——= (X)) = -4x572 - (1 - x*)/(2x37?)
_50 -
—100f
>
—-150}
—-200¢}
—-250f
0 1 2 3 4 5

Figura 45. Grafica de un cociente de funciones y su derivada en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia

Derivacion de funciones trascendentes en Google Colab

En esta ocasion, se realizardn en Google Colab algunos de los ejemplos resueltos
analiticamente en el capitulo 3.

Ejemplo 1:

i(53")=3(53’”)ln5

dx

En este ejemplo, segun la Figura 46, en el resultado aparece log 5 en lugar de In 5,
de la respuesta analitica. Esta diferencia se debe a que en SymPy la funcién log(x)
representa el logaritmo natural In(x) y no el logaritmo decimal. Por tanto, log (5) debe
leerse como In (5).
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o # 1. Define la variable
sp.symbols('x")

X
]

# 2. Define tu funcidn
= 5%*(3*x) # Nuestra funcidn: 5 elevado a (3 por x)

-+
I

# 3. Calcula la derivada
df_dx = sp.diff(f, x) # 'diff' es la funcidn para derivar

# 4. Muestra los resultados (Colab los mostrara bonito gracias a init_printing)
print("Funcidn original:")
display(f) # Muestra la funciodn

print("Su derivada:")
display(df_dx) # Muestra la derivada

4]

Funcidn original:

Su derivada:

3-5%log (5)

Figura 46. Cédigo para derivacién de una funcién exponencial en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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70000
60000
50000
40000
>
30000
20000

10000

T

T

T

aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

— f(x) = 57(3x)
f'(x) = 3 In(5) : 5~(3x)

) = 5%

0.00 025 050 075 100 1.25 150 1.75 2.00
X

Figura 47. Grafica de la derivada de una funcién exponencial en Google Colab.

Ejemplo 2:

d
—(log, x*) =
dx( g, x")

>

Fuente: Elaboracién propia.

2
xIn2

import sympy as sp

# Definir la variable simbdlica
X = sp.symbols('x")

# Definir la funcidn
f = sp.log(x**2, 2)

# Calcular la derivada
derivada = sp.diff(f, x)

# Mostrar el resultado
print(f"La derivada de log_2(x"2) con respecto a x es: {derivada}")

Ez} La derivada de log_2(x”"2) con respecto a x es: 2/(x*log(2))

Figura 48. Cédigo para derivacion de una funcién logaritmica de base 2 en Google

Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

En la codificacion, presentada en la Figura 48, se ha expuesto otra forma de presentar
la respuesta: sin usar init_printing().

107



Andlisis matemaético en la era digital: Derivacién de funciones en una variable, con

aplicaciones en Tl y practicas en Google Colab

30

— f(x) = log2(x?)

-—= f'(x)=2/(xIn2)
25

20

15

10

Figura 49. Grafica de la derivada de una funcién logaritmica de base 2 en Google
Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Ejemplo 3:

d (l—xj 2
In ==—
dx 1+x x -1
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o import sympy as sp

# Declarar variable simbolica
X = sp.Symbol('x")

# Definir la funcion
f =sp.In((1 - x)/(1 + x))

# Calcular la derivada
df = sp.diff(f, x)

# Simplificar la derivada
df _simplificada = sp.simplify(df)

# Imprimir con encabezado
sp.init_printing()
print("Derivada = ")
sp.pprint(df_simplificada)

5% Derivada =

—

Figura 50. Cédigo para derivacion de una funcién logaritmica natural en Google
Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

En la codificacién de este ejemplo, se usa sp.In() para declarar el logaritmo natural,
Aunque df ya contiene la derivada, puede estar en una forma complicada, por lo que
utilizamos la instruccién simplify() para reducir algebraicamente la respuesta.

La grafica de esta funcién y su derivada viene dada a continuacién en la Figura 51:
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— fix)=In(}5%)

() = 2
—o- =5t

501
40t
> 30+

201

i it - i 2 - '

10

Figura 51. Grafica de la derivada de una funcién logaritmica natural en Google
Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
Ejemplo 4:

d
— (sen’x)=6sen’xcos x
dx

o # Declarar la variable
X = sp.Symbol('x")

# Definir la funcidén: sin(x)”"6
f = sp.sin(x)**6

# Derivar la funciodn
df = sp.diff(f, x)

# Mostrar el resultado
sp.init_printing()
print("Derivada = ")
sp.pprint(df)

Derivada =
5
6:sin (x)-cos(x)

)

Figura 52. Cédigo para derivacion de la potencia de una funcién en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.
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1.5 — f(x) =sin®(x)
f(x) = 6sin® (x)cos(x)

1.0}
(x)

0.5}

—-0.5¢

-1.0f

-1.5F

Figura 53. Grafica de la derivada de potencia de la funcién trigonométrica sen®(x) en
Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia.

Derivacion de funciones implicitas en Google Colab

Ejemplo 1:

x*+xy—y =16

dy 2x-y 2x+y
dx x-2y 2y-x
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Figura 54. Cédigo para derivacion de una funcién implicita en Google Colab.

° # Definir la ecuacidén implicita

eq = x**2 4 x*y - y**2 - 16

# Derivar con respecto a x (implicitamente)
d_eq = sp.diff(eq, x) + sp.diff(eq, y) * dydx

# Despejar dy/dx
sol = sp.solve(d_eq, dydx)[@]

# Imprimir el resultado
sp.init_printing()

print(“Derivada implicita dy/dx =")
sp.pprint(sol)

3Y Derivada implicita dy/dx =

-2x -y

X - 2wy

Fuente: Elaboracién propia.

Como se puede observar en la codificacion de la Figura 54, hay ciertas diferencias
con respecto a las codificaciones de las derivaciones de las funciones explicitas
anteriores. Por ello, en la tabla 2 hemos sintetizado las principales diferencias entre la

codificacién de derivacién de funciones explicitas e implicitas.

Tabla 2. Diferencias en codificacién de derivacién de funciones explicitas e

implicitas.

Aspecto

Derivacién Explicita

Derivacién Implicita

Forma de la funcién

y = f(x) (despejada)

F(x, y) = ¢ (no despejada)

Derivada directa

Si

No, requiere regla de la
cadena

Uso de sp.diff(f, x)

Directo sobre f

sobre Y,
multiplicado por dy/dx

También

Uso de solve(...)

No

Si, para despejar dy/dx

Ideal para...

Modelos
funciones analiticas

simples,

Curvas implicitas,

restricciones, superficies

Fuente: Elaboracién propia.
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Para este caso, vamos a presentar también la codificacion de su gréfica:

©

# Derivada implicita: dy/dx = (2x +y) / (2y - x)
# Prevenir divisiones por cero
DYDX = np.where((2*Y - X) !=0, (2*X +Y) / (2*Y - X), np.nan)

# Crear la figura y los dos graficos
fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(12, 5), dpi=300)

# 1. Grafica de la curva implicita

axs[@].contour(X, Y, Z, levels=[0], colors="blue")
axs[0].set_title("Curva implicita: $x72 + xy - y*2 = 16%")
axs[0].set_xlabel("x")

axs[0].set_ylabel("y")

axs[0].grid(True)

axs[0].axhline(@, color='black', linewidth=0.5)
axs[@].axvline(@, color='black', linewidth=0.5)

# 2. Grafica del campo de pendientes de dy/dx

cf = axs[1].contourf(X, Y, DYDX, levels=100, cmap='RdBu')
axs[1].set_title(r"Campo de derivadas: $\frac{dy}{dx} = \frac{2x + y}{2y - x}$")
axs[1].set_xlabel("x")

axs[1].set_ylabel("y")

axs[1].grid(True)

axs[1].axhline(@, color='black', linewidth=0.5)

axs[1].axvline(®, color="black', linewidth=0.5)

# Ajustar diseno y mostrar
plt.tight_layout()
plt.show()

Figura 55. Cédigo para graficar una funcién implicita y su derivada en Google

Colab.

Fuente: Elaboracién propia

En el caso de la codificacién para graficar, segin Figura 55, también hay ciertas

diferencias con respecto a las codificaciones para graficar las funciones explicitas e
implicitas. Las mismas que se han sintetizado en la tabla 3:

Tabla 3. Diferencias en codificacién de graficacion de funciones explicitas e

implicitas.

Elemento

Explicita Implicita

Dominio

1D con np.linspace 2D con np.meshgrid
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Evaluaciéon Directa con NumPy Evaluacién de relacién x-
y

Derivacion Directa con sympy.diff Derivacién  parcial  +
solve

Visualizacién plt.plot() plt.contoun(),
plt.contourf()

Complejidad grafica Baja Media - Alta

Fuente: Elaboracioén propia.

Finalmente, en la Figura 56, tenemos la grafica de este Ultimo ejemplo,
correspondiente a la derivada de una funcién implicita.

C : LAy _ 2x+y
Curva implicita: x>+ xy - y2 =16 . Campo de derivadas: 3z =5—
3 3f
2 2r
1 1f
> 0 > 0
-1 -1r
) -2
-3 -3
3 2 1 o 1 2 3 s Y3 1 o 1 2 3
X X

Figura 56. Grafica de la derivada de una funcién implicita en Google Colab.

Fuente: Elaboracién propia
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Ejercicios propuestos

Realizar en Google Colab los ejercicios propuestos en los capitulos 2 y 3,
verificando de esta manera los resultados obtenidos analiticamente.

Piensa y analiza

o
ao

Escenario: Una empresa de tecnologia opera una aplicaciéon web basada en
una arquitectura de microservicios. Cada solicitud de usuario activa varios servicios
que comparten recursos y se comunican entre si. El equipo técnico modela el tiempo
promedio de procesamiento por solicitud P(x), en milisegundos, en funcién del
nimero promedio de servicios activados por solicitud x, mediante la siguiente
expresion:

3 2
P(x)= 0,5x" +10x Ly
x+5

Este modelo matematico considera la sobrecarga de comunicacién, latencias
compartidas y colas de espera en los servicios.

Planteamiento del problema:
Abre una notebook de Google Colab y realiza lo siguiente:

1. Deriva simbdlicamente la funcién P(x), usando SymPy para obtener P/(x).

2. Evallia el comportamiento de la derivada: usa lambdify para evaluar P'(x) en x = 2,
x=5yx=10.

3. Grafica P(x) y P(x) con Matplotlib, identificando rangos de x donde el sistema
comienza a saturarse.
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Preguntas para reflexionar y analizar:

a.

b.

Explica qué representa esta derivada en el contexto del sistema.

Interpreta los valores obtenidos en 2: ;cudndo empieza a crecer
aceleradamente el tiempo por solicitud?

¢Qué representa el crecimiento de P'(x) desde el punto de vista del rendimiento
del sistema?

¢Qué medidas podrias proponer para evitar que el tiempo de procesamiento se
dispare al aumentar la complejidad?

. Como ayuda el uso de derivadas en la toma de decisiones en sistemas escalables
y distribuidos?

Autoevallate

)

[
il

—

1.

Escoge el literal de la respuesta correcta a las siguientes interrogantes:
¢Cual es la principal funcién de la libreria SymPy en Google Colab?

a) Realizar calculos numéricos en matrices

b) Resolver ecuaciones diferenciales numéricamente

c) Realizar derivacién simbdlica de funciones matematicas
d) Crear gréficos interactivos

¢Qué instruccién mejora la visualizacién de expresiones simbdlicas en SymPy?

a) sympy.view()
b) init_printing()
c) plot_output()
d) visualize_symbols()

¢Cual de los siguientes médulos se importa cominmente como plt?

a) NumPy

b) SymPy
c) Matplotlib

d) TensorFlow
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. ¢Qué permite hacer la funcién np.linspace(0, 10, 100)?

a) Crear 100 valores aleatorios entre Oy 10

b) Evaluar funciones entre Oy 10

c) Crear un arreglo de 100 valores equidistantes entre Oy 10
d) Dibujar funciones senoidales en ese intervalo

. En el contexto de una funciéon implicita F(x,y) = 0, ;qué se requiere para
obtener & en SymPy?
dx

a) Solo usar diff(f, x)

b) Aplicar integrate()

c) Usar solve(..., sp.Derivative(y, X))

d) Calcular directamente la pendiente con Matplotlib

. ¢Qué tipo de celda se utiliza en Google Colab para insertar explicaciones,
férmulas y texto formateado?

a) Celda de entrada
b) Celda de cédigo
c) Celda de sistema
d) Celda de texto

. ¢Cual es una ventaja destacada de Google Colab frente a otros entornos de
programacion?

a) Solo permite programar en C++

b) Solo se puede ejecutar localmente

c) Permite trabajo colaborativo en la nube
d) No permite importar librerias

. ¢Qué tipo de gréfico se recomienda para representar funciones implicitas?

a) plt.plot()
b) plt.contour()
c) plt.bar()
d) plt.hist()

. ¢Cual de las siguientes afirmaciones sobre Matplotlib es correcta?

a) No permite ajustar el tamafio del gréfico
b) Solo permite graficos en blanco y negro
c) Se inspira en el entorno de MATLAB

d) Solo puede usarse en Jupyter Notebook
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10.En la derivacién de funciones trascendentes, ;como se interpreta log(5) en
SymPy?

a) Logaritmo decimal de 5
b) Logaritmo natural de 5
c) Exponencial de 5

d) Error de sintaxis

Respuestas: 1.¢ 2.b 3.c¢ 4.c¢ 5c 6.d 7.c 8b 9.c¢ 10.B
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