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INTRODUCCION

El sistema académico en Ecuador y a nivel del mundo ha avanzado
significativamente en los dltimos anos, reformando su estructura,
metodologia, recursos académicos y actualizando la informacion obtenida
respecto a asignaturas generales, a pesar de este cambio aun hay instituciones
que enfrentan ciertos niveles de dificultad respecto a la formacién continua de
los estudiantes.

Las universidades crean el rol de aprendizaje: docente-estudiante el
cual es bastante efectivo hasta cierto punto, ya que a menudo, la mayor parte
de los educandos que conforman el curso no comprenden en su totalidad los
contenidos propuesto en clase, jqué solucidon se podria implementar para
aquellos estudiantes que necesitan ayuda en la comprension de ciertos temas
que representan distintos tipos de complejidad, siendo una alternativa en la
elaboracion e implementacion de una guia didactica o guia de estudio la cual
es un recurso esencial que constituye una herramienta pedagdgica en la
mejora de los procesos de aprendizaje.

La asignatura de Ecuaciones Diferenciales se encuentra ubicada en el
componente de la unidad baésica en la carrera de Ingenieria Quimica, y se
relaciona con otras asignaturas basicas como las matematicas, calculo
diferencial e integral, anélisis instrumental, fisico quimico y con asignaturas
profesionales como el andlisis numérico, estadistica, termodinamica aplicada,
fendmenos de transporte I, bromatologia y entre otras. La intenciéon
fundamental es fortalecera los célculos, técnicas Idgicas y simulaciones de
procesos ingenieriles que le permita predecir algoritmos y la posibilidad de
analizar el comportamiento dindmico a través de los modelos matematicos.

Ademaés, comprende un papel fundamental para modelar una gran
cantidad de fendmenos que se presentan en la naturaleza. También desarrolla
habilidades en la utilizacién de técnicas y procedimientos aptitudinales para la
modelacién y resolucion de problemas. Esta asignatura le permite al
estudiante desarrollar habilidades con destrezas ldgicas, criterios matematicos
para poder emplear diferentes métodos para la solucién de las ecuaciones
diferenciales de primer orden, ecuaciones diferenciales de orden superior y
aplicar métodos numéricos para simular y disefiar proyectos integradores que
pueden ser aplicados en areas de procesos de la mineria, metalurgia y
agroindustrial
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Cada capitulo sigue una estructura establecida que inicia con una
exposicion tedrica donde se explican de manera clara, sencilla y detallada los
conceptos principales del tema. Para facilitar la comprensién, se incorporan
ejemplos, notas y observaciones. Posteriormente, se presentan problemas
resueltos con diferentes niveles de dificultad que aplican los conceptos
tedricos previamente explicados. Finalmente, los capitulos concluyen con
problemas propuestos, cuya dificultad es similar a los problemas resueltos,
con el objetivo de que los estudiantes puedan verificar si han comprendido
adecuadamente los conceptos abordados.
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CAPITULO 1

Conceptos fundamentales de las Ecuaciones Diferenciales

OBJETIVO GENERAL: Relacionar los diferentes modelos de ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante una funcion desconocida y una variable
independiente para la resolucién ejercicios enfocados al entorno ingenieril.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

Comprender qué es una ecuacién diferencial relacionando las
funciones desconocidas con sus derivadas para ser aplicados a
ejercicios.

|dentificar las ecuaciones diferenciales segin su orden, linealidad y
homogeneidad por medio de ejemplos con respectivas
demostraciones.

Reconocer las diferencias entre ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales mediante ejercicios propuestos.
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RESUMEN:

El célculo se conoce como la matematica del cambio, pues permite describiry
analizar cémo varian las cantidades. Las tasas de cambio se representan a
través de derivadas, y una de sus aplicaciones méas frecuentes es el
planteamiento de ecuaciones diferenciales, donde intervienen una funcién
desconocida y=f(x) y su derivada. Resolver estas ecuaciones resulta esencial
porque ofrece informacidn precisa sobre cémo evolucionan ciertos
fendmenosy, en muchos casos, ayuda a comprender las razones que explican
dichos cambios. Existen diversas técnicas para resolver ecuaciones
diferenciales, que van desde métodos analiticos tradicionales, hasta el uso de
gréficos  interpretativos o  célculos apoyados en  herramientas
computacionales. Cada enfoque tiene sus ventajas segun el tipo de problema
a resolver y la complejidad de la ecuacion.

En este capitulo se introducen los conceptos fundamentales de las ecuaciones
diferenciales, cémo verificar si una funcion dada es realmente solucidn, y se
estudian algunos de los métodos mas comunes para resolverlas. Ademas, se
presentan ejemplos practicos que ilustran su aplicacion en problemas reales,
resaltando el papel de las ecuaciones diferenciales como herramienta clave en
la modelacion matematica y en la comprensidon de procesos dindmicos en
fisica, biologia e ingenieria.

1. Generalidades

1.1.Conceptos basicos y terminologia empleada en ecuaciones
diferenciales

Una de las formas de modelar fendmenos naturales es mediante su
caracterizacién a través de una funcién matematica, digamos: G = G (x, vy, z, 1).
A su vez, Una de las formas para modelar los cambios de esta funcion, G, de la
posicidn (x, y, z) y del tiempo t, es a través de una ecuacién en la cual estan
implicadas la funciéon G = G (x, y, t) y sus derivadas (Garcia A.E, 2016).

Cuando un cuerpo experimenta el fendmeno de caida libre, | o actian
sobre este la fuerza de gravedad y, por tanto, la aceleracion de la gravedad
(véase figura 1.1); entonces, una ecuacién de movimiento del objeto es:
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A continuacion, se presenta un ejemplo de caida
libre de un cuerpo. . A
Cuando un cuerpo experimenta el fendmeno de
caida libre, lo actuan sobre este la fuerza de
gravedad y, por tanto, la aceleracion de la Vy 9
gravedad (véase figura 1.1); entonces, una
ecuacion de movimiento del objeto es:

F =ma=mu
Puesto que es un movimiento vertical, la
ecuacion es: D ————————

d’y dv 'a
mag =m = Figura 1.1
g dt?  dt

La velocidad es una funcién del tiempo. En esta ecuacién se deriva la
velocidad y la posiciéon con respecto al tiempo, por tanto, es una ecuacidn
diferencial. Entonces, ;Qué es una ecuacién diferencial? (Garcia A.E, 2016)

Una ecuacion diferencial es una igualdad que contiene derivadas de la variable
dependiente y de la variable independiente. Asimismo, es una igualdad que contiene
una o mas derivadas que pueden ser de primer o segundo orden, para la mayoria de
los fenomenos fisicos (Acevedo, 2009).

dv . . . . .
Entonces,g = — es una ecuacion diferencial; la velocidad depende del tiempo.

Por tanto, la solucién es v(t) donde ves la variable dependiente y t la variable
independiente o considerando las condiciones iniciales:

v(t=0) =1,
0=0
v t
dv
—g:E: dv=—ngt=>v(t)=v0—gt
Vo 0

Al generalizar, podemos decir que una ecuacion diferencial es de la
siguiente forma:


https://elibro.net/es/ereader/utmachala/39371?page=15
https://elibro.net/es/ereader/utmachala/39371?page=15
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dy
=7 fty)
dy
b =f(t,y,y)
dy

=V =fEyy -y
En estos casos, (y) es la variable dependiente y (t) la variable
independiente.

2. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

lasificacion de
ecuaciones
diferenciales

Linealidad Lineales

Ordinarias

Parciales No Lineales

Figura 2: Clasificacion de Ecuaciones diferenciales

Fuente:https://elibro.net/es/ereader/utmachala/39371?page=15

2.1.De acuerdo con el orden.

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden es una ecuaciéon que
involucra una funcién desconocida y su derivada primera, y que puede ser
escrita en la forma:

dy _
—+P()y = Q1)

Una ecuacidn diferencial lineal de segundo orden es una ecuacion que
involucra una funcién desconocida y sus derivadas primera y segunda, y que
puede ser escrita en la forma:

10
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d? d
“ZH P22+ 0@y = R()

Segun Barreira, una ecuacién diferencial lineal de orden n es una
ecuacion que involucra una funcién desconocida y sus derivadas hasta el
orden n, y que puede ser escrita en la forma:

dny n—1y
d—n+P(X)d p—1

+ 4 QU = R(x)

Ademas, el grado de una ecuacién diferencial es el exponente de la derivada
de mayor orden.

2.2.De acuerdo a su linealidad.

2.2.1. Ecuacién diferencial ordinaria lineal

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden "n" es una ecuacién
en la que la derivada n-esima de la variable y es una funcién lineal de las demas

“_ )

derivadasy de la propia funcién “y” (Rodriguez, 2022), es decir, es de la forma:

n n-—1

an(x)dy + G 1(x)d Y ¥ +a1(x) >+ ay(X)y = b(¥)

2.2.2. Ecuacién diferencial ordinaria no lineal

Este tipo de ecuaciones diferenciales no cumple las propiedades
anteriores. Observa los ejemplos y sus caracteristicas (Barreira, 2013).

- La ecuacion diferencial y" + xyy' = sen x es una ecuacion diferencial
ordinaria, de orden 2, grado 1, no lineal.

., . . 0%x 092 ., . )
- La ecuacién diferencial czﬁ+#=/l es una ecuacion diferencial

parcial, de orden 2, grado 0.

- La ecuacion diferencial x3yy"™ —x?2yy"+y =0 es una ecuacién

diferencial ordinaria, de orden 3, grado 1, lineal.

- Laecuaciondiferencial y" + 2x3y" — (x — 1) y = xy? es una ecuacion
diferencial no homogénea, de orden 2, no lineal.

., . . au\2  9%u x ., ) )
- La ecuacidn diferencial ™ +E=;es una ecuacion diferencial

parcial, de orden 2, grado 1.

11



Ecuaciones diferenciales con aplicaciones practicas: Enfoques didécticos para la ingenieria
quimica

Sabias que? La fisica estd llena de ecuaciones diferenciales
parciales (PDE) lineales y no lineales, en dreas como el
electromagnetismo y mecanica cudntica, pero en otras dreas,
como la dindmica de los medios continuos o la relatividad
general, las ecuaciones fundamentales son no lineal.

2.3. Ecuaciones diferenciales homogéneas y no homogéneas.
2.3.1. Ecuacion homogénea.

La clase mas conocida de ecuaciones diferenciales cuya estructura particular
permite que puedan reducirse a la forma separable es la ecuacion
homogénea. Este tipo de ecuaciones son muy comunes y faciles de manejar
cuando se pueden separar las variables (Cengel, 2011). Se dice que una
ecuacion diferencial de primer orden es homogénea si es posible expresarla

comoy' = f(X).

X

La homogeneidad de las ecuaciones simples puede determinarse con
facilidad mediante la inspeccién. Pero cuando se trata de ecuaciones
complicadas, quizd sea necesario aplicar la siguiente prueba de
homogeneidad: en la ecuacidn diferencial, reemplace todas las x por kx, y
todas las 'y por ky, y simplifique. (Cengel, 2011)

Sidespués de la simplificacién todas las k se cancelan y terminamos con
la ecuacidn original, entonces la ecuacién diferencial es homogénea; en caso
contrario, no lo es. Por ejemplo, la ecuacién:

12
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3 3

dy x> —y>
dx  x%2y

es homogénea porque la sustitucion x = kxy y = ky da:

d(ky) (kx)®—(ky)® kdy k3x3—k3y3 dy x3-—93
= - ——_ = —— ) — = —
d(kx) (kx)?(ky) k dx k?x?(ky) dx X2y

Otra definicién. - La funcion f(x,y) se llama homogénea de gradon
respecto a las variables x e y, si para todo t se verifica la identidad (C., 1992).

F(tx,ty) = t" f (x,¥)
Solucién de una ecuacién diferencial de primer orden.

Segun Rodriguez la hipdtesis de que la funcion f(x,y) homogénea de
grado cero, entonces f(tx,ty) =t"f(x,y) si se tiene una funcién tal que:

floy) = x*+ y2

Para comprobar si es homogénea, se realiza la sustitucion (o cambio de
variable)tx = x; ty =y

fl,y) = x> +y? - f(tx, ty) = (tx)* + (ty)®
f(tx, ty) = t?x? + t?y? = t?(x% + y?)

flx,ty) = t*f(x,y)

Es decir, la funcién homogénea de grado “n” depende sélo de la razén
de losargumentos x e y. Si una ecuacién diferencial tiene laforma M (x, y)dx +
N(x,y)dy = 0 tiene la siguiente propiedad (C., 1992).

1. M(tx, ty) = t"M(x,y)

2. N(tx,ty) = t"N(x,y)

Entonces se dice que tiene coeficientes homogéneos o que es una
ecuacién diferencial homogénea, si M y N son homogéneas del mismo grado,
es posible hacer la siguiente sustitucion: x = yv 6 y = xv. Por ejemplo, dada
la ecuacidn diferencial:

dy  xy
dx x2 —2y?

Es posible determinar si es homogénea usando la sustitucion x = yvy
su diferenciacion dx = ydv + vdy

13
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(x% = 2y®)dy —xydx = 0
(v)? = 2y*)dy — v)y(ydv + vdy) = 0
y2v2dy — 2y?*dy — y3vdv — y?v2dy = 0
—2y%dy —y3vdv =0

—2y%dy = y3vdv

2.4.Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias ( EDO ) son ecuaciones
matematicas que describen la relacion entre una o mas funciones
desconocidas con sus derivadas respecto a una sola variable independiente

"y (Zill, 2013).

Si una ecuacién diferencial contiene Unicamente derivadas ordinarias
de una o maés variables dependientes con respecto a una sola variable
independiente, se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
(Cepeda, 2022).

Si se tiene una funcidon que depende del tiempo, una ecuacion
diferencial podria ser algo como:

d*x

az ™= R

Aunque parezca a primera vista una ecuacion compleja, la realidad es
que esta relacién depende Unicamente del tiempo (t) la cual es la variable
independiente, mientras que X es la variable dependiente con m expresado
como una constante (Cepeda, 2022).
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Sabias que...Hoy en dia, existen enfoques de ensenianza y aprendizaje de las
EDOPO que todavia privilegian los procedimientos algebraicos y no hacen uso
adecuado de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (Caceres,
2024). Por tanto, existe la necesidad de desarrollar estrategias diddcticas que
muestren como acomodar en la estructura cognitiva del estudiantado un
esquema grdfico-algebraico sobre lo qué significa resolver una EDOPO.

2.5.Ecuaciones Diferenciales Parciales.

De acuerdo (Sénchez, 2020) las ecuaciones diferenciales, son aquellas
que tienen una o mas derivadas de una funciéon conocida. Se dice que es
ordinaria, si la funcién incégnita tiene una sola variable, mientras que, si la
misma depende de dos o mas variables, la ecuaciéon se denomina ecuacion
diferencial parcial.

Las ecuaciones diferenciales parciales ( EDP) son ecuaciones que
involucran derivadas parciales de una funcién con respecto a méas de una
variable independiente. A diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO), que solo involucran una variable independiente (por ejemplo, el
tiempo), las EDPs describen fendmenos que dependen de varias variables (C.,
1992).

d*u d*u B

Ty

Donde u es una funcién de las variables x y y , y 0 es una constante. En
d*u . . .
este caso, — representa la derivada parcial de con respecto a x, mientras que

d?u . . .
o7 &S la segunda derivada parcial de con respecto a la variable y.

15
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2.6.Ecuaciones Diferenciales exactas.

Una ecuacién diferencial exacta es una ecuacion diferencial de la forma:
M(x,y)dx + N(xy)dy = 0
Que satisface una condicién de exactitud, es decir, existe una funcidn tal que:

Dr

M)y =N
e = My yDy— (x,y)

Si se cumple esta condicidn, entonces la ecuacidn es exacta y se puede
resolver mediante la integracidn con respecto (a) y con respecto (a), para
encontrar la funcién que es la solucion implicita de la ecuacién diferencial.

Si no cumple con la condiciéon para ser una diferencial exacta y se
cumplen las condiciones del teorema Cauchy, entonces existe una funcién
denominada factor integrante tal que (Barreira, 2013):

UM(x,y)dx+ N(x,y)Dy] = du

De donde se obtiene, que la funcién satisface la ecuacidn:

b M—D N
D_x(u )_D_y(u)

Otra definicion: Siz — f(x,y) es unafuncidn con derivadas parciales de
primer orden continuas en una region rectangular R del plano xy, entonces su
diferencial total, denotada por dz o df, se define como:

df df
df = adx +@dy

De modo que la solucién de la ecuacion diferencial df — 0 estad dada
implicitamente por:  f{x,v) =C

Ejemplo: (5x +4y)dx + (4x —8y3)dy =0

Resolucion:
1. Identificamos "M" y “N":
M(x,y) = 5x + 4y ;N(x,y) = 4x — 8y3

. ., M _ N
2. Para verificar que es exacta hacemos la comparacion o = o

16
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oM ON
—=4; — =4 - Es exacta
dy 0x

3. Encontramos la funcién potencial F(x, y) tal que:

aF—M( )=5x+4
ax  OY)ESXTRY

n n

Integramos con respecto a “x

5
F(x,y) = [ (5x + 4y)dx = Exz + 4xy + h(y)

",

Ahora derivamos la funcién con respecto a "y":

oF _ 4x + h(y)’
ay ¥ Y
Igualamos esta ecuacién a “N”: N = 4x — 8y3

4x + h'(y) = 4x — 8y3

H(y) = ~8y?
Integramos esta ecuacion:
) _ g
dy
J dh=[ —8y3dy
h(y) = —2y*

Entonces la funcién F(x, y) es:

F(x )—52+4 — 2yt
¥) = 5% +4xy =2y

3.1.Curvas ortogonales.

Las curvas ortogonales un concepto geométrico que aparece en el
contexto de ecuaciones diferenciales, y se refiere a un conjunto de curvas que
se interceptan de manera perpendicular entre si. Este concepto es
particularmente relevante cuando se analizan familias de soluciones de
ecuaciones diferenciales. Una definicién mas rigurosa es:

Flry-1)=0
X, y——|=
y

Las Trayectorias ortogonales son las curvas que se interceptan
formando angulo recto. Para obtener las trayectorias originales de una
ecuacion diferencial, se toma:

dy 1
ml =—= f(x, m2= ——
=Sy —

17
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3.2.Campos Direccionales.

Un campo direccional es una representacién grafica que muestra cémo
las soluciones de una ecuacién diferencial, como, se comportan en un plano.
En cada punto, se dibuja una pequena flecha cuya pendiente corresponde al
valor de, es decir, a la derivada en ese punto. Esto permite visualizar cémo
varian las soluciones sin necesidad de resolver la ecuacion.

En términos formales, para cada punto en un dominio, la funcién
proporciona la pendiente de la solucién que pasa por ese punto. El campo
direccional se construye dibujando pequefios segmentos de linea o vectores
tangentes a las curvas solucién en cada punto del dominio, de modo que cada
segmento tiene pendiente. Esto permite visualizar la estructura geométrica de
las soluciones de la ecuacidén diferencial, sin necesidad de conocer sus
expresiones explicitas.

3.3. Iséclinas

Se llama iséclina al lugar geométrico de los puntos en los que las rectas
tangentes a las curvas integrales consideradas tienen una misma direccion. La familia
de las is6clinas de la ecuacion diferencial viene dada por la condicion (Gonzalez J. &.,
2023).

T ., d
La ecuacién diferencial é = f(x,y)

donde la funciéon f(x,y) esta definida en algdn conjunto D del plano xy,
determina en cada punto (x,y) de D, el valor de y’, o sea, la pendiente de la

recta tangente a la curva integral en este punto. Luego, podemos interpretar
la ecuacion diferencial

d : : . .
ﬁ = f(x,¥) como un conjunto de pendientes llamado campo de direcciones.
La terna de nimeros (x,y,y') determina la direcciéon de una recta que pasa
por el punto (x,¥). El conjunto de los segmentos de estas rectas es la

representacién geométrica del campo de direcciones (Alarcén, 2019).

El problema para resolver puede interpretarse como: encontrar una
curva cuya tangente en cada punto tenga la misma direccién que el campo en
este punto. Para construir las curvas integrales introducimos las isoclinas.

18
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Ejemplo:

[ % =—-y— sen(x)]

Resolucién:
1. Calcular el factor integrante.

dy+ _
Ix y = —sen(x)

u(x) = ef 1% =
Multiplicar la ecuacidn original por el factor integrante.

dx
e* @ +e*y = —e*sen(x)

d X —
a(e y) = —e sen(x)

) %(exy) dx = [ — esin(x)dx
e*y = —[ e*sin(x) dx
[ e*sin(x) dx = ? (sin(x) — cos(x)) + C
eXy = — ; (sin(x) — cos(x)) + C

y = —%(sin(x) —cos(x)) +Ce™™

y(x) = %(cos(x) —sin(x)) + Ce™*
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3.4.Modelados Matematicos

Un modelo es un objeto, concepto o conjunto de relaciones, que se
utiliza para representar y estudiar de forma simple y comprensible una porcién
de la realidad empirica. Por consiguiente, debemos exponer lo que es un
modelo mateméatico (Vilches, 2019).

(Rodriguez Gallegos, 2016), considera que el ciclo de modelacion
matematica estd configurado por una sucesién de praxeologias donde, al
menos, exista una por cada una de las etapas de éste, asi como algunas
presentes en las transiciones entre las etapas.

Definir las variables que describen el sistema es crucial. Estas variables,
denotadas como x;(t), x,(t) ... x,(t) , representan las cantidades que cambian
con el tiempo o con otras variables dependientes. Por ejemplo, en un modelo
de poblacidn x(t), podria representar el nimero de individuos en el sistema
en el tiempo t (Alarcén, 2019).
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3.4.1. Formulacion de supuestos

Los supuestos sobre el comportamiento del sistema se expresan como
relaciones matematicas. Esto puede incluir aproximaciones sobre la linealidad
o la dependencia de las variables. Por ejemplo, si se asume que la tasa de
cambio de la poblacién depende de la poblacién misma de forma
proporcional, podriamos escribir un supuesto como:

d —_—
T x(t) = rx(t)

3.4.2. Aceptacion de modelos simplificados

A menudo, para simplificar el andlisis, se aceptan ciertos modelos de
baja resolucion. Esto puede implicar omitir términos de baja magnitud o
condiciones ideales. Por ejemplo, si ignoramos la resistencia del aire en un
modelo de caida libre de un objeto, podemos representar la dindmica solo
con la ecuacién diferencial (Alarcén, 2019).

d?y

@ =Y
d’y kdy
de? dt

3.4.3. Representacion matematica
Las ecuaciones diferenciales que describen el sistema son
fundamentales en esta etapa. Estas ecuaciones suelen expresarse como:

dxl-

dt = ﬁ(xl,XZ, xn, t)

3.4.4. Verificacién y ajuste

Una vez que se ha obtenido una solucién al sistema de ecuaciones, esta
solucién debe compararse con datos experimentales. Si las predicciones no se
ajustan a la realidad, se puede ajustar el modelo modificando los pardmetros
del sistema o incluyendo términos adicionales. Por ejemplo, si la solucion no
encaja bien con los datos, podriamos ajustar en el modelo de poblacién, o
bien afadir términos que representen nuevos efectos, como el consumo de
recursos (Cullen, 2023).

d x(t)
Ex(t) =rx(t)(1 - Nl
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3.4.5. Esquema del proceso

El modelo debe ser flexible y permitir la incorporacién de nuevas
variables o la modificacién de los supuestos. Esto se refleja en la forma
matematica mediante la adicion de términos adicionales o la introduccién de
nuevos estados variables. Por ejemplo, en un modelo climatico, podemos
agregar variables como la temperatura T(t), la concentracion de CO2 C(t), y
escribir un sistema de ecuaciones diferenciales interrelacionadas (Cullen,

2023).

dT
— = kT +nC
dt

Proceso de estudio de fenomenos fisicos

Observacion Descripcion Modelado Validacion

Figura 3.4.5: Esquema del proceso
3.4.6. Aplicacion

3.4.6.1 Ley de enfriamiento de Newton.

La ley de enfriamiento de Newton describe o predice el cbmo un cuerpo
gana o pierde calor, cuando se encuentra en un entorno con una temperatura
diferente de la suya. Es Util para predecir la velocidad a la que cambia la
temperatura de un objeto con respecto al tiempo.

La ley de enfriamiento de Newton afirma que el ritmo de pérdida de calor de un
cuerpo es directamente proporcional a la diferencia de temperatura entre el
cuerpo y su entorno.

dr(t)
BPTE k(T(t) —Ty)
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Férmula 1.1.

En donde:

- dT eslatasa de transferencia de calor respecto al tiempo, expresado en
otros textos como Q o T'(t). [K/s]

- kesuna constante de proporcionalidad, dependiente de caracteristicas
fisicas de la sustancia o material que la contiene. [1/s]

- T(t) es la transferencia de calor respecto al tiempo. [K]

- Tj4eslatemperatura ambiente. [K]

Esta ecuacién diferencial es muy Util en ingenieria quimica sobe todo en
procesos quimicos, intercambiadores de calor, para analizar enfriadores y
calentadores de equipos industriales, y en procesos térmicos, para disefar
sistemas de enfriamiento o calefaccién. Ademas de la ingenieria tiene
importantes aplicaciones en las ciencias forenses, ayuda a estimar el tiempo
transcurrido desde la muerte (algor mortis) mediante la pérdida de
temperatura del cuerpo.

Como ejemplo de aplicacién de esta ley en procesos cotidianas,
calcularemos la hora de muerte en un caso de homicidio:

“Antes del mediodia, el cuerpo de una aparente victima de homicidio se
encuentra en un cuarto que se conserva a una temperatura constante de
70°F, al medio dia la temperatura del cuerpo es de 80°F y a las 13:00
horas es de 75°F considerando que la temperatura del cuerpo en el
momento de la muerte era 98.6°F. ; Cuél fue la hora de la muerte?”

A continuacidn, se procede a realizar los siguientes pasos, basados en el
contexto de la aplicacién de la matematica, calculo diferencial y calculo
integral, haciendo uso de las herramientas tecnoldgicas.

Paso 1: Integrando la férmula 1.1 obtenemos la siguiente funcién de T.

T(t) =T, + Ce*t

Paso 2: Datos:

- T,:70°F Ty: 80°F T,: 75°F

Paso 3: Resolucidn:
T(0) = 70°F + Cek©® = go°F
= 70°F + C(1) = 80°F
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= C = 80°F — 70°F = 10°F C = 10°F
T(1) = 70°F + (10°F)(e*®W) = 75°F
= 70°F + (10°F)(e*) = 75°F
= (10°F)(e* ) = 75°F — 70°F
_ 5°F
10°F
Ln(e*) = Ln(0.5)

k =-0.693147

Paso 4

Finalmente obtenemos el tiempo transcurrido desde el instante en que el
cadaver tenia una temperatura de 98.6°F.

T(t) =T, + Cet
T(O)—Ty
— =

Ln <M) = Ln(e*)

ekt

C
k

In (T(t) - TA)

=t

In (98.6"1}700—F7O°F) _,
1

—0.693147 -
s

t =-1.516

Segun la descripcién del ejercicio podemos deducir que el tiempo esta en
unidades de horas, por lo que el deceso se produjo hace 1.516 horas 0 90.96
min hasta ese momento, el signo negativo no es un error de célculo, sino que
expresa "hace cuanto” el cuerpo empezé a enfriarse.
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T(t) = 70°F + (10°F)e 06931t

Grafica 6

Fuente: GeoGebra, 2024. Ejes: (x, tiempo; z, temperatura)

Grafica 7
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Fuente: GeoGebra, 2024. Ejes: (x, tiempo; z, temperatura)

TALLER INTRA-CLASE

TEMA: Ecuacién diferencial ordinaria lineal y no lineal

Escoja e indique el tipo, orden, grado, variable dependiente (y) variable
independiente de las siguientes ecuaciones diferenciales.

1.dy+ (3xy+cosx)dx =0

a) ordinaria, primer orden, primer grado, lineal, variable dependiente (y),
variable independiente (x).

b) ordinaria, segundo orden, tercer grado, no lineal, variable dependiente (x),
variable independiente (y).

c) parcial, primer orden, segundo grado, lineal, variable dependiente (y),
variable independiente (x).

2.2y

9%y _ 34 Y _
S xy+at 0

a) parcial, tercer orden, segundo grado, no lineal, variable dependiente (y),

variables independientes (x, t).

b) parcial, segundo orden, primer grado, no lineal, variable dependiente (y),
variables independientes (x, t).

c) Parcial, primer orden, segundo grado, lineal, variables dependientes (y, 1),
variable independiente (x).

TEMA: Ecuaciones Diferenciales Homogéneas y no Homogéneas
1) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas.
a) (x? +y¥dx + (x? —xy)dy =0

b) & = X2

dx x+y
2) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas.
a)y”—9y = —6cos3x
b)y» — 3y = —12t
TEMA: Ecuaciones Diferenciales Parciales.
Indique el tipo y el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales parciales.
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2 aZ
ﬁ+2-x-y-a—}]2+u=1
d3u 2

6x2-6y+x ay2+8-u=5 y
d%u ou
ﬁ+x-u-@=y

TEMA: Ecuaciones diferenciales exactas

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales exactas.
a) (5x + 4y)dx + (4x — 8y3)dy =0

b) (2xy? — 3)dx + (2x%y + 4)dy = 0
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TEMA: Curvas ortogonales

quimica

Seleccione la respuesta correcta: ;A qué curva le pertenece la siguiente

ecuacion?
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ACTIVIDAD 1 CRUCI-ECUACIONES
1
7 6
9
4
5
3 8
10
2
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ACTIVIDAD 2 ;Pon a prueba tu mente y revela todo tu conocimiento

resolviendo esta sopa de letras desafiante!

J T B J Z L M L J N M O I Y 1] E
G G D ot \"/ K H J G B ot S Z F H G
U R L \"/ A I T K N G R A R J E (of
L A M B R H C A L Q H T H (o) C \V
Y F H N I G R N K V) F o4 C P U B
F | G M A F E C U R Vv A S U A N
L C H P B D N U H F T X N Y C M
E A K O L S J G N O L E @) T | F
S J H D E R | V A D A S | K O H
F D A | S A O J M S J C C J N G
G O E U E M K K S | G | N M A H
N O H O M O G E N E A S U L Y J
R F D T R A Y E C T O R | A S L
A H A R Y C F L Y Y D K U | O P
M O D E L O M A T E M A | cC O

¢ Griafica No homogéneas

¢ Modelo matematico Exactas

e Variables Trayectorias

e Ecuacién Derivadas.

Curvas
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Actividad 3 jCompleta los enunciados y demuestra cuanto sabes
resolviendo este reto lleno de conocimiento!

a)

b)

El modelo debe ser flexible y permitir la incorporacion

decii o la modificacion de los supuestos.
Bl se construye dibujando pequefios segmentos de
linea o vectores tangentes a las..................... en cada punto del

dominio, de modo que cada segmento tiene pendiente.
Una de las formas de modelar fendmenos naturales es mediante

U PO através de una funcion......................
Una..oii es una igualdad que contiene derivadas
de lavariable dependienteydela...........ccoooiiil. independiente.
El grado de una ecuacién diferencial esel..................... de la derivada
de mayor orden.

(I T de las ecuaciones simples puede determinarse con
facilidad mediante la inspeccion.

Las curvas ortogonales es un concepto..................... que aparece en
el contexto de ecuaciones diferenciales

Sellama.........cooeunen. al lugar geométrico de los puntos en los que las
rectas tangentes a las........................ consideradas tienen una misma
direccion.

nuevas variables
campo direccional

curvas solucidn S
PN <

N

caracterizaciéon
matematica

ecuacion diferencial
variable

exponente
homogeneidad
geomeétrico

isoclina

curvas integrales
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ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

quimica

1. Indica si las siguientes expresiones corresponden o no a una ecuacién
diferencial. Justifica con detalle tu respuesta.

- y' =ycosx

- u+vsenfu=0

5
- a+21]—3

- %x+2y5—2=6

?y _
axz

2. Completa la siguiente tabla sobre la clasificacion de las ecuaciones

diferenciales

Ecuacién Ordinaria o Variable Variable
Diferencial Parcial Independiente Dependiente
dy 3
—~ = x3—2+3
I X +
y'= V31
v ov . ow
W w T

14

y" =senx —y

2v—4

t' =
3+ t2

dp X
ot P

3. Resolver:

“Sea la funciény = 2x3 — 2x? — 13x + 22 . Comprobar que esta es la solucién

de la ecuacién diferencial y' = 12x — 4
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4. Clasifica las siguientes ecuaciones ordinarias o parciales, y sefiala su orden,
grado y si es lineal o no lineal.

a) y'-4z%y' + (z— 1)y = xz3

b) &= 1+

c) tly—t3y"+6y=0
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CAPITULO 2

Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden y sus Aplicaciones.

an(X)y™ + an1(x)y"t+....
— a; ()Y (x) + ao (x)y(x) = g(x)

By

' d

',
-_ e =

OBJETIVO GENERAL: Comparar los tipos de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden mediante la aplicacién de sus axiomas para
entender su desarrollo en los ejercicios propuestos con énfasis al area
ingenieril.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

- Identificar diferentes tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden
y sus propiedades mediante la aplicacion de teoremas y expresiones
matematicas.
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- Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias mediante el método de
separacién de variables, para la obtencién de la solucién general.

- Solucionar ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas y
reducibles a homogéneas para obtener la solucién general.

- Aplicar el método del factor integrante para la soluciéon de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden.

RESUMEN:

Este capitulo aborda de manera integral el estudio de las ecuaciones
diferenciales de primer orden y los métodos fundamentales para resolverlas.
Se inicia con la explicacién de la técnica de separacion de variables, mostrando
como permite obtener soluciones generales mediante integracion.
Posteriormente, se desarrollan las ecuaciones homogéneas, en las que se
introduce el cambio de variables como herramienta clave para simplificar y
facilitar el proceso de resolucién. También se examinan las ecuaciones exactas,
destacando las condiciones necesarias para su aplicabilidad. De igual forma,
se presenta el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden, explicando su forma candnica y la utilidad del método del factor
integrante para hallar soluciones precisas. Cada método es acompafnado de
ejemplos practicos orientados a la fisica, la ingenieria y otros campos
aplicados. En conjunto, el capitulo resalta la relevancia de estas técnicas en el
analisis y comprensién de sistemas dindmicos.
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1. Variables separables.

El método de separaciéon de variables en ecuaciones diferenciales
parciales nos permite reducir el problema original a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODE), el cual se puede resolver por cuadraturas. La
aplicacion exitosa de este método a varias ecuaciones lineales de la
fisicomatematica nos lleva a buscar una transformaciéon de variables tal que en
las nuevas variables la EDP se puede resolver mediante un variable separable
(aditivo o multiplicativo) para encontrar una solucién (Shingareva, 2010).

Llamamos asi a las ecuaciones que pueden escribirse de la siguiente
manera:

Fx)G (y)dx + H(x)P (y)dy = 0

Son ecuaciones en las que ambas variables, dependiente e
independiente, pueden separarse. Para resolverlas, se procede a dicha
separacion y se integra respecto de cada variable (Lépez, 2007). El proceso de
resolucién es el siguiente:

En primer lugar, dividimos la ecuacion por G (y) H (x):

FO)6) , _ H®PW)
H(x) 6(y) POYH)

A continuacion, simplificamos para separar las variables:

F® o PO)
H(x) G(y)

La ecuacién queda resuelta integrando en cada miembro respecto de

su variable:

P, (P
Ho =) eon®

Y la solucién generales: f(x) + g(y) = C

Es importante senalar que, durante las operaciones realizadas, al dividir
entre G (y) H (x), G (y) y H (x) no deben ser nulas. Se debe comprobar, para
tener la seguridad de haber obtenido la soluciéon general del problema, que

38



Ecuaciones diferenciales con aplicaciones practicas: Enfoques didécticos para la ingenieria
quimica

G(y)=0yH(x)=0nollevan a una soluciény, si lo hacen, anadirlas si no estan
incluidas en la expresién calculada al integrar (Lopez, 2007).

iSabias que...? La nueva pedagogia viene realizando grandes aportes con el
propdsito de mejorar los procesos de ensenanza aprendizaje en la educacion,
sin embargo, segun (Jaimes-Contreras, 2012) en el estudio de las ecuaciones
diferenciales (ED) actualmente “predomina el enfoque algebraico como reflejo
de la primera forma que se tuvo de resolver estos problemas” y que algunos
docentes emplean como estrategia didactica.

2. Ecuacién de la forma % = f(ax + by)

. ., d
Cuando se tiene una ecuacién de la forma d—z = f(ax + by) para

resolverla es necesario considerar los siguientes puntos:
Se realiza el cambio de variable z = ax + by

La funcidn y(x) se cambia por z(x); este cambio de variable transforma

la ecuacién en Una ecuacion de variables separables (Garcia Hernandez,
2016).

Pasos para resolver una ecuacion de este tipo:
Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: y = 3x + by
Hacer el cambio de variable z = 3x + 5y.

Entonces:
dz dy » dy 1dz 3
dx_3+5dx dx 5dx 5

Por tanto, la ecuacidn diferencial sera:

Separar las variables:

dz » dz
E_SZ-I_B 52+3—dx
Integrar:
Férmula de integracion utilizada:
dz f d
_—= X
5z+3
du
[—=Ihu+cC
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1 — —
lIn(5z+3)=x+C B) In(5z+3)=5x+5C
eln(52+3) — eSx+SC — AeSx » (A — eSC)
5z + 3 = Ae>*
— A 5y

., 3
La solucién z es: z=ce’ —c

Regresar a la variable y. Puesto que z = 3x + by:

A 3 3 3
3x+5y=_e - - Cie% —Zx—

Comprobacién de la solucion:

Derivar y con respecto a x:

y = 5C,e* — 3
! 5
Despejara C1 deYy:
3 3
C,=ye >+ Exe‘5x — ﬁe‘sx

Al sustituir C, en y' se obtiene la ecuacion diferencial:

y=5 (ye‘5x +§xe‘5x —ie‘5x) e>* —g =5y + 3x+§—§

=
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3. Ecuaciones diferenciales homogéneas

3.1.Funciones Homogéneas.

Definicién: Una funcién homogénea es aquella que todos sus términos
son del mismo grado.

Para poder identificarlas: Sea una f (x,y) una funcién homogénea de
grado n:

fltx,ty) = t" f(x,y)

Esto significa que debemos reemplazar en toda la ecuacién x e y por
xt y yt respectivamente, si se obtiene la misma ecuacién multiplicada por t"
se dice que es homogénea y ademas su grado es el valor de n, tal como se
muestra en los ejemplos descritos a continuacion:

Ejemplo: Comprobar si la siguiente funcion es homogénea:
fxy) =x+y
Solucién:
f(tx,ty) = tx + ty
tf (x,y) = t(x,y)
Cumple con la condicién, por lo tanto, es homogénea de grado 1.
-Ejemplo... Comprobar si la siguiente funcién es homogénea:
fxy) = sin(x +y)
Solucién:
f (tx, ty) = sin(tx + ty)
tf (x,y) = sin[t(x,y)]

No cumple con la condicién, por lo tanto, no es homogénea.

3.2.Ecuacién Diferencial Homogénea

Definicidn 2.4 Si se tiene una ecuacidon diferencial de la forma:

M (x,y)dx + N (x,y)dy = 0 (2.7)
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Se puede aplicar una regla general que permite identificar si la ecuacidn
es homogénea o no, para ello se analiza los coeficientes M (x,y) y N (x,y) si
son funciones del mismo grado entonces la ecuacion es HOMOGENEA.

3.3.Técnicas de Solucién

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales se debe utilizar
sustituciones que las convertirdn en ecuaciones diferenciales de variables
separables.

Ejercicio: Resolver
2x3ydx + (x* + yHdy =0
Solucién:
Se aplica la sustitucién: X =uy

dx du
FAEF A
dx = ydu + udy
2u3y*(ydu + udy) + (u* + yH)dy =0
2udy®du + 2uty*dy + u*y*dy + y*dy = 0
2uly®du + 3uty*dy + y*dy = 0
2u3ySdu+ y*(3u* + 1)dy = 0

2u3
3ut+1

/

t =3u*+1,dt = 12u3du

d
du+f—y=0
y

%ln(Bu4 +1) + In(y) = In(c)
1 x*
—In <3 )7 + 1> + In(y) = In(c)

6
x4-
<3F+ 1)y6 =cC

3xty?+y% =c¢

La solucién general es:
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Nota: A veces es conveniente intentar los dos cambios de variable
sugeridos ya que puede conducir a una ecuacion mas sencilla de resolver.

Ejercicios propuestos

2x3ydx + (x4 + y4)dy = 0
ydx + (2./xy — x)dy = 0 (xy' — y) arctan % =x

“Exploracion de técnicas de modelado en sistemas dinamicos
mediante ecuaciones diferenciales”
Autor/a: Emily Ashley Alvarado Bastidas

El modelado de sistemas dindmicos mediante ecuaciones diferenciales
es esencial para comprender y predecir el comportamiento temporal en
sistemas complejos en diversas &reas como la fisica, la ingenieria, la biologia'y
la economia. Estas ecuaciones actian como herramientas matematicas
precisas que describen la evolucién de las variables en los sistemas,
considerando sus dependencias temporales y espaciales. El desarrollo del
modelado de sistemas dindmicos ha avanzado considerablemente desde la
fisica tedrica, explorando diversas técnicas que amplian su aplicabilidad en
multiples campos. Este estudio se centrd en realizar una revisidon exhaustiva de
estas técnicas, utilizando un enfoque metodoldgico riguroso. La investigacion
se estructurd en varias etapas clave para abarcar todo el campo, con un énfasis

particular en el andlisis detallado de ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales (EDO y EDP) (Bastidas, 2024, 18 octubre).

3.4.Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas
Si se tiene una ecuacién diferencial de la forma:
a;x+byy+cq
y= a2x+b2y+C2

En la que el numerador y denominador son rectas, se puede reducir a
una ecuacion homogénea haciendo un cambio de variable. Para ello primero
se analizan dichas rectas y su punto de interseccion, se obtiene el
determinante A de la matriz de coeficientes de x e y como se muestra a
continuacion:

a; b,

A=l @, b, |
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Si, A es diferente de 0 entonces se sustituye:
X=u+a
y=v+§
En la ecuacién diferencial y ahora el problema se reduce a encontrar
los valores de ay B para ello se resuelve el siguiente sistema:
a,a + biff + ¢4 =0
a,ax + b, +¢c, =0

Que se obtiene de sustituir en las rectas la variable x por a e y por B,
para ello se puede seguir cualquier procedimiento que el lector conozca. De
esta sustitucién se obtiene una ecuacion diferencial homogénea respecto a las
nuevas variables u y v.

Si, A = 0 se debe utilizar la sustitucion simple alx + b1y = u que
permite obtener una ecuacion diferencial de variable separable en términos
de la nueva variable u.

Ejemplo: Resolver

, 1-3x-3y
Y S 1rx+y
Solucién:
Se comprueba el valor de A:
_ 3 -3 _
A= 1 1 |=0

Por lo tanto, se utiliza la sustitucidn:
x+y=u

dy du 1
dx dx

Sustituyendo se tiene:
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1-3u+1+u
duz( )dx

1+u

1-u
du=2( )dx

1+u
u+1

—1du+2dx= 0

du+2f -2 4 2dx =0
u u—1 X =

u+2nju—-1/+2x=0

Sereemplazaelvalordeu: x+y+2in|lx+y—-1|+2x=0

La solucidén generales: 3x+y + 2In|x+y — 1| = ¢

A |

3.5.Ecuaciones diferenciales exactas

Son conocidas como ecuaciones en diferenciales totales. Se parte de la
ecuacién diferencial:

P (x,y)dx + Q(x,y)dy = 0
Si se cumple laigualdad:
P 3Q
dy ox

Se dice entonces que es una ecuacion diferencial exacta o en

diferenciales totales. Se puede escribir de la forma dU(x,y) = 0 la integral
general de esta ecuacién es:

Ux,y)=c
La funcidn U(x,y) se determina por la férmula:
x y
U= [ Paydr+ | QGopdy
x0 y0

Ejemplo...Resolver la siguiente ecuacion diferencial

(3x2 + 6y2x)dx + (6x2y + 4y3)dy = 0
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Se comprueba que son exactas y se resuelve:
U= [(3x%+6y%x)dx + ¢(y)

U=2x3+3x%y?+ @(y)

6U62+ ‘)
6yxy ¢y

6x%y + @'(y) = 6x%y + 4y3
o) =4y
p() =y*+c

La solucidn general es:

x3+3x2y2 +yt=c¢

“Animaciones en Matlab y maple de ecuaciones diferenciales
parciales de la fisica-matematica”

Autor: G.M. Ortigoza Capetillo

Las soluciones exactas de ecuaciones diferenciales parciales que
dependen del tiempo; estas soluciones son de la forma u (x, t), conx €Rn, n =
1, 2, 3. Las gréficas de las soluciones a diferentes tiempos permiten la creacidn
de animaciones de las soluciones. Se muestra de manera general la forma de
crear animaciones en Maple y Matlab. Estas animaciones pueden utilizarse
como herramienta didéactica para presentar fendmenos fisicos como son: la
propagacion de ondas de un medio a otro, superposicion de ondas, difusion,
etc. asi mismo pueden usarse para despertar el interés de los estudiantes por
el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales y sus aplicaciones. Para las
animaciones se eligié un subconjunto importante de ecuaciones de la fisica
matematica, entre las que se cuentan: la ecuacién del transporte, la ecuacion
de ondas (vibracién de cuerdas y membranas, problema de transmision), las
ecuaciones de Klein Gordon, Korteweg de Vries (no lineal), del calor y de
Maxwell. Brevemente se describen algunas de las técnicas como son:
escalamiento, método de caracteristicas, separacidn de variables, etc. puede
ser Util para la verificacion de implementaciones numéricas. (Garcia, 2007).
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3.6.Ecuaciones lineales de primer orden

"o

Una ecuacioén es lineal si “y" y sus derivadas estan establecidas de forma
lineal, es decir, no estdn elevadas a una potencia mayor a 1 ni aparecen
multiplicadas entre si. Por otro lado, se consideran de primer orden si su

derivada mas alta es de primer orden: % (Garcia Hernandez, 2016).

La ecuacién lineal de primer orden se puede representar en la forma:

d
() 2+ ao(1) y = b

donde a4 (x),ay(x) y b(x) sélo dependen de la variable independiente
x, y no déy. Al dividir la Gltima expresién entre a;(x).(1) Se obtiene la forma

candnica de las ecuaciones diferenciales de primer orden. (Garcia Hernadndez,
2016).

dy B
it p(x)y =qx)

Este tipo de ecuaciones diferenciales se resuelven mediante el método
del factor integrante, el cual es dependiente de x. Esto se logra obteniendo el

factor integrante p(x) utilizando la expresién siguiente: p(x) = e/ Pdx

La solucién general de la ecuacién diferencial lineal de primer orden es:

Y= u | YT 5

Método para resolver ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden:

1. Convertir la 3. Calcular el
ecuacion factor integrante
diferencial a su ‘ ' p(x).
forma canonica.

4. Utilizamos la

solucion general de la ‘
ecuacion diferencial

lineal de primer orden.

Figura 3.6: Ecuaciones lineales de primer orden
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Problema resuelto
Resolver la siguiente ecuacién diferencial lineal:
y _
(3;—8)dx+3dy— 0
Paso 1: Convertir la ecuacién a su forma candnica:
(3%—8)dx+3dy=0 — 32_8:_33_3’
X X
Y y dy
3—=-8)dx=-3d =32
( < ) y 3-=-3_-+8
y__4 8 v, y_8
x dx 3 dx x 3
Paso 2: Identificar los coeficientes, en este caso:
== ;q@ =
x)=—;q(x)==.
p X 1 3
Paso 3: Calcular el factor Integrante:
pu(x) = e/ P@dx > u(x) = eln*
1
2d
p(x) = e/t —— plx) =x
Paso 4: Utilizamos la expresion de la solucién de la ecuacidn difere
y=—— fu(x) q(x)dx — 18 x* C
p(x) Yy=_oxgr o+
x 3 2 x
4 Cc
1 8
y=p [ (3)exr s | Y73 %
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“Articulo cientifico (Santos, 2024)”

Estudio de caso del disefo y construccién de un tinel de viento
vertical en el club deportivo de paracaidismo Gravita.

El articulo describe el disefio y construccidon de un tunel de viento
vertical en el club deportivo GRAVITY, en Bogotd, Colombia, destinado a
entrenar a paracaidistas. Este tunel simula una caida libre al generar un flujo
de aire ascendente lo suficientemente fuerte para mantener a una persona en
el aire, permitiendo entrenamientos mas seguros, largos y econédmicos que los
tradicionales saltos desde aviones.

Para el proyecto, se estudiaron principios de aerodindmica como el de
Bernoulli y el nimero de Reynolds para asegurar un flujo estable y evitar
turbulencias en la cdmara de vuelo. Se trabajé en el disefio preciso del tunel,
la seleccion de materiales duraderos y el uso de ventiladores potentes. El
mayor reto fue lograr un flujo de aire que simulara la caida libre real, lo cual
requirié una cuidadosa planificacién en el disefio y control de los sistemas.

El tdnel de viento ha permitido reducir costos y mejorar la calidad del
entrenamiento al ofrecer mas tiempo de practica. Ademas, al estar ubicado en
Colombia, elimina la necesidad de viajar al extranjero. También se
implementaron medidas para hacer el tinel mas sostenible y reducir su
impacto ambiental.

Este proyecto resalta la importancia de la planificacién, la colaboracion
entre ingenieros de diversas disciplinas y un enfoque en la seguridad. Ademas,
demuestra como este tipo de infraestructura puede tener aplicaciones més allé
del paracaidismo, contribuyendo a la innovaciéon y el desarrollo de nuevas
tecnologias.

Articular 2. (Tsuzuki, s.f.)

Low-rank approximated Kalman filter using Oja's principal
component flow for discrete-time linear systems.

El articulo aborda una mejora significativa en el uso del filtro de Kalman,
una herramienta esencial para la estimacién de estados en sistemas dinamicos,
ampliamente utilizada en aplicaciones como la prediccion meteorolégica, las
finanzas y la gestidn de redes eléctricas. Aunque el filtro de Kalman es éptimo
y efectivo, su principal desafio radica en su alta complejidad computacional,
especialmente cuando se aplica a sistemas de gran dimensidn. Esto se debe
principalmente a la necesidad de resolver la ecuacién de Riccati, que
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incrementa exponencialmente el costo de célculo conforme aumenta la
dimensién del sistema.

Para abordar este problema, el articulo propone un filtro de Kalman de
bajo rango para sistemas lineales en tiempo discreto, basado en el flujo de
componentes principales de Hoja. Este flujo identifica y mantiene Unicamente
las partes mas significativas del sistema, lo que permite trabajar con matrices
de menor rango y reducir drasticamente la complejidad de los calculos.
Mientras que el filtro estandar tiene una complejidad de célculo de O(n3)
O(n”3) O(n3), el filtro propuesto logra reducirla a 0(n2)0(n"2)0(n2), lo que
lo hace mucho mas eficiente para sistemas de gran escala.

El trabajo detalla cdmo se garantiza la estabilidad del nuevo filtro y la
acotacion de los errores de estimacion bajo ciertas condiciones. Estas incluyen
asegurar que el sistema sea alcanzable y observable, y elegir adecuadamente
el rango reducido rrr, que corresponde al nimero de valores propios
inestables del sistema. El articulo también presenta simulaciones numéricas
que demuestran la eficacia del método, mostrando que los errores de
estimacién permanecen acotados incluso en sistemas de alta dimensidn.
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TALLER INTRA-CLASE
ACTIVIDAD 1 CRUCI-ECUACIONE
2
4
3
S 6 1
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ACTIVIDAD 2 ;Pon a prueba tu mente y revela todo tu conocimiento
resolviendo esta sopa de letras desafiante!

1. Son conocidas como ecuaciones en diferenciales totales.
Son ecuaciones en las que ambas variables, dependiente e independiente,
pueden separarse.

Primer paso para resolver Ecuacion de la forma Z—z = f(ax + by)

Que método se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden.
5. Que se debe identificar en el segundo paso para resolver una ecuacion de
primer orden.
6. Una ecuacion diferencial de Bernoulli es un tipo de ecuacién diferencial.

| | T A C C | R A
Variables
Aplicacion Q A F U N C | O N P
Bernoulli
. . E A R L S D F G G L
Riccati
Orden R U O 1 E E Y O U I
Método
Lineal T G Q N A U K D J C
Funcion
Y F K H E B F O G A
U L A E N | L T M C
O R D E N E J E B |
P K H G F D S M S (o]
B E R N O U L L | N
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ACTIVIDAD 3

jCompleta los enunciados y demuestra cuanto sabes resolviendo este
reto lleno de conocimiento!

1. Para resolver la ecuacion de Bernoulli, primero se realiza
el vyl ™ lo que transforma la.................. de Bernoulli en una
ecuacion lineal.

2. La aplicacién exitosa de este método a varias ecuaciones lineales de

lan nos lleva a buscar una transformacién de variables tal que
en  las....oooiiiiiiinn. la EDP se puede resolver mediante
U] o PO separable.

3. Una funcion..............o. es aquella que todos sus términos son del

mismo grado.

"o

4. Una ecuacion es lineal si "y” y sus derivadas estdn establecidas
de.ooviiiiiiii. es decir, no estadn elevadas auna.................. mayor a 1
ni aparecen multiplicadas entre si.

5. Este tipo de ecuaciones diferenciales se resuelven mediante el............ del
factor integrante, el cual es............... de x.

cambio de variable
método

ecuacion
fisicomatematica
nuevas variables
ansatz
dependiente
homogénea

forma lineal

potencia
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ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS
Indique si las siguientes funciones son homogéneas.
1
fx,y) =
Jx+y
fxy) = x* +y*
fxy) = xy
X
fxy) = Zxty
Resolver la siguiente ecuacién diferencial:
x—-—y+4)dx+ (x—y+5)dy =0
Resolver la siguiente ecuacién y elegir la respuesta correcta
Bx"2 —y)dx+ (3y"2 —x)dy =0
Indique su solucién general
yi+y—x=y x*— y’x+x=c x3—xy+y3=c
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CAPITULO 3

Ecuaciones Diferenciales de orden Superior y sus Aplicaciones

A
y

Cdl_yyc :f(xay)

illl

Modelo de Ley de Circultos
crecimiento enfriamiento eléctricos
poblacional de Newton

OBJETIVO GENERAL: Resolver ecuaciones diferenciales de orden

superior mediante diversos procedimientos, para aplicaciones posteriores en
la ingenieria.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

- Comprender la estructura y caracteristicas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de orden superior.

- Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y de orden superior
aplicando teoremas de Bernoulli, Recata y Cauchy-Euler mediante
métodos adecuados.
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- Aplicar métodos numéricos para resolver problemas practicos en
ingenieria, como sistemas de suspensiéon neumaticos y analizadores de
estabilidad transitoria.

RESUMEN:

El presente capitulo tiene como finalidad proporcionar al estudiante una base
sélida, tanto tedrica como practica, para abordar las ecuaciones diferenciales
de orden superior y comprender su importancia en el campo de la ingenieria.
Estas ecuaciones permiten modelar fenémenos dindmicos y complejos, por lo
que constituyen una herramienta esencial en la formacién de un ingeniero
quimico. Se inicia con una resefa conceptual sobre las ecuaciones
diferenciales de orden superior y su utilidad en la representacion matematica
de sistemas fisicos y quimicos, destacando su papel en el anélisis y prediccion
del comportamiento de procesos industriales. A lo largo del capitulo se
detallan diversos métodos de resolucién aplicados a ecuaciones
representativas como Bernoulli, Riccati y Cauchy-Euler. La ecuacién de
Bernoulli, de caracter no lineal, se transforma en una lineal mediante un
cambio adecuado de variable, lo que facilita su solucién y aplicacion en
problemas préacticos. La ecuacidn de Riccati se analiza como un caso particular
y complejo dentro de las ecuaciones no lineales, subrayando que su resolucién
requiere el conocimiento previo de una solucidén particular para simplificar el
proceso. Por su parte, la ecuacion de Cauchy-Euler se presenta como un
modelo caracteristico en sistemas donde las variables aparecen con potencias
crecientes, siendo especialmente UGtil en problemas de elasticidad vy
vibraciones. Finalmente, cada uno de los métodos se ilustra con ejemplos
aplicados al dmbito de la ingenieria, destacando la importancia de estas
técnicas en el modelado y solucidon de sistemas dindmicos que influyen
directamente en el desarrollo tecnoldgico.
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1. Ecuacion de Bernoulli.

Grandes de la Ciencia

Daniel Bernoulli

Fue un matematico y fisico suizo nacido en 1700 y fallecido en 1782.
Es conocido principalmente por sus contribuciones en el campo de
la hidrodinamica, la rama de la fisica que estudia el movimiento de
los fluidos.

Desde joven, Bernoulli mostré un gran interés por las

matematicas y la fisica, siguiendo asi los pasos de su familia, que
contaba con varios miembros destacados en estos campos. Estudio
en la Universidad de Basilea, donde obtuvo su doctorado en filosofia
en 1721.

Una ecuacidn diferencial de Bernoulli es un tipo de ecuacion diferencial
no lineal el cual tiene la siguiente expresion:
dy

ax T P(x)y = Q(x)y"

Siempre que n sea positivo y diferente de cero y uno, pues de ocurrir
esto se convertiria en una ecuacion diferencial lineal. (Garcia Herndndez A. E.,

2016).

Para resolver la ecuacion de Bernoulli, primero se realiza el cambio de
variable v = y1™, lo que transforma la ecuacién de Bernoulli en una ecuacién
lineal. Luego, se multiplica la ecuacién de Bernoulli por y™; entonces:

dy
y " ax T P(x)yy™ =Qx)y"y™

y " D, P()y'™ = Q(x)
dx
Luego se realiza el cambio de variable:

v d d 1 dv
N a(l _ n)yl—n—l_y N _y —

v=y dx dx (1-n)y™mdx
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Entonces finalmente reducimos términos y obtenemos:

1 dv

v_"ma +p()v = q(x)

1 dv

T—naxt p(x)v = q(x)

1.1.Método para resolver ecuaciones diferenciales de Bernoulli:

Con el propésito de facilitar la comprension del método para resolver
ecuaciones diferenciales de Bernoulli, a continuacion, se presenta el
siguiente esquema:

1. Identificar si efectivamente 3. Resolver la ecuacion anterior
se trata de una ecuacion de por medio del método de
Bernoulli: % +P(x)y = ecuaciones lineales de primer
Q(x)y™ siempre que n # 1,0. orden.

2. Hacer el cambio de variable, v = y1™"
se obtiene una ecuacion de la forma:

dv

- + (1 —n)pxx)v = (1 —n)q(x)

Diagrama 1.1: Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Problema Resuelto:

Resolver la siguiente ecuacidn diferencial lineal:

Solucién:

Paso 1: este caso n = 3; hacer el cambio de variable v = y1™" = y173 = 52

entonces:
dv dy dy 1 dv dv
=2yt 5= = 0.5y —
dx Y "dx T dx 2y-3dx Y dx
Paso 2: Sustituir 2 = —0.5y3% en la ecuacién diferencial —0.5y% & — 5y =
dx dx dx

5.3
=xy>.
>XY
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Paso 3: Dividir entre —0.5y3 y sustituir v = y 2.

dv S5y 5 «xy3

dx —05y3 _E(—0.5y3)

dv+10 2 =5
dx yomx

dv
—+ 10v = 5x
dx

Como se puede ver, esta Ultima ecuacion ya es una ecuacién diferencial lineal
de primer orden escrita en su forma candnica.

Paso 4: Calcular el factor integrante u(x):
w(x) = e/ p(dx — ,[10dx — p10x

Asi, utilizando la solucidn de la ecuacién diferencial es:

1 ey €
v—@fuoc)q(x) s

1

_ 10
v = Tox ije *dx +

ele

1 1
v = e~10% (5) (1_0xe10x _ Wewx) + Ce~10x

X 1
— —-10x
v > —20+Ce

Entonces, para obtener la solucion hay que regresar a la variable y, al sustituir

v =y?

1 X 1 1

—_— —10x 2

yz 5 20+C€ -y T
20

+ Ce—10x

N =
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2. Ecuacién de Riccati

Grandes de la Ciencia

Jacopo Francesco Riccati

Nacido en 1676 en Veneciay fallecido en Treviso en 1754.
Realiz6 sus estudios en Brescia y Padua, y desde muy pronto se
familiariz6 con las herramientas, por entonces recientes,
propuestas por Leibniz y Newton. Al regresar a Venecia, la
republica le nombro6 ingeniero en las obras que se desarrollaban en
el puerto del lido de San Nicolds y en la plaza de San Pedro.
Nombrado conde, continudé sus investigaciones matematicas y
formulé una ecuacion, que lleva su nombre, que resolvid por
medio de integracion en determinados casos particulares junto con
su colombrofio Bernouilli v Goldbach.

Esta es un tipo de ecuacidn no lineal de primer orden que aparece en
varias areas de las matematicas aplicadas, que tiene la forma general:
dy

2= P()Y* + QMY + R()

Que es una ecuacion generalizada, si se conoce una solucién u(x) de la
ecuacion de Riccati, el cambio de variable y = u + 1 reduce a la ecuacién de

Riccati a una ecuacion diferencial lineal de primer orden en v. (Garcia
Hernédndez A. E., 2016).

2.1.Método de Solucién
Solucién Implicita mediante reduccién a una ecuacién lineal.

Si se reconoce una solucién particular y,(x) de la ecuacién de Riccati,
entonces puedes hacer un cambio de variable para convertir la ecuacién en
una ecuacion lineal.

Hacer el cambio de variable:

1

y(x) = yp(x) + "))

Sustituyendo la ecuacién anterior en la de Riccati original, se obtiene
una ecuacion diferencial lineal para u(x).
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' (x) - (b(x) + 2a(x)y, (1) ) u(x) = a(x)

Resuelve la ecuacién diferencial para u(x) y luego usa y(x) = y,(x) +

1 y
woo Para obtener la solucién general.

Resulta importante destacar que desafortunadamente, no hay ningin
procedimiento general que permita obtener alguna solucién particular, por lo
que muchas veces las E. D. de Riccati no resultan integrables en términos de

funciones elementales.

Ejercicio Propuesto:

Resolver la siguiente ecuacién diferencial lineal % =-2—-y+y’sise
conoce una solucién u(x)=2.

Solucién:

Paso 1: Identificar esta ecuacidon con la ecuacidn de Riccati:

dy =P(x)y* + Q(x)y + R(x)
dx y y

Entonces;
P(x)=1;Q(x) =—-1;R(x) = -2
Al hacer el cambio de variabley = 2 +% se obtiene la ecuacion

diferencial lineal de primer orden para v.

dv

+vR2uP+Q)+P=0

x v(2uP + Q)

Por lo tanto: dv +3v=-1
dx

Paso 2: Calcular el factor integrante:

pulx) = e/Pdx — of3dx — g3x

Y asi la ecuacién diferencial queda:

1 3x 1 -3x
v=—§ e dx+egx =—§+Ce
Por lo tanto:
v —%+Ce‘3x
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“Modelo de control 6ptimo para el sistema Produccion - Inventarios”
Autores: Oscar Mauricio Cepeda Valero; Luis Felipe Jiménez Sénchez

El articulo presenta un modelo de control éptimo aplicado a un sistema
de produccién e inventarios, con el objetivo de minimizar costos y mejorar la
eficiencia en la gestidn de inventarios y producciéon en funcién de la demanda.
Para ello, se formulan ecuaciones diferenciales que describen la evolucién del
sistema, y se emplean herramientas matematicas como la programacion
dindmicay el control éptimo. La ecuacién de Riccati aparece en la solucion del
problema, ya que es fundamental en la determinacién de funciones de valor
en problemas de optimizacidon dinédmica, permitiendo calcular estrategias
6ptimas de produccién y almacenamiento. Su presencia en el modelo refleja
su importancia en la resolucidén de sistemas dindmicos con restricciones y
costos asociados, facilitando la obtencidn de soluciones eficientes para latoma
de decisiones en la gestidon de inventarios.

3. Ecuacion de Cauchy- Euler

Grandes de la Ciencia

Augustin-Louis Cauchy

Nacido el 21 de agosto de 1789 en Paris , Francia; fallecido el 23 de
mayo de 1857 en Sceaux) fue un matematico francés pionero en el
analisis y la teoria de grupos de sustitucion. Convencido por Lagrange
y Laplace, se dedicé por completo a las matematicas. En 1814 publico
sobre integrales definidas, que fueron esenciales para la teoria de
funciones complejas. Trabajé como catequista en varias instituciones
parisinas a partir de 1816 antes de reemplazar a Gaspard Monge en la
Academia de Ciencias. Instituciones parisinas a partir de 1816 antes de
sustituir a Gaspard Monge en la Academia de Ciencias obtuvo el gran | 4 :
premio del Instituto de Francia por su trabajo sobre la propagacion de |
ondas ese mismo afio (The Editors of Encyclopaedia Britannica, 1998).
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Grandes de la Ciencia

Leonhard Euler

Leonhard Euler (15 de abril de 1707-18 de septiembre de 1783) fue un
matematico suizo cuyas contribuciones marcaron profundamente el
desarrollo de las matemadticas y la fisica. Su obra abarco diversas areas,
desde el analisis hasta la teoria de numeros, la mecéanica y la optica. Entre
sus aportes mas destacados se encuentra la identidad de Euler, considerada
una de las ecuaciones mas bellas de las matematicas, pues conecta de
manera sorprendente cinco constantes fundamentales: eee, iii, w\pin, 1 y 0. g
Esta relacion no solo refleja la elegancia del razonamiento matematico, sino
también su capacidad de unificar conceptos aparentemente distantes.
Ademas, Euler introdujo notaciones y métodos que se mantienen en uso
hasta la actualidad. Entre ellas destaca la notacion moderna para expresar
funciones matematicas, que permitio simplificar y sistematizar la escritura
de expresiones, facilitando la comunicacion y el avance cientifico. Sus
aportes continuan siendo pilares esenciales en el estudio matematico.

(About Leonhard Euler - EFMU, 2023).

Tomando en cuenta a (Garcia Hernandez A. E., 2015), las ecuaciones de
Cauchy-Euler son ecuaciones lineales con coeficientes variables que pueden
transformarse, mediante un cambio de variables, en ecuaciones lineales con
coeficientes constantes.

La ecuacién de Cauchy-Euler es de la forma:

28V e i by—0  dondeabeR
x? o Z+ax—+by =0, onde a,b €

Para encontrar su solucién se realiza el siguiente cambio de variable:
y=xm=>y =mx™ 1y =m(m=1)x""?2
Al sustituir en la ecuacién de Cauchy-Euler tenemos:
x*m(m — 1)x™ 2 4+ axmx™ 1 + bx™ = 0
m(m — 1)x™ + axmx™ + bx™ =0
xmM(mm—-1D)x"+am+b=0

Comox™+0
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La ecuacion auxiliar es:
mim—-—1)+am+b=0
m +@a—1m+b=0
m?+(a—1)m+b=0
[ Caso 1 ] Si las raices de la ecuacion caracteristica
son reales y distintas, entonces la solucion

de la ecuacion diferencial es
y = C;x™ 4 C,x™2

Si las raices de la ecuacion caracteristica son

[Caso 2 ] ‘ reales e iguales, entonces la soluciéon de la
ecuacion diferencial es:

y = C;x™+C,(In x)x™

Si las raices de la ecuacion caracteristica son
[ Caso 3 ] ‘ complejas conjugadas, entonces la solucion de
la ecuacion diferencial es:

y = x%(A cos(In x#) + B sen(InxP))

Solucion de la Ecuacién de Cauchy - Euler por medio de la
Transformada de Mellin

Autor: José Rodrigo Gonzales

El articulo Solucién de la ecuacién de calor por medio de la
transformada de Mellin expone un método analitico para resolver la ecuacién
de calor, un modelo esencial en la descripcidn de la transferencia térmica. La
transformada de Mellin se utiliza para transformar la ecuacién original en una
forma mas simple, permitiendo la obtencién de soluciones exactas bajo
condiciones de frontera especificas. El documento detalla el proceso
matematico, desde la formulacién inicial hasta la inversidn de la transformada,
y valida los resultados obtenidos al compararlos con soluciones conocidas.
Este enfoque resalta la versatiidad de la transformada de Mellin,
especialmente en problemas con geometrias no euclidianas o dominios
infinitos, donde otros métodos pueden resultar ineficaces. Ademas, subraya
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su relevancia en la fisica de materiales y la ingenieria, proporcionando un
marco tedrico sélido para analizar la propagacion del calor en sistemas
complejos, lo que contribuye al desarrollo de modelos mas precisos vy
eficientes en diversos campos cientificos y tecnoldgicos (Gonzalez, 2009).

3.1.Método de Euler o de la recta tangente

El método de Euler o de la recta tangente es el método mas sencillo y
simple de los métodos numéricos para resolver un problema de valor inicial.
Para estudiar este método y sus aplicaciones se tiene el siguiente problema de
valor inicial:

y=fxy)
con la condicién inicial: y(x0) = y0

Para este caso se supone que el problema con valor inicial tiene una
solucién Unica en el intervalo x, <x < x,

Ahora bien, si la ecuacion diferencial y' = f (x, y) se interpreta como un
campo de direcciones en el plano x-y y la condicién inicial y (xo) = y, como un
punto (xo, yo) de dicho plano, se puede aproximar la funcién solucién y (x)
mediante la recta tangente a la misma que pasa por el punto:

y(x) = y0 + f(x0,y0)(x — x0)
donde se ha utilizado que la pendiente de dicha tangente es:
m = y’(x0)
En consecuencia:

m = f(x0,y0)

De esta forma, calculamos de manera aproximada el valor de la
solucién y en el punto de abscisa x, como:

y(x1) = y1 =y0 + f(x0,y0)(x1 — x0)

Una vez calculado este punto aproximado, se puede repetir el método
para obtener otro punto aproximado (xz, y2) de la formay (x2) = y2 = y1 + f (x1,
y1) (xo—x1) y asi de manera sucesiva.

En este método se recomienda el uso de abscisas equis espaciadas
(subintervalos); es decir, calcular la solucién aproximada en puntos de la
forma x, = xn..1 + h =x0 + nh, donde h es la longitud de paso (por lo general, se
considera constante). De este modo se obtienen las férmulas que determinan
la solucién aproximada:
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Xn =Xpn—1+ WY =Yna + f(xn—l - xn—l)h

Problema resuelto

Resolver con el método de Euler el siguiente problema de valor inicial:

Z—i’=x ycony(1)=0conh=0.1paralos puntos x= 1.1, 1.2, 1.3, 14 y 1.5.
Solucién
Para este caso tenemos que h = 0.1, (xo, yo) = (1.4), donde la funcién f
(x,y)es:
fy) =x/y
Por tanto: Vo = Yn-1 + Xn_1+/Vn-1h

Este problema también se puede resolver de forma exacta; los resultados se
muestran en la tabla:

Xj yi Solucién exacta
1 4 4
1.1 4,2 4,21276

1,2 |4,42513 4,45210
1,3 |4,67787 4,71976
1,4 |4,95904 5,01760
1,5 15,27081 5,34766

g bW N = O] —
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Fuente: https://elibro.net/es/ereader/utmachala/39371?page=320

Diagrama 3.1: Metodo de Euler

3.2.Método de Heun

Grandes de la Ciencia

Karl Heun

El matematico aleman Karl Heun es conocido por la ecuacion diferencial de
Heun que generaliza la ecuacion diferencial hipergeométrica. Karl Heun fue
ala escuela en Wiesbaden y comenzo6 sus estudios de matematicas y filosofia
en 1878 en Gotinga (con Ernst Schering Alfred Enneper, Hermann Amandus
Schwarz Despeses da Halle para estudiar con Eduard Heine quien, en 1861,
habia publicado su famoso libro sobre arménicos esféricos. La primera parte
de este libro aparecid en su segunda edicion en 1878. Heun permanecio en
Halle solo entre abril y octubre de 1880, probablemente debido al deterioro
de la salud de Heine, quien muri6 en 1881.La ecuacion de Heun es una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden del tipo fucsiano con cuatro
puntos singulares. Generaliza la ecuacion diferencial hipergeométrica que
tiene tres puntos singulares y se utiliza hoy en dia en fisica matematica, por
ejemplo, en el contexto de sistemas integrables.

El método de Euler posee un serio defecto en su aproximacion para

determinar la pendiente usando en cada paso de la iteracién.
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El paso de iteraciéon de tjatj+1 usa solo la pendiente en el punto tj al
final del intervalo. A menos que la funcion Y(t) sea esencialmente una linea
recta en el plano x-y, el uso de la pendiente evaluada solamente en un punto
terminal del intervalo resulta en el uso de una pendiente que no
necesariamente representa muy bien la pendiente promedio a lo largo del
intervalo.

Un esquema en el cual sea deseable hacer la modificacion al método
de Euler resulta de la forma:

h
Yii,1=Y; + E(F(t-,)'j) + F(tj+1:yj+1))
En el cual se usa el promedio de la pendiente a lo largo del intervalo.

Por supuesto la dificultad aqui es que debido a que no se conoce la
funcion Y(t), no se conoce el promedio de Yj,4 al final del intervalo, asi que el
esquema basado en la pendiente promedio sobre el intervalo no es
directamente posible.

Una via muy usada de ver la dependencia de la soluciéon Y (t j+1) en el
valor de Y(t) sobre el intervalo [t;, tj,1] viene de escribir la forma integral de Ia
antiderivada:

tjt1
f Y'(®dt =Y (tj,1) — Y(t)
t
De modo que reescribiendo la expresidon resulta:

Y(tjs1) =Y(t) + jt i F(t,Y(t))dt

Donde se ha usado la ecuacion diferencial Y(t)=F (t, Y). Se puede
escribir de la siguiente forma:

Y(tje1) = Y(t) + RF(& V) e,
Donde:
(F(EY))t87.]
es solo el valor medio de F (t, Y) en el intervalo.

Esto resulta hacer mas facil el intento de modificar el método de Euler
razonablemente, también hace muy claro la necesidad de obtener mas
informacion acerca de Y(t), en el intervalo para calcular Y (t) al final del intervalo.
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Algunos textos refieren el método de Heun como simplemente el
método de Euler Modificado, mientras que otros utilizan el término de Método
de Punto Medio (midpoint method) donde la pendiente es usada en cada paso
en el célculo de la pendiente desde el predictor del paso al punto medio del
intervalo; mas que el promedio basado en el punto medio de la pendiente.

Aplicacion para la evaluacién de un sistema de suspensién neumatico
semiactivo-basada en métodos numéricos de Euler, Heun y Runge-Kutta de
cuarto orden (RK4)

Autores: César Martinez, Antonio Millan, Jesus Pérez, Carlos Jiménez,

Juan Arcila, Wilmer Sanz.

Las nuevas tecnologias estdn estrechamente ligadas al automovilismo, es
mas, podria decirse que una de las dreas de la industria a nivel mundial que
se mantiene como pionera en el desarrollo de nuevos avances
tecnoldgicos para sus partes componentes es el automovilismo, en el caso
particular, los sistemas de suspension de los autos no son una excepcion.
Lo que hasta hace algunos afios se habia observado en e medio
automovilistico en relacién a los sistemas de suspensidon eran las
tradicionales suspensiones pasivas, que

aun siguen vigentes en gran medida por su menor costo, pero presentan
el problema del compromiso comodidad- estabilidad; mientras mas
cémodo se disefie el vehiculo.

Menor rendimiento en el comportamiento dindmico tendrd’y viceversa. Es
aqui en donde entran en juego los sistemas de regulacién de suspensiones
semi-activos y activos, que no son mas que evoluciones tecnoldgicas de los
sistemas de suspension pasivos, enmarcados dentro de la tendencia de sus-
pensiones inteligentes, las cuales brindan una mayor eficiencia en la
estabilidad del vehiculo sin disminuir el confort del pasajero. Sus Unicos
inconvenientes son sus elevados costos y el gran consumo energético del
vehiculo que presentan.

Es por esta razén que la metodologia de este articulo se basd en obtener el
modelo equivalente del sistema de suspensiéon neumético semi-activo,
después de plantear los diagramas de cuerpo libre del sistema para
desarrollar las ecuaciones diferenciales que lo describen, para luego
obtener la solucién de las variables de salida del sistema por tres métodos
numéricos diferentes, el método de Euler, el método de Heun y el método
de Runge- Kutta de cuarto orden (RK4). Una vez obtenidas estas
soluciones, se desarrollé la interfaz gréfica, se codifico el algoritmo de
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simulacion de una escala en el dominio temporal para representar
gréficamente las variables de salida del sistema. Se elaboraron los
algoritmos de resoluciéon de las ecuaciones diferenciales que describen al
sistema mediante los tres métodos numéricos mencionados anteriormente
a través del lenguaje de programacién Visual Basic 6.0. Se elaboro el
diagrama de bloques del sistema bajo ambiente Mat- lab Simulink 6.0, se
configuro” utilizando un método numérico de paso variable (Dormand-
Prince) ode45. Por Ultimo, se introdujeron las mismas entradas tanto a este
como al software elaborado y se compararon las respuestas de las variables
de salida del sistema (Martinez, 2009).

3.3.Método de Runge-Kutta

Grandes de la Ciencia

Carl Runge

A la edad de 19 afios, tras concluir sus estudios escolares, Runge
emprendidé un viaje junto a su madre que durd seis meses y tuvo como
destino los principales santuarios culturales de Italia. Esta experiencia
marc6 una etapa significativa en su formacion personal y académica. Al
regresar a Alemania, decidio matricularse en la Universidad de Munich
con la intencién inicial de estudiar literatura, area que despertaba su
interés por la cultura y el pensamiento humanistico. Sin embargo,
después de tan solo seis semanas de cursos, descubrio que su verdadera
vocacion se encontraba en el campo de las ciencias exactas, por lo que
cambio su orientacion hacia la fisica y las matematicas. Considerandose
a si mismo discipulo de Karl Weierstrass, Runge trabajo intensamente
en la busqueda de procedimientos que permitieran dar solucion
numérica a ecuaciones algebraicas complejas. Su esfuerzo lo llevo a

desarrollar un método innovador en el que las raices podian expresarse
como series infinitas de funciones racionales de los coeficientes,
constituyendo un aporte notable para el analisis matematico. Este logro
lo motivo a continuar explorando una amplia variedad de problemas en
el algebra y en la teoria de funciones, consolidando asi una trayectoria
académica marcada por el rigor y la creatividad.
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Grandes de la Ciencia

Martin Wilhelm Kutta

Martin Kutta recibié su educacién universitaria en matemadticas en la
Universidad de Breslau, donde estudi6 entre 1885 y 1890.
Posteriormente, continud su formacion académica en la Universidad de
Munich, desde 1891 hasta 1894. Aunque las matematicas fueron siempre
su disciplina central y su principal interés, Kutta mostrd6 una notable
curiosidad intelectual y un amplio abanico de inquietudes. Durante sus
afos de estudio explordé campos diversos como los idiomas, la musica, la
literatura, la historia y el arte, buscando enriquecer su vision del mundo y
complementar su formacién cientifica con un trasfondo cultural sélido.
Su pasion por el conocimiento lo llevd a integrar estas areas en su vida
académica y personal, aplicando lo aprendido de manera transversal. Esto
le permitié adquirir una formacion integral que trascendia lo puramente
técnico y reflejaba una auténtica vocacion humanista. En 1901, publico
su tesis doctoral, en la cual presentd un método que mas tarde se
convertiria en una de las herramientas fundamentales del analisis
numérico: la metodologia Runge-Kutta para la resolucion de ecuaciones

diferenciales ordinarias (EDO). Este aporte, realizado en colaboracion
con Carl Runge, consolidd su legado como un matematico influyente y
dej6 una huella imborrable en la matematica aplicada y en la ingenieria.

La convergencia lenta del método de Eulery lo restringido de su region
de estabilidad absoluta lleva a considerar métodos de orden de convergencia
mayor. Se conoce que en cada paso el método de Euler se mueve a lo largo
de la tangente de una cierta curva que esta "cerca" a la curva desconocida o
buscada.

Los métodos Runge-Kutta extienden esta idea geométrica al utilizar
varias derivadas o tangentes intermedias, en lugar de solo una, para aproximar
la funcidn desconocida. Los métodos Runge-Kutta, mas simples se obtienen
usando dos de estas derivadas intermedias.

Una mejora es que para cada intervalo h, se toman varios puntos
intermedios y se calculan en ellos las pendientes o derivadas. Se gana en
precisiéon a cambio de un aumento notable del tiempo de célculo. El uso de las
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series de Taylor como elementos de aproximacion posee ciertas caracteristicas
deseables, particularmente su habilidad de mantener pequefio el error.

Esto implica una fuerte desventaja, como lo es requerir de la evaluacién
de las derivadas de orden superior de la funcidén F (t, y).

En el método de las series de Taylor, cada una de estas derivadas de
orden superior son evaluadas en el punto tj, al comienzo del intervalo, en
atencién a evaluar Y(tj+1) al final del intervalo. Se sabe que el método de Euler
puede ser mejorado por el célculo de la funcién F (t, y) a un punto predictor
lejos al final del paso ent.

Runge-Kutta, apunta a las caracteristicas deseables del método de las
series de Taylor, pero reemplaza los requerimientos de evaluaciéon de las
derivadas de orden superior con el requerimiento de evaluar F (t, y) en los
mismos puntos dentro del intervalo tj a t;,4.

Debido a que inicialmente no es conocido a que puntos del intervalo
las evaluaciones deben ser hechas, es posible elegir esos puntos en tal forma
que el resultado sea consistente con la solucidon de la serie de Taylor para
algunos en particular, los cuales darédn el nombre al orden del método de
Runge-Kutta.

Inicialmente, partase de la derivacién del hacia adelante, el cual no es
particularmente Gtil en la practica, es muy interesante para entender los
métodos de Runge-Kutta. Partase de escribir la serie de Taylor de la soluciéon
Y(t) en la forma:

2
Y(t+h) =Y(t) + hF(t,Y) + h? Y’ (t) + 0(h®)

Se hatomado la ecuacién diferencial Y'(t)=F (t, y) para evaluar Y(t), pero
esta se mantiene para evaluar Y"(t).

Usando el resultado inicial de la diferenciaciéon de la funcidén como F (t,
y(t)), se tiene:

Y'(t) = F(t,Y) + F, (£, Y)Y (t)

Donde los subindices t indica diferenciacidén parcial respecto a t,
manteniendo y constante; y en forma similar para el subindice y. Debido a que
Y'(t)=F (t, y), se puede escribir lo siguiente:

Y (t) = Fo(t,Y) + F (£, Y)F(L,Y)

Y el desarrollo en series de Taylor se transforma en:
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2
Y(t+h) = Y(t) + hF(t,y) + % [F.(t,Y) + F,(t, Y)F(t,Y)] + O(h®)

El método de Runge-Kutta asume que el valor correcto de la pendiente
sobre el intervalo puede ser escrito como una combinacion lineal de la funcidn
F (t, Y) evaluado a ciertos puntos dentro del intervalo.

Analisis de la estabilidad transitoria en sistemas eléctricos de potencia
por el método de Runge-Kutta

Autor: Jonathan Fernando Quisilema-Quinaluisa

Este articulo presenta una breve introduccién y desarrollo de un método de
integracién numérico conocido como Runge-Kutta, con el fin de estudiar el
comportamiento en el estado transitorio de los sistemas de energia eléctrica,
teniendo en cuenta que existen multiples métodos para la resolucién de este
problema. Sin embargo, se han considerado las ventajas de usar el método
mencionado: alta velocidad de convergencia en comparacién con métodos
como Euler o el Euler modificado. Al enfatizar sus caracteristicas y su baja tasa
de error, nos permiten encontrar una solucién viable a los problemas
inherentes al comportamiento de los sistemas de energia eléctrica.

Ademas, debe tenerse en cuenta que la naturaleza de este articulo radica en
el modelado clasico de un generador, esto para dar paso al anélisis que se
llevara a cabo, teniendo en cuenta los componentes clave en el caso a estudiar,
y considerando los efectos que ocurren cuando este modelado permite que el
método actle para conocer un comportamiento en relacion con los tipos de
fallas que pueden ocurrir, como salidas de linea, problemas de carga, indices
daninos dentro de los pardmetros operativos, problemas de generacidon
(vinculados a él cambios desde los angulos de los motores y los tiempos de
correccion para a un estado estable) y componentes relacionados con el
concepto de la barra infinita (Quisilema-Quifaluisa, 2021).
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Introduccién a la mecanica de fluidos: las ecuaciones de Euler y Navier-
Stokes.
Autor: Keyna Gonzalez Armas

Las ecuaciones de Euler son fundamentales en la dindmica de fluidos,
ya que proporcionan una formulacién matematica simplificada para describir
el movimiento de los fluidos sin considerar los efectos viscosos. Desarrolladas
por Leonhard Euler en el siglo XVIII, estas ecuaciones fueron un paso clave en
la evolucion de la mecénica de fluidos, sirviendo como base para las mas
complejas ecuaciones de Navier-Stokes. Su aplicaciéon es crucial en problemas
donde la viscosidad es despreciable, como en la aerodindmica, la
hidrodindmica y el estudio de flujos ideales. Ademas, han sido esenciales en
el desarrollo de la fisica y la ingenieria, permitiendo la comprensién de la
conservacion del impulso y la energia en fluidos en movimiento.

En este trabajo sobre la dindmica de fluidos, se ha realizado un anlisis
detallado de las ecuaciones de Euler y NavierStokes, que son las bases tedricas
para describir el movimiento de los fluidos. Mediante la deduccion de estas
ecuaciones a partir de las leyes fisicas fundamentales, se ha buscado
comprender cdmo se relacionan las propiedades fisicas de los fluidos con su
comportamiento dindmico. Ademas de explorar las distintas formulaciones de
las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes, hemos conocido el concepto de la
vorticidad, y se han introducido las distintas cantidades conservadas asociadas
a ambas ecuaciones.

Estas cantidades, como la masa, el impulso y la energia, tienen un papel
fundamental en la descripcién de los fenédmenos fluidos y son ‘Gtiles para
entender los principios fisicos subyacentes. El trabajo se concluye con el

estudio de algunas soluciones elementales exactas de las ecuaciones
(Gonzélez, 2023).

Simulacién unidimensional del comportamiento dinamico de una tuberia
horizontal biempotrada que transporta flujo bifasico gas - liquido usando
un modelo homogéneo

Autor: David Guillermo Castillo Neciosup

El trabajo analiza la dindmica de una tuberia horizontal biempotrada
que transporta un flujo bifasico gas-liquido, utilizando un modelo homogéneo
sin deslizamiento. Este tipo de flujo es comin en industrias como la nuclear y
de hidrocarburos, donde las vibraciones inducidas pueden generar fallas
estructurales. Para estudiar este fendmeno, se establece una ecuacién de
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movimiento basada en la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, que permite
modelar la flexién de la tuberia bajo la influencia del flujo. La ecuacién
resultante es una ecuacién diferencial parcial acoplada, la cual se discretiza
mediante el método de Galerkin para obtener un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, facilitando el anélisis de estabilidad y la respuesta
estructural del sistema.

Dentro de este estudio, la ecuacidn diferencial de Bernoulli es relevante
en la modelizacion del flujo bifasico, ya que permite describir la variacién de
velocidad y presion del fluido a lo largo de la tuberia. En este contexto, la
ecuacion de Bernoulli se utiliza para derivar expresiones clave en la
conservacion de energia y el célculo de la velocidad del fluido en funcién de
la fraccién de vacio. La formulacién homogénea empleada en el modelo
asume que ambas fases del fluido se mueven con la misma velocidad, lo que
simplifica el andlisis sin necesidad de considerar términos adicionales de
deslizamiento entre fases. Este enfoque es util para predecir como las
propiedades del flujo afectan la estabilidad fluido-eléstica y la respuesta
dindmica de la tuberia.

Los resultados obtenidos muestran que la frecuencia de vibracion
disminuye a medida que aumenta la velocidad de la mezcla, lo que indica una
mayor inestabilidad estructural en condiciones de alto flujo. Ademas, se
observa que la fraccion de vacio influye directamente en la respuesta
estructural, aumentando la amplitud de las vibraciones cuando la fraccién de
gas es mayor. Estos hallazgos coinciden con datos experimentales previos,
validando el modelo matematico propuesto. En conclusién, el estudio
proporciona un marco tedrico sélido para comprender el comportamiento de
tuberias sometidas a flujo bifasico, destacando el papel inestabilidad fluido-
elastica y las vibraciones inducidas por el flujo (Neciosup, 2024).
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TALLER INTRA-CLASE

ACTIVIDAD 1. CRUCI-ECUACIONES

1. M¢étodo numérico avanzado para resolver ecuaciones diferenciales utiliza una
combinacion ponderada de evaluaciones de la pendiente para lograr mayor
precision.

2. Me¢étodo para resolver ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes variables
asume una solucion de la forma.

3. Método numérico de primer orden para resolver ecuaciones diferenciales es
también conocido como el método de la tangente.

4. Qué método numérico utiliza una correccion a la pendiente inicial promediando
los valores al inicio y al final del intervalo.

5. Ecuacion diferencial no lineal de primer orden.

6. Ecuacion diferencial de primer orden

7. Ecuacion diferencial cuyo comportamiento de sistemas que cambian con el
tiempo. Sus soluciones pueden ser exponenciales, senoidales o una mezcla de
ambas.
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ACTIVIDAD 2. ;Pon a prueba tu mente y revela todo tu conocimiento
resolviendo esta sopa de letras desafiante!

W R R H X G B K | P A L A Q L L W
Q E cC T A M M Q@ C P K S F J K D
A H T Q C J O | F z M D S M J G
I L Y W V H M R E X N F O H H H
N W u E B A A H Y O F B D H G F J
G E Il R N G Q E L A E G J F D N
E R P T | F T wW QL V H K F S V
N T O D K b O @ AP C J N D A N
Y N Y V S K b 0O X K Vv S zZ B
E U L OV Y A O X zZz M Z L D A X A
R | L ¢ F T F A C X P P M X Q C Q
I O K I H G C O E F c | E N T
A C J R U H J v M L O N P W V E
E S H E Y wJ ME T OD O OE B R
S D G M T K z v C Q U V Y R N T
X F F U F L E B v U Y C T T MY
Z G D N X E C I A R T X R Y R U
Z N S Y Z u L M B J R zZ O U G I
U R A O | T E G R A N T E | B O

* Exacta Modelado

e Integrante Numérico

* M_étOd? Coeficiente

e Dinamica Tangente

e Ingenieria Raices
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ACTIVIDAD 3. jConecta las pistas y descubre el misterio! Une con lineas
las respuestas de estos acertijos y pon a prueba tu ingenio.!

Soy una ecuacion especial, no soy
lineal y no soy trivial. Si aplicas un Ecuacién de Bernoulli
cambio de variable, en una
ecuacion lineal me convertiré.
(Quién soy?

Si conoces una solucion particular Ecuacion diferencial lineal

y haces un cambio de variable, me de orden superior

conviertes en una ecuacion lineal.
Aparezco en modelos dinamicos y
aveces soy dificil de resolver. ;Qué
ecuacion soy?

Soy un método sencillo y eficaz,

uso rectas tangentes para aproximar Ecuacién de Cauchy-Euler

soluciones. Avanzo paso a paso, sin
necesidad de integrar directamente.
¢De qué método estoy hablando?

Sin mi, entender los sistemas
dindmicos seria muy dificil.
Dependo de coeficientes
constantes y cuando mis raices son
complejas, mi solucién es una
oscilacion. ;Qué tipo de ecuacion
soy?

Ecuacion de Riccati

Me utilizan para entender el flujo
de aire en tineles de viento o la
trayectoria de un proyectil. Mi
nombre viene de dos grandes
matematicos y mis coeficientes Método de Euler

dependen de potencias de una
variable. ;Quién soy?
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ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA

Responda las siguientes preguntas:

:Qué ventaja tiene el Método de Heun sobre el Método de Euler en
términos de precisién?

.En qué casos seria mas conveniente utilizar el Método de Heun en lugar de
otros métodos numéricos?

;Cudl es la ecuacién general del Método de Heun para resolver ecuaciones
diferenciales?

:Qué es el Método de Runge-Kutta y para qué se utiliza?
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SOLUCIONARIO
CAPITULO 1
TEMA: Ecuacién diferencial ordinaria lineal y no lineal

Escoja e indique el tipo, orden, grado, variable dependiente (y) variable
independiente de las siguientes ecuaciones diferenciales.

1. dy+(3xy+cosx) dx=0

a) ordinaria, primer orden, primer grado, lineal, variable dependiente (y),
variable independiente (x).

8%y 3, 9y _
Z.ax2 xy” + at—O

b) parcial, segundo orden, primer grado, no lineal, variable dependiente (y),
variables independientes (x, t).

TEMA: Ecuaciones Diferenciales Homogéneas y no Homogéneas
1) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas.
a) (x?2 + y»dx + (x> —xy)dy =0

- Resolucioén.

1. Una ecuacién es homogénea si los términos que acompafian a dx y dy son
funciones homogéneas del mismo grado.

e x?+ y?es homogénea de grado 2.

e x? —xy también es homogénea de grado 2.

Por lo tanto, es una ecuacion homogénea.
2. Sustituciony = vx =2 dy =vdx + xdv
Sustituimos y = vxy

o 2 =122

e xy=vx?
e dy=vdx+xdv

La ecuacién queda entonces como:
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(x? + v2x¥)dx + (x? — vx?)(vdx + xdv) = 0
x?(1+v®)dx + x*>(1 —v)(vdx + xdv) =0
x>(1+v)dx +x?2(1—v)dx+x3(1 —v)dv =0
*’[1+v)+ A —-v)v]ldx +x3(1—v)dv =0
1+v)+A-vIv=14+v>+v—-v:=1+v
x2(1+v)dx+x3(1 —v)dv =10

1+v
de+(1—v)dv=0

3. Separacion de variables.

f (%) dx = In|x| + C;
[~
(=t (e (- ()

= —[1dv+ [ (%)dv

= —v+2f (ﬁ)dv

4. Sustituimosu=14+v=>du=dv,v=u-—1:

T Ty

1+v
=({1+4+v)—In|1+ v

—v+2[(1+v)—Injl+v|]]=—-v+20+v—1In|]1+v|)
=—v+2+2v—-2In|1+v|=v+2—-2In|1+v|

85



Ecuaciones diferenciales con aplicaciones practicas: Enfoques didécticos para la ingenieria

quimica
y y
In|x]| =v+2-2In|1+v|+C 1n|x|=;+2—21n|1+;|+c
dy _ x7y
b);_x+y

- Resolucioén:

. ) ) L d
1. Realizamos un cambio de variable como la ecuacidn tiene la forma é =

f(%) es conveniente hacer el cambio de variable.

B ﬁdx_ N dx
y = vXx dy_v xdv

dx x-—vx

vV+x—=
dv x+vx

dx x(1-v) 1-v

_.l_ — =
VT x(1+v) 14w
2. Aislamos dv/dx:
dx_l—v
Yoo "1+v Y
1—v 1-v—v(+v) 14+v-v-v® 1-2v-v?
1T+v U7 1+ v B 1+v T 14w

dv 1-2v—v? dv 1-2v—v?
Xr—=— S =
dx 1+4+v dx x(1+v)

3. Realizamos una separacién de variables.

1+v d _1d
1—2v —p2 v_x x

4. Integramos en fracciones parciales.
1-2v—v? =-(w?+2v-1)

v2+2v—-1=Ww+1)?-2
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I—f( 1+v )d— f( 1+v )d

B 1—2v—v? V= vi4+2v—1 v
u=v+1=>du=dv, v=u-—1

v2+2v—-1=w-1>2?4+2w-1D—-1=u?>-2u+1+2u—2-1=u>-2

1+v=1+@w—-1)=u

~J (=) du

uz-—2

1
w=u?-2 =dw=2udu =>§dw=udu

u 1r1 1 1
— = —— | — = —— = —— 2 _
f (u2 _Z)du 2fwalw 2ln|w| +C 2lnlu 2|+ C

u=v+1au?-2=@wW+1)?-2=v?2+2v-1

1+v
1—2v—v?

/

1
dv = —Elnlv2 +2v—-1|+C

5. Integramos el lado derecho.
1
f (;) dx =In(x)+C
6. Igualamos ambos lados de la ecuacién:
1
—Eln|v2 +2v—1| =Inlx|+ C

In|v? +2v—1| = —2In|x| + C

v:24+2v-—1 v:24+2v—1
In|———|=C">——=C
x X

y? + 2xy — x?
x2 = x* =C

7. Finalmente multiplicamos todo por "x"*4 "y obtenemos la solucién
general.

y? + 2xy —x? = Cx*
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2) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas.
a)y" —9y = —6cos3x
- Resolucioén:
1. Resolvemos la ecuacion homogénea asociada:
y'=9y=0 = r2-9=0 = r=43
Entonces la solucién homogénea es:
yh(x) = Cie3* + C,e 3%
2. Obtenemos la solucién no homogénea y,(x) paray” — 9y = —6 cos(3x)
¥p(x) = Acos(3x) + Bsin(3x)

Si calculamos las derivadas respectivas obtenemos

¥p(x) = —3Asin(3x) + 3Bcos(3x)

Vp (x) = —9Acos(3x) — 9Bsin(3x)
Sustituimos en la ecuacién:

vy (x) — 9y, = (—94cos(3x) — 9Bsin(3x)) — 9(Acos(3x) + Bsin(3x))
= —18Acos(3x) — 18Bsin(3x)

3. lgualamos al lado derecho:
—18A4Acos(3x) — 18Bsin(3x) = —6 cos(3x)
Comparando los coeficientes:

e« —184=-6 :>A=§
e« —18B=0 = B=0

Entonces la solucién particular es:

1
Yp(x) = 3 cos(3x)

[y(x) = yp(x) + y,(x) = C1e3* 4+ Ce 73 + %cos(Bx) J

b)y"' -3y = — 12t
1. Resolver la ecuacién homogénea asociada:
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y'=3y=0 = y@=e"
r2e™ —3e" =0 = e"(1r?-3)=0
Entonces:
r2—3=0 = r=4+V3
Por lo tanto, la solucién homogénea es:
Ya(t) = C1e¥? + Cre™V30
2. Proponer una solucién particular de la no homogénea
y'"—3y=-12y
yp(t) = At + B
Calculamos sus derivadas:
Yo =4, ¥ =0
Sustituimos en la ecuacién:
Yp =3y, =-12t = 0-3(At+B)=-12t > —-3At—3B=-12t
—3A=-12 = A=4
—3B=0 > B=0

Entonces y,(t) = 4t, la solucién general a la ecuacion es:

TEMA: Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Indique el tipo y el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales parciales.

Tipo: Parcial -
0%u 0%u

Orden: Segundo E*‘Z'x'}/'a—yz+u=1

Tipo: Parcial ‘

Orden: Tercero
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o e gy
d0x? - dy X dy? =2y
Tipo: Parcial
Orden: Segundo 0%u N u
axz X W gy 7Y

TEMA: Ecuaciones diferenciales exactas

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales exactas.

a) (5x + 4y)dx + (4x — 8y3)dy = 0

1. Verificar si es una ecuacién diferencial exacta calculando las derivadas

parciales:

M(x,y) =5x +4y; N(x,y) = 4x —8y3

aM—a(s +4y) =4
gy oy T
JON d

— =—(4x—8y®) =4
dx (')x(x 8y°)

2. Esto confirma que la ecuacion es exacta y ahora buscamos una ecuacion

F (x, y) tal que:
= _5x+4y ; =N =4x 8y

",

3. Integramos M con respecto a “x":
5x?
F(x,y) = [ (5x + 4y) dx = T+ 4xy + h(y)
4. Ahora derivamos F(x, y) respecto a y:

6F_4 + h'(y)
ay_ x Y

5. lgualamos con N = 4x — 8y3:
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4x + h'(x) = 4x — 8y* = h,(y) = —8y> - h(y) = —2y*

6. Entonces la solucién a la ecuacidn diferencial es:

5x?
[F(x, y) = ——+4xy - 2y4}

b) 2xy? — 3)dx + 2x*y +4)dy = 0

1. Verificar si es exacta o no.
M(x,y) =2xy*—3 ; N(x,y) =2x*y +4

2. Se calculan las derivadas parciales.

oM 9
— =—(2xy%2-3)=4
3y ay(xy 3) = 4xy
ON 9

— =—Q2yx2+4)=4
92 ax(yx +4) = 4xy

3. Encontrar la funcién exacta F(x, y) tal que:

oF
— =M =2xy* -3

0x

4. Ahora integramos M con respecto a “x”:
F(x,y) = [ 2xy? —3)dx = x%y? — 3x + h(y)

5. ahora derivamos F(x,y) respecto a "y" y lo igualamos a N(x, y):

oF
— = 2x2 !
ay 2% y+h ()

N(x,y) =2x*y+4=2x2y+ h'(y) =2x>y+4>h'(y) =4>h(y) =4y +C

6. Entonces la solucién general e implicita son:

F(x,y) =x*y? —3x+4y+C

x?y? —3x+ 4y =C
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TEMA: Curvas ortogonales

Seleccione la respuesta correcta: ;A qué curva le pertenece la siguiente

ecuacion?

E

o

P o U
C/ A MP | O|S D|I |[R|E|C|C|I |[O/N A|L |E S
R D C E
C I | L
| N o A
A A A N N
L|lI [NE |A|L R N D o
E I | E | G
S L A H D F o
C S o R E T
o M o R R
S S | E|G|U/ N D/ O/O|R|D|E|N o

| G E N

E M o

N | |

E R A

A P L

a) x> —y? =k Respuesta: La segunda figura literal b
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ACTIVIDAD 2. ;Pon a prueba tu mente y revela todo tu conocimiento
resolviendo esta sopa de letras desafiante!

J T
G G
U R
L A
Y F
Foo

L C
E A
s J

F D
G O
N O
R F
A H
M O

o o » O <X »r

M

o r» o

O

C

(@IS 2
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ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

1. Indica si las siguientes expresiones corresponden o no a una ecuacién
diferencial. Justifica con detalle tu respuesta.

- y'=ycosx
Respuesta: Si

o Justificacién: Esta expresidn contiene una funcién (y) y su derivada de
primer orden con respecto a la variable independiente (x). La igualdad
establece unarelacion entre la derivaday la funcién misma, multiplicada
por otra funcion de la variable independiente (cosx).

- u+vsenu=0

Respuesta: No

e Justificacion: Esta expresion relaciona funciones y, pero no aparece
ninguna derivada de estas funciones. Entonces, no es una ecuacién
diferencial.

5 —
- —+2v=3
Respuesta: No

e Justificacion: Parece haber un error de notacién. El término = no tiene

sentido porque no hay funcién que esté derivandose; simplemente
aparece un numero (5) entre dx. Una ecuacion diferencial correcta
deberia tener una derivada de una funcién, como o algo similar. Asi que,
como estd escrita, no es una ecuacion diferencial.

- Sx+2y5-2=6
Respuesta: No

e Justificacion: Esta ecuacion relaciona xyy, pero no contiene derivadas.
Solo son funciones algebraicas. Por tanto, no es una ecuacién
diferencial.
2. Resolver:

“Sea la funciény = 2x3 — 2x? — 13x + 22 . Comprobar que esta es la solucién
de la ecuacidn diferencial y' = 12x — 4

1.Calculamos su derivada
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y = 6x% —4x — 13

Observaciones:

quimica

Comprobar con la ecuacion diferencial dada

6x? es un término cuadratico (x?), mientras que en 12x-4 no hay x?

- Ademés, los coeficientes no coinciden.

- Son expresiones diferentes

3. Completa la siguiente tabla sobre la clasificacion de las ecuaciones

diferenciales

Ecuacidn Ordinaria o Variable Variable
Diferencial Parcial Independiente Dependiente
d . .
Yo o413 Ordinaria X y
dx
y'=+/3x— 1 Ordinaria X y
0°v _p ov  ow Parcial X, VY, Z v, W
> P ata Y
y" =senx —y Ordinaria X y
. 2v—4 Ordinaria v t
t =
3+ t2
dp Parcial t, x p
ot P

4. Clasifica las siguientes ecuaciones ordinarias o parciales, y sefala su orden,
grado y si es lineal o no lineal.

a)y'-4z*y'+(z-1)y = xz3

Orden: 2 (méxima derivada es y") Ordinaria (derivadas respecto a una
sola variable)

Grado: 1 (grado del mayor derivado)

Linealidad: Lineal (la funcién y sus derivadas aparecen en primer grado)

b) &= 1+

Orden: 2 Ordinaria (derivadas respecto a una sola variable)
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Grado: 2 (grado del mayor derivado)
Linealidad: No Lineal
c) t?2y-t3y"+6y=0
Orden: 2 Ordinaria (derivadas respecto a una sola variable)

Grado: 1 (grado del mayor derivado)

Linealidad: Lineal
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SOLUCIONARIO CAPITULO 2

ACTIVIDAD 1 CRUCI-ECUACIONES

N
o F

C AMB |l O|D|E |V A|R|I |[AB|L|E
o C
A T
R o
A R
P c O |E |F |I [C|]I |[E N |T]I|ES
E N o X
S T L A
E E | o
D G N T
o R E A
D A A S
o N L
T T
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ACTIVIDAD 2. ;Pon a prueba tu mente y revela todo tu conocimiento
resolviendo esta sopa de letras desafiante!

| | T A C C 1 R A
Q A F U N C I O N P
E A R L S D F G G L
R U O | E E Y O U I
T G Q N A U K D J C
Y F K H E B F O G A
U L A E N I L T M C
O R D E N E J E B |
P K H G F D S M S O
B E R N O U L L 1 N

Actividad 3 jCompleta los enunciados y demuestra cuanto sabes
resolviendo este reto lleno de conocimiento!

1. Pararesolver la ecuacién de Bernoulli, primero se realiza el cambio de
variable v = y1™, |o que transforma la ecuacién de Bernoulli en una
ecuacion lineal.

2. La aplicacion exitosa de este método a varias ecuaciones lineales de la
fisica matematica nos lleva a buscar una transformacion de variables
tal que en las nuevas variables |a EDP se puede resolver mediante un
ansatz separable.
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3. Una funcién homégenea es aquella que todos sus términos son del

mismo grado.

4. Unaecuacién es lineal si“y"y sus derivadas estén establecidas de forma
lineal, es decir, no estédn elevadas a una potencia mayor a 1 niaparecen
multiplicadas entre si.

5. Este tipo de ecuaciones diferenciales se resuelven mediante el método
del factor integrante, el cual es dependiente de x.

ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

Indique si las siguientes funciones son homogéneas o no homogéneas.

fx,y) =

— Homogénea

f(x,y) = x2+y> > Homogénea

f(x,y) = xy - Homogénea

fx,y) =

— Homogénea
2x+y g

Resolver la siguiente ecuacién diferencial:
(x—-—y+4)dx+ (x—y+5)dy =0
1. Verificamos si la ecuacion es exacta, calculando las derivadas parciales

respectivas:

M(x,y) +4 = oM _ 4
= —_ —_ —
X,y X y ay

N(x,y) +5 9 1
= — = — =
X,y xX—Yy Ax

2. Se concluye entonces que la ecuacién no es exacta. Por lo que
procedemos a buscar una sustitucion til, en este caso (x — y).

u=x-y = y=x—-1u

3. De esta forma obtenemos las siguientes igualdades y sustituimos en la
ecuacion original

dx=dx ; dy=d(x—u)
x—y+4)dx+(x—y+5)dy=0 > (u+4)dx+u+5)(dx—du)=0
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(u+4)dx+u+5dx—(u+5)du=0 = QRu+9)dx—(u+5)du=0
u+5

Ru+9)dx=(u+5)du = dx:2u+9du

4. Ahora, se debe integrar la expresion resultante, para esto usaremos una

sustitucién para facilitar el célculo:

u+5
fdx_f(2u+9)du
dv
v=2u+9 = dv=2du = du=7
+5_v—9+5_v—9+10_v+1
Urs>=— T2 T2

Sustituimos en la integral:

v+1
Y G 2 BN A DY LR S P
B v 2 ) 4v T4 4w

I—1 +1l lv|+C
=4vtnlv

Volvemos a la variable u:
=2u+9 I——l(Z +9)+—1l |2 +9|+C—1 +9+1l [2u+9|+C
— ﬁ — e — — —

v u 1 u 4n u 2u 2 4n u

Finalmente recordamos que u = x — y, entonces la solucién general es:

1( )+9+1l |2( )+9|=C
s =y + + mi2(x—y =

Resolver la siguiente ecuacion y elegir la respuesta correcta
(3x% —y)dx+ (3y* —x)dy =0
1. Verificamos si la ecuacion es exacta, calculando las derivadas parciales

respectivas:
oM

M(x,y)=3x*~-y = 3y =

ON
Nx,y) =3x> —x > —=-1
(x,y) xX“—x 3

2. Esta ecuacidn si es exacta por lo que debemos encontrar una funcién

potencial F(x,y) tal que:
100



Ecuaciones diferenciales con aplicaciones practicas: Enfoques didécticos para la ingenieria
quimica

OF _N=3x M=k
dy SO X T TR Y

Integramos "M" con respecto a x, y debemos derivar F(x,y) respecto a y
para comparar con N:

F(x,y) = f(3x2 —y)dx = x3 — xy + h(y)

F
$:—x+h’(y)=3y2—x > K@ =3y> > h() =y*+C

De esta forma obtenemos la solucién general:

[ F(x,y)=x3—xy+y3=CJ

Indique su solucién general

y2+y—x=y xt— yix+x=c —xy+y3=c
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quimica
SOLUCIONARIO CAPITULO 3
ACTIVIDAD 1. CRUCI-ECUACIONES
C
D|I |[F/E/IR|E|N|C|I AL
U U
N C
G H
E E E
U K U
L U L H
E T E E
R[I |[C|C|A|T]|I B|E|R|N|O UL/ LI
A N
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ACTIVIDAD 2. jPon a prueba tu mente y revela todo tu conocimiento
resolviendo esta sopa de letras desafiante!

> O =

R UHRMHXGOBIK I P AL A QL L W
E X A CTAF MMOQCUP K S F J K D
H oI 1T ¢ Db J OIlI F zZ M DS M J G
L L OY WV S HMRE X NF OH HH

R ADPTI OF T WOQ LV H K F S V

T NF OD K I D OOQAUPCJ ND A N

Y GGNY V US K D OQX K V S Z B
M zZz L D X

O O
=
—
~
T
=
o
O
O
m
M

wm
<
>
T
m
<
=
[
<
m
—

G K B DNXS ECI AR TX R Y R U
NH NS Y Z2 1 UL MB J R Z O U G I
R Y MA OI NTE GR A NTE I B O
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ACTIVIDAD 3. jConecta las pistas y descubre el misterio! Une con lineas

las respuestas de estos acertijos y pon a prueba tu ingenio.!

Soy una ecuacion especial, no soy
lineal y no soy trivial. Si aplicas un
cambio de variable, en una
ecuacion lineal me convertiré.

;Quién sovy?

Ecuacion de Bernoulli

Si conoces una solucion particular
y haces un cambio de variable, me
conviertes en una ecuacion lineal.
Aparezco en modelos dindmicos y

a veces soy dificil de resolver. ;Qué L . .
Y Q Ecuacion diferencial lineal

ecuacion soy?

de orden superior

Soy un método sencillo y eficaz,
uso rectas tangentes para aproximar

soluciones. Avanzo paso a paso, sin Ecuacion de Cauchy-Euler

necesidad de integrar directamente.
(De qué método estoy hablando?

Sin mi, entender los sistemas Ecuacion de Riccati
dindmicos seria muy dificil.
Dependo de coeficientes

constantes y cuando mis raices son
complejas, mi solucién es una
oscilacion. ;Qué tipo de ecuacion
soy?

Método de Euler

Me utilizan para entender el flujo
de aire en tlneles de viento o la
trayectoria de un proyectil. Mi
nombre viene de dos grandes
matematicos y mis coeficientes
dependen de potencias de una
variable. ;Quién soy? 104
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ACTIVIDAD COMPLEMENTARIA
Responda las siguientes preguntas:

:Qué ventaja tiene el Método de Heun sobre el Método de Euler en términos
de precision?

El Método de Heun es una mejora del Método de Euler. Su principal ventaja
es que ofrece una mayor precision al aproximar la solucién de una ecuacion
diferencial. Mientras que el Método de Euler usa solo la pendiente al inicio del
intervalo, el Método de Heun promedia la pendiente al inicio y al final del
intervalo, lo que reduce el error global. Es un método de segundo orden,
frente al primer orden del de Euler.

¢En qué casos seria mas conveniente utilizar el Método de Heun en lugar de
otros métodos numéricos?

El Método de Heun es més conveniente cuando:

o Se requiere mas precision que la que ofrece Euler, pero sin la
complejidad computacional de métodos de orden mas alto como
Runge-Kutta de orden 4.

o Elmodelo por resolver tiene cambios suaves y no necesita un método
altamente sofisticado.

o Se desea mantener un equilibrio entre eficiencia computacional y
precision.

e Se trata de problemas donde una mejor estimacion del
comportamiento futuro del sistema es importante, pero el tiempo de
calculo es limitado.

;Qué es el Método de Runge-Kutta y para qué se utiliza?

El Método de Runge-Kutta, en particular el de orden 4 (RK4), es un método
numérico de alta precision para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.
Se utiliza ampliamente porque no requiere derivadas adicionales ni
transformaciones complicadas, y ofrece gran exactitud con pasos de tamafio
moderado.

Se usa en problemas donde:

e Serequiere una alta precision en la solucién numérica.
e Otras técnicas como Euler o Heun no son suficientemente exactas.
o El comportamiento del sistema es complejo o no lineal
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