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PRESENTACION LIBRO DE MATEMATICAS

Estimados estudiantes sean bienvenidos al médulo de Matematicas. El presente libro se

construy6 de acuerdo a los principales elementos que componen la metodologia triadica bajo

los siguientes simbolos: rectangulo azul que representa el aspecto logico, el circulo amarillo

representa lo estratégico y el tridngulo rojo la parte operativa.

El presente libro DE MATEMATICAS DEL ESTUDIANTE DEL DEMING consta de dos

Matematica basica con Matematica Financiera

Matematicas de Control de proyectos y fila de espera

partes:

a.

b.
o
o
o

El presente libro pretende identificar los conceptos, aplicaciones y resolucion de la
matematica bdsica enmarcada en operaciones con numeros reales, expresiones
algebraicas y de conjuntos para enrumbar al conocimiento de probabilidades, toma de
decisiones. Enfocando a la matematica financiera enmarcada en interés simple, interés
compuesto, valor futuro, valor presente.

Analizar en la administracion de proyectos la construccion de actividades concatenadas
para calcular la programacion de ruta critica, tomando en cuenta las técnicas con base
de tiempo CPM, con una sola estimacion de tiempo o con tres estimaciones de tiempo
para dichas actividades.

Distinguir los diferentes modelos de filas de espera para tomar decisiones en beneficio

de la colectividad de la empresa.




Las Matematicas como debe saber son basicas en todo el acontecer de la vida diaria,
esta primera parte tiene como objetivo primordial realizar un encuentro entre usted y su
conocimiento adquirido en los afios de estudio de la escuela y el colegio, basandose en lo mas
sencillo del desarrollo de las matematicas, fruto de la experiencia, proporcionandole las

herramientas necesarias para el desarrollo cientifico de las mismas.

El gerente de proyectos debe amoldarse a las diferentes estructuras organizacionales

como son proyecto puro, proyecto funcional y proyecto matriz.

A La segunda parte de matematicas se toma en cuenta como el administrador debe
controlar los proyectos que tiene a su cargo, ser un verdadero gerente y no solo un jefe, para
afianzar la estructura de fragmentacion del trabajo, asi como debe realizar el control del

proyecto.

Los mecanismos de reporte como los graficos de barras, diagramas Gantt cronogramas

de seguimientos de costos.




OBJETIVOS TRICEREBRALES DEL MODULO

PROCESO

OBJETIVO GENERAL

OBJETIVO ESPECIFICO

. Logico

Reorganizar el conocimiento de
las reglas basicas de la

Matematica

Identificar los diferentes

axiomas propiedades y

operaciones con nimeros reales

Asociar las leyes de los

exponentes en operaciones con

expresiones algebraicas,
ecuaciones lineales y
cuadraticas

Resolver los diferentes casos de
Matematica financiera, valor
futuro 0 presente y

amortizaciones etc.

Reforzar el conocimiento de
Gerencia de proyectos, control
de ruta critica y probabilidades

para tomar decisiones.

Conocer el tratamiento de filas
de espera y su aplicacion

practica en la vida real.

Definir qué es un proyecto, jefe

de proyecto y gerente de

proyecto
Establecer  las  diferentes
estructuras  organizacionales,

ventajas y desventajas.
Disefar la programacion de ruta

critica, su calculo y cuidado.

Seleccionar probabilidades para
tomar decisiones en pro del bien
de la empresa utilizando la

transformada Z.

O Estratégico

Incentivar el uso de juegos
numéricos, para despertar el

amor a la matematica

Utilizar juegos electronicos y

mecanicos

Aplicar a gastos personales,

presupuesto familiar, viajes




. Operativo Ejercitar y resolver problemas | Resolver gjercicios de

de la matematica bésica operaciones con nimeros reales

desarrollar  ejercicios  con
expresiones algebraicas,
ecuaciones de primer y segundo

grado

Aplicar los diferentes casos de
Usar  adecuadamente las | interés simple y compuesto
soluciones de filas de espera de | valor  futuro  presente y

los diferentes modelos. amortizaciones

Implementar un  proyecto
completo de actividades para
creacion de empresa.

Utilizar adecuadamente las
soluciones de filas de espera de
los diferentes modelos.
Administrar con precision las
relaciones entre el personal de
atencion al cliente y sus

necesidades.

Tomar decisiones orientadas a

mejorar la atencion al cliente en

tiempo y servicio

Evaluacion tricerebral del mdodulo

El estudiante debe obtener, como minimo 7 puntos para aprobar el médulo. El puntaje se

considerard dentro de los siguientes escenarios y bajo las siguientes consideraciones:

e Aula: Son todas aquellas actividades solicitadas por el Docente durante el tiempo de

tutoria presencial y se califica sobre 3 puntos.



e Trabajo auténomo y proyecto: Son todas aquellas actividades pedagogicas
solicitadas por el Docente después de las horas de tutoria. Se evaltia sobre 4 puntos.

e Examen final: Es la evaluacion con preguntas de base estructurada que el area
académica aplica a los estudiantes para cerrar el proceso educativo. Es importante
considerar que el examen final es sobre 3 puntos, sin embargo, se considera como nota

minima 1.5 puntos, para aprobar el médulo sin presentar examen supletorio.

Acuerdos para la convivencia proporcionalista:

e Las interacciones durante la tutoria deben caracterizarse por ser una muestra clara de
buenos modales, respeto y apoyo entre los asistentes; con el objetivo de lograr una
convivencia consciente, proactiva y proporcionalista.

e Toda decision que no forme parte del Estatuto o Reglamento del Instituto Edwards
Deming debe provenir del consenso, el acuerdo o la votacion simple.

e Es obligatorio el uso de la lengua erudita (sin jerga o términos fuera de tono).

e Toda critica u opiniéon contraria debe ser expresada con responsabilidad, y de
preferencia acompaiada de una contrapropuesta.

e FEluso de la palabra se realiza solo después de autorizacion y con una duracién que no
abuse del tiempo de los demas.

e Una vez establecido el horario de trabajo se debe abogar por el cumplimiento exacto y
total del mismo.

e Mantener la limpieza y belleza ambiental del lugar de trabajo.

e En presencia de cualquier tipo de conflicto. Respetar las divergencias, proponer la
negociacion o buscar intermediacion.

e Respetar la asignacion de liderazgos.

e Aplicacion del principio “Quien esta decide, quien est4 ausente cumple”

e El grupo de trabajo estard en la obligacion de defender y preservar el cumplimiento de
estos acuerdos de convivencia; y frente a una situacién particular podra proponer

nuevas consideraciones.



Estrategias metodologias y recursos didécticos triadicos

Recursos metodologicos

para cerebro izquierdo

Recursos metodologicos

Recursos metodologicos

para cerebro central | para cerebro derecho

Elaborar conceptos

(definiciones).
Clasificacion de ideas
Construir juicios

Elaborar argumentaciones
Exposicion magistral
Cuadro sinoptico

Consultar y resumir

informacién
Cuestionarios
Resumen de temas
Grupos de discusion
Problemarios
Estudio de casos

Comentario de ideas

Resolucion  Practica  de
egjercicios
Andlisis e interpretacion
Juegos

Folletos tematicos
Entrevistas
Exposicion de temas

Construccion y aplicacion

del conocimiento
Consultas en Internet
Visitas dirigidas
Calendarios de contenido

Album tematico

Racionamiento ladico de

ejercicios de la vida real
Uso de videos
Grabacion de videos
Dinamicas de grupo

Creacion colectiva.
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1.1 Resultados de aprendizaje:

1.1.1 Define la teoria de conjuntos en espacio y tiempo.
J Identifica y reconoce las diferentes clases de conjuntos.

o Contrasta conceptos teoricos de conjuntos.

O

J Destaca la importancia de los conjuntos

o Realiza conversion de diferentes formas de representacion de conjuntos.
o Desarrolla habilidades para la resolucion practica de conjuntos y sus

operaciones.

1.2 Nocion de Conjunto

El concepto de conjunto es intuitivo y se podria definir como una "coleccion de objetos"; asi,
se puede hablar de un conjunto de personas, ciudades, gafas, lapiceros o del conjunto de objetos

que hay en un momento dado encima de una mesa.

Un conjunto estd bien definido si se sabe si un determinado elemento pertenece o no al
conjunto. El conjunto de los boligrafos azules esta bien definido, porque a la vista de un
boligrafo se puede saber si es azul o no. El conjunto de las personas altas no esté bien definido,
porque a la vista de una persona, no siempre se podra decir si es alta o no, o puede haber

distintas personas, que opinen si esa persona es alta o no lo es.

Definicion. Conjunto es una coleccion, reunidon o una agrupacion de objetos que poseen una

caracteristica o propiedad comun bien definida.

Para establecer si un objeto pertenece o no a un conjunto, debe verificarse que posea la
caracteristica o propiedad declarada por el conjunto. De ahi que es importante que esta

caracteristica no sea ambigua.
Los conjuntos usualmente se denotan con letras mayusculas del alfabeto espafiol.
Algunas agrupaciones que representan conjuntos son:
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- Los numeros enteros.

- Los animales en extincion.

- Los nimeros primos.

- Los operadores de telefonia celular.

Todas estas agrupaciones poseen una caracteristica que puede ser verificada con precision. Para

decir que x es un elemento del conjunto A, escribiremos x € A. Para decir que x no esta en 4,

escribiremos x & A.

1.2.1 Representaciones de un conjunto

La descripcion de un conjunto se puede realizar de las siguientes maneras:

Por COMPRENSION, para referirnos a alguna caracteristica de los elementos.

Por EXTENSION o TABULACION, cuando se listan todos los elementos.

Ejemplo:
Por comprension

B={x/xeN,x]|6}

C={x/xeN,6|x,x<12}

D={xeR/x?—-3x=0}

E={xeN/x=2n,neZ}

lectura

“B es el conjunto de todos los numeros

naturales que sean divisores de 6”

“C es el conjunto de los nimeros naturales
divisibles por 6 que sean menores o iguales
que 127, o bien, “C es el conjunto de los
multiplos de 6 que sean menores o iguales

que 127

“D es el conjunto de los nimeros reales que

sean raices de la ecuacion x> — 3x = 0

“E es el conjunto de los nimeros naturales
que se obtengan de multiplicar 2 por un
nimero entero”, o bien, “E es el conjunto de

los nimeros naturales que sean multiplos de

27’
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Por extension

B= {1,236
C=1{6,12}
D= {0,3}
E=1{24,6.)



F={xeR/x?=x} “F es el conjunto de todos los nimeros reales |F = {0,1}

que coincidan con su cuadrado”

1.3 Representacion Grafica a través de Diagramas de Venn
A veces es conveniente representar los conjuntos graficamente, mediante un diagrama, para no
perdernos entre simbolos.

La representacion mas usada es la conocida con el nombre de Diagrama de Venn: el conjunto
universal se representa mediante una superficie rectangular y los conjuntos con los que estamos

trabajando, mediante circulos o superficies cerradas.

Los elementos correspondientes al conjunto se colocan en la superficie que representa al

conjunto y el resto se colocan fuera de ella.

Asi,siU = {0,1,2,3,4,5,6} y A = {2,4,6}, entonces el diagrama correspondiente seria:

GRAFICO N.: 1 REPRESENTACION DE CONJUNTOS

U U

Fuente: Autoria Propia
Elaborado por: Ing. Alex Suarez

1.4 Conjuntos Especiales

Conjunto Vacio. - Un conjunto que no tenga elementos se llama conjunto vacio y se representa por
el simbolo @.
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Muchas veces, en matematicas, para indicar que un objeto no existe se representa

simbdlicamente por x € @.

Igualdad entre conjuntos. - Si dos conjuntos tienen los mismos elementos, decimos que dichos
conjuntos son iguales.

Si dos conjuntos A y B son iguales, se indica con la siguiente notacion A = B.

Si dos conjuntos A y B no son iguales, se indica con la siguiente notacion A # B (4 es distinto

de B).

Inclusidn entre conjuntos.

A veces, unos conjuntos tienen unos pocos elementos mas que otro, es decir, todos los elementos
de uno de ellos estan en el otro, en ese caso diremos que uno de ellos esta contenido en el otro.

Que un conjunto A esté contenido en un conjunto B se representa simbodlicamente por:

ACSB

bR 1Y

Sinénimos de la frase “estar contenido en” son: “estar incluido en”, “ser subconjunto de”

Evidentemente, si los dos conjuntos A y B son iguales, entonces se cumple simultaneamente

ACSByBCcA.

Para cada conjunto A, se cumple A € Ay @ S A. Los conjuntos A y @ son subconjuntos
impropios de A. Cualquier otro subconjunto de A que no sea vacio ni 4 recibe el nombre de

subconjunto propio de A.

Subconjunto propio. - Un conjunto A es subconjunto propio o estricto de un conjunto B si:

e A C B;esdecir, si todo elemento de A es un elemento de B; vy,

e hay al menos un elemento de B que no esta en A.

1.5 Operaciones entre Conjuntos
En aritmética se estudian operaciones entre numeros, (Adicidon, Sustraccion, etc.). La

operacion numérica de sumar hace corresponder a cada par de nimeros,a, b un nuevo

numero (a + b) que es su suma (resultado de la operacion de sumar).
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También es posible operar con conjuntos. En este caso, el resultado de operar dos conjuntos
serda un nuevo conjunto. Definiremos algunas de las operaciones posibles: Union,
Interseccion, Diferencia, Complemento.

Unidn entre Conjuntos. - La union entre los conjuntos A y B es un nuevo conjunto formado por los

elementos que pertenecen al conjunto A o al conjunto B. Se denota por A U B y se define como:

AUB = {x/(x€ A) V(x €B)}

Ejemplo:

SiA = {a,b,c,d,e}yB = {a,e,li,o}, entonces la union de dichos conjuntos estara formada

por todos los elementos que estén en alguno de los dos conjuntos, esto es:

AUB = {a,b,c,d,e,i, o}

GRAFICO N.: 2 Diagrama de Venn Unién de conjuntos

A B

Fuente: Autoria Propia
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

Interseccion entre conjuntos. - La interseccion de conjuntos A y B es un nuevo conjunto formado
por los elementos que pertenecen al conjunto 4 y al conjunto B. Se denota por A N B y se define
como:

ANB={x/(x€ A) A (x €B)}
Ejemplo:

19



SiA = {a,b,c,d,e}yB = {a,e,i,0}, entonces la interseccion de dichos conjuntos
estard formada por todos los elementos que estén a la vez en los dos conjuntos, esto es:

ANB = {aqa,e}

GRAFICO N.: 3 Diagrama de Venn Interseccion de conjuntos

A B

Fuente: Autoria Propia
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

Diferencia entre conjuntos. - La diferencia entre los conjuntos A y B es un nuevo conjunto
formado por los elementos que pertenecen al conjunto A, pero no pertenecen al conjunto B. Se
denota por A — B y se define como:

A—B= {x/(x€ A A-(x €B)}
Ejemplo:
SiA = {ab,c,de}yB = {a,e,i, o0}, entonces la diferencia de dichos conjuntos
estara formada por todos los elementos que estén solamente en 4, esto es:

A- B = {bcd)}
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GRAFICO N.: 4 Diagrama de Venn Diferencia de conjuntos

A

Fuente: Autoria Propia
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

Complementacion de conjuntos. - La complementacion de un conjunto A es un nuevo
conjunto formado por los elementos del referencial que no pertenecen al conjunto A. Se denota

por A’ y se define por:
A ={x/(xeU)A-(x €A}
Ejemplo:

Si el conjunto universales U = {a,b,c,d,e}y A = {b,c,d }, entonces el complementario

de A respecto de U estd formado por los elementos del universal que no estén en A, esto es:

A = {ae}

Los conjuntos { a,e } y { b, ¢, d } son complementarios.
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GRAFICO N.: 5 Diagrama de Venn Complementacion de Conjuntos

U

A

Fuente: Autoria Propia
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

Para practicar.

1. SealU =1{1,2,3,4,5,6,7,89,10,12,14} y A ={2,4,6,8,10}
B ={1,3,5,6,7,8}

C =1{3,6,12,14}
Determinar:

1. Demostrar (AUB)' = A'NnB’
2. Determinar A’ U (B N C)’
3. Determinar A — (B — C)

2. Sead =1{1,234},B = {2,4,6,8}, C ={3,4,5,6}. Realizar:
AUB

AUuC

BucC

BUB

(AuB)ucC

AU(BUC)

IS

&

=

3. Sead =1{1,234}, B = {2,468}, C ={3,4,5,6}. Realizar:
a. ANnB
b. AnC
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¢. BncC
d. AnB)nC
e. An(Bn<)

4. Tomemos a U = {1,2,3,4 ...} los nimeros enteros positivos como conjunto universal.
Sean A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6,7}, E = {2,4,6,8 ... } los numeros pares, encontrar:
a. A
b. B’
c. E
5. De 140 estudiantes de secundaria, 65 no tienen dificultades en matematica, 68 no las
tiene en lenguaje y 20 tienen dificultades inicamente en lenguaje. ;Cuantos estudiantes

tienen dificultades inicamente en matematica?

6. En una encuesta realizada en un grupo de 100 estudiantes, la cantidad de personas que
estudiaban idiomas fueron las siguientes: ruso 28, inglés 30, latin 42, ruso e inglés 8§,

ruso y latin 10, inglés y latin 5, los tres idiomas 3.

a. (Cuantos no estudian ningin idioma?
b. (Cuantos tenian el latin como tnico idioma?

c. (Cuantos aprendian ruso o inglés, pero no latin?
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RETO UNIDAD 1

Preguntas

Opciones de Respuestas

1.- La unidn de dos conjuntos A, B es:

a- AUB = {x/(x€ A) " (x € B)}
b-AUB = {x/(x€ A) < (x€ B)}
c-AUB = {x/(x€ A) = (x € B)}
d-AUB = {x/(x€ A) V(x € B)}

2.- lainterseccién de dos conjuntos A, B es

a-ANB={x/(x € A)¥(x € B)}
b-ANB ={x/(x € A) A (x € B)}
lccANB={x/(x€ A) = (x € B)}
d-AnNB={x/(x€A) < (x€B)}

3.- La diferencia de dos conjuntos A, B es

a-A—B = {x/(x € A) < =(x € B)}

-A'={x/(x e U)~-(x € A)}

-A—-—B= {x/(x € A)€~(x € B)}

-A—B = {x/(x € A) A=(x € B)}

-~-A—B= {x/(x € A)+ =(x € B)}
4.- La complementacién entre dos conjuntos es: A ={x/(x e U)A-(x € A)}

A" ={x/(x e U)(x € A)}

b
c
d
a
b
c
d
a
b
c

-A'={x/(x€eU) < =(x€ A}
5.- E una coleccion, reunion o una agrupacion de - Conjunto
objetos que poseen una caracteristica o .- Nocion
propiedad comun bien definida. - Diagrama
d.- Esquema

6.- La descripcion de un conjunto se puede
realizar de las siguientes maneras: por
COMPRENSION y por EXTENSION

a.- Verdadero
b.- Falso

7.- Si dos conjuntos tienen diferencias entre sus
elementos, decimos que dichos conjuntos son
iguales.

a.- Verdadero
b.- Falso

8.-SiA = {2,4,6,810}yB = {1,6,7,10},
entonces la interseccion de dichos conjuntos
estara formada por todos los elementos que
estén a la vez en los dos conjuntos, esto es:

a-ANB = {1,7}
b-A NB = {610}
c-ANB = {2,10}
d-A NB = {4,6,10}

9.- Si el conjunto universales U =
{2,4,6,8,10}y A = {1,6,7,10 }, entonces el
complementario de A respecto de U esta
formado por los elementos del universal que no
estén en A, esto es:

a-A = {2,4}
b-A' = {2,10,8}
c-A' = {2,4,8}
d-A' = {7,4,8}

10.- Si dos conjuntos tienen diferencias entre sus
elementos, decimos que dichos conjuntos son
iguales.

a.- Verdadero
b.- Falso
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CAPITULO II: NUMEROS NATURALES

2.1. Resultados de aprendizaje:

J Define conceptos de los diferentes tipos de numeros naturales

J Identifica y reconoce las diferentes clases de nimeros primos.
o Contrasta conceptos teodricos de aritmética.

o Analiza los tipos de niimeros y sus operaciones.

o Realiza diferentes tipos de operaciones con niimeros naturales
J Resuelve problemas con nlimeros naturales.

J Plantea modelos matematicos.

2.2. Los numeros naturales

Los nimeros naturales surgen de la necesidad de contar, de enumerar: N= {1, 2,3,4...}

Con los niimeros naturales N se puede sumar. De hecho, con la operacion suma, los

naturales forman un semi grupo conmutativo.

Con la operacion producto los naturales también tienen estructura de semi grupo

conmutativo.

El infinito de los nimeros naturales se denomina infinito numerable. Cualquier conjunto
que pueda ponerse en correspondencia biyectiva con el conjunto de los nimeros naturales se
dice que es infinito numerable. Por ejemplo, el conjunto de las potencias sucesivas de un

, : : {2, 2% 4%...} - .
numero, es decir el conjunto cuando x es distinto de 0, 1 y -1, es un conjunto

infinito numerable. El conjunto de los niimeros enteros y el de los racionales también son

infinitos numerables como se vera mas adelante.
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El conjunto de los naturales es un conjunto totalmente ordenado, es decir, existe una
relacion de orden total, lo que significa que existe una relacion de orden y que dos elementos
cualesquiera pueden ser siempre comparados entre si usando dicha relacion. Dicho de otra

forma, dados dos naturales x e y, o bien x <y, o bien y < x

Todo subconjunto A no vacio del conjunto de los naturales tiene un elemento minimo,

esto es existe un elemento x € A tal que para todo y de A se tiene x <.

Por ejemplo, el subconjunto formado por los nlimeros pares tiene como elemento minimo

a2.

2.3. Descomposicion en factores primos:

Un niimero primo es aquel nimero natural que so6lo es divisible por si mismo y por la

unidad, por ejemplo 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ..., son nimeros primos.

Hay infinitos nimeros primos. Un famoso procedimiento para encontrar nimeros primos
es la denominada criba de Eratostenes, que consiste en tomar una lista de los nimeros naturales
e ir tachando sucesivamente los multiplos de cada natural que aiin no hubiera sido tachado

previamente.

Ej:  1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,19,.............
Los niimeros primos son aquellos nimeros en rojo.
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,19,.............

Todo numero natural admite una descomposicion en producto de numeros primos. Esta
descomposicion es unica salvo el orden de los primos considerados. En el siguiente recuadro

tienes algunos ejemplos.
25= 5”2 180 =272%372%5 81 =3"4 78439 =78439

Encontrar la factorizacion de niimeros grandes es un problema con elevada complejidad
computacional, de hecho, no hay ningtn algoritmo eficiente para ello. Por eso varios sistemas

criptograficos se basan en este problema.

26



2.4. Maximo comun divisor y minimo comin multiplo.

El maximo comun divisor de dos nimeros se define, como su propio nombre indica, como
el divisor mas grande que ambos nimeros tienen en comun. Si disponemos de la factorizacion
de ambos numeros, entonces el madximo comun divisor se obtiene con aquellos factores
comunes a ambas descomposiciones y elevados al menor de los exponentes con los que

aparczcan.

El minimo comun multiplo, nuevamente como indica su nombre, es el multiplo mas
pequefio que ambos niimeros tienen en comun. Atendiendo a las descomposiciones de ambos
nimeros, el minimo comun multiplo se obtiene considerando todos los factores comunes y no

comunes, cada uno de ellos elevado al mayor exponente con el que aparezca.

Ej. Hallar el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de 180 y 250
Descomponemos los nimeros en factores primos

180 =272 *372 * 5

225 =3/2* 5”2

Minimo comun divisor : es el valor de factores comunes con su menor exponente
med =372 *5 =45

Maximo comun multiplo : es el valor de factores comunes y no comunes con su mayor

exponente.

mem =272 * 372 * 572 =900
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2.5. Los numeros racionales

Si se necesita ademas dividir, surgen los numeros racionales (o fraccionarios, o quebrados),
Q={...1/2,5/3,8/10, 238476/98745, ...}

Los racionales se obtienen a partir de los enteros afiadiendo los inversos para la multiplicacion.
La suma de dos racionales a/b y c¢/d se define como a/b+c/d=(ad+cb) /bd.

El producto de dos racionales a/b y c/d se define como ac/bd.

Dos numeros racionales a/b y ¢/d son iguales si y so6lo si ad=bc.

(En todo lo anterior, a, b, ¢ y d denotan nimeros enteros)

Un namero racional se dice que esta expresado mediante una fraccion irreducible si el

numerador y el denominador no tienen factores comunes.

De este modo, el conjunto de los racionales, con las operaciones de suma y producto tiene

estructura de cuerpo conmutativo.

En Q se pueden resolver todas las ecuaciones lineales, es decir, aquéllas de la forma ax+b=0,

con ay b racionales.

En Q se puede definir un orden total compatible con las operaciones suma y producto definidas
anteriormente y que extienda el orden existente en Z y en N. Para ello basta con definirlo como

sigue:

Dados dos nimeros racionales a/b y ¢/d, donde b y ¢ son enteros positivos (esto siempre puede

conseguirse, por ejemplo, si b es negativo basta con multiplicar a y b por -1 para obtener un
¢
numero racional igual que el dado, pero con denominador positivo), se dice que & — d siy

Cad < be ) .
solosi respecto del orden existente en el conjunto de los enteros.

Por tanto, Q con dicho orden es un conjunto totalmente ordenado.
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2.6.  Representacion decimal de niimeros racionales:

Todo niimero racional admite una representacion decimal, que es la que se obtiene al dividir el
numerador entre el denominador, por ejemplo 1/2 tiene como expresion decimal 0.5,

3405/25=136.2 y 1/3=0.33333.......

Esto puede dar lugar a dos tipos de expresiones decimales, las exactas y las periodicas. Estas

ultimas pueden a su vez dividirse en perioddicas puras o periodicas mixtas.

Expresion decimal exacta, es aquélla que tiene un niimero finito de términos. Por ejemplo: 0.5,

1.348 6 367.2982345

Estas expresiones surgen de numeros racionales cuyo denominador (en la expresion

irreducible) s6lo contiene los factores 2 y 5. Por ejemplo 1349/1000, 40/25, ...

Expresion decimal periodica es aquélla que tiene un ntimero infinito de cifra decimales, pero
de modo que un grupo finito de ellas se repite infinitamente, de forma periodica, por ejemplo

0.333333...,125.67777777... o 3.2567256725672567...

Surgen de fracciones cuyo denominador contiene factores distintos de 2 y 5, por ejemplo,

1/3=0. 33333....

La parte que no se repite se denomina ante periodo y la que se repite, periodo.
Periddica pura es aquélla que no tiene ante periodo.

Periodica mixta es aquélla que si tiene ante periodo.

Podria considerarse que las expresiones decimales exactas son periddicas mixtas, pero con

periodo 0.
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GRAFICO N.: 6: Expresiones decimales

Exacta =34.287

EXPRESIONES DECIMALES

Periodo

pura === 32.5325325...

Periodica
Periodo

- T
mixta === 431.27812781278...

Anteperiodo

Elaborado por: Ing. Alex Sudarez 1
Fuente: Autoria Propia

Reciprocamente, dada una expresion decimal exacta o periddica, puede encontrarse una

expresion racional para la misma siguiendo la siguiente norma:

Si la expresion es exacta se coloca como numerador el nlimero entero que resulta de suprimir
el punto decimal y como denominador la unidad seguida de tantos ceros como cifras se

encontraran a la derecha del punto decimal en la expresion decimal original.

Si la expresion es periodica, se coloca como numerador el resultado de restar al nimero entero
formado por el ante periodo seguido de la primera repeticion del periodo, el entero formado
por el ante periodo, todo ello multiplicado por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
significativas se encuentren a la izquierda del punto decimal. Como denominador tantos nueves

como cifras tenga el periodo seguidos de tantos ceros como cifras tenga el ante periodo.
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Ejemplos:

Posteriormente se pueden simplificar las fracciones obtenidas para conseguir la expresion

irreducible.
_ 34287
Exacta 34.287 1600
A Periodo
Periddica pura 32.3325325..= 200
999
Periodo
Periddica mixta — ~ (431278-43)1000 _ 431235000
‘%&f}f‘ws"‘ 9999()() 999900

2.7. LOS NUMEROS IRRACIONALES
Hay numeros que no son racionales, es decir que no pueden ser expresados como cociente
de dos ntimeros enteros. Por ejemplo, piensa en el nimero cuya representacion decimal es
0.1234567891011121314151617181920...

Claramente, esta representacion decimal no es exacta ni perioddica, por tanto, no puede

corresponderse con ningiin nimero racional.

Veamos otros ejemplos.
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- =1,4142135623730

Se trata de un ejemplo tipico de numero no racional con una demostracion muy sencilla de que,

en efecto, no puede ser racional

Igual que pasaba con o , no es posible dibujar con regla y compas un punto en la recta real a

distancia ¢ del origen.

Si consideramos el conjunto de todas las expresiones decimales, solamente aquéllas finitas o
periddicas se corresponderdn, como ya se vio, con numeros racionales; el resto forman el

conjunto de los niimeros irracionales. (SMITH, 2016)
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RETO UNIDAD II

Preguntas

Opciones de Respuestas

1.- El maximo comun divisor se obtiene con
aquellos  factores  comunes a  ambas
descomposiciones y elevados al menor de los
exponentes con los que aparezcan.

a.- Verdadero
b.- Falso

2.- Cudl es el M. C. Multiplo de 60; 120 y 180

a.- 360
b.- 180
c.-120
d.- 60

3.- Un nimero primo es aquel nimero natural que
solo es divisible por si mismo y por la unidad, por
ejemplo 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ..., son
nimeros primos

a.- Numeros Compuestos
b.- Numeros Primos

c.- Numeros Pares

d.- Numeros Impares

comunes, cada uno de ellos elevado al mayor
exponente con el que aparezca

2.- Cual es el M. C. Divisor 60; 120 y 180 a.- 360

b.- 180

c.- 120

d.- 60
5.- El minimo comun multiplo se obtiene | a.- Verdadero
considerando todos los factores comunes y no | b.- Falso

6.- se define, como su propio nombre indica,
como el divisor mas grande que ambos niimeros
tienen en comun

a.- M. C. Divisor
b.- M. C. Multiplo
c.- Divisor

d.- Factor

7.- El valor TU corresponde a un Numero:

a.- Irracional
b.- Natural
c.- Racional
d.- Factor

8.- Es un conjunto totalmente ordenado, es decir,
existe una relacion de orden total, lo que significa
que existe una relacion de orden y que dos
elementos cualesquiera pueden ser siempre
comparados entre si usando dicha relacion

a.- Conjunto Naturales
b.- Conjunto Reales

c.- Conjunto Racionales
d.- Conjunto Impares

9.- Los Numeros Racionales son los que tienen el
siguiente formato:

a.- a/by b>0
b.- a/b

c.- a/by b#0
d.-a/by b=0

10.- se define como, el multiplo mas pequenio que
ambos numeros tienen en comun

a.- M. C. Divisor
b.- M. C. Multiplo
c.- Divisor

d.- Factor
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CAPITULO III: NUMEROS REALES

3.1. Resultados de aprendizaje

J Define conceptos de los diferentes tipos de numeros reales

J Identifica y reconoce las diferentes clases de nimeros reales
o Contrasta conceptos teodricos de aritmética.
o Analiza los tipos de niumeros y sus operaciones.

o Analiza las partes de un todo y su concepcion porcentual

J Realiza diferentes tipos de operaciones con niimeros reales
J Resuelve problemas con nlimeros reales.
o Plantea modelos matematicos.
o Realiza operaciones de porcentajes
3.2.  Los numeros reales

La union de los racionales y los irracionales forma el conjunto de los nimeros reales.

R=QUI
El conjunto de los reales, con el orden inducido por el orden ya visto en, N, Zy, Q es un
conjunto totalmente ordenado.

Teniendo eso en cuenta, se puede representar graficamente el conjunto de los reales con una

recta, en la que cada punto representa un nimero.
Muchas de las propiedades que hemos visto para los conjuntos Q e I son heredadas por. K .
Como ya se ha visto, Q es denso en B . También es[[ densoen R .

Podemos considerar R como el conjunto de todos los limites de sucesiones cuyos términos

son numeros racionales.
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A diferencia de lo visto para N, Z y Q, el conjunto de los reales no es numerable

Veamos por ultimo un cuadro resumen de las propiedades que hemos analizado en los distintos
conjuntos de nameros.

GRAFICO N.: 7 Resumen de propiedades

+ Semigrupo

*  Semigrupo

+ Grupo

¥/ ° ° *  Semigrupo

+,* Anillo conmut. conl
ar Grupo

Q > ° > *  Grupo

+,* Cuerpo conmut.

No tiene estructura algebraica al no ser
cerrado para + y *

i Grupo

R ° ° & Grupo

+,* Cuerpo conmut.

| 2 |

Fuente: (SMITH, 2016)

3.3. Numeros Enteros

6371
L3309 36
L309 18
L209 54
L2309 54
L3309 35
L209 51
L309 7

63716027 = 38398017

Cuando se necesita ademas restar surgen los nimeros enteros Z = {... -3,-2,-1,0, 1, 2, 3...}

Los enteros se obtienen a partir de los naturales afiadiendo los opuestos para la operacion

suma.

Si a y b denotan numeros naturales, la suma de dos numeros enteros a+(-b), se define

como:
el entero positivo a-b, sia > b,
0, sia=b
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el entero negativo -(b-a) sia<b
La suma de dos enteros negativos se define como (-a) +(-b) =-(a+b)
De hecho, los enteros, con la operacidon suma tienen estructura de grupo conmutativo.
Si ademas de la suma, consideramos la operacion de multiplicacion definida como
(-a) (-b) =ab

(-a) b=a(-b) =-(ab),

el conjunto de los enteros, con ambas operaciones tiene estructura de anillo conmutativo

y con unidad.

Por cierto, ;qué hay mas?, ;niimeros enteros o nimeros naturales? Notese que se puede

establecer una correspondencia biyectiva entre ambos conjuntos, por ejemplo, como ésta:
Si n es un entero positivo

Por tanto, el conjunto de los enteros es también infinito numerable. También es un conjunto
totalmente ordenado, cuando se considera la relacion de orden definida en la forma obvia y que
extiende la relacion de orden que se tiene en N. También es cierto que en los enteros todo
subconjunto acotado inferiormente tiene elemento minimo, y reciprocamente, todo

subconjunto acotado superiormente tiene elemento maximo.
(Que son los Numeros Enteros?

Numero entero, cualquier elemento del conjunto formado por los nimeros naturales y sus

opuestos. El conjunto de los nimeros enteros se designa por Z:
z={..,-11,-10...,-2,-1,-0,1,2..., 10, 11...}

Los numeros negativos permiten contar nuevos tipos de cantidades (como los saldos deudores)
y ordenar por encima o por debajo de un cierto elemento de referencia (las temperaturas
superiores o inferiores a 0 grados, los pisos de un edificio por encima o por debajo de la entrada

al mismo...).
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Se llama valor absoluto de un nlimero entero a, a un nimero natural que se designa [a| y que es

igual al propio a si es positivo o cero, y a -a si es negativo. Es decir:

. Si a > 0, |a| = a; por ejemplo, |5] = 5;

*sia <0, |a| = -a; por ejemplo, |-5| = -(-5) = 5.
El valor absoluto de un nimero es, pues, siempre positivo.

Las operaciones sumas, resta y multiplicaciéon de nimeros enteros son operaciones internas
porque su resultado es también un niimero entero. Sin embargo, dos nlimeros enteros solo se

pueden dividir si el dividendo es multiplo del divisor.

3.2.1. Suma de numeros enteros

o Para sumar dos nimeros enteros se procede del siguiente modo:

* Si tienen el mismo signo, se suman sus valores absolutos, y al resultado se le pone el signo
que tenian los sumandos:

7+11=18

-7-11=-18

« Si tienen distintos signos, es decir, si un sumando es positivo y el otro negativo, se restan
sus valores absolutos y se le pone el signo del mayor:

7+ (-5=7-5=2

T+5=-(7-5)=-2

14+ (-14)=0

La suma de nimeros enteros tiene las propiedades siguientes:

Asociativa:

(a+tb)+c=a+(b+c)

Conmutativa:

atb=b+a

Elemento neutro: el cero es el elemento neutro de la suma,
at0=a

Elemento opuesto: todo nimero entero a, tiene un opuesto —a,

at(-a)=0
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3.2.2. Multiplicacion de numeros enteros

Para multiplicar dos nimeros enteros se multiplican sus valores absolutos y el resultado se deja
con signo positivo si ambos factores son del mismo signo o se le pone el signo menos si los
factores son de signos distintos. Este procedimiento para obtener el signo de un producto a

partir del signo de los factores se denomina regla de los signos y se sintetiza del siguiente modo:

+o+=+

+ -

-+

- =+
La multiplicacién de numeros enteros tiene las propiedades siguientes:

Asociativa;
(a-b)-c=a-(b-c)
Conmutativa:

ab=b-a

Elemento neutro: el 1 es el elemento neutro de la multiplicacion,
a-l=a
Distributiva de la multiplicacion respecto de la suma:

a-(btc)y=a-bt+a-c

3.2.3. Resta de numeros enteros

Para restar dos nimeros enteros se le suma al minuendo el opuesto del sustraendo:
a-B=a+(-b)
Por ejemplo:

5-(-3)=5+3=8
2-5=(2)+(-5=-7
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3.2.4. Porcentajes

Porcentajes (%)

Porcentaje quiere decir partes por 100

Cuando dices "por ciento" en realidad dices "por cada 100"

1 Asi

Y

100

Ejemplos: Porcentajes de 80

que 50% quiere decir 50 por 100

25%
(25% de la caja es verde)

1

109

100

(50% de la caja es verde)

quiere decir 25 por 100

100% de 80 es '%/190 x 80 = 80

Entonces 100% significa todo all.

50% de 80 es %100 x 80 =40

Entonces 50% significa la mltad.

5% de 80 es /100 x 80 =4

Entonces 5% significa 5/100ths.
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Usando porcentajes

Como "por ciento" quiere decir "por cada

que dividir por 100"

(200% de cualquier nimero es el doble

del nimero)

Un porcentaje también se puede escribir como un decimal o una fraccion

Algunos ejemplos detallados

Calcula 25% de 80

25% = 23/100

Asi que 25% de 80 es 20

Un Skateboard tiene una rebaja de 25%. El precio normal es

La mitad se puede escribir...

Como porcentaje: 50%
Como decimal: 0,5
Como fraccion: s

)  (%/100) x 80 =20

$120. Calcula el nuevo precio

Calcula 25% de $120

40

100" deberias pensar siempre que "hay

Asi que 75% quiere decir "/100

Y 100% es '%%/100, 0 exactamente 1 (100%

de cualquier nimero es el mismo numero)

Y 200% es 2%/100, 0 € xactamente 2



25% = /100 =) (*/100) x $120 = $30
25% de $120 es $30
Asi que la reduccion es $30

Quita la reduccion del precio

=)  $120-$30 =590

original
El precio del Skateboard en rebajas es $90

USANDO REGLA DE TRES

GRAFICO N.: 8 divisién porcentual

Titulo del grafico

m]l m2 u3 =4

Fuente: Autoria Propia 1
Elaborado por: Ing. Alex Suarez 3

Como se puede apreciar en este grafico el circulo representa el 100% de un pastel y cada una

de sus partes de diferentes colores es el porcentaje que corresponde a la siguiente tabla
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Tabla 1 Porcentajes

Columnal| ¥ |Columna2|

1 10%
2 20%
3 30%
4 40%,

Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

(Como se saca dichos porcentajes? Es simple con una regla de tres

El total de los datos suma 10 ese total me representa el 100% y cada valor es lo que deseo

conocer qué porcentaje corresponde asi:

10 100%

T

Como es una regla de tres directa se tiene que:

1* 100%
X= = 10%
10

PARA LOS OTROS VALORES ES IGUAL

2% 100%
X_ __________________ = 20%
10
3* 100%
X = = 30%
10
4* 100%
X = = 40%
10
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Convertir en fracciones, por simple inspeccion:

1. 22 4. 48
16 9
2 53 5 7L
8 10
3 4L 6 98
12 15

Convertir en nimero mixto:

115 354
. = 4. =
35 61
174 815
2. = 5. —
53 237
215 1563
3. = 6. ——
72 315

Sumar las siguientes fracciones:

1L 4l 2B 4. 44242
5 7 21 63

2. 24741 5. 1224132
5 4 6 6 9

3. o4+ 6. 1—+3-+10—
12 16 18 42 14 84
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RETO UNIDAD III

Preguntas

Opciones de Respuestas

1.- seleccionar el resultado correcto de:

—-3-12
-5

a. 3

b. (-3)
c.9/5

d. (-9/5)

2.- El valor absoluto de un ntimero es, pues, positivo, y en

algunos casos negativo.

a.- Verdadero
b.- Falso

3.- qué porcentaje representa 230 de 1500

a.- 153,3%
b.- 15,33%
c.- 1533%
d.- 15.330%

4.- si 830 representa 81% cuanto es el 100%

a.- 24,6
b.- 146

c.- 1.246
d.- 1.024,6

5.- seleccionar el resultado correcto de:

L345-349-8-5+6-T+5+5(-4)=

a. -8
b. 18
c.8
d.0

6.- Porcentaje quiere decir partes por

a. 10
b. 1000
c. 100
d. 1

7.- (Cual es el resultado de la siguiente operacion?
(4*(3+2*(4-2+4)))

a.- 600
b.-6
c.- 60
d.-0

8.- La union de los racionales y los irracionales forma el

R=0QUI

conjunto de los niimeros reales.

a.- Verdadero
b.- Falso

9.- Cual es el 35% de 3875

a.- 135,625
b.- 1.356.250
c.- 1.356,25
d.- 1.386

10.- seleccionar el resultado correcto de:

S5*9+6%2

a.-150
b. -33
c. 78
d.0
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CAPITULO IV: EXPONENTES

4.1. Resultados de aprendizaje:

o Define conceptos de los diferentes tipos de exponentes

o Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con exponentes.
o Contrasta conceptos teoricos de exponenciales.

o Analiza los tipos de nimeros exponenciales y sus operaciones.

o Analiza las partes de un exponente.

o Realiza diferentes tipos de operaciones con exponentes

J Resuelve problemas de exponentes.
. Plantea modelos matematicos.

o Realiza operaciones con exponentes.

4.2.  Qué es un exponente

Un exponente dice cudntas veces se utiliza la base como factor. Por ejemplo, a®> = a-a-a.

Una expresion que tiene exponentes estd escrita en notacién exponencial.

4.3. Multiplicacion con exponentes

Objetivo.: Multiplicar numeros en forma exponencial.

Con el significado de un exponente podemos desarrollar una regla para multiplicar potencias

con bases iguales.
- 8%-8?significa (8-8-8)(8-8) =8°
- 52.5%significa (5-5)(5-5:5+5) =5°
- a®-a significa(a-a-a-a-a)(a) =ab

Noétese que se pudo haber sumado los exponentes para encontrar el exponente del producto.
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_ 83_82:83+2:85
- 52+54:52+4:56
5

- a’ra=a**t=aqab a=a

4.3.1. Multiplicacion de potencias con bases iguales

Para cualquier nimero real a # 0 y para cualquier par de nimeros completos m y n,

qa™m - qh = gm+n

EJEMPLOS. Simplificar. Expresar utilizando exponentes.

I 8t.g3=g+3 =g
2. yey?eyS = ylt2es — 8
3. (a®b?)(a®b®) = (a3a3®)(b?b®)
— g3+3p2+5
= ab’

PRACTICA. Simplificar. Expresar utilizando exponentes

a. 52-5%
b. a®-a?
c. y*ry?y®

d. (mn?)(m*n®)

4.4.  Division con exponentes

Objetivo: Dividir nimeros en forma exponencial
.. .. . . . a™
La siguiente indica una regla para simplificar expresiones de la forma —
a

35_3-3-3-3-3_333_33
32 3-3 - N

Noétese que podemos restar los exponentes para encontrar el exponente del cociente.

4.4.1. Division de potencias con bases iguales

Para cualquier nimero real a excepto 0, y para cualquier par de nimeros completos m y n

a™ _
a—nzam Nconm>n
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EJEMPLOS. Simplificar. Expresar utilizando exponentes

4° 5-2 3
1. 4—2=4‘ =4

6

X -
2. > =x"%2=x*

X

5.,7

pq _ . 5-2.,7-5 _ ,,3,2
3. g PTaTT=p0q

PRACTICA. Simplificar. Expresar utilizando exponentes.

76
a. ;
b8
b. —
b4
m4
-
d x4y3
: x2y2

. — . . 52
Podemos utilizar el significado de los exponentes para simplificar =

52 5-5 1

55 5.5.5:5.5 53

., - . . . ., 52
También podemos utilizar la regla anterior para simplificar la expresion =

g_zz 52-5 — §-3

. 1
Esto sugiere que 573 = 5

4.4.2. Definiciéon. Para todo numero real a excepto 0, y para todo nimero completo m,
1

a ™=
am

EJEMPLOS. Expresar utilizando exponentes positivos
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PRACTICA. Expresar utilizando solo exponentes positivos

a) 272
b) y™*
c) 3c7?
Sabemos que cualquier nimero diferente de cero dividido entre si mismo es igual a 1. Por
. aZ . e . az 2-2 0
ejemplo, == 1. Si utilizamos la regla anterior, encontramos que S -aT =an Podemos

establecer la siguiente definicion sobre 0 y exponentes.

4.4.3. Definicion
a® = 1 Para cualquier nimero real excepto 0

EJEMPLOS. Simplificar

—2_1_1
1. 3 =% =
_ 1
2 14—F=1
3. p°=1

PRACTICA. Simplificar

a) 472
b) 1—10
c) 3°

Elevar una potencia a una potencia

Objetivo. Encontrar la potencia de una potencia.

Podemos utilizar el significado de un exponente para simplifica expresiones como (32)*.

(39" =(E)HBHEBHE?Y)

— 32+2+2+2

— 38
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Noétese que obtenemos el mismo resultado si multiplicamos los exponentes.

(32)* = 324 = 38

En general, podemos establecer la siguiente regla para elevar una potencia a una potencia.
Elevar una potencia a una potencia

Para cualquier nimero real a # 0 y para cualquier par de nimeros completos m y n,
(@™ = gmn

EJEMPLOS. Simplificar

—

) (35)4 = 354 = 320
2. ((=2)%)" = (=2)"* = (-2)°
3. (y5)3 — y5-3 — y15
4

. (m?)? =m?2 =m?*

PRACTICA. Simplificar

5. (543
6. (228
7. (a®)?
8. (n*)*

4.5. Elevar un producto o un cociente a una potencia
Objetivo: Encontrar la potencia de un producto o un cociente.

Recordemos que cuando una expresion que esta dentro de paréntesis se eleva a una potencia,

todo lo que esta dentro del paréntesis es la base. Comparemos 2n3 y (2n)3.
2n3 Significa2-n-n-n n es la base

(2n)3 Significa (2n)(2n)(2n) 2n es la base.

49



Podemos utilizar el significado de los exponentes para escribir expresiones como (2n)3 sin

paréntesis.

EJEMPLOS. Simplificar.

a) (2n)® Significa 2n)(2n)(2n) =2-2-2"n"n-n
= 23n3

= 8n3

b) (4x)? Significa (4x)(4x) =4 -4-x-x
— 4_2x2
= 16x2
c) (3a?)3 Significa (3a?)(3a?)(3a?) =3:3:3-a%?-a?-a?
— 332+2+2
— 33423
= 27a°

PRACTICA. Simplificar.

1. 3y)?
2. (6m)*
3. (2a%)
4. (4x3)?

Notese la siguiente relacion

(30.2)3 — (31612)3

— 313,273

— 33a6

Cada factor dentro del paréntesis se eleva a la tercera potencia. Podemos utilizar la siguiente

regla para elevar un producto a una potencia.
4.6.La potencia de un producto
Para cualquier par de nimero reales a y b # 0, y para cualquier nimero completo n,

(ab)" = a™ - b"
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EJEMPLOS. Simplificar.

) (3x%) =33 (x?)°
— 33X6

= 27x°

2) (5x*y5z2)* = 54 () (22)"
= 625x12y20,8

3) (=5x*y%)° = (=5)°(x")*(¥°)°
= —125x12y°

4) [(-x)*P = (—x)*

— x50

PRACTICA. Simplificar

a) (4y°)*
b) (3x*y’z%)5
) (=7x°y°)?
d [=n*P
La regla para elevar un cociente a una potencia es similar a la regla para elevar un producto a

una potencia.

4.7. La potencia de un cociente
Para cualquier par de nimeros reales a y b, excepto b = 0, y para cualquier nimero completo

n,

EJEMPLOS. Simplificar.

1) (x2)3 I CONNEY

4 (4)3 64
2

) () -
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PRACTICA. Simplificar
) (%)
b (%)

2

3

Ejercicios

Escribir como una sola potencia.

1) 33.34.3= 9) 25.24.2:
2) 57:5= 10) 27:26=
3) (5= 1) @)t =

4) (5-2-3)= 12) (4-2-3)*=
5) (3= 13) (2% =

6) [(5)']= 14) [(2*)'=
7) (8%)° 15) 7%=

8) (9 16) (4=

Expresar utilizando exponentes positivos
1) 372 2)3a7t 3) (3x)71 4) 8m1
5) cd? 6) 5¢~* 7) 4m~1 8) 471

Simplificar. Expresar sin usar exponentes.

1) 472 2) 1°* 3) 573 4) 59
5) 6° 6) 10° 7) x° g) 2
Simplificar
-3)% (-10)7
D (-2%(-2)? 2)(-5%(-5°  3) Yo
43 34 (-2)* (=5)°
) = 6) 3% 7 (-2)5 8) (-5)*
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Simplificar

1) (2°)? 2) (3%)° 3) (m®)* 4) (5y%)°
43 N
5) (2mSn*p?)? 6) (4x2yiz)* 7 (%) 3 (%)

3

10) (‘2’;2y6)2 11 (2";1”5)

Ejercicios

Escribir como una sola potencia.

1) 33-3%-3= 9) 25-24.2=
2) 57:5= 10) 27:26=
3) (5= 11) (2°)* =

4y (5-2-3) = 12)(4-2-3) =
5 (3= 13) (2°)* =

6) [(5°)' = 14) [(2°)"°=
7) (8% 15) 27%=

8) (9°) 16) (4°)* =

Expresar utilizando exponentes positivos

1) 372 3)3at 5) (3x)71 7) 8m
2) cd! 4) 5¢c~* 6) 4m-! 8) 471

Simplificar. Expresar sin usar exponentes.

1) 472 2) 17 3) 573 4) 50
5) 6° 6) 10° 7) x° 8) 27
Simplificar
-3)6 (—10)7
D (2427 (=557 3 X N o
43 34 (-2)* (=5)°
3) 35 %) 3 D o 8 o

EJERCICIOS TOMADOS DE (SMITH, 2016)
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RETO UNIDAD IV

Preguntas Opciones de Respuestas
1.- Una de las Propiedades de la Potencia dice que: a® = 1 | a. Verdadero
b. Falso
2.- La potencia de un producto: Para cualquier par de | a. Verdadero
numero reales a y b # 0, y para cualquier nimero completo | b. Falso
n, (ab)" = a™/b"
3.- Aplicando una de las Propiedades de la Potencias al | a. a®
o aB+a”16 b.a®
siguiente ejercicio el resultado es: - = c. a-16
d. 1
4.-  Aplicando una de las Propiedades de la Potencias al | a. 1/a™1®
16
siguiente ejercicio el resultado es: a™1¢ = b. 1{ @
c.a
d. al®
5.- Elevar una potencia a una potencia: Para cualquier | a. Verdadero
, . , b. Falso
numero real a # 0 y para cualquier par de numeros
completos my n, (a™)™ = a™"
6.- Aplicando una de las Propiedades de la Potencias al | a. a®
siguiente ejercicio el resultado es: a 8 xa® xa® xa 1 = | b.q78
c.a”16
d. 1
7.- en la notacién a™ a. a = base ;m = exponente
b. m = base ; a = exponente
c. a = base
d. ninguna
8.- Aplicando una de las Propiedades de la Potencias al | a. a®b®
siguiente ejercicio el resultado es: b.a 5p~°
1113
c.ab
(a—Sb—Z)(aSbll) — d a_llb_l?’
9.- Aplicando una de las Propiedades de la Potencias al | a. a®
siguiente ejercicio el resultado es: a 8 xa 8/a® xa™1® = | b. a7
c.a”16
d. 1
10.- Si aplicamos la Propiedad de la Potencia al siguiente | a. g™/™
m
enunciado a—n; el resultado es: b. ™"
a m-—-n
c.a
d.a™™"
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CAPITULO V: EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.1.Resultados de aprendizaje:

e Define conceptos de expresiones algebraicas

e Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones de expresiones

algebraicas.

e Contrasta conceptos tedricos de expresiones algebraicas.

e Analiza los tipos de expresiones algebraicas y sus operaciones.

e Analiza las partes de una expresion algebraica.

e Realiza diferentes tipos de operaciones con expresiones algebraicas
e Resuelve problemas con expresiones algebraicas.
e Plantea modelos matematicos.

e Realiza operaciones con expresiones algebraicas

1.2.Expresiones algebraicas

Es una coleccion de variables y nimeros reales.

Sobre ellas se pueden aplicar sumas, divisiones, multiplicaciones, divisiones, potencias y

extraccion de raices.

Algunos Ejemplos de expresiones Algebraicas son:

3
—S5x+ 6 2xy+ X
x —_— —_—
v Jy-1
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N
Si X es una variable, entonces un monomio en X es una expresion de la forma &% | en donde
a es un numero real y n es un entero no negativo. Un binomio es la suma de dos monomios y

un trinomio la suma de tres monomios

monomio binomio trinomio |
5x 5x+2 ki)

Recuerda siempre que un monomio tiene solo un término, un binomio dos términos y un

trinomio tres términos.
Polinomios: Un polinomio en X es la suma de cualquier nimero de monomios.
Definicioén: Un polinomio en es una suma de la forma:

ax'+a x"+..+tax+a

. . (7 , . .
Donde n es un entero no negativo y cada coeficiente de ~ ¢ es un numero real. Si es diferente

de cero, se dice que el polinomio es de grado n

El coeficiente & de la potencia mas alta de X es el coeficiente principal del polinomio.

Ejemplos de polinomios:

Ejemplo Coeficiente principal Grado
3x' +5x° +(—T)x+4 = 4
x*+9x" +(=2)x 1 :
—5x* +1 -3 2
8 8 0
Ix+2 7 1

Ejemplos de expresiones que no son polinomios:

1
a) —+3x b) c) 3x’+\/;—2

X x+2
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En el primer ejemplo el exponente de X es negativo contradiciendo la definicién de polinomio,

de igual forma con el ejemplo ¢ donde el exponente de X no es entero.

En el ejemplo b tenemos una expresion racional o fraccionaria con un polinomio en el
numerador y otro en el denominador. El criterio que utilizaremos es el siguiente si el polinomio
del denominador no es el constante o de grado cero, la expresion no es un polinomio. Recuerde

que los exponentes deben ser enteros positivos.

1.3. Operaciones con polinomios:

Suma: Sumamos términos semejantes es decir sumamos aquellos términos cuyas variables y

exponentes sean iguales. Los pasos para hacer la suma son:
Paso 1: Elimine los paréntesis

Paso 2: Agrupe términos semejantes

Paso 3: Sume y reste los términos semejantes.

Ejemplo: Halla la suma de:

(x’ +2x" —5x+7)+(4x’ —5x" +3)

(X +2x - 5x+7)+(4x —5x" +3) =x"+2x" —-5x+7+4x’ —5x" +3
=(x+4x)+(2x" -5x)-5x+ (7 +3)
= (5x)+(-3x)-5x+(10)
=5x —3x"—5x+10

Resta: Funciona igual que la suma solo hay que tener en cuenta que el signo negativo antes de

los paréntesis cambia el signo de los términos dentro del paréntesis.

Ejemplo: Resta los siguientes polinomios:

(X +2x'—5x+7)—(4x -5x* +3)
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Paso 1: Si un paréntesis tiene antepuesto o detras un signo negativo, afecte los signos dentro
del paréntesis cambidndolos por el opuesto y reemplaza el signo negativo que se encuentra

antes del paréntesis por uno positivo.

—(4x’ —5x" +3)=+(-4x’ +5x* - 3)

Paso 2: Elimine los paréntesis. Para hacerlo solo escriba los términos que estan dentro de los

paréntesis con sus signos correspondientes e ignore el signo + que entre los dos paréntesis.

Paso 3: Agrupe los términos semejantes es decir los términos con iguales variables e iguales

exponentes.

Paso 4: Sume y reste los términos semejantes.

Asi que aplicando este concepto a la expresion entera tendriamos:

(X +2x"—5x+7)—(4x —5x" +3)=(x" + 2x" - 5x+ 7)+ (—4x +5x" - 3)
=x'+2x" —-5x+7—-4x +5x -3
=x’—4x" +5x"+2x —5x+7-3

=—3x+7x" - 5x+4

58



1.4. Multiplicacion

Multiplicacion:o
Ejemplo 1. Multiplicacion de monomio por monomio:

Multiplicamos las constantes o nimeros y las variables

=5x' (2x" +3x— D=(-5x")(2x") + (-5x)3x) + (-5x")(-1)

=—10x"-15x" +5x°

Ejemplo 2. Multiplicacién de monomio por polinomio:

(-3x+D2x" +x+1D) = 3x(2x" +x+D)+1(2x" +x+1)

(=3x)(2x") + (=3x)(x) + (-3x)(1) + (D(2x") + (D) + (DD

—6x° —3x" - 3x+2x" +x+1

—6x’ —3x" +2x - 3x+x+1

—6x —x' —2x+1

1.5. Division:

Ejemplol: Division de polinomio entre un monomio

Expresa como un polinomioen Xy Y:

6x'y’ +4x’y' +10xy
2xy
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Pasol: Dividimos cada término del numerador entre 2 XY

6x’y’ +4x'y +10xy _ 6x’y3+4x3y2_10xy

2xy 2xy 2xy  2xy

Paso2: Simplificamos.

6x'y’ +4xy* +10
e T D 3xy' +2x'y -5
Zxy
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RETO UNIDAD V

Preguntas

Opciones de Respuestas

1.- El grado de la siguiente expresion es: -7x+9x*+7x+6

a. Segundo
b. Primero
c. Cuarto
d. Quinto

2.- Cual es el resultado de la siguiente resta de polinomios:
(2x*3x249)-(-9xH2x3-7x2-15)=

a. 1x*-2x3+10x2+24

b. 11x*-2x°+10x*+24
c. 11x4-22x3+10x2+24
d. -11x*+2x3-4x%-6

3.- Cudl es el resultado de la siguiente division de
polinomios: (24x8+36x%+92x%) / (-4x*)=

a. -6x*-9x2-23
b. -6x*-9x%-23x
c. -6x*-9x10-23x
d. -6x'2-9x2-23

4.- La siguiente expresion es: a. Definicién de Un Polinomio
el b. Definicion del Algebra
axf + a X ...t ax + a, c. Definicion Matematica
d. Ninguna
5.- La siguiente expresion polindmica cuales son los | a.7;9;7
coeficientes: -7x%+9x3+7x3 E E; %3
d.-7;9;7

6.- La siguiente expresion es un: -7x5+9x>+7x3

a. Mo-nomio
b. Bi-nomio
c¢. Tri-nomio
d. Poli-nomio

7.- Cudl es el resultado de la siguiente multiplicacion de
polinomios: (2x*+3x?+9) * (-9x*)=

a. -8x%-27x6-81x*

b. -18x8-27x%-81x*
c. -18x8-270x°-81x*
d. -18x8-27x6-8x*

8.- La siguiente expresion polindmica cuales son los
exponentes: -7x5+9x>+7x3

a.7;9;7
b.8;5;3
C. X

d.-7;9;7

9.- cual es el resultado de la siguiente suma de polinomios:
(2x*3x249)+H(-9xH2x3-7x2-15)=

a. -7x*2x3-10x%-6
b. -7x*+2x3-4x2-24
c. -7x*2x3-4x%-6

d. -11x*+2x3-4x%-6

10.- La siguiente es una expresion
algebraica:

Jr3—53|:+i
Jx

a. Verdadero
b. Falso
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CAPITULO VI: ECUACIONES E INECUACIONES

6.1. Resultados de aprendizaje:

Define conceptos de los diferentes tipos de ecuaciones e inecuaciones

Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con ecuaciones e

inecuaciones

Contrasta conceptos teodricos de ecuaciones e inecuaciones.
e Analiza los tipos de ecuaciones e inecuaciones y sus operaciones.
e Analiza las partes de una ecuacidn e inecuacion.

¢ Plantea problema de ecuaciones

e Realiza diferentes tipos de operaciones con ecuaciones € inecuaciones
e Resuelve problemas de ecuaciones e inecuaciones.

¢ Plantea modelos matematicos.

e Realiza operaciones con ecuaciones e inecuaciones.

e Realiza ejercicios de ecuaciones y sistemas de ecuaciones

6.2. Ecuaciones de primer grado
Muchos problemas de la vida diaria pueden plantearse a través de una relacion de igualdad,
llamada ecuacion. Las ecuaciones tienen aplicacion en todas las ramas de la Matematica y de

las ciencias en general, por lo que su estudio es de suma importancia.

Definicion: Ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, que solo se verifica

para ciertos valores determinados.

X+ 5=7
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La igualdad se cumple si y solo si X es igual a 2, por lo tanto es una ecuacion

Si tenemos por ejemplo

- 2 o
(x+5)° = 2 +2(x 9)+)2

Esta igualdad se cumple para cualquier valor de X ; por lo tanto es una identidad y no una

ecuacion

6.2.1. TERMINOS DE UNA ECUACION
Los términos de una ecuacién son cada una de las cantidades conectadas por los signos + o -

en general una ecuacion tiene las siguientes partes:

Términos independientes

mcé,gimta |

xX+35=7

N

Primer miembro Segundo miembro

En donde el primer miembro es todo lo que esté al lado izquierdo del simbolo igual
El segundo miembro es todo lo que esta al lado derecho del simbolo igual
La incégnita es cualquier letra preferiblemente las ultimas de nuestro alfabeto.

El éxito de resolver una ecuacion no es mas que hallar el valor de la incégnita, que satisface a

la ecuacion planteada. En el ejemplo el valor de X es 2, reemplazando este valor se tiene

X+5=17
24+5=17

7= 7 LQQD
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Qué es LQQD su significado Lo Que Queriamos Demostrar  si es la solucion correcta

Locos quedamos queriendo demostrar si no hallamos solucion

6.2.2. GRADO DE UNA ECUACION
El grado de una ecuacion esta dado por el exponente mas alto de la incognita y sus soluciones

llamadas raices también son dadas por este exponente por ejemplo

4X+3=2X+9 Es una ecuacion de primer grado y tiene un solo valor de la

incognita que satisface esta ecuacion.

5X2-4X-5=0 Es una ecuacion de segundo grado y tiene dos cvalores que

satisfacen a la ecuacion.

6.2.3. SOLUCION DE UNA ECUACION

Para la solucion o raiz de una ecuacion se debe despejar la incognita mediante la transposicion
de términos, mediante la operacion contraria, por ejemplo para poasar de un miembro a otro,
si estda sumando pasa a restar, si esta restando pasa a sumar, si estd multiplicando pasa a dividir,

si esta dividiendo pasa a multiplicar, es decir operacion contraria.
Ejemplos ilustrativos:

dx=3=2x+3

Y
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a) Solucion:

Afirmaciones Razones

L dx=3=2x45  Ecuacion inicial

4x-2x=5-3 - Transposicion de téminos

' 2x=8 . Téminos semejantes

i | Trasponiendoel2 |

R |

T Operndo
b) Comprobacion:

- Afirmaciones . Razones

dx- 3=2x+5 ; Ecuacion inicial ,

4(4)-3=24)+5 ' Reemplazando el valor encontrado (x = 4)

; . én la ecuacion inicial |

2) 2x=-7=4x+13

Solucion:

2x==20 Cambiando de signo a todos los lermmos
' i de la ecuacion.

........................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................

3 4[3x - (5x-8)]=20-4x

Solucidn:
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T4x=12 Cambiando de signo a todos los términos de la |
| | ecuacion. i

..............................................................................................................................................................

x=3°P°md° .........................................................

Comprobacion:

::Aﬁﬁéﬁiﬁéi:f:::::::::::::::::::::ﬁ:ﬁ:::: """ Razomes

4{3,; (5x - g)] 20—-4x cuacion inicial

4[33(538)]_2043 ﬁé'éiﬁﬁi?aiiha'&"'é'l"'9516'5".e"rii:'&r'l'fr'éa'é""éﬁml'a"'
ecuacuon inicial i

2) Gx=-N* - 52x+D(x-2) = -x* = (-3x-1)

Solucion:

L S . N —

CGx-N =52+ D(x- =1 - (=3x-1)  Ecuacion inicial 5
O 42 49-500 3= =k —(Bx-) | “Productos notables T 3
e I L T
90 -4n 108 HSced Gx=lodgt0Tensposiondetem
- =30x=-38 . Téminos semejantes §
30x=58 Cambnandodesngno
58 Transpomendoe|30
R
Y Snmplnf icando |
x=— .
O J
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5w
5)
Solucién:
Afirmaciones ' Razones
3x 1 x Ecuacion inicial
5 20 4
3x x 1 Transposicion de términos
5 420
12x-5x 20+1 Términos semejantes
20 20
Tx 21 Términos semejantes
20 20 |
Transponiendo el 20
Tx= 2.20 P
20 ‘
Tx=21 Simplificando el 20
21 ' Transponiendo el 7
x=—
7
x=3 Operando

Sin embargo es facil resolver una ecuacion, si es de primer grado se debe dejar la incdgnita en
el primer miembro, y los términos conocidos en el segundo miembro y realizar las operaciones,

para sacar un solo valor.

Si la ecuacion es de segundo grado, se coloca toda la ecuacion en el primer miembro, por ende
el segundo miembro siempre es cero. Luego de ello se factora el primer miembro y cada factor

se iguala a cero, obteniendo 2 raices que satisfaga a la ecuacion de segundo grado.

Esta resolucion es facil cuando nos plantea la ecuacidon en si pero que sucede si existe un
enunciado es decir problema, y debemos plantar nosotros la ecuacion. Por ende es necesario
tomar en cuenta los siguientes lineamientos para transformar el enunciado del problema a

lenguaje matematico, por ejemplo.
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GRAFICO N.: 9 cambio de lenguaje comiin a Lenguaje matemdtico

ENUNCIADO SIMBOLISMO
Un numero cualquiera X

El duplo de un nimero 2X

El tercio de un nimero X/3

El cuadrado de un numero X2

El nimero aumentado en 3 X+3

El nimero disminuido en 1 X-1

El duplo de un nimero disminuido en 1 2X -1

El cuadrado de un ntimero menos el numero X2 -X

El 8% de un nlimero 8/100

Tres nimeros consecutivos X, X+1,X+2
Tres nimeros pares consecutivos 2X,2X+2,2X+4
Tres nimeros impares consecutivos X, X+2,X+4

Fuente: Autoria Propia 2
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez 4

Ejemplos:

6) El duplo de un nimero es igual al nimero aumentado en 10. Hallar el nimero

Solucidn:

El duplo de un nimero es 2X

Numero aumentado en 10 X+10

Igualo estas dos expresiones y tengo la ecuacion:

2X=X+10
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Se resuelve la ecuacion
2X-X=10
X=10 LQQD.
7) Lasuma de dos numeros es 10 y su diferencia es 4. Hallar los nimeros
El primer nimero es X
El segundo es Y
La suma de estos dos ntimeros es 10
X+Y=10
La diferencia de estos dos nimeros es 4
X-Y=4

Sumo las dos ecuaciones

X+Y= 10
X-Y= 4
2X =14
X =7

Reemplazo 7 en cualquiera de las dos ecuaciones 7+ Y =10 entonces Y = 3

LOS NUMEROS SON 7Y 3
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6.3. INECUACIONES LINEALES

Ecuaciones

A4

Igualdades (=)

Inecuaciones

v

Desigualdades (< ,<:>_.2)

De primer grado |4

\

Resolver una inecuacion significa hallar los valores que deben tomar las incognitas para que se

cumpla la desigualdad.

Ejemplos: Resolver

3x-2=1 3x-2<1
x+1
_ x+1
X+ _ x+1_,
2 2
x+ty=24 x+y=24
2x+1=x-3 2x+1<x-3

a) 3x-2<1
Despejando Aplicando propiedades
3x-2<1 3x-2<1
3x <1+2 3x-2+2<1+2
3x <3 1 1
* Z3x< =3
x<3:3 3 3
x<1 x<1
Solucién: S=(-mo,1)
Representacion grafica:
2 ! 0o 1 2
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x+1

b) — =>4
2
Despejando Aplicando propiedades
x+1 x+1
—_— 4 =4
x+1>4.2 x+1
—.2 > 4.2
x+1>38 2
x> 8-1 x+1>8
x>17 x+1+(-1) > 8+(-1)
x=7
Solucién: S=(7,+x)
Representacion grafica:
L
5 6 7 8 9 10 11

c) x+ty =24

Es una ecuacion lineal con dos incégnitas que se verifica para infinitas parejas de nimeros. Por
ejemplo:

x=0 ; yv=24
x=2 ; y=23
x=-3; y=30
1 -1=
XxX= =
2
xX= }=J§
x=1; y=10

¢ verifican la ecuacion ?

d) 2x+1 <x-3

Despejando Aplicando propiedades
-2x+1 £x-3 2x+1 £x-3
-2x-x £-3-1 2x+1+(x) £x-3+(-x)
-3x £ -4 [2x+(x)]+1 = [x+(-x)]-3
X 2 -4:(-3) Bx+[1+(-1)] £ -3+(-1)
3x £-4
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Solucién: S = % ,+to)

Representacion grafica:

Las inecuaciones permiten resolver problemas. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Una furgoneta pesa 875 kg. La diferencia entre el peso
de la furgoneta vacia y el peso de la carga que lleve no debe ser
inferior que 415 kg. Si hay que cargar cuatro cajones iguales,
Jcuanto puede pesar, como maximo, cada uno de ellos para poder
llevarlos en esa furgoneta?.

En primer lugar, traducimos el enunciado al lenguaje simbodlico,
llamamos x al peso de cada cajon y planteamos la siguiente
inecuacion:

Peso de la furgoneta - peso de 4 cajones no es menor que 415 kg

—

875 - 4.x = 415

Una forma de resolver la inecuacién es seguir los siguientes pasos:
+ Restamos 875 a ambos miembros de la desigualdad ——— > - 4.x = 415-875

A

+ Hacemos el célculo en el segundo miembro —p - 4.x 2 - 460
+ Para despejar x , multiplicamos a ambos miembros por -%

(Cuidado: como multiplicamos por un nimero negativo,

debemos cambiar el sentido de la desigualdad) * x=< (— %](— 460)

+ Hacemos el calculo —_— x=115
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Esto significa que el peso de cada cajon no podra superar los 115 kg. Ademas. como se trata
de un peso, x=0.

Entonces, la solucion esta formada por todos los nimeros reales pertenecientes al intervalo
(0, 115]. Graficamos la solucidn en la recta real:

a) Resolver las siguientes ecuaciones y realizar la respectiva comprobacion

S:
1) 2x+25=4x+5 x=10
2)214+8x=274+6x x=3
NTx-5+16+x=1lx-x-3 x=7
4)5x-T7x-102=65x—-6x+81 x=-3
5) 15x—b6x=(=x+3) - (x+2)+10 X =
6)8x +(~5x - 9) = 3x+|- 52— (x + 3] x =
7) 71+~ Gx+4) - (4x+3)|= 25- |- 52+ (-2x+3)) x=3
8)(x—2* +(x+2(x-D-2=3x+D(x -3 - x(x-3) x=4
9)5(x—2)% = 5(x+3)% = 10x* = 2x - D(5x+2) e 2
17
10)5(1- 2% = x(x =3 +2=6(x* = 3x =T = 2x(x+5) c= 1
3
1) Xod s 23X =L
10 4 5 10
12).5_xzx—i—.1_ x:-z
2 12 6 19
13)2—1:2—1 x:é
6 2 4 7
i ol oz 2 x 3 %, 1
2 2 3 3 4 4 5 10
x=-2
15 %4 2_(5_1) 1 l_(i_l)
2 13 \2 2/ 2 |3 \3 3
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T g
16 % - 5_(5_9 _x_ 5_[1_3 x=2
3|27 \3 2 |37\2 4
11
X E_(E_i] _i_ z_(f_l] x=11
3 \2 3/|73 |2 \3°3 4
=3
13)1(2_f]_2_ =i_l(10_2] X
3\ 273 4 4 3
19) 2+ 22 L (2x-11= 272 2 (x_20) x=4
3417 4 17
.
346 4 R 19

b) Resolver los siguientes problemas

1) El duplo de un niimero es igual al nimero aumentado en 20. Hallar el nimero

2) El triple de un nimero es igual al nimero aumentado en 8. Hallar el nimero

3) El duplo de un nimero disminuido en uno es igual al nimero aumentado en 3. Hallar el nimero

4) El triple de un nimero disminuido en dos es igual al duplo del nimero aumentado en 3. Hallar el nimero

5) La suma de dos niimeros es 20 y su diferencia es 10. Hallar los nimeros

6) La suma de dos nimeros es 15 y su diferencia es 11. Hallar los nimeros

7) Hallar dos niimeros consecutivos cuya suma sea 27

8) Hallar dos niimeros pares consecutivos cuya suma sea 50

09) Hallar tres numeros impares consecutivos cuya suma sea 15
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10) Hallar tres nimeros pares consecutivos cuya suma sea 24
S§S=6,8y10

11) En un hotel de dos pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo piso son la mitad de las del primero. ¢Cuantas habitaciones hay en
cada piso?

S: 1er piso = 32 habitaciones, 2do piso = 16 habitaciones

12) En una competencia atlética de resistencia en la que participan 8o deportistas el nimero que llegan a la meta es 4 veces el niimero de los que no
llegan. {Cuantos llegan y cuantos nos llegan a la meta?

S =Llegan 64 ; no llegan 16
13) Anita tiene tres veces el nimero de manzanas que su hermano y entre los dos tienen 48 manzanas. {Cuantas manzanas tine cada uno?
S : Anita= 36 manzanas ; hermano = 12 manzanas
14) La suma de las edades de un padre y su hijo es 78 afios y la edad del padre es el doble de la edad del hijo. {Cual es la edad de cada uno?
S : Hijo = 26 afios ; padre = 52 afios
15) En un curso de 47 estudiantes hay g hombres méas que mujeres. éCuantos hombres y cuintas mujeres hay?
S = 19 mujeres y 28 hombres

16) En un estacionamiento hay 100 vehiculos entre automéviles y camiones, si hay 38 automéviles mas que camiones. &éCuantos vehiculos de cada
clase hay?

S = 31 camiones y 69 automéviles
17) Un terreno rectangular tiene de largo el doble que su ancho, si el perimetro es 24m. ¢Cual es el largo del terreno?
S=8m
18) Un patio rectangular tiene de largo el triple que su ancho, si el perimetro es 56 m. {Cual es el largo del patio?

S=21m
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RETO UNIDAD VI

Preguntas Opciones de Respuestas
1.- La solucién a la siguiente ecuacion es: a. x=-9
12x-4 = 3x+14= b. x=9
c.x=18
d. x=2
2.- La solucion grafica de la siguiente Inecuacion es: a. x=[2/9....00)
12x—4 3x+ 14 b. x=(2/9....2°)
) > 1 c. x=(2/9....0°]
d. x=[2/9....00]
3.- En una Ecuacion el ler término esta a la derecha y el 2do | a. Verdadero
término estd a la Izquierda, ambos respecto al simbolo | b. Falso
igual...
4.- tres numeros pares, enteros y consecutivos suman 792, | a. 264; 264; 264
hallar los nimeros b. 396; 396
c. 260; 280; 290
d. 262; 264; 266
5.- la siguiente imagen Términos independientes a. Verdadero
corresponde a las partes incégita b. Falso
de una ecuacion: xX+5= \7\
Primer miembro Segundo miembro
a. x=[o0... -3
6.- si el resultado de una Inecuacion es XS—3 o cudl de | p, x=[[oo... -3%
los siguientes planteamientos es el correcto: c. x=(o0... -3]
d. x=(c... -3)
7.- La solucion a la siguiente ecuacion es: a. x=2/3
12x—4 3x+ 14 b. x=9/2
2 2 c. x=2/9
d. x=-2/9
8.- Lorena tiene 20 afios menos que Andrea. Si las edades de | a. 52a
ambas, suman menos de 86 afios. Cual es la maxima edad que | b. 53a
podria tener Lorena? c. 106a
d. 86a
9.- La solucion a la siguiente ecuacion es | a. x=-3/5
b. x=3/5
r+1 2z-3 3 1 3
6 ( _g BT ) =3 (11 - 1) — g(ﬁi.l' —2) c. x=-5/3
d. x=5/3
10.- Cual es el grado de la siguiente ecuacion: 3x>+6x-3=9x | a. Primer
b. Segundo
c. Tercero
d. Ninguno
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CAPITULO VII: MATRICES

7.1.  Resultados de aprendizaje:

Define conceptos de los diferentes tipos de matrices

Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con matrices

Contrasta conceptos tedricos de matrices.

O e Analiza los tipos de matrices.
e Analiza las partes de una matriz.

e Plantea problema de matrices

A e Realiza diferentes tipos de operaciones con matrices
e Resuelve problemas de matrices.

e Plantea modelos matematicos.

Las matrices se utilizan en el calculo numérico, en la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales, de las ecuaciones diferenciales y de las derivadas parciales. Tienen también muchas

aplicaciones en el campo de la fisica.
7.2.  MATRICES

Una matriz es una tabla ordenada de escalares ai j de la forma:

a1 Az o g
@ @22 . Rz
84 8mp v @

La matriz anterior se denota también por (ai j), i =1,..., m, j =1, ..., n, o simplemente por (ai j).

Los términos horizontales son las filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una

matriz con m filas y n columnas se denomina matriz m por n, 0 matriz m 3 n.
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Las matrices se denotardn usualmente por letras mayusculas, 4, B,..., y los elementos de las

mismas por minusculas, a, b, ...

Ejemplo:

1T -3 4
La siguiente matriz es unamatriz2 x 3 [D 5 _2]

Donde sus filas son (1, -3,4) y (0, 5, -2) y sus

o 3.(3 14

7.3.  CLASES DE MATRICES
Segun el aspecto de las matrices, éstas pueden clasificarse en:
7.3.1. Matrices Cuadradas

Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo niimero de filas que de columnas. Se dice que

una matriz cuadrada n d n es de orden n y se denomina matriz n-cuadrada.

Ejemplo: Sean las matrices

Entonces, 4 y B son matrices cuadradas de orden 3 y 2 respectivamente.
7.3.2. Matriz Identidad

Sea A = (ai j) una matriz n-cuadrada. La diagonal (o diagonal principal) de 4 consiste en los

elementos all, a22..., ann. La traza de A4, escrito tr 4, es la suma de los elementos diagonales.

La matriz n-cuadrada con unos en la diagonal principal y ceros en cualquier otra posicion,

denotada por I, se conoce como matriz identidad (o unidad). Para cualquier matriz A4,
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7.3.3. Matrices Triangulares

Una matriz cuadrada 4 = (ai j) es una matriz triangular superior o simplemente una matriz

triangular, si todas las entradas bajo la diagonal principal son iguales a cero. Asi pues, las

matrices
-18 3 -b
1 7 -2 n 2 -1 7
5 3 0o -3 4 00 B -2
o -1 o o 2 0o 0 5

Son matrices triangulares superiores de 6rdenes 2, 3 y 4.
7.3.4. Matrices Diagonales

Una matriz cuadrada es diagonal, si todas sus entradas no diagonales son cero o nulas. Se

denota por D =diag (d11, d22..., dnn). Por ejemplo,
2
oo [4 0] :
0 -3 0
007 ,

son matrices diagonales que pueden representarse, respectivamente, por
diag(3,-1,7) diag(4,-3) y diag(2,6,0,-1).
7.3.5. Transpuesta de una matriz

La transpuesta de una matriz 4 consiste en intercambiar las filas por las columnas y se denota

por AT.

Asi, la transpuesta de:

3 -1 4 3 2 4
A=12 5 -7les AT=|-1 5 0.
4 0 9 4 -7 9
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En otras palabras, si 4 = (ai j) es una matriz m 3 n, entonces AT = ( ;) es la matriz n d m. La

transposicion de una matriz cumple las siguientes propiedades:
1.(A+B) T=AT +BT.
2. (AT)T = A.
3. (kA) T =KAT (si k es un escalar).
4.(AB) T = BTAT.
7.3.6. Matrices Simétricas

Se dice que una matriz real es simétrica, si AT = 4; y que es antisimétrica, si AT = -4.

Ejemplo:

Consideremos las siguientes matrices:

2 -3 5 0o 3 -4 100
A=1-3 B 7|B8=|-3 0 5| C= 010
5 7 -8 4 -5 0

Podemos observar que los elementos simétricos de A4 son iguales, o que AT = 4. Siendo asi, 4

es simétrica.

Para B los elementos simétricos son opuestos entre si, de este modo B es antisimétrica.

A simple vista, C no es cuadrada; en consecuencia, no es ni simétrica ni antisimétrica.

7.3.7. Matrices Ortogonales

Se dice que una matriz real 4 es ortogonal, si AAT = AT 4 = 1. Se observa que una matriz

ortogonal 4 es necesariamente cuadrada e invertible, con inversa 4-1 = AT.

Consideremos una matriz 3 0 3 arbitraria:
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@ Rz @
A=lh B B

G Cz C3
Si A4 es ortogonal, entonces:

& a @ a B o 100
AAT =1h b Bl |2 B ol =0 10]=1L
Cy Cp C3 a; by Cy 001

7.3.8. Matrices Normales

Una matriz es normal si conmuta con su transpuesta, esto es, si AAT = ATA. Obviamente, si

A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es necesariamente normal.

Ejemplo:

sea =2 | Ent :

ea —3 B.ranCE!S.

AAT_B—B B 3} (45 0O
13 68) |38  lo s

ATae 5 3 B -3} _ (45 0O
13 8) 13 8 " |0 4

Puesto que AAT = ATA, la matriz es normal.

7.4. OPERACIONES CON MATRICES

7.4.1. Suma y resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo numero de filas y de columnas.
Es decir, si una matriz es de orden 3 0 2 y otra de 3 0§ 3, no se pueden sumar ni restar. Esto es

asi ya que, tanto para la suma como para la resta, se suman o se restan los términos que ocupan

el mismo lugar en las matrices.
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Ejemplo:

Seanlas matrices 4 =

4 -1
=|1-2 0 1
7 -1 B

(-1 2 4
2 5 §8|. Entonces:
L0 1 -2
(2 3 B
=12 10 5
v 12

-2
-1

Para sumar o restar mas de dos matrices se procede igual. No necesariamente para poder sumar

o restar matrices, €stas tienen que ser cuadradas.

Ejemplo:

Sean A

A+B+C=

A-B+C=

7.4.2. Producto de matrices

2 0 ,_f5 13
)Y =l 0 2)

-1 3} {7 37
12) 3 5 7)

-1 3) 1 - ?]

12)7l3 119

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo niimero de columnas que

filas la segunda. La matriz resultante del producto quedara con el mismo nimero de filas de la

primera y con el mismo niimero de columnas de la segunda.

Es decir, si tenemos una matriz 2 0 3 y la multiplicamos por otra de orden 3 ¢ 5, la matriz

resultante sera de orden 2 0 5.

(233)5(335)=(235)
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Se puede observar que el producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, ya que en
el ejemplo anterior, si multiplicamos la segunda por la primera, no podriamos efectuar la

operacion.
385por2d3,
Puesto que la primera matriz no tiene el mismo numero de columnas que filas la segunda.

Supongamos que 4 = (ai j) y B = (bi j) son matrices tales que el nuimero de columnas de 4
coincide con el nimero de filas de B; es decir, 4 es una matriz m d p y B una matriz p 9d n.
Entonces el producto 4B es la matriz m 0 n cuya entrada ij se obtiene multiplicando la fila i de

A por la columna j de B.

Esto es,

My . @p By .. by by, o Cip
ag a).;{, . . . . C,'/' .
B - @pp) \Ba ... by ... bg Cm ... C

donde Cx',-’: aiibl ,a'+ a/’ZDZ ,z'+ et a/}fpﬂf

Ejemplo:

[r s) [31 ER a3] : [ra, +s8h  ray,+sh, ra,+ sb3]
1 b b, by ta + uh ta, + uby, ta, + ub,

1 2Y {1 1) (11+2-0  11+2:2) (1 5
> 3 4) 10 2) 131440 31+4.2)713 11
7.4.2.1.  Producto por un escalar

El producto de un escalar & por la matriz 4, escrito k-4 o simplemente kA4, es la matriz obtenida

multiplicando cada entrada de 4 por £:
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ka“ ka1 2 ... ka1 »

kA:

kam kaﬂe kam
Ejemplo:
cen acf! 2 3
#a A%y 5 2
Entonces:

[ 31 3:-2) 3- 3 {3 6 3
| (= )

3.4 3.5 3(2) 215 6
7.4.3. Division de matrices

La division de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por la matriz

inversa del denominador. Es decir, sean las matrices 4 y B tal que A/B = AB-1:

Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz quedaran divididos

por ese escalar.
Ejemplo:

16

-B]’ y k=2 un escalar. En este caso:

8
Sean la matriz A =[3

(8 16]
3 -6 _[8;2 15;2]_[ 4 8]
2 \3p2 -6f2) |32 -3

Afk =
7.5. MATRICES INVERTIBLES
Se dice que una matriz cuadrada 4 es invertible, si existe una matriz B con la propiedad de que

AB=BA =1

Siendo 7 la matriz identidad. Denominamos a la matriz B la inversa de 4 y la denotamos por A-

1
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Ejemplo:

S 4-25 5-3 Ent :
upongamos 14 3y 1 o) ntonces:

AB_25 3 -5) (6-5 -1rJ+1rJ_1rJ_I
11 3 -1 2)713-3 -s54+86) o 1)

A5-3'5 2 5) 6-515-15_10_I
112 1 3) \-2+2 -5+6) o 1)

Puesto que AB = BA = I, Ay B son invertibles, siendo cada una la inversa de la otra.

7.5.1. Método de Gauss

Sea 4 = (ai j) una matriz cuadrada de orden n. Para calcular la matriz inversa de 4, que

denotaremos como A-1, seguiremos los siguientes pasos:

Pasol. Construir la matriz n d 2n M = (AI) esto es, A estd en la mitad izquierda de My la

matriz identidad / en la derecha.

Paso 2. Se deja tal y como esta la primera fila de M, y debajo del primer término de la diagonal
principal, all, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se indica en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Consideremos una matriz 3 § 3 arbitraria
M1 Az A3

A=lay azx axn

@3 R332 8y
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Paso 1.

a1 Q2 A3 1 00
M=[A : ,)= 921 322 323 D 1 D ~
A3 Qa2 433 oo 1
Paso 2.
a1 312 313 : 1 D D
0 apagp -axd an@z; - a@xnds | anl-anl apl-axl ayl-ay0
0 apag -andy andsg -axds | oanl-ayl anl-ayl ayl-ayl

El siguiente paso es igual que el anterior, pero esta vez se coge como pivote el segundo término

de la diagonal principal.

Al llegar al ultimo término de la diagonal, se procede igual que antes, pero poniendo los ceros
encima del nuevo pivote. Se observa que al coger como pivote el tltimo término de la diagonal,

la matriz A se transforma en una matriz triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se convierte en una matriz
diagonal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo estd, la mitad

izquierda en la matriz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de M por un escalar.
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RETO UNIDAD VII

Preguntas Opciones de Respuestas
-1 3 4 a.-1;3;4/3;-8;-1/4:-1;6
1.- En la Siguiente matriz las filasson: { 3 -8 -1 b. -1;3;4/3;-8;-1/
4 -1 6 c.-1;3;4/3;-8;-1/4:-1:6
d. 3;-8;-1/4:-1:6
2.- ¢ Si aplicamos la suma a las siguientes matrices el resultado | a. Verdadero
3 =2 -2 —4 1 -6 b. Falso
9 = *
es correcto.(_7 0 )+( 6 2 ) (_1 2 )
-1 3 4 a. 3x2
3.- la Siguiente matrizes del tipo| 3 -8 —1 b. 3x3
4 -1 6 c. 2x3
d. 9
4.- ;Si aplicamos la division para 5 de la siguiente matriz el | a. Verdadero
(G 3/5 —2/5 b. Falso
9:=7 07 _
resultado es correcto? . (_7 /5 0 )

5.- (Si aplicamos la resta a las siguientes matrices el resultado es

correcto‘?(_37 _02) — (_62 _24) = (_513 _22)

a. Verdadero
b. Falso

-1 3 4
6.- en la Siguiente matriz las columnas son: ( 3 -8 —1)

a. -1;3:4/3;-8;-1/4:-1;6
b. -1;3;4/3;-8;-1/

4 -1 6 c.-1;3;4/4:-1:6

d. 3;-8;-1/4:-1:6

7.- ¢Si aplicamos el producto a las siguientes matrices el | a. Verdadero
3 -2 -2 —4 —6 20\ | b. Falso

resultado es correcto?(_7 0 )x( 6 2 ) = (_13 _21)
8.- sim una matriz tiene la misma cantidad de columna y filas es: | a. Inversa

b. Idéntica

c. Traspuesta

d. Cuadrada
9.- cuando en una matriz, reubicamos las filas a columnas y las | a. Inversa
columnas a filas y la matriz no cambia, que tipo de matriz es: b. Idéntica

c. Traspuesta

d. Ninguna
10.- se utilizan en el calculo numérico, en la resolucion de | a. Matrices
sistemas de ecuaciones lineales, de las ecuaciones diferenciales | b. Nodos
y de las derivadas parciales. c. Calculo

d. Ninguna
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CAPITULO VIII: MATEMATICA FINANCIERA

8.1.  Resultados de aprendizaje:

e Define conceptos del diferente tipo de interés en matematica financiera.

Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con tipos de

interés.

Contrasta conceptos teoricos de matematica financiera.

e Analiza los tipos de interés y sus operaciones.
e Analiza las partes de una ecuacion financiera.

e Plantea problema de interés.

A e Realiza diferentes tipos de operaciones con tipos de interés
e Resuelve problemas de matematica financiera.
e Plantea modelos matematicos.
e Realiza operaciones con tipos de interés y valores futuro y presente.

e Realiza ejercicios de tipos de interés y valores futuro y presente

8.2. INTRODUCCION

Las matematicas financieras son fundamentales para tomar la mejor decision, cuando se
invierte dinero en proyectos o en inversiones, por eso es conveniente que el lector defina y
explique los conceptos basicos sobre proyectos y las diferentes inversiones que se pueden llevar
a cabo en la vida cotidiana y empresarial. También, es importante, que se conozca la
importancia del concepto del valor del dinero a través del tiempo, como elemento fundamental
de las matematicas financieras, asi como del principio de equivalencia y el principio de vision
econdmica, que se aplican en el diagrama econdmico, para efecto de trasladar los flujos de caja

al presente o al futuro.
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8.3. IMPORTANCIA DE LA MATEMATICAS FINANCIERAS.

Las organizaciones y las personas toman decisiones diariamente que afectan su futuro
econdémico, por lo cual, deben analizar técnicamente los factores econdémicos y no econémicos,
asi como también los factores tangibles e intangibles, inmersos en cada una de las decisiones
que se toman para invertir el dinero en las diferentes opciones que se puedan presentar, de alli,
la importancia de las técnicas y modelos de la matemadticas financieras en la toma de las
decisiones, ya que cada una de ellas afectara lo que se realizard en un tiempo futuro, por eso,
las cantidades usadas en la matematicas financieras son las mejores predicciones de lo que se
espera que suceda.

No hay que olvidar que en todo proceso de toma de decision siempre aparece el interrogante
de tipo econdmico, debido a lo que espera toda organizacioén o persona es la optimizacion de
los recursos con que se cuenta.

Cuando se busca la solucion que optimice los recursos con que se cuentan generalmente hay

que abordar las siguientes preguntas claves:

(Se justifica la realizacion del proyecto o la inversion?

(Se puede usar la actual infraestructura de produccidon para alcanzar el nuevo nivel de
produccion?

(El tiempo estipulado para la realizacion del proyecto es el adecuado?

(Es recomendable o favorable la inversion econdémica o socialmente?

(Cual de las alternativas planteadas es la mejor para la organizacion o inversionistas?

Las respuestas a las preguntas sefialadas ayudan a la organizacién o inversionista a eliminar
proyectos que no son factibles de realizar por no contar con los recursos necesarios. De alli, la
importancia de desarrollar todo el proceso de toma de decisiones para plantear soluciones o
alternativas para el problema que se estd enfrentando.

Lo expuesto anteriormente, muestra la dimensién e importancia de las MATEMATICAS
FINANCIERAS como herramienta de andlisis y evaluacion en el proceso de toma de

decisiones.
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8.4. DEFINICIONES DE LAS MATEMATICAS FINANCIERAS

Las matematicas financieras pueden tener varias definiciones, pero todas presentan el mismo
objetivo final.

“Estudia el conjunto de conceptos y técnicas cuantitativas de andlisis Utiles para la evaluacion
y comparacion econdémica de las diferentes alternativas que un inversionista, o una
organizacion pueden llevar a cabo y que normalmente estdn relacionadas con proyectos o
inversiones en: sistemas, productos, servicios, recursos, inversiones, equipos, etc., para tomar
decisiones que permitan seleccionar la mejor o las mejores posibilidades entre las que se tienen
en consideracion”. (Santillan, 2014)

“Es una herramienta de trabajo que permite el analisis de diferentes alternativas planteadas para
la solucion de un mismo problema”. (Santillan, 2014)

“Es el estudio de todas las formas posibles para desarrollar nuevos productos (o resolver un
problema), que ejecutaran funciones necesarias y definidas a un costo minimo”.

“Es un conjunto de conceptos y técnicas de analisis, utiles para la comparacion y evaluacion
econdmica de alternativas”. (Santillan, 2014)

En general el objetivo basico de las matematicas financieras es seleccionar la alternativa mas

conveniente desde el punto de vista economico.

8.5. DEFINICIONES DE PROYECTO

Existen varias definiciones al término proyectos, entre las cuales se pueden enumerar las
siguientes:

Las Naciones Unidas, en su Manual de Proyectos de Desarrollo Econémico, expresa:

“Un proyecto es el conjunto de antecedentes que permite estimas las ventajas y desventajas
economicas que se derivan de asignar ciertos recursos de un pais para la produccion de

determinados bienes o servicios” (Santillan, 2014)

La definicién indica que si los resultados econémicos esperados son favorables el proyecto
debe llevarse hasta finalizarlo, dando especial consideracion a las diferentes etapas que lo

conforman.

El Banco Mundial define proyecto de la siguiente manera:
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“El proyecto es, en un caso ideal, una serie optima de actividades orientadas hacia la inversion
fundadas en una planificacion sectorial completa y coherente, mediante la cual se espera que
un conjunto especifico de recursos humanos y materiales produzca un grado determinado de

desarrollo economico y social”. (Santillan, 2014)

El Instituto Latinoamericano y del Caribe de Planificacion Econémica y Social, Ilpes, en su

documento Guia para la presentacion de proyectos proporciona la siguiente definicion:

“En su significado bdsico, el proyecto es el plan prospectivo de una unidad de accion capaz
de materializar algun aspecto del desarrollo economico o social.

Esto implica, desde el punto de vista economico. Proponer la produccion de algun bien o la
prestacion de algun servicio, con el empleo de una cierta técnica y con miras a obtener u
determinado resultado o ventaja, economico o social.

Como plan de accion, el proyecto supone también la indicacion de los medios necesarios para
su realizacion y la adecuacion de esos medios a los resultados que se persiguen. El andlisis de
estas cuestiones se hace en los proyectos no solo del punto de vista economico sino también

técnico y financiero, administrativo e institucional ”.

En la forma mdas simple un proyecto se puede definir como la bisqueda de una solucion
inteligente al planteamiento de un problema para resolver, entre muchas, una necesidad
humana.

Un proyecto de inversion es un plan, que, si se le asigna determinado monto de capital y se le
proporciona insumos de diferentes tipos, podrd producir un bien o un servicio, util al ser

humano o a la sociedad en general.

8.6. INVERSIONES

Las inversiones son la asignacion de recursos en los diferentes departamentos de una
organizacion, con las cuales se logran los objetivos trazados en cada uno de ellos. Las
inversiones deben ser evaluadas cuidadosamente a fin de determinar su aceptacion o rechazo y
establecer su grado de prioridad dentro de los planes estratégicos de la empresa. Los errores
cometidos en las decisiones de inversion no so6lo tienen consecuencias negativas en los
resultados de las operaciones, sino que también impactan las estrategias de la empresa. Las

inversiones pueden clasificarse de acuerdo con varios criterios y desde diferentes puntos de
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vista. En este libro en primera instancia, se clasificaran por el tipo de funcidon que desempefian

dentro de la empresa:

@)

b)

d)

Inversiones de renovacion: Se realizan cuando se van a sustituir equipos,
instalaciones o edificaciones obsoletas o desgastadas fisicamente por nuevos

elementos productivos. Se invierte en renovar las operaciones existentes.

Inversiones de modernizacion: Comprenden todas las inversiones que se efectian
para mejorar la eficiencia de la empresa tanto en la fase productiva como en la

comercializacion de los productos. Se invierte para mejorar la eficiencia operacional.

Inversiones de expansion: Son las inversiones que se realizan para satisfacer una

demanda creciente de los productos de la empresa.

Inversiones estratégicas: Son las que afectan la esencia misma de la empresa, ya que
tomadas en conjunto definen el sistema de actividades de la misma. Estas inversiones
se derivan del andlisis de la estrategia de la empresa y su impacto en el sistema de
actividades es contundente. Los casos mads tipicos son las inversiones para
diversificacion, la cobertura de nuevos mercados, las inversiones asociadas con
nuevos desarrollos tecnologicos y las derivadas de las decisiones de integracion
vertical u horizontal en la empresa. Atendiendo a la relacion de dependencia o
independencia econdmica de las inversiones, éstas se pueden clasificar en mutuamente

excluyentes, independientes y complementarias.

Mutuamente excluyentes: Cuando por su naturaleza solo se puede ejecutar una de
ellas, pues seria redundante o contraria la politica de la organizacion, hay que tener en
cuenta, que las inversiones mutuamente excluyentes estan vinculadas a la solucion de

un mismo problema, por eso, hay que seleccionar la mejor de todas.

Inversiones Independientes: Son aquellas que no guardan relacion o dependencia
econdmica entre si, por tal motivo, la realizacion de una de ellas no impide la
ejecucion de otra u otras inversiones. La Unica limitante para la organizacion, es la

disponibilidad de los recursos para cada una de las inversiones. El proceso decisorio

92



8

h)

se orienta a identificar una combinacion de inversiones, factibles de ejecutar en

funcién de la disponibilidad de recursos, que es la que genera los mejores resultados.

Inversiones Complementarias: Son las inversiones que tienen un alto grado de
dependencia econdémica entre si, que, en algunos de los casos al realizarse
simultaneamente, interactian reforzando o atenuando las caracteristicas de ellas. Esto
da como resultado que, en algunas combinaciones se presente el fenomeno de
sinergismo y que, en tal sentido, haya que determinar el efecto sinérgico de la
combinacion. El proceso decisorio estd orientado a identificar una mezcla de
combinaciones o alternativas individuales, factibles de realizar en funcion de la
disponibilidad de recursos, y que es la que produce los mejores resultados. Las
inversiones también, se clasifican en funcidon del sector de la economia en que se
ejecutan, por lo tanto, habra inversiones en empresas del sector privado y en el sector

publico.

Inversiones en el sector privado: Son inversiones preparados y ejecutados por
personas naturales y juridicas, con recursos privados y de crédito, se deben aceptar
cuando se esperan incrementos en los beneficios de las empresas (crean valor) y por
consiguiente se espera que aumente el patrimonio de los accionistas. No obstante, en
algunas ocasiones hay inversiones de caracter estratégico que no generan los
rendimientos minimos exigidos por la empresa, pero que se aceptan por completar el

sistema de actividades escogido por la estrategia de la empresa.

Inversiones en el sector publico: Son inversiones desarrolladas por entidades del
gobierno y con presupuestos de inversion publica. Generalmente apuntan al

mejoramiento de la salud, la educacion, la vivienda, el transporte, la seguridad, etc.

Estas inversiones se realizan con base en los planes y programas de desarrollo
econoémico y social que se preparan en los diferentes niveles de la administracion
publica.

En las inversiones del sector publico se deben valor aspectos cuantitativos y
cualitativos de beneficio econdomico y social, y su objetivo primordial es aumentar el

bienestar social.

93



8.7.  PROCESO DE TOMA DE DECISIONES

La toma de decisiones es la seleccion de un curso de accion entre varias alternativas planteadas
en una organizacion y el nucleo de la planeacion, también, es una actividad cotidiana en las
organizaciones, cada problema o situacion se tiene que resolver, por lo cual surgira la necesidad

de tomar una decision. Por lo tanto, es recomendable puede sefalar de la siguiente manera:

1) Definir el problema: Se trata de identificar en forma clara el problema y realizar su
formulacion de manera concreta y precisa, definiendo los objetivos buscados. La
importancia de este punto es vital en el proceso de toma de decisiones, y es
recomendable dedicarle todo el tiempo que se necesite, para lograr una clara y adecuada
definicion del problema, porque de lo contrario se corre el riesgo de dar solucion a un
problema inexistente. Debe quedar claro que los problemas en la vida cotidiana o real,
estan enunciados de manera muy general, por lo cual, es indispensable identificarlos y
definirlos exactamente, en relacion con sus objetivos como en los métodos de analisis

que se seguiran.

La importancia de definir con claridad y precision el problema radica en el hecho conocido de
que es preferible no resolver el problema, antes que resolver el problema que no es, por eso, se
dice que la definicion del problema es la parte mas critica de todo proceso de toma de
decisiones, debido a que una equivocada identificacion traera como consecuencia la toma de

una decision igualmente errada.

De una premisa equivocada siempre la conclusion sera equivocada.

La importancia del proceso de identificacion del problema, se traduce en el pensamiento de
Albert Einstein: “Si se me concediese s6lo una hora para resolver un problema del que
dependiese mi propia vida, yo dedicaria 40 minutos a estudiarlo, 15 minutos a revisarlo y 5

minutos a solucionarlo”.

En este sentido, se recomienda agotar los mejores esfuerzos y recursos de la organizacion en
la identificacion de la problematica. Deben realizarse reuniones, tormentas de ideas y trabajos
de grupo para la consecucion de una vision clara y precisa de la situacion que se debera

enfrentar.
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2) Analizar el problema: Una vez se haya definido en forma concreta el problema, se

3)

procede a discriminar todos los hechos que lo han originado o tienen relacion con él.
Es indispensable que, dentro del andlisis, se realice una resefia de las decisiones
tomadas en el pasado, en relacion con el problema definido; porque muchas veces el
problema surgido, tiene que ver con las decisiones que se han tomado con anterioridad
en el tiempo.

También, es conveniente y necesario analizar las restricciones que se presentan al

momento de dar solucidn a los problemas, y ellas pueden ser reales y ficticias.

Las restricciones reales son las que verdaderamente existen al momento de formular el
problema, pueden ser: tecnoldgicas, de recursos, de tiempo, sociopoliticas, de
seguridad, administrativas, etc. Estas restricciones, son necesarias tenerlas en cuenta al

momento de seleccionar la solucion al problema.

Las restricciones ficticias son las que no estan o no existen contenidas en el problema
que se ha definido; generalmente surgen de manera inconscientemente por el criterio
de la persona que estd realizando el andlisis, y pueden ser: hébitos, temores,
inhibiciones, timidez. Hay que tener en cuenta, que hay personas que se restringen
ficticiamente mas que otras, afectando en forma negativa la creatividad y dificultad la

solucion de los problemas o los convierte en imposibles de solucionarlos.

Generacion de alternativas de soluciones: Una vez que el problema se ha definido y
analizado, se debe proceder a generar posibles soluciones y/o alternativas para ser
aplicadas. Un brainstorning (tormenta de ideas), es un buen comienzo para la
generacion de soluciones. En el proceso de generacion de soluciones, se recomienda
reunir todas aquellas personas que tengan que ver o conozcan el problema e inducirlas

al planteamiento de soluciones, no sin antes tener en cuenta los siguientes elementos:

a. Evitar resaltar las diferencias jerarquicas de los asistentes.

b. Buscar la participacion del directivo mas importante hasta el obrero mas
humilde de la organizacion.
No subestimar ninguna solucion sugerida.

d. No permitir burlas a las soluciones planteadas.
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e. No hacer comentarios negativos sobre las soluciones sugeridas.

f. Motivar e inducir permanentemente a las personas para que sugieran soluciones.
En caso que la decision competa a una sola persona y ésta no tenga los medios para consultar
con otros, es indispensable que se presenten distintas alternativas para que cada una sea

evaluada individualmente.

4) Evaluacion de alternativas: El proceso de generacion de alternativas de soluciones
tendria poca importancia si las mismas no son analizadas y comparadas entre si, de
manera tal que se pueda determinar cual es la més conveniente.

Mediante la evaluacion de las alternativas se conocera, cual de ellas es la mas rentable, cual
tendra mas posibilidad de realizacion, cudl apoyard los intereses generales de la compaiiia, asi
como también cudl de las posibles soluciones serd mas acorde con la vision y mision de la
organizacion. Igualmente se consideraran las estrategias de la organizacion a corto, mediano y
largo plazo.

Cuando se estima la conveniencia de una solucion debe tomarse en cuenta la rentabilidad que
produce, asociada al riesgo que conlleva. Adicionalmente, debe considerarse que el beneficio
econémico a corto plazo puede quedar relegado en aras de una estrategia superior de la
empresa.

Es necesario que una vez se seleccione la alternativa que dara solucion al problema, se le
comunique a las personas de la organizacion encargadas de dar la aprobacion final. De la
presentacion de la solucion depende que se lleve a la préctica, por ello es importante estar
seguros de los beneficios de dicha solucion y llevar a cabo la sustentacion con seguridad,
demostrando clara y concretamente cuales son las ventajas de la solucion propuesta. Es

conveniente presentar soluciones a corto, mediano y largo plazo.

5) Implementar la solucion: La seleccion de la decision no hace finalizar el proceso de toma
de decisiones; por el contrario, una vez seleccionada la alternativa, se debe buscar su
implementacion, teniendo en factores tales como tiempo, recursos humanos, tecnologicos,
financieros, etc. También es de suma importancia considerar la capacidad de entendimiento de
la decision por parte de la persona responsable de ejecutarle, asi como su grado de compromiso.
En muchas ocasiones una determinada decision pasara por diferentes areas de la organizacion
y probablemente el compromiso no sea el mismo en cada una de ellas. Por otro lado, es
probable que el entendimiento de la decision no sea compartido por igual, por lo cual se deberan

tomar en cuenta estas consideraciones al momento de implementar la decision.
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Implementar una decisiéon exige en muchos casos todo un proceso de planificacion y de
distribucion de recursos que garanticen su €xito. Una decision podria fracasar por no contar
con los recursos adecuados o con el compromiso y entendimiento de los miembros de la

organizacion.

6) Evaluar los resultados de la decision: A través de un analisis de los resultados obtenidos
por la puesta en practica de una decision tomada, se podran tomar medidas para asegurar la
optimizacion de los resultados. Es asi como mediante la evaluacion de éstos se pueden tomar
las acciones necesarias para corregir cualquier desviacion en los resultados inicialmente
planificados. Adicionalmente, se puede descubrir la necesidad de incluir nuevos recursos en el
proceso: humanos, financiero o de otra clase. También, se puede llegar a la conclusioén de que
la decision tomada no fue la correcta y asi adoptar las medidas necesarias para enmendar esa

equivocacion.

8.8. ASPECTOS BASICOS DE UN ANALISIS DE INVERSIONES
Para la correcta realizacion de un estudio de las matemadticas financieras, se requieren

basicamente analizar las siguientes etapas:

a. Analisis técnico f.  Analisis Administrativo
b. Analisis econdmico g. Analisis Social
c. Analisis financiero h. Analisis sensorial

d. Andlisis de intangibles

e. Analisis del mercado
Analisis técnico: Se refiere a la factibilidad operacional del proyecto o alternativa, es decir, se
define la viabilidad técnica del proyecto. En este analisis, se definird las especificaciones
técnicas de los insumos necesarios para ejecutar el proyecto en relacion con: tipo y cantidad de
materia prima e insumos, nivel de calificacion del recurso humano requerido, la maquinaria y
los equipos necesarios para el proyecto y un programa de las inversiones iniciales y de

reposicion, asi como también, los calendarios de mantenimiento.

Analisis econdmico: Se refiere a la factibilidad econémica de la alternativa o proyecto
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(Si es rentable o no). Es importante, pues es la que al final permite decidir la implantacion del

proyecto.

Analisis financiero: Se refiere a la disponibilidad y origen de los fondos necesarios para
realizar el proyecto. En otras palabras, se refiere a la identificacion de las fuentes de
financiacion del proyecto internas y externas, permite adicionalmente establecer criterios para
el manejo de excedentes e identificar las necesidades de liquidez, para construir y negociar el

plan de financiamiento del proyecto.

Analisis de intangibles: Se refiere a considerar los efectos no cuantificables de un proyecto:
Aspectos como: imagen corporativa, opinidn publica, nombre, factores ecologicos y
ambientales, leyes cambiantes, situacion politica, etc. El estudio de las leyes, debe llevarse a
cabo en las etapas iniciales de la formulacion y preparacion, ya que un proyecto supremamente
rentable, puede resultar no factible por una norma legal. En andlisis de los factores ecoldgicos
y ambientales, es necesario determinar el impacto del proyecto sobre el medio ambiente en el

corto, mediano y largo plazo y el efecto del entorno sobre el proyecto.

Analisis del mercado: En el cual se determinan ventas y clientes potenciales para los bienes y
servicios que van a producirse. Ademas, de estudiar la demanda, es necesario tener en cuenta
la oferta y precios, tanto de los productos como de los insumos de un proyecto. En la demanda
de los productos, se analiza el volumen presente y futuro y las variables relevantes para su
proyeccion como: poblacidon objetivo o segmento de mercado, niveles de ingresos esperados,
productos complementarios y sustitutos que ya estén o que en el futuro entraran al mercado. Es
importante tener en cuenta el mercado local, regional, nacional y el internacional.

Analisis Administrativoe: Es un disefio que muestra la estructura organizacional y define las
necesidades del personal del proyecto, ademas; genera la informacion sobre las necesidades de
infraestructura para el normal desarrollo de las actividades de las diferentes areas que
conforman el proyecto como son: planeacion, personal, finanzas, cobranzas, etc. En este
andlisis, también se sefiala los equipos y dotacion de insumos requeridos para el adecuado

funcionamiento administrativo.

Analisis Social: Determina la incidencia que el proyecto tiene en la comunidad y la manera de

evitar las incidencias negativas del proyecto. En concreto el analisis est4 dirigido a identificar
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y caracterizar con precision los diferentes grupos de la poblacion implicados por el proyecto,

desde el punto de vista de los beneficios y los costos.

Analisis Sensorial: Trata de fijar la posicion personal del empresario en aspectos legales,
éticos, morales y de gusto personal, con relacion a la actividad en si misma o a las condiciones

que el proyecto exige.

8.9. VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO

Es el concepto mas importante en las matematicas financieras. El dinero, como cualquier otro
bien, tiene un valor intrinseco, es decir, su uso no es gratuito, hay que pagar para usarlo. El
dinero cambia de valor con el tiempo por el fenomeno de la inflacion y por el proceso de
devaluacion. El concepto del valor del dinero dio origen al interés. Ademas, el concepto del
valor del dinero en el tiempo, significa que sumas iguales de dinero no tendran el mismo valor
si se encuentran ubicadas en diferentes tiempos, siempre y cuando la tasa de interés que las
afecta sea diferente a cero.

La inflacion es el fendmeno econémico que hace que el dinero todos los dias pierda poder
adquisitivo o que se desvalorice. Por ejemplo, dentro de un afo se recibira los mismo $ 1.000
pero con un poder de compra menor de bienes y servicios. Desde un punto de vista més sencillo,
con los $ 1.000 que se recibira dentro de un afio se adquirira una cantidad menor de bienes y
servicios que la que se puede comprar hoy, porque la inflacion le ha quitado poder de compra

al dinero.

8.10. INTERES

Cuando una persona utiliza un bien que no es de su propiedad; generalmente deba pagar un
dinero por el uso de ese bien; por ejemplo, se paga un alquiler al habitar un apartamento o
vivienda que no es de nuestra propiedad. De la misma manera cuando se pide prestado dinero
se paga una renta por la utilizacion de eses dinero, En este caso la renta recibe el nombre de
interés o intereses.

En otras palabras, se podria definir el interés, como la renta o los réditos que hay que pagar por
el uso del dinero prestado. También se puede decir que el interés es el rendimiento que se tiene
al invertir en forma productiva el dinero, el interés tiene como simbolo I. En concreto, el interés

se puede mirar desde dos puntos de vista.
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e Como costo de capital: cuando se refiere al interés que se paga por el uso del dinero
prestado.
e Como rentabilidad o tasa de retorno: cuando se refiere al interés obtenido en una

inversion.

Usualmente el interés se mide por el incremento entre la suma original invertida o tomada en
préstamo (P) y el monto o valor final acumulado o pagado.

De lo anterior se desprende que si hacemos un préstamo o una inversion de un capital de $P,
después de un tiempo n se tendria una cantidad acumulada de $F, entonces se puede representar

el interés pagado u obtenido, mediante la expresion siguiente:

I=F-P(8.1)

Pero también: I= Pin

Analizando la anterior féormula, se establece que el interés es una funcion directa de tres
variables: El capital inicial (P), la tasa de interés (i) y el tiempo (n). Entre mayor sea alguno de
los tres, mayor seran los intereses.

Las razones a la existencia del interés se deben a:

e El duefio del dinero (prestamista) al cederlo se descapitaliza perdiendo la oportunidad
de realizar otras inversiones atractivas.

e Cuando se presta el dinero se corre el riesgo de no recuperarlo o perderlo, por lo tanto,
el riesgo se toma si existe una compensacion atractiva.

e El dinero esta sujeto a procesos inflacionarios y devaluatorios en cualquier economia,
implicando pérdida en el poder adquisitivo de compra.

e Quien recibe el dinero en préstamo (prestatario) normalmente obtiene beneficios, por

lo cual, es 16gico que el propietario del dinero, participe de esas utilidades.

Existen dos tipos de interés, simple y compuesto, los cuales se estudiaran posteriormente.
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Ejemplo 8.1
Se depositan en una institucion financiera la suma de $ 1.200.000 al cabo de 8 meses se tiene

un acumulado de $ 200.000, calcular el valor de los intereses.

I= F-P=1.400.000 - 1.200.000 = § 200.000

tiempo y su medida, son los intereses producidos.

8.11. TASA DE INTERES

La tasa de interés mide el valor de los intereses en porcentaje para un periodo de tiempo
determinado. Es el valor que se fija en la unidad de tiempo a cada cien unidades monetarias
($100) que se invierten o se toman en calidad de préstamo, por ejemplo, se dice.: 25% anual,

15% semestral, 9 % trimestral, 3% mensual.

Cuando se fija el 25% anual, significa que por cada cien pesos que se inviertan o se prestan se
generaran de intereses $ 25 cada aflo, si tasa de interés es 15% semestral, entones por cada cien
pesos se recibiran o se pagaran $ 15 cada seis meses, si la tasa es 9% trimestral se recibiran o
se pagaran § 9 de manera trimestral, y si la tasa es del 3% mensual, se recibiran o se pagaran $
3 cada mes.

La tasa de interés puede depender de la oferta monetaria, las necesidades, la inflacion, las
politicas del gobierno, etc. Es un indicador muy importante en la economia de un pais, porque

le coloca valor al dinero en el tiempo.

Matematicamente la tasa de interés, se puede expresar como la relacion que se da entre lo que

se recibe de interés (I) y la cantidad invertida o prestada, de la ecuacion (8.1), se obtiene:

La tasa de interés siempre se presenta en forma porcentual, asi: 3% mensual, 15% semestral,
25% anual, pero cuando se usa en cualquier ecuacion matematica se hace necesario convertirla

en numero decimal, por ejemplo: 0,03, 0,15y 0,25
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La unidad de tiempo generalmente usada para expresar las tasas de interés es el afio.
Sin embargo, las tasas de interés se expresan también en unidades de tiempo menores de un
afio. Si a la tasa de interés, no se le especifica la unidad de tiempo, se supone que se trata de

una tasa anual.
Ejemplo 8.2

Una entidad le presta a una persona la suma de $ 2.000.000 y al cabo de un mes paga

$2.050.000. Calcular el valor de los intereses y la tasa de interés pagada.

I=F—-P =2.050.000 —2.000.000 = $50.000

| __90.000 _ 4025 m=25%m

'= P~ 2.000.000

8.12. EQUIVALENCIA.

El concepto de equivalencia juega un papel importante en las matematicas financieras, ya que,
en la totalidad de los problemas financieros, lo que se busca es la equivalencia financiera o
equilibrio los ingresos y egresos, cuando éstos se dan en periodos diferentes de tiempo. El
problema fundamental, se traduce en la realizacion de comparaciones significativas y valederas
entre varias alternativas de inversion, con recursos economicos diferentes distribuidos en
distintos periodos, y es necesario reducirlas a una misma ubicacién en el tiempo, lo cual solo
se puede realizar correctamente con el buen uso del concepto de equivalencia, proveniente del
valor del dinero en el tiempo.

El proceso de reduccion a una misma ubicacion en el tiempo, se denomina transformacion del
dinero en el tiempo. Ademas, la conjugacion del valor de dinero en el tiempo y la tasa de interés
permite desarrollar el concepto de equivalencia, el cual, significa que diferentes sumas de
dinero en tiempos diferentes pueden tener igual valor economico, es decir, el mismo valor

adquisitivo.
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Ejemplo 8.3

Si la tasa de interés es del 15%, $ 1.000 hoy es equivalente a $1.150 dentro de un aflo, o a $
869,56 un ano antes (1000/1.15).

El concepto de equivalencia, también se puede definir, como el proceso mediante el cual los
dineros ubicados en diferentes periodos se trasladan a una fecha o periodo comun para poder
compararlos.

Partiendo de la base que el dinero tiene valor en el tiempo, por consiguiente, es indispensable
analizar la modalidad de interés aplicable y la ubicacion de los flujos de caja en el tiempo, por
lo tanto, sin importar que existen multiples desarrollos referente a la ubicacion, en este libro se
tendra en cuenta la ubicacion puntual, la cual considera el dinero ubicado en posiciones de

tiempo especifica; tiene dos modalidades.

Convencion de fin periodo: valora los flujos de caja (ingresos y/o egresos) como ocurridos al
final del periodo. Por ejemplo: Si durante el afio 2003, se obtuvieron $
1.500 millones de ingresos y el periodo analizado es enero 1 de 2007 a diciembre 31 de 2007,

entonces, los ingresos se considerarian obtenidos el 31 de diciembre de 2007.

Convencion de inicio de periodo: valora los flujos de caja (ingresos y/o egresos) como
ocurridos al principio del periodo. En el ejemplo anterior los $ 1.500 millones de ingresos se
considerarian obtenidos el 1 de enero de 2007.

En esta guia mientras no se indique lo contrario, siempre se trabajara con convencion de fin de

periodo.

8.13. DIAGRAMA DE TIEMPO O FLUJO DE CAJA

El diagrama de tiempo, también es conocido con los nombres de diagrama econdmico o
diagrama de flujo de caja. Es una de las herramientas mas utiles para la definicion,
interpretacion y analisis de los problemas financieros. Un diagrama de tiempo, es un eje
horizontal que permite visualizar el comportamiento del dinero a medida que transcurren los
periodos de tiempo, perpendicular al eje horizontal se colocan flechas que representan las

cantidades monetarias, que se han recibido o desembolsado
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(FLUJO DE FONDOS O DE EFECTIVO). Por convencion los ingresos se representan con
flechas hacia arriba ( T ) y los egresos con flechas hacia abajo ( ‘L ).

Al diagrama econdmico o de tiempo, hay que indicarle la tasa de interés (efectiva o periodica)
que afecta los flujos de caja, la cual; debe ser concordante u homogénea con los periodos de
tiempo que se estdn manejando, es decir; si los periodos de tiempos son mensuales, la tasa de
interés debe ser mensual, si los periodos de tiempos son trimestrales, la tasa de interés que se

maneja debe ser trimestral; si los periodos de tiempos son semestrales, la tasa de interés debe

ser semestrales, y asi sucesivamente.

Un diagrama de tiempo tiene un principio y un fin, el principio es conocido como el hoy
(ubicado en el cero del diagrama), y alli se encontraré el presente del diagrama (PD), mientras
que, en el fin, se ubicard el futuro del diagrama econdémico (FD) y la terminacion de la
obligacion financiera. Hay que tener en cuenta, que un diagrama econémico, contempla
presentes y futuros intermedios, es decir, un periodo de tiempo puede ser el presente de uno o
varios flujos de caja, o un periodo de tiempo podra ser un futuro de uno o varios flujos de caja,
todo depende entonces de la ubicacion del periodo de tiempo versus la ubicacion de los flujos

de caja.

Es importante anotar que en las matematicas financieras: Solo se permiten sumar, restar o
comparar flujos de caja (ingresos y/o egresos) ubicados en los mismos periodos del diagrama

economico.

Fp (maiiana)

!
t i !

3 4 5 n2 n-1 n

0l1

Pp (HOY)

El diagrama de tiempo que se construya para un prestamista serd inverso al que se construya

para el prestatario.

104



Ejemplo 8.4
Una persona recibe un préstamo el 1 de enero de 2006 de $ 2.000.000 y cancela el 31 de

diciembre del mismo afio la suma de $ 2.500.000. Construir el diagrama econémico.

a) Diagrama econdmico - prestamista‘
$ 2.500.000

Enero 1/20061 TDiciembre 31/2006
$ 2.000.000
c¢) Diagrama econdémico — prestatario
$ 2.000.000

Enero 1/200J Diciembre 31/2006

$ 2.500.000

Consideraciones

1) El momento en que el prestamista entrega el dinero, y el prestatario lo recibe se conoce
con el nombre de presente 0 momento cero.

2) El valor entregado inicialmente se denomina valor presente o simplemente P.

3) Elsegmento de recta representa el tiempo de la operacion financiera (n).

4) La suma entregada al final recibe el nombre de valor futuro o simplemente F.

Cuando una persona ahorra o deposita dinero en una institucion financiera que reconoce una
tasa de interés, la relacion entre las partes se asimila al escenario prestamista — prestatario. Para
este caso, el ahorrador o depositante asume el papel de prestamista y la institucion financiera

sera el prestatario.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Un apartamento por valor de $ 60.000.000 se adquiere a crédito, y se desea cancelar en
un afio con cuotas bimestrales iguales de $ 11.000.000. Construya el diagrama

econoémico desde el punto de vista del comprador y del vendedor.
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2)

3)

4)

)

6)

Se recibe un préstamo en una institucion bancaria por valor de $ 25.000.000 para
cancelar dentro de dos afios, a una tasa de 10% cuatrimestral anticipada. Construya el

diagrama econdmico.

Un préstamo por $ 15.000.000 se paga con 4 cuotas trimestrales iguales mas los

intereses. Si la tasa de interés es del 7% trimestral. Construya el diagrama econémico.

Construya el diagrama econémico del ejercicio anterior, suponiendo que los intereses

se cancelan de manera anticipada.

Roberto solicito prestado $ 6.300.000 para pagar en 4 meses. Si la tasa de interés es del

30% anual simple, ;Qué cantidad debe pagar por concepto de intereses?

Pedro posee un capital de $ 3.200.000. Invierte 70% de su capital al 6,3% trimestral y

el resto al 11,6% semestral. ;Cuanto recibe cada mes de interés total?
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RETO UNIDAD VIII

Preguntas

Opciones de Respuestas

l.- son la asignacion de recursos en los diferentes
departamentos de una organizacion, con las cuales se logran
los objetivos trazados en cada uno de ellos.

a. Plan

b. Inversion
c. Proyecto
d. Gastos

2.- Son las inversiones que se realizan para satisfacer una
demanda creciente de los productos de la empresa.

a. Inversiones estratégicas

b. Inversiones de renovacion

c. Inversiones de expansion

d. Inversiones de modernizacion

3.- Se trata de identificar en forma clara el problema y realizar
su formulaciéon de manera concreta y precisa, definiendo los
objetivos buscados.

a. Definir Alternativas
b. Analizar el problema
c. Definir el problema
d. Ninguna

4.-Trata de fijar la posicion personal del empresario en
aspectos legales, éticos, morales y de gusto personal, con
relacién a la actividad en si misma o a las condiciones que el
proyecto exige.

a. Analisis del mercado

b. Analisis Social

c. Analisis Sensorial

d. Analisis Administrativo

5.- La Importancia de las MATEMATICAS FINANCIERAS
radica en el andlisis y evaluacion del proceso de toma de
decisiones.

a. Verdadero
b. Falso

6.- Son inversiones desarrolladas por entidades del gobierno
y con presupuestos de inversion publica. Generalmente
apuntan al mejoramiento de la salud, la educacion, la

a. Inversiones Complementarias

b. Inversiones en el sector
publico
c. Inversiones en el sector
privado

d. Inversiones Independientes

7.- mide el valor de los intereses en porcentaje para un periodo
de tiempo determinado.

a. Inversion

b. Porcentajes

c. La tasa de interés
d. Ganancias

8.- “...es el conjunto de antecedentes que permite estimas las
ventajas y desventajas economicas que se derivan de asignar
ciertos recursos de un pais para la produccion de
determinados bienes o servicios” (Santillan, 2014)

a. Plan

b. Proyecto
c. Inversion
d. Ninguna

9.- Mediante este proceso, se conocerd, cual de ellas es la mas
rentable, cual tendrd mas posibilidad de realizacion, cudl
apoyara los intereses generales de la compaiiia, asi como
también cudl de las posibles soluciones serd mas acorde con
la vision y mision de la organizacion.

a. Definir Alternativas
b. Analizar el problema
c. Definir el problema
d. Ninguna

10.- son fundamentales para tomar la mejor decision, cuando
se invierte dinero en proyectos o en inversiones, por €so es
conveniente que el lector defina y explique los conceptos
basicos sobre proyectos y las diferentes inversiones que se
pueden llevar a cabo en la vida cotidiana y empresarial.

a. Matematicas Financieras
b. Contabilidad

c. Calculo

d. Ninguna
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CAPITULO IX: INTERES SIMPLE

9. Resultados de aprendizaje:

e Define conceptos del diferente tipo de interés simple.

e Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con tipos de
interés simple.

e Contrasta conceptos tedricos de interés simple.

O e Analiza los tipos de interés simple y sus operaciones.
e Analiza las partes de una ecuacion financiera.

¢ Plantea problema de interés.

A e Realiza diferentes tipos de operaciones con tipos de interés simple
e Resuelve problemas de matematica financiera.
e Plantea modelos matematicos.

e Realiza operaciones con tipos de interés simple y valores futuro y presente.

9.1. INTRODUCCION

Es importante anotar que, en realidad, desde el punto de vista tedrico existen dos tipos de interés
el Simple y el compuesto. Pero dentro del contexto practico el interés compuesto, es el que se
usa en todas las actividades econdmicas, comerciales y financieras. El interés simple, por no
capitalizar intereses resulta siempre menor al interés compuesto, puesto que la base para su
calculo permanece constante en el tiempo, a diferencia del interés compuesto. El interés simple
es utilizado por el sistema financiero informal, por los prestamistas particulares y prendarios.

En este capitulo, se desarrollaran los conceptos basicos del interés simple.

9.2. DEFINICION DEL INTERES SIMPLE

Es aquel que se paga al final de cada periodo y por consiguiente el capital prestado o invertido
no varia y por la misma razon la cantidad recibida por interés siempre va a ser la misma, es

decir, no hay capitalizacion de los intereses.
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La falta de capitalizacion de los intereses implica que con el tiempo se perderia poder
adquisitivo y al final de la operacion financiera se obtendria una suma total no equivalente a la
original, por lo tanto, el valor acumulado no sera representativo del capital principal o inicial.

Elinterés a pagar por una deuda, o el que se va a cobrar de una inversion, depende de la cantidad
tomada en préstamo o invertida y del tiempo que dure el préstamo o la inversion, el interés
simple varia en forma proporcional al capital (P) y al tiempo (n). El interés simple, se puede

calcular con la siguiente relacion:

I=P*i*n

En concreto, de la expresion se deduce que el interés depende de tres elementos basicos: El

capital inicial (P), la tasa de interés (i) y el tiempo (n).

En la ecuacion (9.1) se deben tener en cuenta dos aspectos basicos:

a) La tasa de interés se debe usar en tanto por uno y/o en forma decimal; es decir, sin el
simbolo de porcentaje.

b) La tasa de interés y el tiempo se deben expresar en las mismas unidades de tiempo. Si
la unidad de tiempo de la tasa de interés no coincide con la unidad de tiempo del plazo,
entonces la tasa de interés, o el plazo, tiene que ser convertido para que su unidad de
tiempo coincida con la del otro. Por ejemplo, si en un problema especifico el tiempo se
expresa en trimestres, la tasa de interés debera usarse en forma trimestral. Recuerde que
si en la tasa de interés no se especifica la unidad de tiempo, entonces se trata de una

tasa de interés anual.

Ejemplo 9.1
Si se depositan en una cuenta de ahorros $ 5.000.000 y la corporacion paga el 3% mensual.

(Cual es el pago mensual por interés?

P =§5.000.000

n=1 mes
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1=3%/mes

I =P*i*n; I =15.000.000 * 1 * 0.03 =$ 150.000/ mes

El depositante recibira cada mes $ 150.000 por interés.

9.3. CLASES DE INTERES SIMPLE
El interés se llama ordinario cuando se usa para su calculo 360 dias al afio, mientras que sera
exacto si se emplean 365 o 366 dias. En realidad, se puede afirmar que existen cuatro clases de
interés simple, dependiendo si para el calculo se usen 30 dias al mes, o los dias que sefale el

calendario. Con el siguiente ejemplo, se da claridad a lo expuesto con anterioridad.

Ejemplo 9.2
Una persona recibe un préstamo por la suma de $ 200.000 para el mes de marzo, se cobra una
tasa de interés de 20% anual simple. Calcular el interés (I), para cada una de las clases de interés

simple.
Solucion:

a) Interés ordinario con tiempo exacto. En este caso se supone un afio de 360 dias y se
toman los dias que realmente tiene el mes seglin el calendario. Este interés, se conoce

con el nombre de interés bancario; es un interés mas costoso y el que mas se utiliza.

|=pin=200.000x 0.20 x% _$3.444 44

b) Interés ordinario con tiempo aproximado. En este caso se supone un afio de 360 dias
y 30 dias al mes. Se conoce con el nombre de interés comercial, se usa con frecuencia

por facilitarse los calculos manuales por la posibilidad de hacer simplificaciones

|=pin=200.000 xO0. 2OX360 =$3.333,33
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c) Interés exacto con tiempo exacto. En este caso se utilizan 365 o 366 dias al afio y mes
segun calendario. Este interés, se conoce cominmente con el nombre de interés
racional, exacto o real, mientras que las otras clases de interés producen un error debido
a las aproximaciones; el interés racional arroja un resultado exacto, lo cual es
importante, cuando se hacen calculos sobre capitales grandes, porque las diferencias
seran significativas cuando se usa otra clase de interés diferente al racional. Lo
importante, es realizar calculos de intereses que no perjudiquen al prestamista o al

prestatario.

nin— 31 _
I—pln—200.000xO.ZOX%—$3.397,26

d) Interés exacto con tiempo aproximado. Para el calculo de este interés se usa 365 o
366 dias al afio y 30 dias al mes. No se le conoce nombre, existe tedricamente, no tiene

utilizacion y es el mds barato de todos.

I 30 _ ,
I—pln—200.000xO.ZOX%—$3.287,71

Ejemplo 9.3

Calcular el interés comercial y real de un préstamo por $ 150.000 al 30% por 70
dias

Solucioén

a) Interés comercial. |= pln 150.000x0.30x 37600 $8.750

b) Interés real o exacto

70
|=pin= 150000x030x365 =$8.630,14

Se observa que el interés comercial resulta mas elevado que el interés real para el mismo
capital, tasa de interés y tiempo. Esta ganancia adicional hace que el afio comercial sea muy
utilizado en el sector financiero y en el sector comercial que vende a crédito. Hay que recordar

y dejar claro, que cuando el tiempo en un préstamo esta dado en dias, es indispensable convertir
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la tasa de interés anual a una tasa de interés por dia. Cuando la tasa anual se convierte a tasa
diaria usando el ano de 365 dias o 366 si es bisiesto como divisor en la formula del interés
simple o del monto, el interés obtenido se llama interés real o interés exacto. El afio de 365

dias 0 366 se conoce como aifio natural.

Cuando se lleva a cabo la conversion usando como divisor 360 dias, se dice que se estd usando
el aino comercial. En este caso, el interés obtenido se llama interés comercial o interés

ordinario.

Si un problema no menciona de forma explicita cudl tipo de interés debe calcularse, entonces

se supone que se trata del calculo de un interés comercial.

9.4. DESVENTAJAS DEL INTERES SIMPLE

Se puede senalar tres desventajas basicas del interés simple:
a) Su aplicacion en el mundo de las finanzas es limitada
b) No tiene o no considera el valor del dinero en el tiempo, por consiguiente, el valor final
no es representativo del valor inicial.
c) No capitaliza los intereses no pagados en los periodos anteriores y, por consiguiente,

pierden poder adquisitivo.

9.5. TABLA DE DIAS

Para realizar los célculos de manera correcta, es necesario conocer el manejo de la tabla de
dias, para determinar en forma exacta los dias que transcurren entre una fecha y otra, lo cual,
es importante para el interés bancario y el racional La construccion de la tabla consiste en
asignarle a cada dia del afo un niimero en forma consecutiva; esta asignacion va desde el
numero 1, que corresponde al primero de enero, hasta el naimero 365, que corresponde al 31 de
diciembre. Cuando el afio es bisiesto, hay que adicionar un dia, a partir del primero de marzo,
por lo cual, el 31 de diciembre seria el dia 366. Para facilitar la identificacion de las fechas, se
seguira el siguiente formato: los primeros dos digitos indicaran los dias, y variaran entre 01 y

31, los dos digitos siguientes indicaran el mes, y variaran entre 01 y 12, y los tltimos cuatros
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digitos indicaran el afo. Por ejemplo, el 14 de abril de 2004, se podra expresar de la siguiente

manera: 14-04-2004. La tabla de dias se muestra a continuacion:

Tabla 2: tabla de cdlculo de dias para interés

DIA [ENE|FEB [MAR[ABR|[MAY|JUN]| AGO[SEPTOCT[NOV[DIC TDIA™
1 1 32| 60| 91 121 152 182 213 244 274) 3035 335
2 2 33| 61| 92| 122 153 183 214 244 275 306[ 336
3 3 34| 62| 93] 123 154 184 215 246 276 307 337

QW N[ =

Sb| ba| YDl 149 10b IBb| L1/ 24Y ZIB] SUY| 559 D
37| 65| 96| 126) 157] 187| 218 249 279 310 340 6
38| 66| 97| 127 158 188 219 2501 280 311 341 7
39| 67| 98 128 159 189 220[ 251 281 312 342 8
9
10

[Te]fe=] ] [ep) [4]

40( 68| 99 129 160 190 221 252 282 313 343
10 41| 69| 100 1300 161 191 222 253 283| 314] 344
11 | 11 | 42| 70| 101] 131) 162| 192| 223 254/ 284| 315 345 11
12 [ 12 | 43| 71| 102 132| 163| 193] 224) 255 285 316 344 12
13 |13 | 44 | 72| 103] 133| 164| 194 | 225 256 286] 317 347 13
14 | 14 | 45| 73| 104 134| 165| 195| 226 257 287| 318 348 14
15 [ 15 | 46 | 74| 105 135| 166| 196| 227 258 288 319 349 15
16 [ 16 | 47 | 75| 106) 136| 167 197 | 228 259 289 320, 350 16
17 |17 | 48 | 76| 107] 137) 168| 198 229 260 290[ 321 351 17
18 [ 18 | 49 | 77| 108] 138| 169| 199| 2301 261 291 322 352 18
19 [ 19 | 50| 78| 109 139| 170| 200| 231 262 292 323 353 19
20 [ 20 | 51| 79| 110 140) 171) 201 | 232 263 293| 324] 354 20
21 |21 | 52 | 80| 111 141) 172]| 202| 233 264 294] 325 359 21
22 |22 | 53| 81| 112 142| 173 203 | 234] 265 295 326 35§ 22
23 |23 | 54 | 82| 113 143| 174| 204 | 235 26§ 296| 327| 357] 23
24 |24 | 55| 83| 114 144| 175)| 205| 236 267] 297| 328 358 24
25 |25 | 56 | 84| 115 145| 176| 206| 237] 268 298 329 359 25
26 |26 | 57 | 85| 116] 146| 177| 207 | 238 269 299 330, 360 26
27 |27 | 58 | 86| 117) 147| 178 208| 239 270 300 331 361 27
28 |28 | 89 | 87| 118 148| 179| 209| 2401 271 301 332 362 28

29 |29 88| 119 149 180( 210 241 2721 302 333 363 29
30 | 30 89| 120 150 181[ 211 | 242 273 303 334 364] 30
31 |31 90 151 212| 243 304 369 31

Fuente: (Santillan, 2014)
Eiapborado por: Ing. Alex suarez

Nota: Cuando el afo es bisiesto, a partir del primero de marzo se adiciona un dia.

Ejemplo 9.4

Calcule los dias transcurridos entre el 5 de abril de 2003 y 28 de diciembre del mismo afio.

Solucion

Segun la tabla, los dias transcurridos entre el inicio del afio y el 5 de abril son 95, mientras; los

dias entre el inicio del afio y el 28 de diciembre son 362, por lo tanto, por diferencia
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362 — 95 =267 dias.

0 | |
I |
04-05 12-28

El calculo realizado anteriormente, se refiere al afio real o exacto, si desea calcular los dias con

base al afio comercial (360 dias, es decir, meses de 30 dias), siga el siguiente procedimiento.

Afo Mes Dia

Fecha actual: 2003 12 28
(-) Fecha inicial : 2003 04 05
0 8 23

Son 8 meses y 23 dias: 8x30 + 23 = 263 dias

Ejemplo 2.5

Hallar los dias transcurridos, entre el 20 mayo de 2001 y 25 de noviembre de 2002.

Solucion

Teniendo en cuenta que la tabla estd disefiada para un afio, se debe calcular, por separado los
dias que hay en cada afio y luego sumarlos. Los dias transcurridos entre el inicio del afio 2001
y el 20 de mayo de 2001, son 140, por lo tanto, los dias que hay entre el 20 de mayo de 2001 y
el 31 de diciembre del mismo son: 365-140 =225, mientras los dias transcurridos entre el inicio
del afio 2002 y el 25 de noviembre de 2002, segin la tabla son 329. Entonces, los dias
transcurridos entre el 20 mayo de 2001 y 25 de noviembre de 2002, son: 225 + 329 = 554 dias

20-05-2001 31-12-2001 25-11-2002

Ahora si el afio se toma de 360 dias, se obtendra como respuesta 545 dias.
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Ano Mes Dia

Fecha actual: 2002 11 25
(-) Fecha inicial: 2001 05 20
1 6 5

Son 1 afo, 6 meses y 5 dias: 1x360 + 6x30 + 5 = 545 dias

9.6. MONTO O VALOR FUTURO A INTERES SIMPLE

A la suma del capital inicial, més el interés simple ganado se le llama monto o valor futuro

simple, y se simboliza mediante la letra F. Por consiguiente,

F=P+I (9.2)

Al reemplazar la ecuacion (9.1) en la (9.2), se tiene,

F =P+Pin=P(1+in) (9.3)

Las ecuaciones (9.2) y (9.3) indican que, si un capital se presta o invierte durante un tiempo n,
a una tasa de simple i% por unidad de tiempo, entonces el capital P se transforma en una
cantidad F al final del tiempo n. Debido a esto, se dice que el dinero tiene un valor que depende

del tiempo.

El uso de la ecuacion (9.3), requiere que la tasa de interés (i) y el nimero de periodos

(m) se expresen en la misma unidad de tiempo, es decir; que al plantearse el problema

Ejemplo 9.6
Hallar el monto de una inversion de $ 200.000, en 5 afos, al 25% EA.

Solucion
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F=?
i = 25% T

Ol 5 afos

$ 200.000
F=P(1+in)=200.000(1+0,25x5)= $450.000

9.7 VALOR PRESENTE O ACTUAL A INTERES SIMPLE

Se sabe que: F=P(1+in), y multiplicando a ambos lados por el inverso de (1 + in), se tiene que

(9.4)

_ F
P_i_1+in_)

Ejemplo 9.7

Dentro de dos afios y medio se desean acumular la suma de $ 3.500.000 a una tasa

del 2.8% mensual, ;Cual es el valor inicial de la inversion?

Solucion:
F =% 3.500.000

0 i=2,8%m 30 meses

_ F _ 3500000 _
P = A+in) (1:0,028 x30) =$1.902.173,91

De acuerdo al célculo anterior, el valor presente, simbolizado por P, de un monto o valor futuro
F que vence en una fecha futura, es la cantidad de dinero que, invertida hoy a una tasa de interés
dada produciré el monto F. Encontrar el valor presente equivale a responder la pregunta: ;Qué
capital, invertido hoy a una tasa dada, por un periodo determinado, producird un monto dado?

En caso de una obligacion el contexto, es exactamente el mismo, la pregunta seria: ;Qué
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capital, prestado hoy a una tasa dada, por un periodo determinado, producirad un monto futuro

a pagar?

Ejemplo 2.8

Hallar el valor presente de $ 800.000 en 4 afios y medio, al 3% mensual.
Solucion:

a) De forma mensual

n =4.5x12 = 54 meses
F =% 800.000
i=3%m T
0 54 meses

_F _ 800.000 _
I:)_(1+in)_(1+0,03x54)_305'343'51

b) De forma anual

1=0,03 x 12 = 36% anual

F =$800.000
i =36% anual T
0 45 afos
P=?
p—_F _ 800.000 _s3p5343 51

(1+in) (1+0,36x4,5)
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9.7. CALCULO DE LA TASA DE INTERES SIMPLE

Partiendo que: F =P (1+ in), multiplicando a ambos lados por el inverso de P y restando uno a

F 1=in
ambos lado de la ecuacion se obtiene: P : , s1 luego se multiplica los dos

términos de la ecuacion por el inverso de n, resulta:

——1
(5

= (95)

Ejemplo 9.9
Una persona le prestd a un amigo la suma de $ 2.000.000 y paga después de 8 meses la suma

de $ 2.400.000 ¢ Qué tasa de interés mensual simple le cobraron?

Solucion
$ 2.400.000
i=?m
0¢ 8 meses
$ 2.000.000
" F_4) (2.400.000 ,
= Pn )\ 2'0008000 |-0.025m=2,5%m

9.8. CALCULO DEL TIEMPO (n)

Partiendo que: F =P (1+ in), multiplicando a ambos lados por el inverso de P y restando uno a

ambos lados de la ecuacion se obtiene:

g—1zin
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si luego se multiplica los dos términos de la ecuacion por el inverso de i, resulta:

Ejemplo 9.10

(En cuanto tiempo se duplica un capital invertido al 20% de interés anual simple?

Solucion:

$2
i = 20% anual T
0¢ n afios
$1
E o (o
T
n =- =5 anos

i 020

Ejemplo 9.11
(En cuanto tiempo se acumularian $ 8.000.000 si se depositan hoy $ 2.500.000 en un fondo

que paga al 3% simple mensual?
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Solucion:

$ 8.000.000
i=3%m
0 ¢ n meses

$ 2.500.000

F 4| (8.000.000_
~_\P~]_[2500.000
7 003

A
‘lz 73,3 meses

EJERCICIOS PROPUESTOS

1)
2)

3)

4)

d)

6)

7)

8)

Qué interés generan $ 850.000 en 6 meses al 2,8% mensual? R/. $ 142.800

Un CDT de $ 1.500.000 paga el 15% semestral; ;cuanto produce de intereses al cabo
de un afio? R/. $ 450.000

En cuanto tiempo una inversion de $§ 2.000.000 produce intereses de $ 700.000, si el
capital se invirti6 al 2,5% mensual. R/. 14 meses

Un inversionista adquirié 1.000 acciones a $ 3.200 cada una, a los 8 meses recibid

$ 896.000 de dividendos. ;Cual es la rentabilidad mensual y anual de la inversion?

R/. 3,5% mensual, 42% anual

En un préstamo de $ 8.000.000 a 3 afios se pacta un interés del 7,5% trimestral para el
primer ano y del 12% semestral para los dos afios siguientes. ;Cuanto se espera de

intereses en todo el plazo? R/. $ 7.392.000

Hallar el interés racional y el comercial de $ 450.000 en el mes de junio, al 20%. R/.
$7.397,26 y $ 7.500

Calcule el interés comercial y exacto de un préstamo de $ 5.000.000 al 28%, del 15 de
abril del 2007 al 13 de agosto del mismo afio. R/. $ 466.666,67 y $ 460.273,97
Obtenga el interés simple ordinario y real de 25.000 dolares, del 2 de enero de 2008
(afio bisiesto) al 1 de agosto del mismo afo. La tasa de interés es de 6,5%. R/. $956,94

y $ 941,26
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9) (Cuanto dinero debo depositar hoy 25 de abril en una cuenta que paga el 23% imple
real para que el 28 de julio pueda retirar $ 60.000. R/. 56.644,77

10)Una letra por valor de $ 600.000 va a ser descontada por un banco 35 dias antes del
vencimiento al 38%. ¢Calcular la tasa bancaria que realmente esta cobrando el banco?
R/. $577.833,33 y 39,46%.

11)Una empresa desea depositar $ 4.350.000 a un plazo de 200 dias, y debera decidir si
deposita el dinero en el Banco X, que paga el 20% de interés comercial, o en el Banco
Y, que paga el 21% de interés real. ;En qué Banco le conviene depositar? R/. Conviene
depositar en el Banco Y

12)Calcule el monto o valor futuro de un préstamo de $2.000.000 al 30% de interés simple
y 10 meses de plazo. R/. $ 2.500.000

13);Cuanto pagara un comerciante por un crédito que le concedié una fabrica por la suma
de $ 918.300 a 25 dias, si le aplican una tasa de interés de 3% mensual? R/. $ 941.257,5

14) Encuentre el valor presente de $ 3.800.000 que vence dentro de 7 meses, si la tasa de

interés es del 25%. R/. $ 3.316.363,64
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RETO UNIDAD IX

Preguntas Opciones de Respuestas
1.- I=P*i*n; En concreto, de la expresion se deduce que el a. Verdadero
interés depende de tres elementos basicos: El capital inicial b. Falso
(P), la tasa de interés (i) y el tiempo (n).
2.- Calcula el interés comercial de un préstamo por $260.000 al | a. 14.730
12% por 17 dias. b. 147.300
c. 1.473
d. 0.1473
3.- Si se depositan en una cuenta de ahorros $ 35.000 y al final | a. 21,4
del mes la corporacion te abona 7508, cual fue el interés pagado | b. 2,14
por la corporacion bancaria. c.0,214
d. 0,0214
4.- Calcula el interés real o exacto de un préstamo por $260.000 | a. 14.531,5
al 12% por 17 dias. b. 145.315
c. 1.453,15
d. 0.145315

5.- Es aquel que se paga al final de cada periodo y por
consiguiente el capital prestado o invertido no varia y por la
misma razon la cantidad recibida por interés siempre va a ser la
misma, es decir, no hay capitalizacion de los intereses.

a. Interés Simple

b. Interés Compuesto
c. Amortizacion

d. Ninguna

6.-. Para el calculo de este interés se usa 365 o 366 dias al afio
y 30 dias al mes. No se le conoce nombre, existe tedricamente,
no tiene utilizacioén y es el mas barato de todos.

a. Interés ordinario con tiempo
exacto

b. Interés
aproximado
c. Interés exacto con tiempo exacto
d. Interés ordinario con tiempo
aproximado

exacto con tiempo

7.- A la suma del capital inicial, mas el interés simple ganado
se le llama , y se simboliza mediante la letra F.

a. Interés

b. Revalorizacion

c. monto o valor futuro simple
d. Acumulado

8.- Si se depositan en una cuenta de ahorros $ 25.000 y la | a. 20008
corporacion paga el 8% mensual. ;Cual es el pago mensual por | b. 200$
interés? c.20%

d. 2§
9.- El No capitaliza los intereses no pagados en los periodos | a. Ventaja
anteriores y, por consiguiente, perder poder adquisitivo, se | b. Desventaja
considera: c. Bondad

d. Requisito

10.- desde el punto de vista tedrico existen dos tipos de interés
el Simple y el compuesto.

a. Verdadero
b. Falso
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CAPITULO X: INTERES COMPUESTO.

10.1. Resultados de aprendizaje:

e Define conceptos del diferente tipo de interés compuesto.
Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con tipos de interés compuesto.
e Contrasta conceptos tedricos de matematica financiera.

e Analiza los tipos de interés compuesto y sus operaciones.
O Analiza las partes de una ecuacion financiera.
e Plantea problema de interés compuesto.

e Realiza diferentes tipos de operaciones con tipos de interés compuesto
Ao Resuelve problemas de matematica financiera.
e Plantea modelos matematicos.
o Realiza operaciones con tipos de interés compuesto y valores futuro y presente.
e Realiza ejercicios de tipos de interés y valores futuro y presente

10.2. INTRODUCCION

El interés compuesto, es un sistema que capitaliza los intereses, por lo tanto, hace que el valor
que se paga por concepto de intereses se incremente mes a mes, puesto que la base para el
calculo del interés se incrementa cada vez que se liquidan los respectivos intereses. El interés
compuesto es aplicado en el sistema financiero; se utiliza en todos los créditos que hacen los
bancos sin importar su modalidad. La razén de la existencia de este sistema, se debe al supuesto

de la reinversion de los intereses por parte del prestamista.

10.3.DEFINICION DE INTERES COMPUESTO

Es aquel en el cual el capital cambia al final de cada periodo, debido a que los intereses se
adicionan al capital para formar un nuevo capital denominado monto y sobre este monto volver
a calcular intereses, es decir, hay capitalizacion de los intereses. En otras palabras, se podria
definir como la operacion financiera en la cual el capital aumenta al final de cada periodo por
la suma de los intereses vencidos. La suma total obtenida al final se conoce con el nombre de

monto compuesto o valor futuro. A la diferencia entre el monto compuesto y el capital original
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se le denomina interés compuesto y para su calculo se puede usar sin ningiin problema la

igualdad (9.1) del capitulo anterior.

El interés compuesto es mas flexible y real, ya que valora periodo a periodo el dinero realmente
comprometido en la operacidn financiera y por tal motivo es el tipo de interés mas utilizado en

las actividades economicas.

Lo anterior, hace necesario una correcta elaboracion del diagrama de tiempo y lo importante
que es ubicar en forma correcta y exacta el dinero en el tiempo.

Por ultimo, es conveniente afirmar que el interés compuesto se utiliza en la Ingenieria
Econémica, Matematica Financieras, Evaluacion de Proyectos y en general por todo el sistema

financiero colombiano.

Ejemplo 10.1

Una persona invierte hoy la suma de $ 100.000 en un CDT que paga el 7% cuatrimestral, se

solicita mostrar la operacion de capitalizacion durante dos afios

Tabla 3: Intereses cuatrimestrales

Periodo |Cap. Inicial (P) Interés |Monto (F)

0 100,000.0000 100,000.0000
100,000.0000] 7,000.0000{107,000.0000
107,000.0000| 7,490.0000|114,490.0000
114,490.0000| 8,014.3000|122,504.3000
122,504.3000| 8,575.3010|{131,079.6010
131,079.6010| 9,175.5721|140,255.1731
140,255.1731| 9,817.8621/150,073.0352

DA (WIN|—=

Fuente: Autoria Propia 3
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez 5

En la tabla 3, se aprecia que los intereses cuatrimestrales se calculan sobre el monto acumulado

en cada periodo y los intereses se suman al nuevo capital para formar un nuevo capital para el
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periodo siguiente, es decir, se presenta capitalizacion de intereses, con el objeto de conservar
el poder adquisitivo del dinero a través del tiempo.
Para el calculo del interés se us6 la formula: [=Pin, mientras que para el monto se utilizd: F=P+I1

; ecuaciones que fueron definidas con anterioridad

10.4.SUBDIVISION DEL INTERES COMPUESTO.

El interés compuesto se puede subdividir de la siguiente manera:

a) Interés compuesto discreto: Se aplica con intervalos de tiempos finitos.
b) Interés compuesto continuo: Se aplica en una forma continua, o sea que los intervalos

de tiempo son infinitesimales.

Sin importar el hecho de que el interés sea discreto o continuo y para dar una definicion precisa

del interés compuesto, es conveniente indicar los siguientes aspectos.
TASA DE INTERES: Es el valor del interés que se expresa como un porcentaje. Ej.
5%. 10%, 20%.

PERIODO DE APLICACION: Es la forma como se aplicaré el interés. Ej. 2% mensual,

20% anual compuesto trimestralmente, 18% anual compuesto continuamente.

BASE DE APLICACION: Es la cantidad de dinero sobre la cual se aplicara el interés para

cada periodo. Ej. 20% anual compuesto trimestralmente sobre el saldo minimo trimestral.

FORMA DE APLICACION: Es el momento en el cual se causa el interés. Ej. 2% mensual

por adelantado, 18% anual por trimestre vencido.

10.5.COMPARACION ENTRE EL INTERES SIMPLE Y COMPUESTO

La comparacion entre el interés simple e interés compuesto, se hard a partir del siguiente

ejemplo.
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Ejemplo 10.2
Suponga que se una persona invierte $ 1.000 a un interés del 2.5% mensual durante
12 meses, al final de los cuales espera obtener el capital principal y los intereses obtenidos.

Suponer que no existen retiros intermedios. Calcular la suma final recuperada.

Tabla 4 comparacion de intereses simple y compuesto

Periodo | Capital Inicial o Presente Intereses Monto final o Futuro
Simple Compuesto | Simple| Compuesto |Simple |Compuesto
1 1.000 1.000,00 25 25,00 1.025 1.025,00
2 1.000 1.025,00 25 25,63 1.050 1.050,63
3 1.000 1.050,63 25 26,27 1.075 1.076,90
4 1.000 1.076,90 25 26,92 1.100 1.103,82
5 1.000 1.103,82 25 27,59 1.125 1.131,41
6 1.000 1.131,41 25 28,29 1.150 1.159,70
7 1.000 1.159,70 25 28,99 1.175 1.188,69
8 1.000 1.188,69 25 29,72 1.200 1.218,41
9 1.000 1.218,41 25 30,46 1.225 1.248,87
10 1.000 1.248,87 25 31,22 1.250 1280,09
11 1.000 1.280,09 25 32,00 1.275 1312,09
12 1.000 1.312,09 25 32,80 1.300 1.344,89

Fuente: Autoria Propia
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

En la tabla se observa que el monto a interés simple crece en forma aritmética y su grafica es
una linea recta. Sus incrementos son constantes y el interés es igual en cada periodo de tiempo.
El monto a interés compuesto, en cambio, crece en forma geométrica y su grafica corresponde
a la de una funcién exponencial. Sus incrementos son variables. Cada periodo presenta un
incremento mayor al del periodo anterior. Su ecuacion es la de una linea curva que asciende a

velocidad cada vez mayor.
En el diagrama anterior se puede observar que los flujos ubicados en el periodo 3, 5 y n-2, son

valores futuros con respecto al periodo 1 o 2, pero seran presente con respecto a los periodos

n-1on
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10.6.PERIODO

El tiempo que transcurre entre un pago de interés y otro se denomina periodo y se simboliza
por n, mientras que el nimero de periodos que hay en un afio se representa por m y representa
el nimero de veces que el interés se capitaliza durante un afio y se le denomina frecuencia de
conversion o frecuencia de capitalizacion.

A continuacién, se presenta una tabla que muestra las frecuencias de capitalizacion mas

utilizadas o comunes.

Tabla 5 : Frecuencias de capitalizacion

Capitalizacion Frecuencia
intereses conversion
Diaria 365
Semanal 52
Quincenal o Bimensuz 24
Mensual 12
Bimestral 6
Trimestral 4
Cuatrimestral 3
Semestral 2
Anual 1

Fuente: Autoria Propia 4
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

En un ejercicio o problema de interés compuesto al especificar la tasa de interés se menciona

inmediatamente el periodo de capitalizacion. Por ejemplo:

30% Anual capitalizable o convertible diariamente.
28% Liquidable o capitalizable semanalmente.
24% Capitalizable Quincenalmente.

36% Anual convertible mensualmente.

32% Anual liquidable bimestralmente.
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40% Anual capitalizable Trimestralmente.
20% Anual compuesto cuatrimestralmente.
35% Anual convertible semestralmente.

18% Anual liquidable anualmente.

Si no se especifica el periodo de referencia, éste se debe entender de forma anual. Es decir,
28% Liquidable o capitalizable semanalmente, es lo mismo, que si se manifestara

28% Anual Liquidable o capitalizable semanalmente.

El periodo de capitalizacion es un dato indispensable en la solucion de problemas de interés
compuesto. Al realizar un célculo de interés compuesto es necesario que la tasa de interés esté

expresada en la misma unidad de tiempo que el periodo de capitalizacion.

Ejemplo 10.3
Si un documento ofrece pagos semestrales y tiene una duracion de 3 afios. ;Cudnto vale m y

n?

Solucion:

Un afio tiene 2 semestre, por lo tanto, m = 2.
Teniendo que la obligacion financiera dura 3 afios, el nimero de veces que el documento paga

interés por afio sera 2, por consiguiente, en 3 afios, pagara 6 veces, lo que indica que n =6

10.7.VALOR FUTURO EQUIVALENTE A UN PRESENTE DADO

El valor futuro, se puede encontrar a partir de un valor presente dado, para lo cual, se debe
especificar la tasa de interés y el numero de periodos, y a partir de la siguiente demostracion,

se determina la férmula que permite calcular el valor futuro.

PERIODO |CAPITAL|INTERES CAPITAL FINAL
INICIAL
1 P Pi Fi =P + Pi=P(1+i)
2 P(1+i) P(1+i)i | F, = P(14i) + P(1+i)i = P(14i)(1+i) = P(1+i)?
3 P(1+i)?| P(1+i% | F3 = P(1+i)? + P(1+i)4 = P(1+i)%(1+i) = P(1+i)®
4 P(1+i)*| P(14i)% | F4 = P(1+i)* + P(14i)%i = P(1+i)°(1+4i) = P(1+i)*
N | PA+™ P+ Fn = PO+ + PO+ = PO+ (1+i) = P1+4)

Fuente: (Santillan, 2014)
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Tabla 6: Formula de valor futuro

F=P(1+)" (101,

Se concluye entonces que ; donde:

F = Monto o valor futuro.
P = Valor presente o valor actual.
I = tasa de interés por periodo de capitalizacion.

n = Numero de periodos 6 nimero de periodos de capitalizacion.

La anterior formula se puede expresar mnemotécnicamente de la siguiente manera:

F =P (F/P, i, n); que se lee asi: hallar F dado P, una tasa i y n periodos.

La forma nemotécnica se emplea cuando se usan las tablas financieras que normalmente se
encuentran al final de los libros de ingenieria econdmica o de matematicas financieras.

El término (F/P, i, n) se conoce con el nombre de factor y es un valor que se encuentra en las

(1+i)']

tablas financieras. El factor corresponde al elemento de la formula, que se conoce

con el nombre de factor de acumulacion en pago unico.

En las matemadticas financieras toda férmula tiene asociada un diagrama econdmico, para la

expresada anteriormente seria:
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i%l/periodo (conocido) I
/
l 1 2 3 4 5 n-2 n-1 n (periodos)

Pp(Conocido)
Ejemplo 10.4

¢, Cuanto dinero se tiene dentro de seis meses en una cuenta de ahorros que reconoce
el 2% mensual si hoy se invierte en una corporacion $400.0007.

Solucioén:
F=72
1 = 2% mensual
01 2 3 4 5 6 meses

l

P =$400.000

F = P(1+i)" ; por consiguiente: F = 400.000(1+0.02)® = $ 450465,

El valor de Va se toma negativo ya que se trata de una inversion, para encontrar la respuesta
se debe estar ubicado en la celda B4, siempre se debe hacer un clic sobre la opcion aceptar de
la venta de argumentos de funcion de VF. Introduzca los otros valores en las celdas tal como

se sefala en la hoja de Excel.

Ejemplo 10.5

El 2 de enero se consignd $150.000 en una cuenta de ahorros y deseo saber cuanto

puedo retirar al finalizar el afio, si me reconocen una tasa de interés mensual igual a 3%

Solucion:
F=7?
Enero 2 i = 3% mensual T
o e e s p /
l 1 2 3 45 12 meses
P =$% 150.000

F = P(14i)" ; por lo tanto: F = 150.000(1+0.03)? = $ 213.864
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Ejemplo 10.6

Al iniciar los meses de julio y septiembre me propongo ahorrar $150.000 y $210.000
respectivamente y deseo consignarlos en una corporacion que me reconoce el 4% mensual.

(Cuanto dinero tengo el primero de noviembre?

Solucion:
Ft = F1 +F2
Jul Agost Sept Oct TNov
0 i ' %
l 1 2 3 4
$ 150.000
$210.000

P1=$% 150.000 P>=9$210.000 i = 0.04 mensual.
Fy=Py(1+)" ; F;=150.000(1+0.04)* ; F;=150.000 (1.04)*= $ 175.479
Fy=Py(1+)" ; Fp= 210.000(1+0.04)* ; F,=210.000(1.04)*=$ 227.136

Fi=F1+F2= 175.479 + 227.136 = $ 402.615;

10.8. CALCULO DEL VALOR PRESENTE EQUIVALENTE DE UN FUTURO DADO.

Sabemos que F =P(1+i)" ; porlo tanto, P = F(1+i)" (10.2)

El valor presente se puede definir, como el capital que, prestado o invertido ahora, a una tasa
de interés dada, alcanzard un monto especifico después de un cierto nimero de periodos de
capitalizacion.

La anterior formula se puede expresar mnemotécnicamente de la siguiente manera:

P=F (P/F, i, n); que se lee asi: hallar P dado F, una tasa i y n periodos.

La forma mnemotécnica se emplea cuando se usan las tablas financieras que normalmente se

encuentran al final de los libros de ingenieria econdémica o de las matematicas financieras.
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El término (P/F, i, n) se conoce como el nombre de factor y es un valor que se encuentra en las

f-n
tablas financieras. El factor corresponde al elemento (1+) de la férmula, se conoce con
el nombre de factor de descuento o factor de valor presente para pago tinico.

El diagrama econdmico para la formula expresada anteriormente seria:
Fp = conocido

i%/periodo (conocido)

l 1 2 3 4 5 n2 n-1  n(periodos)

Ejemplo 10.7

Dentro de dos afios y medio deseo cambiar mi actual maquinaria empacadora por una de mayor
capacidad. En esa fecha, estimo que puedo venderla por $ 300.000 y la de mayor capacidad
estara costando $1.200.000 ;Cuanto capital debo consignar en una entidad financiera que paga

el 3% mensual, si deseo adquirir la nueva maquinaria?

Solucion:
Como la actual maquinaria la venderia por $ 300.000 dentro de dos afios y medio y la nueva

tendria un costo de $ 1.200.000, realmente debo tener consignado en la entidad financiera en

esa fecha $ 900.000.

F =$900.000

i = 3% mensual I
(‘l 30 meses

P=?

Se tiene que: P =F(1+i) ™ =900.000(1+0.03)°0 =$370.788,08

Ejemplo 10.8
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Calcule P en el siguiente diagrama de flujo si i = 10%.

900
700
1 ]
l 2 4 6
P=2?

Solucion:
Hay que considerar que cada valor que esta a la derecha de P, es un valor futuro (F).

Seglin el diagrama se tendra:

P = F(1+i)™ = 500(1+0.10)2 + 700(1+0.10)* + 900(1+0.10)® = 413,22 + 478,10 +
508,02

P=$1.399,36

Ejemplo 3.9
(Qué capital es necesario invertir hoy en una institucion que capitaliza el 3% mensual a fin de
obtener en dos afos $ 2.000.000?

Solucion:

F=$2.000.000

i = 3% mensual T
| | | 4 |

| |
l 1 2 3 4 5 23 24 meses
P=7?

24

P:F(1+i)_n =2.000.000(1+0,003) <" =$983.867,47;

Ejemplo 10.10
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Una persona desea invertir hoy una suma de dinero en una institucion financiera para retirar $
2.500.000 dentro de 2 afos ;Cual sera la suma a depositar si el rendimiento reconocido es de

7,01 trimestral?

Solucion:
Como el interés que se da en el ejercicio es trimestral, y teniendo en cuenta que debe haber una
relacién de homogeneidad entre i y n, los dos afios se hacen equivalentes a

& trimestres.

$ 2.500.000

i=7,01% trirmastral

0 1 2 3 8 Trimestres

P=?

P —F(+i)™ = 2.500.000(0,0701)° =$1.453.935 35

10.9. CALCULO DEL NUMERO DE PERIODOS.

Sabemos que: F:P(1+i)n; despegando se tiene: [;]: 1+|) ; aplicando
F) L“[ }1:]
i : — |= : = "7 10.3)
logaritmos tenemos Ln(‘ 5 ] nLn(1+i); de donde n T (

Se puede hallar n por medio del uso de la mnemotecnia; F = P(F/P, i, n) 6 P=
F(P/F, i, n).

Ejemplo 10.11
LA cuanto tiempo $ 1.500.000 es equivalente a $ 700.000 hoy, sabiendo que el interés que gana

el dinero es del 2?75% mensual?

Solucion:
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Como la tasa de interés estd dada en término mensual, entonces el nimero de periodos sera

también en meses.

F=%1.500.000
i = 2,5% mensual I
0 l 1 2 3 n meses
P =$600.000
F "1.500.000 )
In[— Inf ——— v
Se sabe que: n= P J = ( 600.000 J _ In25) _ 37,10 meses

“In(1+i) In(1+0.025) In(1,025)

10.10. CALCULO DE LA TASA DE INTERES (i).

Se sabe que: F=P(1+i)n, despejando se obtiene: [g]: (1+i)n , aplicando raiz

n .n
e-enésima a ambos lado de la ecuacién se tiene: l F’ =(1+|)n, por lo tanto;

P

= -

i:L_] -1 (3.4)

Se puede hallar i por medio del uso de las mnemotecnia F = P(F/P, i, n) 6 P=
F(P/F, i, n).

Ejemplo 10.12
Hace un afio se hizo un deposito de $500.000 en una corporacion y hoy el saldo en dicha cuenta

es de $750.000. ;Cual es la tasa de interés mensual que reconoce la corporacion?
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Solucion:
Como la tasa de interés que se pide es mensual, entonces, el nimero de periodos debera ser

expresado en meses, por lo cual, un afio equivale a 12 meses.

F=$750.000

i = ? mensual T

0 1 2 3 12 meses

P =$500.000
Se sabe que: i = (F/P)"™ -1 ; por consiguiente: i = (750.000/500.000)"1? - 1 ;

Entonces i= (1,5)1/12 —1=0,03466 mensual; de donde: i= 3,4366 % mensual

RETO UNIDAD X
Preguntas Opciones de Respuestas
1.- El tiempo que transcurre entre un pago de interés y otro se a. Continuidad
denomina y se simboliza por n b. Frepuencm
c. Periodo
d. Ninguno
2.- Una persona solicita la suma de $ 11.000 en préstamo a una | a. 124.850%
entidad bancaria, y paga el 4,5% mensual, se solicita mostrar la | b. 12.485$
operacion de capitalizacion durante tres meses. c. 1.248,5%
d. 124,85%
3.- Es el momento en el cual se causa el interés. Ej. 2% mensual | a. TASA DE INTERES
por adelantado, 18% anual por trimestre vencido. b. BASE DE APLICACION
c. PERIODO DE APLICACION
d. FORMA DE APLICACION
4.- Se aplica en una forma continua, o sea que los intervalos de | a. Interés compuesto discreto
tiempo son infinitesimales. b. Interés compuesto continuo
c. Interés amortizado
d. Ninguna
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5.- Una persona solicita la suma de $ 238.000 en préstamo a una
entidad bancaria, y paga el 5,1% trimensual, se solicita mostrar
la operacion de capitalizacion durante 17 meses.

a
b
C

.306.782.000
. 3.067.820
.30.678.200

d. 306.782

6.- Es un sistema que capitaliza los intereses, por lo tanto, hace

)

. Interés Simple

que el valor que se paga por concepto de intereses se incremente | b. Interés Compuesto
mes a mes, puesto que la base para el célculo del interés se | c. Valor
incrementa cada vez que se liquidan los respectivos intereses. d. Re-capital
7.- Una persona solicita la suma de $ 840.000 en préstamo al | a. 928$
1,51% mensual por 7 meses, cual sera el total por capitalizacion. | b. 92.878$
c. 928.788%
d. ninguna
8.- Es la forma como se aplicard el interés. Ej. 2% mensual, a. TASA DE INTERES
20% anual compuesto trimestralmente, 18% anual compuesto | b. BASE DE APLICACION
continuamente. c. PERIODO DE APLICACION
d. FORMA DE APLICACION
9.- Cual de los siguientes términos se denomina frecuencia a. Semanal
b. Diaria
c. Anual
d. Todas
10.- Se aplica en una forma continua, o sea que los intervalos de | a. Interés compuesto discreto
tiempo son infinitesimales. b. Interés compuesto continuo

C

. Interés amortizado

d. Ninguna
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CAPITULO XI: MATEMATICAS ADMINISTRACION PROYECTOS

11.1.Resultados de aprendizaje:

Define conceptos del diferente tipo de proyectos.
Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con proyectos y
ruta critica.

Contrasta conceptos teoricos de gerencia de proyectos.

Analiza los tipos de proyectos ventajas y desventajas.
Analiza las partes de un proyecto actividades y ruta critica.

Plantea la toma de decisiones en los proyectos.

Realiza diferentes tipos de operaciones con proyectos

Resuelve problemas de ruta critica.

Plantea modelos matematicos.

Realiza operaciones con ruta critica en las actividades de un proyecto.

Realiza ejercicios de ruta critica y toma decisiones.

Segun (Richard B. Chase, 2016)

11.2. PROYECTO.

Es una serie de trabajos que por lo habitual, se dirigen hacia un producto mayor y cuyo

desempefio requiere de un periodo considerable.

11.3. ADMINISTRACION DE PROYECTOS

Se lo define como la planeacion, la direccién y el control de recursos (personas,

equipamiento y materiales) para poder sujetarse a las limitantes técnicas, de costo y de

tiempo del proyecto.

Con frecuencia se piensa que los proyectos s6lo ocurren una vez, pero la realidad es que

muchos de ellos se repiten o trasladan a otros contextos o productos. El resultado sera otro
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producto del proyecto. El contratista que construye casas o la empresa que fabrica productos

en poco volumen, como supercomputadoras, locomotoras o aceleradores lineales, de hecho

puede pensar que se trata de proyectos.

11.4. ESTRUCTURACION DE LOS PROYECTOS
Existen diferentes tipos de proyectos y la alta gerencia debe decidir cudl de estas tres

estructuras organizacionales utilizard para ligar el proyecto a la empresa matriz: un

proyecto puro, un proyecto funcional o un proyecto matricial. A continuacién se explican

las ventajas y las desventajas de estas tres formas basicas.

11.4.1. PROYECTO PURO
Proyecto puro (llamado trabajo de madriguera), en cuyo caso un equipo auto

contenido trabaja de tiempo completo en el proyecto.

11.4.1.1. VENTAIJAS

El gerente del proyecto tiene plena autoridad sobre el mismo.

Los miembros del equipo dependen de un jefe. No tienen que preocuparse
por dividir su lealtad con el gerente de un area funcional.

Las lineas de comunicacion son mas cortas. Las decisiones se toman con
rapidez.

El orgullo, la motivacion y el compromiso del equipo son enormes.

11.4.1.2. DESVENTAJAS

Duplicacidn de recursos. El equipamiento y las personas no son compartidos
entre proyectos.

Las metas y las politicas de la organizacion son ignoradas, dado que los
miembros del equipo muchas veces estan lejos, en términos fisicos y
psicologicos, de la oficina matriz.

La organizacidn se rezaga en su conocimiento de la nueva tecnologia porque
las divisiones funcionales se debilitan.

Dado que los miembros del equipo no tienen hogar en un area funcional, se
preocupan por su vida después del proyecto, y demoran la conclusion del

mismo.
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11.4.2. PROYECTO FUNCIONAL
En el otro extremo del espectro de la organizacion de proyectos esta el proyecto funcional, el

cual aloja el proyecto dentro de una division funcional.

GRAFICON.: 10 PROYECTO FUNCIONAL

Presidente
[ |
Investigacién Ingenieria Produccién
desarrollo
Proyecto Proyecto Proyecto Proyecto Proyecto Proyecto Proyecto Proyecto Proyecto
A B C D E F G H I

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Suarez

11.4.2.1. VENTAJAS

Un miembro de un equipo puede trabajar en varios proyectos.

La experiencia técnica se conserva dentro del area funcional a pesar de que
los individuos abandonen el proyecto o la organizacion.

El area funcional es un hogar una vez que se ha terminado el proyecto. Los
especialistas en las funciones pueden avanzar en un plano vertical.

Una masa critica de expertos especializados en un area funcional crea

soluciones sinérgicas para los problemas técnicos del proyecto.

11.4.2.2. DESVENTAJAS

Algunos de los aspectos del proyecto que no estan relacionados directamente
con el area funcional no salen bien librados.

La motivacion de los miembros del equipo suele ser poca.

Las necesidades del cliente ocupan un segundo lugar y se responde a ellas

con lentitud.
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11.4.3. PROYECTO MATRICIAL

La forma clésica de organizacion especializada, o “el proyecto matricial”, busca mezclar las
propiedades de la estructura del proyecto puro y la del funcional. Cada proyecto utiliza a
personas de distintas areas funcionales. El gerente del proyecto (GP) decide cuales tareas se
desempefiaran y cuando, pero los gerentes funcionales controlan cudles personas y tecnologias
se emplearan. Si se opta por la forma de matriz, distintos proyectos (hileras de la matriz) toman
recursos a préstamo de las areas funcionales (columnas). A continuacion, la alta gerencia debe
decidir si se utilizard una matriz de forma débil, equilibrada o fuerte. Esto determina si los
gerentes del proyecto tendrdn poca, igual o mas autoridad que los gerentes funcionales con los

cuales negocian para obtener recursos.

GRAFICO N.: 11 PROYECTO MATRICIAL

Presidente
-I 0 ] l I I
Investlfacu’)n Ingenierfa Produccién Marketing
desarrollo
Gerente del
Proyecto A i
Gerente del

Y

Proyecto B
Gerente del
Proyecto C \

‘
-
=
-
=
-
=

Y

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Suarez 6

11.4.3.1. VENTAJAS
e Se fortalece la comunicacidn entre las divisiones funcionales.

e El gerente de un proyecto es el encargado de que el proyecto llegue a buen
término.

e La duplicacion de recursos se reduce al minimo.

e Los miembros del equipo tienen un “hogar” funcional una vez que se ha

terminado el proyecto, por lo cual estin menos preocupados por su
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existencia después del proyecto que si estuvieran dentro de un proyecto
puro.
e Sesiguen las politicas de la organizacion matriz, lo cual incrementa el apoyo

que se brinda al proyecto.

11.4.3.2. DESVENTAIJAS
e Hay dos jefes. Con frecuencia se hace mas caso al gerente funcional que al

del proyecto. Al final de cuentas, ;quién estd en posicion de prometerle u
otorgarle un aumento de sueldo?

e Estd condenado al fracaso a no ser que el GP tenga solidas habilidades para
la negociacion.

e La suboptimizacién representa un peligro, dado que los GP acaparan

recursos para sus proyectos, afectando con ello otros proyectos.

11.5. ESTRUCTURA DE LA DIVISION DEL TRABAJO

Todo proyecto comienza con un enunciado de trabajo ET. Este enunciado puede ser una
descripcion por escrito de los objetivos que se alcanzaran, con una breve resefia del trabajo que

se desempefiard y un calendario propuesto que plantea la fecha de inicio y la de conclusion.

Tarea: representa una subdivision mas de un proyecto. Por lo general s6lo dura algunos meses

y es desempefiada por un grupo u organizacion.
SubTarea: para subdividir el proyecto en partes que tengan mayor sentido.

Paquete de Trabajo: es un grupo de actividades combinadas que seran asignadas a una sola
unidad organizacional. El paquete sigue adoptando el formato de toda administracion de
proyectos y presenta una descripcion de lo que se hara, cudndo se iniciard y concluird, el
presupuesto, las medidas del desempefio y los hechos especifi cos que deben estar terminados

en puntos determinados de tiempo.

En el gréafico se aprecia una estructura de trabajo
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GRAFICO N.: 12 Ejemplo de una estructura de la division del trabajo

Nivel Programa
ittt LI IR L L DL EEL I LA
1 Proyecto 1 Proyecto 2
takttatatatiab Bl DAL DD LI L DAL £
2 Tarea 1.1 Tarea 1.2
[—- -
3 Subtarea 1.1.1 Subtarea 1.1.2
tatatetataatatadebalel L
4 Paquete de trabajos 1.1.1.1 Paquete de trabajos 1.1.1.2

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Suérez

Actividades: se definen dentro del contexto de la estructura de division del trabajo y son
partes del trabajo que consumen tiempo. Las actividades no requieren necesariamente que las
personas hagan un esfuerzo, aun cuando es frecuente que si lo requieran. Por ejemplo,
esperara que la pintura se seque podria ser una actividad dentro de un proyecto.

En la grafica siguiente se puede ver un ejemplo de estructura de division de trabajo del disefio

de un escaner optico mayor
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GRAFICO N.: 13 Division de trabajo del disefio de un escaner 6ptico mayor

Nivel
1123 |4
X 1 Diseiio del simulador éptico
X 1.1 Disefio 6ptico
X 1.1.1  Diseiio del telescopio/enorme
X 1.1.2  Interfaz telescopio/simulador Gptico
X 1.1.3  Diseiio del sistema simulador del zoom
X 1.1.4  Especificacion auxiliar del componente del simulador 6ptico
X 1.2 Anilisis del desempeiio del sistema
X 1.2.1 Control general del sistema del firmware y el software
X 1.2.1.1 Generacién y andlisis del diagrama de flujo l6gico
X 1.2.1.2 Diseiio basico del algoritmo de control
X 1.2.2  Analizador del rayo de distancia
X 1.2.3  Diseiio del método de inter e intraalineacién del sistema
X 1.2.4  Requerimientos de registro y reduccién de los datos
X 1.3 Integracién del sistema
X 1.4 Anilisis de costos
X 1.4.1  Anilisis de costos/programa del sistema
X 1.4.2  Anilisis de costos/desempeiio del sistema
X 1.5 Administracién
X 1.5.1  Administracién del disefio/ingenieria del sistema
X 1.5.2  Administracién del programa
X 1.6 Adquisicién de bienes con mucho tiempo
X 1.6.1  Opticos grandes
X 1.6.2 Componentes del objetivo
X 1.6.3 Detectores

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Suérez 7

11.6. GRAFICAS DE CONTROL

Las diferentes graficas de control son las mismas que se utilizan en otras areas de conocimiento,

en el siguiente grafico se aprecian algunos ejemplos de las mismas
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A. Grafica de Gantt para actividades aisladas

Actividad
Negociacién =

del contrato

Firma --+118

del contrato

Adquisicionescon — — T — -

mucho tiempo

Calendarios |
de produccién

Lista de ————|t===== .

materiales

Adquisiciones — =L === -
con poco tiempo

Especificaciones - — — -| — — — — — — — _ _ [ ]

de los materiales

Planes de B -

produccién

Inicio SR
| | | | | | | | | ]

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Semanas después del inicio del proyecto

B. Descomposicion de costos del programa total

Total $

Délares $

Tiempo —™

145



C. Division de costos y horas laborables por division

Porcentaje de horas laborables Porcentaje de costos
B Procuccion N
- Finanzas .
- Ingenieria -
- Gastos fijos -

q Personal F
| | | | |
0

60 40 20 0
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Total de
costos del
programa $

Proyecto 1 | |

Proyecto 2

Proyecto 3

1 Proyectado
[ Terminado

D. Programa para rastrear los costos y el desempeino

Tiempo —»
— Proyectado

—— Real
Sobregiros*‘"’_’

Y

Adquisiciones con
POCO 2mMpo [

Tiempo —»

E.Gréifica de barrashites

\ 4

\ 4

I
I
I
I
I
I
I
|
!

| Linea de rastreo
de fechas

9 10

Semanas despuds del inicio del proyecto

11.7. MODELOS DE PLANEACION DE REDES

Los dos modelos de planeacion de redes mas conocidos fueron creados en la década de 1950.
El método de la ruta critica (MRC) fue creado para programar cierres por mantenimiento de
las plantas quimicas propiedad de Du Pont. Dado que los proyectos de mantenimiento se
realizan con frecuencia en esta industria, existen estimaciones bastante exactas de los tiempos
que toman las actividades. El MRC parte del supuesto que es posible estimar con exactitud los
tiempos de las actividades de un proyecto y que €stos no varian. La Técnica de evaluacion y
revision de programas (PERT) fue creada para el proyecto de proyectiles Polaris de la Marina
de Estados Unidos. Fue un proyecto colosal que incluy6 a mas de 3 000 contratistas. Como la

mayor parte de estas actividades no se habian desempefiado nunca antes, la PERT fue creada
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para manejar estimaciones inciertas de tiempo. Con el correr de los afios, las caracteristicas que
diferencian el MRC de la PERT han disminuido, por lo cual en la explicacion que aqui se

presenta se utilizara el término MRC.

11.7.1. RUTA CRITICA

La ruta critica de las actividades de un proyecto se refiere a la secuencia de actividades que
constituyen la cadena mas larga en términos del tiempo necesario para terminarlas. Si alguna
de las actividades de la ruta critica se demora, entonces el proyecto entero se retrasara. La meta
central de las técnicas del MRC es determinar la informacion de cada actividad del proyecto
para programarla. Las técnicas calculan el momento en que una actividad debe empezar y

terminar, asi como si la actividad forma parte de la ruta critica o no.

11.7.2. METODO DE LA RUTA CRITICA

Porqué es importante hallar la ruta critica? Existen actividades en los proyectos que no deben
retrasarse ni un minuto ni en segundo, ya que si esas se atrasan, atrasan a todo el proyecto y

puede ocasionar pérdida econdémica por multas.

Se trata de un procedimiento para programar un proyecto. En este caso,se utiliza un tnico
estimado de tiempo, porque se supone que se conocen los tiempos de la actividad. Se

programara un proyecto muy sencillo para demostrar el enfoque basico.

Piense que le han dejado una tarea de grupo que requiere decidir si se debe invertir en una

compaiiia o no. Su profesor ha sugerido que hagan el andlisis siguiendo cuatro pasos:
a) Escoger una compaiiia.

b) Conseguir el informe anual de esa compaiiia y hacer un analisis de proporciones.
¢) Reunir datos técnicos del precio de las acciones y crear graficas.

d) Revisar individualmente los datos y tomar una decision en equipo respecto a comprar las

acciones o no.

Las cuatro personas de su grupo deciden que el proyecto se puede dividir en las cuatro
actividades que ha sugerido el profesor. Deciden que todos los miembros del equipo deben
participar en la seleccion de la compaiiia y que esta actividad debe quedar terminada en una

semana. Todos se reuniran al término de la misma para decidir cudl compaiia considerard el
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grupo. En esa junta, el grupo se dividira: dos personas seran encargadas del informe anual y el
analisis de proporciones, y las otras dos reuniran los datos técnicos y crearan las graficas. Su
grupo estima que conseguir el informe anual y hacer el andlisis de proporciones les tomara dos
semanas y que reunir los datos del precio de las acciones y generar las graficas les tomara una

semana. Todos consideran que los dos grupos pueden trabajar de forma independiente.

Por ultimo, acuerdan que el equipo se reunira para tomar la decision de compra. Antes de
reunirse, quieren tomar una semana para que cada miembro del equipo pueda revisar todos los

datos.

Se trata de un proyecto sencillo, pero servird para demostrar el enfoque. A continuacion se

presentan los pasos correspondientes.

Identifique cada una de las actividades que se de desempeiiaran en el proyecto y estime
el tiempo que tomara concluir cada actividad. Esto es sencillo, dada la informacion que ha

proporcionado el profesor.

Las actividades se identifican como A(1), B(2), C(1) y D(1). El nimero se refiere a la duracion

esperada de la actividad.

Determine la secuencia requerida de las actividades y construya una red que refleje las
relaciones precedentes. Un camino facil para hacerlo es identificar primero los precedentes
inmediatos asociados a una actividad. Los precedentes inmediatos se refieren a las actividades
que se deben terminar justo antes de otra actividad. Es preciso terminar la actividad A para que
puedan empezar la actividad B y la C. Es necesario terminar la B y la C para que pueda empezar

la D. La tabla siguiente representa lo que se sabe hasta aqui.
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Tabla 7: tabla de actividades

PRECEDENTES Tiempo
ACTIVIDAD DESIGNACION INMEDIATOS (SEMANAS)
Elegir compania A Ninguno 1
Conseguir informe anual B A 2
y hacer analisis de proporciones
Recabar datos del precio C A 1
de las acciones y hacer analisis técnico
Revisar datos y tomar una decision D By C 1

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

Lo primero que hacemos es construir la Red en el cudl los circulos representan a la actividad

designada con una letra y en paréntesis la duracion en tiempo de dicha actividad.

Los segmentos de recta representan el camino entre la finalizacion de la actividad anterior con
el comienzo de la siguiente actividad tomando en cuenta los precedentes inmediatos en la tabla
anterior de ejemplo La actividad B solo empieza cuando A termine, La actividad C solo

empieza cuando A termina, y la actividad D solo empieza cuando las actividades B 'y C

terminen.

GRAFICO N.: 14 construccién de la RED

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

Debemos tomar en cuenta 4 tiempos expresados asi:

Los dos primeros tiempos que se debe calcular en cada actividad, son determinados de

izquierda a derecha, empezando con la actividad inicial como en este caso A.
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Tiempos tempranos o conocidos como Early en inglés:

Es = Early Start Time: Tiempo mas temprano en iniciar la actividad

Ef = Early Finish Time: Tiempo mas temprano en finalizar la actividad
Ta = Tiempo de la actividad el nimero que se encuentra en ()

Para esta primera parte se debe tomar en cuenta que Ef = Es+ Ta

Siempre se debe hacer que cuando es la actividad inicial el tiempo mas temprano es el de 0 es
decir este momento.

GRAFICO N.: 15 con los tiempos tempranos

Es=1
Es=3
Ef= 4
Ef=2
Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez
D (1)
B (2)depende |C(1)depende |depende de B
Actividad |A (1) de A de A y C
Es Es=1 Es=1 Es=3
Ef=Es+
Ta Ef =3 Ef =2 Ef=4

Para calcular Es de la siguiente actividad se debe tomar en cuenta de que actividades
anteriores depende. Por ejemplo la actividad B solo depende de que termine la actividad A,
esta actividad A tiene como Ef = 1 entonces Es de B es 1: En cambio la actividad D depende
de que termine las actividades B con Ef = 3, y de la actividad C con Ef = 2 ; entonces se
escoge la Ef mayor es decir 3 , por tanto Es de C es 3 y su Ef es 4; en consecuencia el
proyecto de 4 actividades tiene una duracion de 4, si es semanas, 4 semanas, si es dias, 4dias,

etc.
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Los dos siguientes tiempos que se debe calcular en cada actividad, son determinados de
derecha a izquierda, empezando con la actividad final en este caso D.

Tiempos tardios o conocidos como late en inglés:
Ls = late Start Time: Tiempo mas tardio en comenzar la actividad

Lf = Late Finish Time: Tiempo maés tardio en finalizar la actividad

Ta = Tiempo de la actividad el nimero que se encuentra en ()
Para esta segunda parte se debe tomar en cuenta que Ls = Lf - Ta

Siempre se debe hacer que cuando es la actividad final el Lf de esa actividad es el mismo Ef.

GRAFICO N.: 16 Grafico con los 4 tiempos

Es=1
Ls=1

v
2= Ef= 4
f_

Ef=2
Lf=3

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

D (1)
B (2)depende |C (1)depende |depende de B
Actividad |A (1) de A de A y C
Ls =Lf-
Ta O|Ls=1 Ls=2 Ls=3
Lf 1|Lf=3 Lf=3 Lf=4

con, Lf=4 de la actividad D aplicamos la formula para Ls:
Ls=Lf-Ta=4-1=3

Para calcular Lf de la siguiente actividad se debe tomar en cuenta de que actividades
anteriores depende. Por ejemplo la actividad B solo depende de la actividad D , esta actividad
D tiene como Ls = 3, entonces Lf de B es 3: aplicamos Ls = Lf — Ta=3 — 2 = 1; En cambio
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la actividad C depende de la actividad D, esta actividad D tiene como Ls = 3, entonces Lf de
C es 3: aplicamos Ls = Lf — Ta=3 — 1 =2 ; por ultimo tenemos la actividad A, esta depende
de las actividades B con Ls = 1 y de C con Lf = 2, se escoge la Lf Menor es decir que Lf de A
es 1, aplicando Ls =Lf-Ta=1-1=0.

Al salir Ls y Lf de la primera actividad A siempre 0 es una muestra de que el procedimiento
esta correcto.

Segun (Richard B. Chase, 2016)“En el caso de algunas actividades de un proyecto puede
haber cierto margen para el momento en que las actividades pueden iniciar o terminar y se
llama holgura de tiempo de una actividad”.

Es decir que Una vez realizado el procedimiento se calcula la Holgura, que es el tiempo que
una actividad puede retrasarse, su calculo es Es —Ls o también Ef — Lf en cualquiera de los
2 casos el resultado es el mismo, cabe recalcar que este calculo es en cada actividad.

GRAFICO N.: 17 grdfico con holgura

Es=1

Es=3
Ls=3

Ef=2
Lf=3

Fuente: Autoria Propia 5
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

En este ejemplo las actividades A,B y D tienen holgura 0

La actividad C tiene holgura de 1; lo que significa que esta actividad puede retrasarse 1
semana si es en semanas 1 dia si es en dias, etc.

Por tltimo la Ruta Critica es aquel camino que va desde la actividad inicial hasta la Gltima
actividad del proyecto pasando por las actividades que tengan holgura 0
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GRAFICO N.: 18 con ruta critica

Es=1

Ef=2
Lf=3

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez

En este ejemplo la Ruta Critica vade A pasa por B y termina en D

RC=A,B,D

Veamos otro ejemplo:

Muchas compaiiias que han tratado de entrar en el mercado de las computadoras notebook
han fracasado. Suponga que su empresa piensa que existe una enorme demanda en ese
mercado porque los productos existentes no han sido disefiados correctamente. Son
demasiado pesados, demasiado grandes o demasiado pequetios como para tener teclados de
tamafio estdndar. La computadora que usted desea sera lo bastante pequefia como para
cargarla en el bolsillo de una chaqueta en caso necesario. El tamafio ideal no pasard de 5 x
91/2 x 1 pulgadas, con un teclado plegable. No pesara mas de 15 onzas y tendré pantalla de
cristal liquido (LCD),un micro drive de disco y una conexion inalambrica. Asi, le resultara
atractiva a los empresarios que viajan, pero podria tener un mercado mucho mas amplio,
inclusive entre los estudiantes. Su precio estara en la banda de 175-200 dolares.

Asi pues, el proyecto consiste en disefiar, desarrollar y producir un prototipo de esta pequefia
computadora.

Dados los veloces cambios de la industria de las computadoras, es fundamental llegar al
mercado con un producto de este tipo en menos de un afio.
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SOLUCION

El primer encargo del equipo del proyecto es elaborar una grafi ca de la red del proyecto y
estimar la probabilidad de terminar el prototipo de la computadora en un plazo de 35
semanas. En seguida aparecen los pasos para elaborar la red.

1. Identifique las actividades. El equipo del proyecto decide que las actividades
siguientes son los elementos principales del proyecto: disefio de la computadora,
construccion del prototipo, pruebas del prototipo, especificacion de los métodos
(resumidos en un informe), estudios de evaluacion del equipo automatico de montaje,
un informe del estudio del equipo de montaje y un informe final que resuma todos los
aspectos del disefio, el equipo y los métodos.

GRAFICO N.: 19: actividades designacién tiempos y precedentes

DESIGNACIONES Y TIEMPOS ESTIMADOS DeL MRC
PRECEDENTES Tiempo
ACTIVIDAD DEeSIGNACION INMEDIATOS (SEMANAS)
Disefio A - pil
Construir prototipo B A 5
Evaluar equipo £ A 7
Probar prototipo D B 2
Redactar informe del equipo E CD 5
Redactar informe de los métodos F CD 8
Redactar informe final G EF 2

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

2. Construya la red y la secuencia de las actividades. Con base en una charla con el
personal, el gerente del proyecto prepara la tabla de precedentes y la secuencia de la
red que muestra la figura 20.

Cuando construya una red, asegurese de que las actividades estan en el orden
adecuado y que conserva la 16gica de sus relaciones. Por ejemplo, seria ilogico tener
una situacion en la cual el hecho A precede al hecho B, el B precede al Cy el C
precede al A.

."“"""' .\."’--.““\ / “‘"“-~
] / el BB
i .___\“H‘ _-.—.——’_____.

B(5) »{ IX2) >

3. Se determina los Tiempos tempranos o conocidos como Early en inglés: Es y Ef de
cada actividad, la actividad A es la inicial del proyecto entonces Es = 0
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Es=28

K Es-
Ef=36

B Es=2 as
Ef=2 B(5) - \D(_z)/ a(5)

Ef=28 Ef=33

4. Se debe calcular Los dos siguientes tiempos TARDIOS en cada actividad, son
determinados de derecha a izquierda, empezando con la actividad final en este caso
G.

y _ >(D(2) @/
Lf=21 g

Es=36
Ls=36

Ef=38
Lf=38

6. Se encuentra la ruta critica. La ruta critica es la secuencia mas larga de actividades

conectadas a lo largo de la red. Puede existir una o varias Rutas
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Ruta Critica 1: A.C.F.G

Ruta Critica2 : AB.D.F.G

11.7.3. MRC CON TRES ESTIMADOS DE TIEMPO PARA LAS ACTIVIDADES

El procedimiento mas aconsejable es utilizar tres estimados. Estos tres estimados no sélo permiten
estimar el tiempo de la actividad, sino que también permiten obtener un estimado de la probabilidad
del tiempo para la conclusién de la red entera. Brevemente, el procedimiento es el siguiente: el tiempo
estimado dela actividad se calcula utilizando un promedio ponderado del estimado minimo de tiempo,
el maximo y el mas probable. El tiempo esperado para la conclusién de la red se calcula utilizando el
procedimiento antes descrito. Asi, utilizando los estimados de la variabilidad de las actividades de la

ruta critica es posible estimar la probabilidad de terminar el proyecto en un tiempo determinado.

Se utiliza la misma informaciéon que en el ejercicio anterior, con la salvedad de que las

actividades tienen tres estimados de tiempo.
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Tabla 8: Tabla actividades con 3 estimaciones de tiempo

VARIANZAS DE

Tiemros LA ACTIVIDAD (07)
T . i espErRADOS (TE) b—a 2
DESIGNACION pE ~ —'EMPOS ESTIMADOS a+4m+b [—)
ACTIVIDAD LA ACTIVIDAD a m b 6 6
Disefio A 10 22 28 P 9
Construir prototipo B - K 10 5 1
Evaluar equipo C 4 6 14 7 2 %
Probar prototipo D 1 2 3 2 %
Redactar informe £ 1 5 9 5 1z
Redactar informe de métodos F 7 8 9 8 3
Redactar informe final G 2 2 2 2 0

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

La formula de Tiempos esperados es un promedio ponderado entre los 3 tiempos

_a+4m+b
6

TE

Se realiza para cada actividad su célculo como se ve en la tabla 6.

Ademas se realiza el calculo de la varianza de cada actividad con la ecuacion

Como se ve en la tabla 8.

Con los valores de tiempo esperado se calcula la ruta critica del proyecto, al ser los mismos

valores se obtiene:
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Ruta Critica1: A.C.F.G

Ruta Critica 2 : A\ B.D,F.G

Determine la probabilidad de terminar el proyecto en una fecha dada, basdndose en la
aplicacion de la distribucion normal estandar. Una caracteristica valiosa de utilizar tres
estimados de tiempo es que permite al analista evaluar el efecto que la incertidumbre tiene en

el tiempo de conclusion del proyecto.
La mecénica para obtener esta probabilidad es:

a) Sume los valores de las variaciones asociadas a cada actividad de la ruta critica.

GRAFICO N. : 20 calculo de la varianza emn tres tiempos

RUTA CRITICA 1  /b-a\2 | RUTA CRITICA 2 - (boa)?
ol= [ - | ol= [ - ]
A 9 A 9
C 2,778 B 1
F 0,111 D 0,111
G 0 F 0,111
G 0
Totales suma varianzas | 11,889 10,222

Fuente: Autoria Propia 6
Elaborado por: Ing. Alex Sudrez 8

Cuando hay mas de dos rutas criticas se escoge aquella que tiene la suma de varianzas mayor.

Suponga que la gerencia quiere saber cudl es la probabilidad de terminar en 35 semanas para

tomar una decision de vender o no el proyecto.
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Dado que la red tiene dos rutas criticas, hay que decidir cudles variaciones se deben emplear
para llegar a la probabilidad de cumplir con la fecha de conclusion del proyecto. Un enfoque
conservador dicta utilizar la ruta con la variacion total méas grande para concentrar la atencion
de la gerencia en las actividades que tienen mayor probabilidad de exhibir grandes variaciones.
Asi, las variaciones asociadas a las actividades A, C, F y G se usarian para encontrar la

probabilidad de la conclusion. Por lo tanto:

I _gunlll.o .,
0= 9+25+5+0=11.89.
Suponga que la gerencia quiere la probabilidad de finalizar el proyecto en 35 semanas, en tal
caso D es 35. Se encontr6 que el tiempo esperado para la conclusion era 38. Sustituyendo en

la ecuacion Z y resolviéndola se tiene:

Sol,

Entonces D= 35 TE = 38 = 11.89

35-38

/=
11.89
Z= -0.87

En la tabla de transformada Z se observa que un valor de Z de —0.87 da una probabilidad de
0.1922, lo cual significa que el gerente del proyecto so6lo tiene una probabilidad de 19% de
concluir el proyecto en 35 semanas. Notese que esta probabilidad es la de realmente concluir
con la ruta critica A-C-F-G. Dado que existe otra ruta critica y otras rutas que se podrian
volver criticas, la probabilidad de terminar el proyecto en 35 semanas de hecho es menor a

0.19
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11.7.4. EJERCICIOS RESUELTOS

PROBLEMA RESUELTO 1I:

Se ha establecido que un proyecto tiene la siguiente lista de actividades y los

correspondientes tiempos para terminarlas:

ACTIVIDAD Tiempo (DiAS) PRECEDENTES INMEDIATOS
A 1 —
B - A
C 3 A
D 7 A
E 6 B
F 2 C,D
G 7 E.F
H 9 D
| 4 G,H

a) Dibuje el diagrama de la ruta critica.
b) Marque los tiempos de inicio y fi nal mas préximos.
c¢) Marque la ruta critica.

d) (Qué pasaria si se modificara la actividad F de modo que tomara cuatro dias en lugar de

dos?
Soluciéon

El siguiente diagrama muestra las respuestas a los incisos a, b y c.
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[
i
hn

11

11 18
) 2o

0 1 1 4 18 22
o < G
- L3 > 8 17 _—

@ / - Ruta critica
A-B-E-G-1

a) Nueva ruta critica: A-D-F-G-I. El tiempo para terminar es 23 dias. ( realizar en clases)

PROBLEMA RESUELTO 2
Se ha establecido que un proyecto tiene las siguientes actividades y tiempos estimados

para terminarlas.

TIEMPOS ESTIMADOS (SEMANAS) PRECEDENTE

ACTIVIDAD a m b INMEDIATO
A 1 - 7 —
B 2 A
C 3 B 6 A, D
D 6 12 14 A
E 3 12 D
F 6 16 B, C
G 1 6 E.F

a) Calcule el tiempo esperado y la varianza para cada actividad.

b) Dibuje el diagrama de la ruta critica.

c¢) Marque el tiempo de inicio y final mas proximo y de inicio y final mas lejanos.
d) Marque la ruta critica.

e) ;Qué probabilidad existe de que el proyecto quede concluido en 34 semanas?

Solucién:
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TIEMPO ESPERADO VARIANZA DE LA ACTIVIDAD

b 2
a+4dm+b Gl= ( _ a)
ACTIVIDAD 6 6
A 4.00 1
25
B 5.50 =
C 417 1
4
D n.33 1~
9
E 6.50 1
2 4
F 9.00 2
- 9
G 450 5
36

b). en el grafico 21

GRAFICO N.: 21: Resolucién b ¢y d

4 95 1950 ___ 285

4 1553300 20 . 28.5

c). En el gréafico 21

d). En el grafico 21
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34 - 33
7= 34 - 33
7,1.~27.25
1+19+4+,.9+36
/= !
2.5495
Z = .3922

Al buscar en la tabla de transformada Z se observa que existe alrededor de 65% de

probabilidad de terminar el proyecto para esa fecha.
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RETO UNIDAD XI

Preguntas

Opciones de Respuestas

1.- Tarea: representa una subdivision mas de un proyecto.

a. Verdadero

. - b. Falso
Por lo general solo dura algunos meses y es desempenada c
por un grupo u organizacion. d.
2.- 1la siguiente Imagen D. Programa para rastrear los costos y l desempedio| g leujO
corresponde a: [ Poyesol [ ] b. Logo
SRR | L1 | c. Grafico de Control
Proyecto 3 ! | .
I Proyectado . d. Ninguna
[ Terminado :
Tiempo ———» :
— Proyectado
T —— Real |
s Sobregiros—) !
costos del 1
programa $ 1
|
I
|
Tiempo ———= : Linea de rastreo
de fechas
3.- se refiere a la secuencia de actividades que constituyen | a. Redes
la cadena mas larga en términos del tiempo necesario para | b. Ruta Critica
terminarlas. c. Proyecto

d. Todas las A.

4.- Se define como la planeacion, la direccion y el control
de recursos para poder sujetarse a las limitantes técnicas,
de costo y de tiempo del proyecto.

a. Administracion de Acciones
b. Administracion
Planificacion

¢. Administracién de Plan

d. Administracion de Proyecto

de

5.- es un grupo de actividades combinadas que seran
asignadas a una sola unidad organizacional.

a. Tarea

b. sub-Tarea
c. Paquete
d. Ninguna

6.- (llamado trabajo de madriguera), en cuyo caso un
equipo auto contenido trabaja de tiempo completo en el
proyecto.

a. PROYECTO FUNCIONAL
b. PROYECTO MATRICIAL
c. PROYECTO PURO

d. Ninguna

7.- En el otro extremo del espectro de la organizacion de
proyectos estd el proyecto funcional, el cual aloja el
proyecto dentro de una division funcional.

a. PROYECTO FUNCIONAL
b. PROYECTO MATRICIAL
c. PROYECTO PURO

d. Ninguna
8.- se refiere a la secuencia de actividades que constituyen | a. Redes
la cadena mas larga en términos del tiempo necesario para | b. Ruta Critica
terminarlas. c. Proyecto

d. Todas las A.
9.- Es una serie de trabajos que por lo habitual, se dirigen | a. Acciones
hacia un producto mayor y cuyo desempefio requiere de un | b. Planificacion
periodo considerable. c. Plan

d. Proyecto

165




10.- la siguiente Imagen corresponde a qué tipo de
Proyecto:

[ I [ 1
lnvesu)gamén |Ingenie ria l I Producci ‘ |.. e c'|
desarrollo

Gerente del
Proyecto A

Gerente del
Proyecto B

Gerente del
Proyecto C

a. PROYECTO FUNCIONAL
b. PROYECTO MATRICIAL
c. PROYECTO PURO

d. Ninguna
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CAPITULO XII: FILAS DE ESPERA

12.1. Resultados de aprendizaje:

Define conceptos del diferente tipo de fila de espera.
Identifica y reconoce las diferentes clases de operaciones con fila de espera.

Contrasta conceptos tedricos de fila de espera.

Analiza los tipos de fila de espera y sus operaciones.
Analiza las partes de filas de espera.

Plantea problema de los diferentes modelos de filas de espera.

Realiza diferentes tipos de operaciones con modelos de filas de espera.
Resuelve problemas de modelos de filas de espera.
Plantea modelos de filas de espera.

Realiza operaciones con modelos de filas de espera.
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SEGUN EL CRITERIO DE (Richard B. Chase, 2016)

Uno de los campos més importantes de la administracion de operaciones es comprender qué
son las lineas de espera o filas y aprender a administrarlas. Es fundamental para la creacion de
programas, el disefio de puestos, los niveles de inventarios, etc. En la economia de servicios,
la gente espera en distintas lineas todos los dias, desde que se dirige al trabajo en el automévil,

hasta cuando sale del supermercado.

También hay lineas de espera en las fabricas; los trabajos esperan en linea para ser procesados
en diferentes maquinas y éstas esperan su turno para ser revisadas. En pocas palabras, las lineas

de espera estan por todas partes.

12.1. LA ECONOMIA EN EL PROBLEMA DE LA LINEA DE ESPERA

Un problema central en muchos contextos de servicios es la administracion del tiempo de
espera. El administrador debe ponderar el costo adicional de brindar un servicio mas rapido
(mas carriles de trafico, mas pistas de aterrizaje, mas cajas de salida) contra el costo inherente

de la espera.

Con frecuencia, la decision del equilibrio de estos costos es muy sencilla. Por ejemplo, si se
encuentra que el total de tiempo que los empleados pasan formados en linea en espera de usar
una copiadora lo podrian destinar a actividades productivas, se podria comparar el costo de
instalar otra copiadora contra el valor del tiempo que se ahorraran los empleados. Asi, la

decision se podria reducir a términos de dolares y seria facil tomar la decision.

Por otro lado, suponga que su problema de la linea de espera radica en la demanda de camas
de un hospital. Se puede calcular el costo de las camas adicionales sumando los costos de
construir un edificio, el equipamiento adicional requerido y el incremento de mantenimiento.
(Pero cudl es el otro lado de la balanza? En este caso se afronta el problema de tratar de
adjudicar una cantidad de dinero a la necesidad del paciente que requiere una cama de hospital
que no esta disponible. Si bien es posible estimar el ingreso que pierde el hospital, ;qué decir

del costo humano que se deriva de la falta de una atencion hospitalaria oportuna?

12.2. LA VISION PRACTICA DE LAS LINEAS DE ESPERA

Antes de pasar a la presentacion técnica de la teoria de las lineas de espera es conveniente

analizar el aspecto intuitivo de la cuestion para entender su significado. El grafico 22 muestra
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las llegadas a un local de servicios (como un banco) y los requerimientos de los servicios de
ese local (como los cajeros y los gerentes de crédito). Una variable importante es el nimero de
llegadas dentro de las horas que el servicio esta abierto. Desde el punto de vista de la prestacion
del servicio, los clientes demandan distintas cantidades de servicio, que muchas veces exceden
a la capacidad normal. Es posible controlar las llegadas de distintas maneras. Por ejemplo, se
puede tener una linea corta (como en un restaurante de comida répida de servicio en el coche
que so6lo tiene unos cuantos espacios), se puede establecer horarios especificos para clientes
especificos o es posible hacer ofertas especiales. En el caso del servidor, se puede afectar el
tiempo del servicio empleando a servidores mds rapidos o lentos, maquinas mas rapidas o
lentas, diferentes herramientas, distinto material, diferente distribucion, tiempo de preparacion

mas expedito, etcétera.

GRAFICO N.: 22 llegadas y servicio de un banco

Llegadas Requerimientos del servicio

Nimero Tiempo
de llegadas del servicio
] Capacidag []
— normal
Tiempo —> Tiempo —>

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

El punto esencial de las lineas de espera es que no son una condicidn fi ja de un sistema
productivo, sino que se pueden controlar, en gran medida, por medio de la administracion y el
disefio del sistema.

12.2.2. SUGERENCIAS PARA ADMINISTRAR FILAS DE ESPERA

Algunas sugerencias para administrar filas, basadas en investigaciones del sector bancario,
son:
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* Segmente a los clientes. Si un grupo de clientes necesita algiun servicio rapido, ofrézcales
una linea especial, de modo que no tengan que esperar a que pasen los clientes que requieren
servicios mas lentos.

* Enseiie a sus servidores a ser amables. Recibir a los clientes llamandoles por su nombre o
brindandoles alguna otra forma de atencion especial ayuda mucho a que se supere el
sentimiento negativo que produce una espera larga. Los psicologos sugieren que se ensefie a
los servidores cuando deben recurrir a acciones amigables especificas, como sonreir cuando
reciben a los clientes, toman los pedidos y entregan el cambio (por ejemplo en una tienda de
abarrotes). Pruebas que han empleado estas acciones conductuales especificas han
demostrado que, en la percepcion de los clientes, se registran incrementos sustantivos con
respecto a la amabilidad de los servidores.

* Informe a sus clientes lo que pueden esperar de la situaciéon. Esto es especialmente
importante cuando el tiempo de espera va a ser mas largo de lo normal. Expliqueles por qué
sera mas larga la espera y lo qué estd haciendo para aligerarla.

* Trate de distraer al cliente mientras espera. Ofrecer musica, un video o alguna otra
forma de entretenimiento ayuda a distraer la atencion de los clientes del hecho de que estan
esperando.

* Sugiera a los clientes que acudan al establecimiento en periodos de poca actividad.
Informe a los clientes cuéles son las horas en las que seguramente no tendran que esperar y
también digales cudles son los periodos pico, esto podria ayudar a nivelar la carga.

12.3. EL SISTEMA DE FILAS

El sistema de filas cuenta, en esencia, con tres componentes basicos: 1) la poblacion fuente y
la forma en que los clientes llegan al sistema, 2) el sistema de prestacion del servicio y 3) la
condicidn de los clientes que salen del sistema (;de regreso a la poblacion fuente o no?), como

muestra el grafico 23.
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GRAFICO N.: 23 Componentes del sistema de filas de espera

Llegada
del cliente

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.3.1. LLEGADA DE LOS CLIENTES
Las llegadas a un sistema de servicios pueden provenir de una poblacion finita o de una infinita.

La diferencia es importante porque los analisis se fundan en diferentes premisas y requieren de

diferentes ecuaciones para su solucion.

12.3.1.1. Poblacidn finita:

Se refiere al conjunto limitado de clientes que usarén el servicio y, en ocasiones, formaran una
linea. La razoén que explica la importancia de esta clasificaciéon es que cuando un cliente
abandona su posiciéon como miembro de la poblacion (por ejemplo, una maquina que se
descompone o que requiere servicio), el tamafio del grupo de usuarios tendra una unidad menos
y ello disminuye la probabilidad de que se presente el siguiente hecho. Por otra parte, cuando
un cliente recibe un servicio y regresa al grupo de usuarios, la poblacién incrementa y la
probabilidad de que el usuario requiera el servicio también aumenta. Esta clase de problemas

de una poblacion finita requiere un conjunto de formulas distinto al de una infinita.

12.3.1.2. Poblacién infinita:

Es lo bastante grande, en relacion con el sistema del servicio, como para que el tamafo que

resulta de incrementos o decrementos en ella (un cliente que necesita un servicio o un cliente
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que ha recibido el servicio y regresa a la poblacion) no afecte sustantivamente las
probabilidades del sistema. En el caso de la explicacion anterior de lo finito, si hubiera 100
maquinas en lugar de 6, entonces si una o dos méaquinas se descompusieran, las probabilidades
de las proximas descomposturas no serian muy diferentes y cabria suponer, sin gran posibilidad
de errar, que la poblacion (para efectos practicos) es infinita. Las férmulas de los problemas de
filas “infinitas” no darian por resultado grandes errores si se aplicaran a un médico que tiene

mil pacientes o a una tienda de departamentos con diez mil clientes.

12.4. DISTRIBUCION DE LAS LLEGADAS

Cuando se describe un sistema de espera es preciso definir la forma en que los clientes o las

unidades que esperan estan ordenados.

Las formulas de las lineas de espera suelen requerir una tasa de llegadas, o el nimero de
unidades por periodo (por ejemplo, un promedio de uno cada seis minutos). La distribucion de
las llegadas constantes es periddica y el tiempo que transcurre entre las llegadas sucesivas es

exactamente el mismo.

En los sistemas de produccion, las unicas llegadas que en efecto se acercan a un periodo de
intervalos constantes son las sujetas al control de una maquina. Las distribuciones de llegadas

variables (aleatorias) son mucho mas comunes.

Cuando se observan las llegadas a un local de servicios, se pueden adoptar dos puntos de vista:
en primer término, se puede analizar el tiempo que transcurre entre llegadas sucesivas para ver
si los tiempos siguen alguna distribucion estadistica. Por lo general se supone que el tiempo
entre llegadas se distribuye de forma exponencial. En segundo, es posible establecer una
duracion de tiempo (T) y tratar de determinar cuantas llegadas entrarian en el sistema dentro
de T. Por lo general se supone que el numero de llegadas por unidad de tiempo tiene una

distribucion de Poisson.

12.4.1. Distribucion exponencial

En el primer caso, cuando las llegadas a un local de servicios se presentan de forma enteramente
aleatoria, un plano de los tiempos entre llegadas produce una distribuciéon exponencial, como

la que presenta el grafico 24. La funcion de probabilidad es:
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fit) = e ™

Donde A es la media de las llegadas por periodo.

El area acumulada debajo de la curva del grafico 24 es el resumen de la ecuacion anterior

—At
" € . .
dentro de su rango positivo, que es Esta integral permite calcular las

probabilidades de las llegadas dentro de un tiempo especificado. Por ejemplo, en el caso de

llegadas de uno a una linea de espera (A = 1), se puede derivar la tabla siguiente resolviendo
e—l!

La columna 2 muestra la probabilidad de que pasen mas de t minutos antes de que se presente

la siguiente llegada. La columna 3 muestra la probabilidad de la proxima llegada dentro de t

minutos (calculada como 1 menos la columna 2).

(1) ) (3)

PROBABILIDAD DE PROBABILIDAD DE QUE SE
QUE SE PRESENTE LA PROXIMA PRESENTE LA PROXIMA LLEGADA
t LLEGADA EN [ MINUTOS O MAS EN [ MINUTOS O MENOS
(MiNUTOS) (DEL APENDICE D 0 RESOLVIENDO €7) [1-coLumna (2)]
0 1.00 0
0.5 0.61 0.39
1.0 0.37 0.63
1.5 0.22 078
2.0 014 0.86
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GRAFICO N: 24 Distribucion exponencial

fit)

t
Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.4.2. Distribucion de Poisson

En el segundo caso, en el cual interesa el nimero de llegadas dentro de un periodo T, la
distribucion se presenta como en la grafico 25 y se obtiene encontrando la probabilidad
exacta de n llegada durante T. Si el proceso de llegadas es aleatorio, entonces la distribucion
es de Poisson y la formula es:

1 n_~Al
Pl( n)= (/Jv)—'g
n!
Esta ecuacion muestra la probabilidad de que haya exactamente n llegadas en el tiempo T.1
Por ejemplo, si la media de las llegadas de unidades al sistema es de tres por minuto (A=3)y
si se quiere encontrar la probabilidad de que lleguen exactamente cinco unidades dentro de un
periodo de un minuto  (n=5, T = 1), se tendra:

PO =—7
P35y = 3 L 202563 0,101
120

Es decir, hay una probabilidad de 10.1% de que haya cinco llegadas en un intervalo de un
minuto.
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La distribucion de Poisson es discreta, a pesar de que con frecuencia se presenta como una
curva ligera. La distribucion es discreta porque, en el ejemplo, n se refiere al numero de
llegadas a un sistema y éste debe ser un entero. (Por ejemplo, no puede haber 1.5 llegadas.)

Asimismo, advierta que la distribucion exponencial y la de Poisson se pueden derivar una de
la otra.

La media y la varianza de Poisson son iguales y estan denotadas por A. La media de la
exponencial es 1/ y la varianza es 1/A2. (Recuerde que el tiempo entre llegadas esta
distribuido exponencialmente y que el nimero de llegadas por unidad de tiempo es una
distribucion de Poisson.)

Otras caracteristicas de las llegadas son los patrones de éstas, el tamafio de las unidades que
llegan y el grado de paciencia. (Véase el grafico 25)

12.4.3. PATRONES DE LAS LLEGADAS

Las llegadas a un sistema son mucho mas controlables de lo que se suele reconocer. Los
peluqueros pueden disminuir la tasa de llegadas los sabados (y presuntamente cambiarlas a
otros dias de la semana) si cobran un dolar extra por los cortes de adulto o si cobran precios
de adultos por los cortes de nifios. Las tiendas de departamentos tienen rebajas durante la
temporada floja o tienen rebajas de un solo dia en parte para efectos de control. Las lineas
aéreas ofrecen tarifas especiales a excursiones y fuera de temporada por razones similares. El
instrumento mas sencillo de todos para controlar las llegadas es anunciar el horario de
actividades.

Las demandas de algunos servicios son claramente incontrolables, como las demandas de
urgencias médicas en el hospital de una ciudad. Sin embargo, hasta en esas situaciones, las
llegadas a las salas de urgencias de hospitales especificos son controlables en cierta medida,
por ejemplo, manteniendo informados a los conductores de las ambulancias de la region del
servicio acerca de la condicion de los hospitales que las reciben.
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GRAFICO N: 25 Llegada de los clientes en forma de filas
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.4.4. TAMANO DE LAS UNIDADES DE LAS LLEGADAS.
Una llegada tinica se puede considerar una unidad. (Una unidad es el nimero més pequefio que

se maneja.) Una llegada unica al piso de la Bolsa de Valores de Nueva York (NYSE) es 100
acciones de una emision, una llegada tnica en una planta de produccion de huevos seria una

docena de huevos o una caja de un kilo, una llegada tnica a un restaurante es una sola persona.
Una llegada de grupo es algiin multiplo de la unidad, como un bloque de 1 000 acciones en la

NYSE, un cartén de huevos en la planta de procesamiento o un grupo de cinco comensales en

un restaurante.

12.4.5. GRADO DE PACIENCIA.

Una llegada paciente es la de la persona que espera tanto tiempo como sea necesario hasta que
el servicio esta disponible para atenderla. (Aun cuando los que llegan grufien y se mueven con

impaciencia, el hecho de que esperen basta para calificarlos de llegadas pacientes para efectos

de la teoria de la linea de espera.)
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Existen dos clases de llegadas impacientes. Las personas que pertenecen a la primera clase,
llegan, echan un ojo al local del servicio y a qué tan larga es la linea y optan por partir. Las de
la otra clase llegan, ven la situacion, se forman en la linea de espera y, después, pasado algin
tiempo, deciden partir. Se dice que las personas del primer tipo son quejumbrosas, mientras

que las del segundo son renegonas.

12.5. FACTORES DEL SISTEMA DE FILAS

El sistema de filas estd compuesto primordialmente por lineas de espera y el nimero disponible
de servidores. En seguida se presentan las cuestiones relativas a las caracteristicas y la
administracion de las lineas de espera, la estructura de las lineas y el ritmo del servicio. Los
factores que se deben considerar en el caso de las lineas de espera son su longitud, el numero

de lineas y la disciplina de la fila.

12.5.1. Longitud.

Una linea infinita es simplemente una que es muy larga en términos de la capacidad del sistema del
servicio. Algunos ejemplos de longitud potencialmente infinita son la fila de vehiculos automotores
de varios kilémetros de largo que se forma para cruzar un puente y los clientes que se deben formar

en una fi la que da la vuelta a la manzana para comprar una entrada para el teatro.

Las gasolineras, los muelles de carga y los estacionamientos tienen una capacidad limitada de
lineas, en razoén de restricciones legales o de las caracteristicas fisicas del espacio. Esto
complica el problema de la linea de espera, no sdlo por cuanto se refiere a la utilizacion del
sistema del servicio y el calculo de las lineas de espera, sino también con respecto a la forma
de la distribucion real de las llegadas. La persona que llega y que se le niega la posibilidad de
formarse en la linea por falta de espacio podria volver a unirse a la poblacion en un intento
posterior o podria buscar el servicio en otra parte. Las dos acciones hacen una diferencia

evidente en el caso de una poblacion finita.

12.5.2. Numero de lineas.

Una sola linea o fila es, evidentemente, una tnica linea. El término multiples lineas se refiere
a las lineas aisladas que se forman frente a dos o mas servidores o a lineas aisladas que

convergen en un punto central para su redistribucion.
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La desventaja de las lineas multiples en un local muy activo es que las personas que llegan con
frecuencia cambian de linea si varios de los servicios prestados en ella han durado poco o si les

parece que los clientes que estan en otras lineas requeriran un servicio que durard poco tiempo.

GRAFICO N.: 26 Longitud de fila de espera
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.5.3. Disciplina de la fila.

La disciplina de la fila se refiere a una regla o un conjunto de reglas que determinan el orden
de prioridad en que se brindara el servicio a los clientes que estan esperando en una linea. Las
reglas que se elijan tienen un enorme efecto en el desempefio global del sistema. El nimero de
clientes en la linea, el tiempo promedio de la espera, la banda de variacion del tiempo de espera
y la eficiencia del local del servicio son tan s6lo algunos de los factores que se veran afectados

por las reglas de prioridad.

La regla de prioridad mas comun seguramente es la del primero en entrar, primero en salir
(PEPS). Esta regla dice que los clientes que estan en la linea serdn atendidos en el orden
cronologico de su llegada y ninguna otra caracteristica tiene repercusiones para el proceso de
seleccion. Esta regla es aceptada por casi todo el mundo como la mas justa, aun cuando en la

practica discrimina a la persona que llega y que requiere poco tiempo para su servicio.

Otros ejemplos de reglas de prioridad son las que primero pasan las personas que tiene
reservacion, las urgencias, los clientes que producen mas ganancias, los pedidos mas grandes,
los mejores clientes, la persona que lleva mas tiempo esperando en la linea y la primera fecha

prometida. El uso de una regla cualquiera plantea dos grandes problemas practicos.

Uno es garantizar que los clientes conozcan la regla y la respeten. La otra es asegurarse de que

existe un sistema que permitira a los empleados manejar la linea (como los sistemas de tome-
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un-nimero). Distribucion del tiempo del servicio Otra caracteristica importante de la estructura
de la espera es el tiempo que el cliente o la unidad pasa con el servidor una vez que ha iniciado
el servicio. Las formulas de las lineas de espera por lo general especifican el ritmo del servicio
como la capacidad del servidor para cubrir un nimero de unidades por periodo (como 12
servicios terminados por hora) y no como el tiempo del servicio, el cual puede durar un
promedio de cinco minutos cada uno. Una regla del tiempo constante de un servicio dice que
cada servicio toma exactamente el mismo tiempo. Al igual que en el caso de las llegadas

constantes, esta caracteristica suele estar limitada a las operaciones controladas por maquinas.

Cuando los tiempos del servicio son aleatorios se pueden calcular aproximadamente con la
distribucion exponencial. Cuando se use la distribucion exponencial como calculo aproximado
de los tiempos del servicio, p serd el numero promedio de unidades o clientes que pueden ser

atendidos por periodo.

GRAFICO N.: 27 Disciplina de la fila
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.5.4. Distribucion del tiempo del servicio

Otra caracteristica importante de la estructura de la espera es el tiempo que el cliente o la unidad
pasa con el servidor una vez que ha iniciado el servicio. Las formulas de las lineas de espera
por lo general especifican el ritmo del servicio como la capacidad del servidor para cubrir un
nimero de unidades por periodo (como 12 servicios terminados por hora) y no como el tiempo
del servicio, el cual puede durar un promedio de cinco minutos cada uno. Una regla del tiempo

constante de un servicio dice que cada servicio toma exactamente el mismo tiempo. Al igual
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que en el caso de las llegadas constantes, esta caracteristica suele estar limitada a las

operaciones controladas por maquinas.

Cuando los tiempos del servicio son aleatorios se pueden calcular aproximadamente con la
distribucion exponencial. Cuando se use la distribucion exponencial como calculo aproximado
de los tiempos del servicio, p serd el nimero promedio de unidades o clientes que pueden ser

atendidos por periodo.

12.5.5. Estructuras de las lineas

Como muestra el grafico 28, el flujo de elementos que recibiran servicio puede avanzar por
una sola linea, por multiples lineas o por alguna mezcla de las dos. La eleccion del formato
depende, en parte, del volumen de clientes servidos y, en parte, de las restricciones que
impongan los requerimientos de la secuencia que rigen el orden en el cual se debe desempefiar

el servicio.

12.5.5.1. Un solo canal, una sola fase.

Esta es la estructura mas simple de la linea de espera y existen formulas muy sencillas para
resolver el problema de los patrones de llegadas y servicios con una distribucion estandar.
Cuando las distribuciones no son estandar, el problema se resuelve con facilidad empleando
una simulacién de computadora. Un ejemplo tipico de una situacién de un solo canal, una sola

fase es la de una persona en una peluqueria.

12.5.5.2. Un solo canal, una sola fase.

Un negocio de lavado de automoviles sirve de ilustracion porque desempefia una serie de
servicios (aspirar, mojar, lavar, enjuagar, secar, limpiar las ventanas y estacionar) siguiendo
una secuencia bastante uniforme. Un factor critico en el caso de un solo canal con un servicio
en serie es la cantidad de acumulacion de elementos que se permite en el frente de cada servicio,

lo cual a su vez constituye lineas separadas de espera.
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GRAFICO N.: 28 Estructura de lineas
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.5.5.3. Un solo canal, miiltiples fases.

Un negocio de lavado de automdviles sirve de ilustracion porque desempefia una serie de
servicios (aspirar, mojar, lavar, enjuagar, secar, limpiar las ventanas y estacionar) siguiendo
una secuencia bastante uniforme. Un factor critico en el caso de un solo canal con un servicio
en serie es la cantidad de acumulacion de elementos que se permite en el frente de cada servicio,

lo cual a su vez constituye lineas separadas de espera.

12.5.5.4. Multiples canales, multiples fases.

Este caso se parece al anterior, salvo que en éste se desempefian dos o mas servicios en
secuencia. La admision de pacientes a un hospital sigue este patron, porque por lo general
siguen una secuencia especifica de pasos: contacto inicial en el mostrador de admisiones, llenar
formas impresas, preparar etiquetas de identificacion, recibir la asignacion de una habitacion,
acompafar al paciente a la habitacion, etc. Dado que por lo normal hay varios servidores

disponibles para este procedimiento, es posible procesar a mas de un paciente a la vez.
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12.5.5.5. Multiples canales, multiples fases.

Bajo este titulo general se consideran dos subcategorias: estructuras de multiples canales a uno
solo y estructuras de rutas alternativas. En el primero, se encuentran lineas que se funden en
una para recibir un servicio de una fase, como para cruzar un puente donde dos carriles se
convierten en uno, o las lineas que se funden en una para recibir un servicio de varias fases,
como las lineas de sub ensambles que alimentan la linea principal. En el segundo se encuentran
dos estructuras que difieren en cuanto a los requisitos de la direccion del flujo. La primera es
similar al caso de multiples canales y multiples pasos, salvo que en puede haber cambios de
un canal a otro una vez que se ha brindado el primer servicio, y el nimero de canales y fases

puede variar, de nueva cuenta, después de que se ha prestado el primer servicio.

12.6. LA SALIDA DEL SISTEMA DE FILAS

Cuando el cliente ha recibido el servicio, su suerte para salir tiene dos caminos posibles: el
primero el cliente puede regresar a la poblacion fuente y de inmediato convertirse en un
candidato que vuelve a competir por un servicio, o en el segundo camino puede existir escasa
probabilidad de otro servicio. El primer caso queda ilustrado con una maquina que ha sido
reparada de rutina y ha vuelto a operar, pero se puede volver a descomponer; el segundo queda
ilustrado con una maquina que ha sido objeto de mantenimiento o ha sido modificada y existe
escasa probabilidad de que requiera otro servicio en un futuro préximo. En un tono mas leve,
se podria decir que la primera es como “el caso del catarro comtn recurrente” y el segundo “el

caso de una operacion para extraer el apéndice que ocurre una sola vez”.

Seguramente esta claro que cuando la poblacion fuente es finita, todo cambio en el servicio
desempefiado para clientes que regresan a la poblacién modifica la tasa de llegadas al local del
servicio. Por supuesto que esto modifica las caracteristicas de la linea de espera que se esta

estudiando y, por necesidad, impone que se vuelva a analizar el problema.

GRAFICO N.: 29 salida del sistema
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
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12.7. MODELOS DE LINEAS DE ESPERA

En esta seccion se presenta una muestra de cuatro problemas de lineas de espera y sus
correspondientes soluciones. Cada uno tiene una estructura ligeramente diferente (véase
grafico 30) y la ecuacion de la solucion (véase grafico 32). Hay mas tipos de modelos que
estos cuatro, pero las formulas y las soluciones resultan bastante complicadas y, por lo
general, se resuelven utilizando simulaciones de computadora. Ademas, cuando use
estas formulas, recuerde que su estado es constante, que se derivan del supuesto de que
el proceso que se esta estudiando es constante. Asi pues, pueden producir resultados
inexactos cuando se aplican a procesos en los cuales las tasas de llegadas y/o de servicios
cambian con el transcurso del tiempo. Para resolver estos problemas, se puede usar la
hoja de calculo de Excel Queue Model.xls, desarrollada por John McClain de Cornell

University.

GRAFICO N. : 30 ropiedades de algunos modelos especifi cos de lineas de espera

LonGITUD
FASEDEL PoOBLACION PATRONDE DiscipLINA  PATRON DEL  PERMISIBLE
VlopELO  DISTRIBUCION SERVICIO  FUENTE LLEGADAS  DE LA FILA  SERVICIO DE LA FILA  EJEMPLO TiPICO
1 Un solo canal Unasola Infinita Poisson PEPS Exponencial Ilimitada Cajero para automoviles en un banco;
puente de peaje con un solo carril
2 Un solo canal Uno solo  Infinita Poisson PEPS Constante llimitada Viajes en la montana rusa de un par-
que de diversiones
3 Canales maltiples Uno solo Infinita Poisson PEPS Exponencial Ilimitada Mostrador de refacciones en una
agencia de automoviles
4 Un solo canal Unasola Finita Poisson PEPS Exponencial Ilimitada Magquina que se descompone y es

reparada en una fabrica

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
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GRAFICO N.: 31 Notaciones de las ecuaciones

NOTACION DE LA FILA INFINITA: MODELOS 1-3

NOTACION DE LA FILA FINITA: MODELO 4

A = Tasa de llegadas

D = Probabilidad de que una persona que llega deba

esperar en linea
F = Factor de eficiencia, una medida del efecto de tener
que esperar en linea

= Ritmo del servicio

Tiempo promedio del servicio

I
1 — Tiempo promedio entre llegadas H= Numeré‘promedlo de unidades que estan 9end9 servidas
A J = Poblacién fuente menos las personas en el sistema

p = Proporcion del total de la tasa de llegadas al
ritmo del servicio en el caso de un solo servi-

dor 3]
L ;= Numero promedio que espera en la linea

de lafila (N -n)

L = Numero promedio de unidades en la linea

S = Numero de canales del servicio

n = Numero promedio de unidades en el sistema de
filas (inclusive la que esta siendo servida)

N = Numero de unidades en la poblacién fuente

L, = Numero promedio en el sistema (inclusive la per-
sona que esta siendo servida)
W, = Tiempo promedio de espera en la linea
W; = Tiempo promedio total en el sistema (inclusive
tiempo para ser servido)

P,, = Probabilidad de que haya exactamente n unidades
en el sistema de las filas
T = Tiempo promedio para brindar el servicio
n = Ndmero de unidades en el sistema U = Tiempo promedio entre requerimientos de los ser-
vicios de los clientes
W = Tiempo promedio de la espera en linea
X = Factor de servicio o proporcion del tiempo requeri-
do para el servicio

S = Numero de canales idénticos del servicio

'» = Probabilidad de que haya exactamente n unidades
en el sistema

= Probabilidad de esperar en linea

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

GRAFICO N.: 32 Ecuaciones para resolver cuatro problemas modelo
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
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Problema 1: Clientes en una linea. Un banco quiere saber cudntos clientes estan esperando en
el cajero de pago desde el automovil, cuanto tiempo deben esperar, la utilizacion del cajero y
cudl tendria que ser el ritmo del servicio para que 95% del tiempo no haya mas de tres

automoviles en el sistema en un momento dado cualquiera.
EJEMPLO 12.1: Clientes en una linea

Western National Bank estd pensando en abrir un servicio para que los clientes paguen desde
su automovil. La gerencia estima que los clientes llegaran a un ritmo de 15 por hora. El cajero
que trabajara en la ventanilla puede servir a los clientes a un ritmo de uno cada tres minutos.

Parte 1 Suponiendo que las llegadas son de Poisson y el servicio es exponencial, encuentre:
1. La utilizacion del cajero.

2. El ntimero promedio de automoviles en la linea de espera.

3. El nimero promedio en el sistema.

4. El tiempo promedio de espera en la linea.

5. El tiempo promedio de espera en el sistema, incluyendo el servicio.
SOLUCION: Parte 1

1. La utilizacion promedio del cajero es (utilizando el modelo 1)

A=15 p= 20

7. El nimero promedio en la linea de espera es

22 (15)

L,= — = = 2.25 clientes
[T 20 (20 - 15)

8. El niimero promedio dentro del sistema es

185



I A L 3 clientes
o B — = - = 3 ClIC S
Y u-h 20-15

9. El tiempo promedio de la espera en linea es

, L, 225 :
W, =}—“I = 15- = 0.15 de hora, 0 9 minutos

10. El tiempo promedio de espera en el sistema es

L_3

N 15

= (0.2 de hora, o 12 minutos

EJEMPLO 12.1: (continta)

Parte 2 Dado que el espacio disponible es limitado y que existe el deseo de brindar un
nivel aceptable de servicio, el gerente del banco quiere tener la seguridad, con 95% de
confianza, de que no habra mas de tres automoviles en el sistema en un momento dado.
(Cuadl es el nivel presente de servicio con el limite de tres automoviles?

(Qué nivel de utilizacion de cajero se debe lograr y cudl debe ser el ritmo del servicio
del cajero para asegurar 95% en el nivel del servicio?

SOLUCION: Parte 2

El nivel presente del servicio para tres automoviles o menos es la probabilidad de que

haya 0, 1, 2 o 3 automoviles en el sistema. Con el modelo 1, ilustracion 8A.8:

= (130G

enn=0,Py=(1-15/20) (15/20)° = 0.250
enn=1,P =(1/4) (15/20)' = 0.188
enn=2, P,=(1/4) (15/20)* = 0.141
enn =3, Py=(1/4) (15/20)* = 0.105
0.684 0 68.5 por ciento

La probabilidad de tener mas de tres automoviles en el sistema es de 1.0 menos la
probabilidad de tres o menos automoviles (1.0 — 0.685 = 31.5 por ciento).
Para un nivel de servicio de 95% de tres o menos automoviles, esto dice que PO + P1 +

P2 +P3 =95 por ciento.
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A Ao(A) (A
0.95=(1——) l+—+(—) +(—J
. H no\Hu U }

Donde A/u = 0.45,
0.95 2 (1 - 0.45) (1 + 0.45 + 0.203 + 0.091)
0.95 = 0.96

Donde A/u = 0.47,
0.95 2 (1 - 0.47) (1 +0.47 + 0.221 + 0.104) = 0.95135

0.95 = 0.95135

Por lo tanto, con una utilizacion de p = A/u de 47%, la probabilidad de que haya tres o0 menos

automoviles en el sistema es de 95 por ciento.

Para encontrar el ritmo de servicio requerido para alcanzar este nivel de servicio de 95%,
simplemente se resuelve la ecuacion A/u = 0.47, donde A = nimero de llegadas por hora. Esto
dard p = 32 por hora. Es decir, el cajero debe servir aproximadamente a unas 32 personas por
hora (un incremento de 60% sobre la capacidad original de 20 por hora) para 95% de confianza
de que no habra mas de tres automoviles en el sistema. El servicio tal vez se pueda acelerar
modificando el método del servicio, afiadiendo a otro cajero o limitando los tipos de
transacciones que ofrece la ventanilla para automoviles. Nétese que con la condicion de 95%
de confianza de que habra tres o menos automoviles en el sistema, el cajero estard inactivo

53% del tiempo.
EJEMPLO 12.2: Seleccion de equipo

Las franquicias de Robot Company son una combinacion de gasolinera y servicio de lavado de
automoviles a lo largo y ancho de Estados Unidos. Robot lava un auto gratis cuando éste llena

su tanque de gasolina y solo lava el automovil por 0.50 ddlares. La experiencia del pasado
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arroja que el nimero de clientes que piden que se lave su automévil después de llenar el tanque
es mas o menos igual al de los que s6lo piden un lavado. La utilidad promedio de un tanque
lleno de gasolina es alrededor de 0.70 dolares y el costo de un lavado de auto para Robot es de

0.10 ddlares. Robot esta abierto 14 horas al dia.

Robot tiene tres unidades eléctricas y piezas de movimiento y el franquiciatario debe elegir la
unidad que prefiere. La unidad I lava un auto cada cinco minutos y su renta cuesta 12 dolares
al dia. La unidad II, una unidad mas grande, lava un auto cada cuatro minutos, pero cuesta 16
dolares por dia. La unidad III, la mas grande, cuesta 22 dolares por dia, y puede lavar un auto

en tres minutos.

El franquiciatario estima que los clientes no esperaran mas de cinco minutos en una linea para
lavar su auto. Una espera mas larga provocard que Robot pierda ventas de gasolina y también
de lavado de automoviles. Si el calculo de las llegadas de clientes que terminan en lavados es

de diez por hora, ;qué unidad de lavado debe escoger?
SOLUCION

Utilizando la unidad I, calcule el tiempo promedio de espera de los clientes en la linea de
lavados (p para unidad I = 12 por hora). Tomando las ecuaciones del modelo 2 (ilustracion

8A.8).

"2 10')
A" <
L;= — = = 2.08333
2u(u-2x)  2(12)(12-10)
L, 2.08333
Wy = ‘q "0 0.208 horas, o 12% minuto:
lﬁ —

Para la unidad I a 15 por hora

102
Ly=—— = 0.667
2(15)(15-10)

0.667

W, = ———= 0.0667 horas, o 4 minutos
10

Si el tiempo de espera es el tnico criterio, deberia comprar la unidad II. Sin embargo, antes de

tomar la decision final es preciso analizar la diferencia de utilidad entre las dos unidades.
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Con la unidad I, algunos clientes se quejarian y renunciarian por la espera de 12’2 minutos.
Ademas, si bien esto complica bastante el andlisis matematico, se puede tener un célculo de las
ventas perdidas con la unidad I si se incrementa Wq = 5 minutos o 1/12 hora (el tiempo
promedio que los clientes esperaran) y resolviendo A. Esto seria el ritmo efectivo de llegadas

de los clientes

Ly 02 1 2u (u -uh)
W, =—L=|—= |
’\- /¥ !
)\-
Wy = ——
2u(u-»n)
2W, 2(-L)(12)?
A= =

= 8 por hora

Por lo tanto, dado que el célculo original de A era 10 por hora, se perderan unos 2 clientes por
hora. La utilidad perdida por 2 clientes por hora % 14 horas % 12 (0.70 d6lares utilidad de
tanque lleno + 0.40 ddlares utilidad de lavado) = 15.40 ddlares por dia.

Dado que el costo adicional de la unidad II en comparacion con la unidad I es tan solo de 4
ddlares por dia, la pérdida de 15.40 dolares de utilidad evidentemente amerita la instalacion

de la unidad II.

La unidad I cumple la limitante original de la espera maxima de cinco minutos. Por lo tanto,

la unidad III no se considera, a no ser que se espere que incremente la tasa de llegadas.
EJEMPLO 12.3: Determinar el numero de servidores

En el departamento de servicios de Glenn-Mark Auto Agency, los mecénicos que requieren
refacciones para reparar o dar servicio a los automoviles presentan sus formas de solicitud en
el mostrador del departamento de refacciones. El dependiente llena una solicitud mientras el
mecanico espera. Los mecanicos llegan de forma aleatoria (Poisson) a un ritmo de 40 por hora
y un dependiente llena las solicitudes a un ritmo de 20 por hora (exponencial). Si el costo de

un dependiente de refacciones es 6 dolares por hora y el costo de un mecanico es 12 dolares
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por hora, determine el nimero 6ptimo de dependientes que debe haber en el mostrador. (Dada

la elevada tasa de llegadas, cabe suponer una fuente infinita.)
SOLUCION

Primero suponga que se empleara a tres dependientes, porque tener s6lo uno o dos crearia lineas
infinitamente largas (dado que A = 40 y p = 20), en este caso se usaran las ecuaciones del

modelo 3 de la ilustracion 8A.8.

Sin embargo, primero se debe obtener el nlimero promedio de personas en la linea utilizando
la tabla de la ilustracion 8A.9. Con la tabla y los valores A/u=2y S =3, se obtiene Lq = 0.8888

de mecanico.

A estas alturas, se ve que hay un promedio de 0.8888 de mecénico esperando todo el dia. Con
una jornada de ocho horas, a 12 ddlares la hora, hay una pérdida de tiempo del mecanico que

vale 0.8888 de mecanico % 12 doélares por hora x 8 horas = 85.32 dolares.

El siguiente paso sera volver a obtener el tiempo de espera si se suma a otro dependiente en
refacciones. A continuacion, se compara el costo adicional del empleado afiadido con el tiempo

que se ahorran los mecanicos.
De nueva cuenta, utilizando la tabla de la ilustracion 8A.9, pero con S = 4, se obtiene:
Lq =0.1730 de mecanico en linea

0.1730 x $12 x 8 horas = $16.61 costo de un mecanico esperando en linea

El valor del tiempo que se ahorran los mecanicos es $85.32 — $16.61 = $68.71
El costo de un dependiente adicional es 8 horas x $6/hora = 48.00
El costo de reduccion afiadiendo un cuarto empleado = $20.71

Este problema se podria expandir para considerar la adicion de empleados que salieran
corriendo a entregar las refacciones a los mecanicos; en tal caso, el problema seria determinar

el nimero 6ptimo de corredores.

Sin embargo, tendria que incluir el costo adicional del tiempo perdido debido a errores en las

refacciones que se reciben. Por ejemplo, un mecanico reconoceria una pieza equivocada en el
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mostrador y obtendria la correcta de inmediato, mientras que el corredor que lleva las

refacciones tal vez no lo haria.
EJEMPLO 12.4: Poblacion fuente finita

Algunos estudios de cuatro telares de la textilera Loose Knit han arrojado que, en promedio,
un telar se debe ajustar cada hora y que el técnico actual tarda 7’2 minutos por ajuste.
Suponiendo que las llegadas son Poisson, el servicio exponencial y el costo de la maquina
parada es de 40 dolares por hora, determine si se debe contratar a un segundo técnico (que

también tarda un promedio de 7% minutos por ajuste) a un costo de $7 por hora.
SOLUCION

Se trata de un problema de fila finita que se puede resolver utilizando las tablas de las filas (se
ve en tablas especificas). El enfoque de este problema es comparar el costo del tiempo con la
maquina parada (que estd esperando en linea o recibiendo servicio) y de un técnico en
reparaciones con el costo del tiempo de la méaquina parada y dos técnicos en reparaciones. Esto
se logra encontrando el nimero promedio de maquinas que hay en el sistema del servicio y

multiplicando ese nimero por el costo del tiempo de la maquina parada por hora.
Después se suma el costo de los técnicos en reparaciones.

Antes de proseguir, primero hay que definir algunos términos

N = Numero de maquinas en la poblacion

S = Numero de técnicos en reparaciones

T = Tiempo requerido para dar servicio a la maquina

U = Tiempo promedio que trabaja una maquina antes de requerir servicio

X = Factor del servicio, o proporcion del tiempo de servicio requerido para cada maquina (X

=T/T +U))
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GRAFICO N.: 33 Nimero esperado de personas que esperan en linea (Lq) para diferentes
valores de Sy M/
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Fuente: (Richard B. Chase, 2016)
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L = Numero promedio de maquinas esperando en linea para recibir servicio

H = Numero promedio de maquinas recibiendo servicio

Los valores que seran determinados usando las tablas finitas son

D = Probabilidad de que una maquina que necesita servicio tenga que esperar

F = Factor de efi ciencia, que mide el efecto de tener que esperar en linea para recibir el servicio

Las tablas estan ordenadas al tenor de tres variables: N, el tamafio de la poblacion; X, el factor
servicio y S, el nimero de canales de servicio (en este problema técnico en reparaciones). Para
encontrar un valor, primero encuentre la tabla del tamafio correcto de N, después busque la
primera columna de la X adecuada y, por ultimo, encuentre la linea de S. Después lea D y F.
(Ademds de estos valores, se pueden utilizar las formulas finitas para encontrar otras

caracteristicas del sistema de fi las finitas.)

Para resolver el problema, considere el caso I con un técnico en reparaciones y el caso Il con

dos técnicos.

Caso I: un técnico en reparaciones. Del enunciado del problema
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T = 7% minutos

U = 60 minutos

T 75
CT+U 75+60

=0.111

Tomando la ilustracion 8A.10, que presenta la tabla de N = 4, se interpola F que es

aproximadamente 0.975en X=0.111yS=1.

El ntimero de maquinas que esperan en linea para recibir servicio es L, donde
L=N({-F)=4(1-0.957)=0.172 de maquina

El nimero de maquinas que estan recibiendo servicio es H, donde
H =FNX=10.957(4)(0.111) = 0.425 de maquina.

La ilustracion 8A.11 muestra el costo que se deriva del tiempo de la maquina parada y el costo

del técnico en reparaciones.
Caso II: dos técnicos en reparaciones. Tomando la ilustracion 8A.10, a
X=0.111yS=2,F=0.998.
El nimero de maquinas que esperan en linea, L, es:
L=N( —F)=4(1-0.998) = 0.008 de maquina.
El nimero de méaquinas que estan recibiendo servicio, H, es:
H =FNX=10.998(4)(0.111) = 0.443 de maquina.

El grafico 34 presenta el costo que significa que las maquinas estén paradas y el de los dos

técnicos.
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La ultima columna de la ilustraciéon muestra que la mejor opcion es tener tan sélo un técnico

GRAFICO N.: 34 Comparacién de costos para servicio y reparacion de cuatro méaquinas

paradas
NUMERO DE COSTO POR HORA POR CosTO DE TECNICOS
NUMERO MAQUINAS PARADAS MAQUINAS PARADAS ($7/HORA CADA CoOSTO TOTAL
DE TECNICOS (H+1) [(# + 1) x $40/H0RA] UNO) POR HORA
1 0.597 $23.88 $7.00 $30.88
2 0451 18.04 14.00 32.04

Fuente: (Richard B. Chase, 2016)

12.8. PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA RESUELTO 1

Quick Lube Inc. es un negocio de lubricacion y cambio de aceite rapidos. En un dia tipico,
los clientes llegan a un ritmo de tres por hora y los trabajos de lubricacion se efectiian a un
ritmo promedio de uno cada 15 minutos. Los mecéanicos operan en forma de equipo,

trabajando en un automoévil por vez.

Suponiendo que las llegadas son en forma de Poisson y el servicio es exponencial, encuentre:
a) La utilizacién del equipo de lubricacion.

b) El nlimero promedio de automoviles en linea.

c) El tiempo promedio que un automovil espera para ser lubricado.

d) El tiempo total que se tarda en pasar por el sistema (es decir, tiempo en la linea mas tiempo

de lubricacion).
Solucion

A=3,u=4
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et e A S el
a) Utilizacion p=—=—=75%
u 4
.2 22 9
A S ‘o p
by L,= — = -=—=2.25 automéviles en linea.
ulp-»a) 4(4-3) 4
L, 225 - < .
) W,=—L-= — = 0.75 de hora, 0 45 minutos.
/i -

, A . 3 L
d W, =—= - /A = %/3 = | hora (espera + lubricacion).

PROBLEMA RESUELTO 2

American Vending Inc. (AVI) suministra comida para las maquinas vendedoras de una
universidad muy grande. Como los estudiantes muchas veces pegan patadas a las maquinas por
ira o frustracion, la gerencia afronta el problema constante de tener que repararlas. Estas
maquinas se descomponen a un promedio de tres por hora y las descomposturas estan
distribuidas en forma de Poisson. El tiempo que las maquinas estdn paradas le cuesta a la
compaiiia 25 dolares por hora por unidad y cada trabajador de mantenimiento gana 4 dodlares
por hora. Un trabajador puede dar servicio a las maquinas a un ritmo promedio de cinco por
hora, distribuidas exponencialmente; dos trabajadores que trabajan juntos pueden dar servicio
a siete por hora, distribuidos exponencialmente; y un equipo de tres trabajadores puede dar

servicio a ocho por hora, distribuidos exponencialmente.

(Cuadl es el tamafio optimo de la cuadrilla de mantenimiento para dar servicio a las maquinas?
SOLUCION

Caso I: Un trabajador:

A = 3/hora Poisson, n = 5/hora exponencial

El sistema tiene un nimero promedio de maquinas de

# |
h) | PR
L= - il 1 = maquinas
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El costo de las maquinas paradas es de $25 x 1.5 = $37.50 por hora; el costo de la reparacion

es de $4.00 por hora; y el costo total por hora con 1 trabajador es de $37.50 + $4.00 = $41.50

Tiempo parada (1.5 x $25) = $37.50
Trabajo (1 trabajador x $4) =  4.00

Caso II: Dos trabajadores:

A=3,u=7

A 3
L= — = = (.75 de maquina
u-r 7-3

Tiempo parada (0.75 x $25) =$18.75
Trabajo (2 trabajadores x $4) = 8.00

$26.75

Caso III: Tres trabajadores:

A=3,1=8

A
- A B 8-3
Tiempo parada (0.60 x $25) = $15.00
Trabajo (3 trabajadores x $4) = 12.00
$27.00

3
= —=(0.60 de maquina
J

Al comparar los costos con uno, dos o tres trabajadores, se ve que el caso II, con dos

trabajadores, es la decision Optima.
PROBLEMA RESUELTO 3

American Bank tiene un solo cajero automatico (CA) en un centro comercial. Se reunieron
datos durante un periodo de uso pico un sabado por la tarde y se encontrd que el tiempo
promedio entre llegadas de los clientes es de 2.1 minutos, con una desviacion estandar de 0.8

de minuto. También se encontr6é que un cliente tarda un promedio de 1.9 minutos en realizar

197



su operacion, con una desviacion estdndar de 2 minutos. ;Aproximadamente cuanto tiempo

tendran que esperar los clientes en linea, durante el periodo pico de uso?
SOLUCION

Paso 1. Calcule la tasa esperada de llegadas de los clientes (1), el ritmo del servicio por
servidor () y el coeficiente de variacion para la distribucion de llegadas (Ca) y la

distribucién del servicio (Cs).

1
A= X "2 0.47619 de cliente por minuto
a =
1 o . :
U=—=-= 1—9: 0.526316 de cliente por minuto
S :
C, ==—=—=10.380952
X, 2
2
C;= é= —=1.052632
X, 19

Paso 2. Calcule la utilizacion esperada de los servidores (p)

A 0.47619
Su  1x0.526316

p= = 0.904762

(Se espera que los operadores estén ocupados 90.5% del tiempo.)

Paso 3. Calcule el nimero esperado de personas en espera (Lq) y la duracion de la espera

(Wq).

pV2ED 02,02 0904762 V2D 03809522 +1.052632
= X - X

L. =
9 -0 2 1-0.904762 2

= 5.385596 clientes (Es el numero de clientes que se supone que estén esperando para ser

atendidos.)
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L 3855
W =—= 5.383596 _ 11.30975 minutos

LA 0.47619

Se espera que los clientes aguarden, en promedio, 11 minutos y 19 segundos (0.30975 x 60)

antes de tener acceso al CA.
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RETO UNIDAD XII

Preguntas

Opciones de Respuestas

1.- Si un grupo de clientes necesita algun servicio
rapido, ofrézcales una linea especial, de modo que
no tengan que esperar a que pasen los clientes que
requieren servicios mas lentos. ESTA

a. Segmente a los clientes

b. Ensefie a sus servidores a ser amables
c. Informe a sus clientes lo que pueden
esperar de la situacion

abierto. Desde el punto de vista de la prestacion del
servicio, los clientes demandan distintas cantidades
de servicio, que muchas veces exceden a la
capacidad normal.

ESTRATEGIA SE DENOMINA: d. Trate de distraer al cliente mientras
espera

2.- Una variable importante es el nimero de | a. Verdadero

llegadas dentro de las horas que el servicio esta | b. Falso

3.- En la siguiente
imagen falta un

componente  de 2
las filas de espera, re ~
(cual es? l t't. ﬂl{

a. Llegada del Cliente
b. Atencion al Cliente
c. Salida del Cliente
d. Ninguna

4.- Ofrecer musica, un video o alguna otra forma
de entretenimiento ayuda a distraer la atencion de
los clientes del hecho de que estan esperando.
ESTA ESTRATEGIA SE DENOMINA:

a. Segmente a los clientes

b. Ensefie a sus servidores a ser amables
c. Informe a sus clientes lo que pueden
esperar de la situacion

d. Trate de distraer al cliente mientras
espera

5.- El simbolo 1/ u tiene como significado, en la
teoria de filas de espera:

a. Ritmo de Servicio

b. Tiempo Promedio de servicio
c. Tiempo Promedio de llegada
d. Taza de llegada

6.- Cual de los siguientes corresponde a los tres
componentes basicos del sistema de filas:

a. El sistema de prestacion del servicio
b. La condicion de los clientes que salen
del sistema

c. La poblacion fuente

d. Todas las anteriores

7.- El simbolo Wq tiene como significado, en la
teoria de filas de espera:

a. Ritmo de Servicio

b. Tiempo Promedio de espera en linea
c. Tiempo Promedio de llegada

d. Taza de llegada

8.- Es fundamental para la creacion de programas,
el disefio de puestos, los niveles de inventarios, en
la economia de servicios

a. Linea de Espera
b. Servicio
c. Llegada
d. Ninguna

9.- El simbolo }\« tiene como significado, en la
teoria de filas de espera:

a. Ritmo de Servicio

b. Tiempo Promedio de servicio
c. Tiempo Promedio de llegada
d. Taza de llegada
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a. Verdadero
b. Falso

10.- Un problema central en muchos contextos de
servicios es la administracion del tiempo de espera.
El administrador debe ponderar el costo adicional
de brindar un servicio mas rapido contra el costo
inherente de la espera.

PROYECTO DE APLICACION DE LA MATERIA

Para el proyecto del modulo el profesor tutor le asignard un nimero determinado de ejercicios

de aplicacion de los capitulos del modulo que debera ser presentado en la fecha determinada

del tutor.
GLOSARIO

Adicion Operaciéon matematica en la que se unen dos 0 mas
cantidades.

Aleatorio Que tiene cierta posibilidad de suceder.

Algebra Rama de la Matematica en la que se usan simbolos, letras y
numeros para expresar relaciones entre expresiones que
representan nimeros.

| Algoritmo Descripcion paso a paso de una solucién de un problema.

Altura de un Es la longitud del segmento de recta perpendicular a la base

paralelogramo del paralelogramo, entre ésta y el lado opuesto.

Altura de un Longitud del segmento de recta perpendicular a la base,

tridngulo comprendido entre ésta y el vértice opuesto.

Amplificar una Es obtener una fraccion equivalente a la original,

fraccion multiplicando su numerador y su denominador por un mismo
numero.

Ejercicio En el contexto de la Matematica, un ejercicio es una
pregunta con la que el o la estudiante ya se ha encontrado
y para cuya resolucién tiene un algoritmo o técnica.

Ecuacion Una ecuacion es una declaracion de que dos nimeros o
expresiones matematicas son iguales.

Evento Es un suceso de realizaciéon incierta, que puede suceder o
no.

Exponente Un exponente es un nimero que indica cuantas veces debe
usarse la base como factor.

Expresiéon Es una afirmacién que expresa una relacibn matematica

algebraica mediante simbolos y nimeros.
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