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Introduccion
El andlisis dimensional es una parte fundamental de la fisica
para permitir estudiar la relaciéon entre las magnitudes
fundamentales y derivadas, utilizando para este propdsito
Sistema Internacional de Unidades SI.
Siendo la meta principal de la fisica el descubrimiento de las
leyes generales de la naturaleza y expresarlas de manera
racional y objetiva; cumpliendo el objetivo al utilizar el método
cientifico experimental, enfocdndose en la observacion de los
fendmenos y en la realizacion de experimentos que permiten

su medicion de cantidades fisicas. Segun (Pérez, 2000)



CAPITULO |

ANALISIS DIMENSIONAL
¢ Qué es magnitud?
Es todo aquello que es susceptible a ser medido y que se puede
percibir por algun medio.
Por consiguiente, magnitud es todo aquello que se puede
medir, es decir es la cantidad fisica que representa.
Medir?:
Es comparar una magnitud dada, con ofra de su misma
especie asumida en forma arbitrariac como unidad de medida
o patrén.
Al medir se compara la magnitud (tamano) de la cantidad
fisica con un patron universal aceptado como unidad de
medida. Este patron lo podemos encontrar en cintas métricas,
relojes, balanzas o termometros. En la comparacion se
contabilizan cudntas unidades de medida caben en la
magnitud de la cantidad fisica que se mide.
Ejemplo:
Para medir el largo de la pizarra, comparamos con un metro
patron.
La masa de un nino es de 20 kilogramos, significa que su masa
es 20 veces mayor que 1 kilogramo.
Es importante que el patron seleccionado como unidad de
medida sea de la misma clase (caracteristica) del objeto que
va a medirse.
Una unidad de longitud, sea el metro, pie o centimetro, se
utilizard para distancias, y una unidad de masa como el
kilogramo o el gramo, son unidades para medir la masa de un

cuerpo.



Clasificacion de las magnitudes:

Por su origen:

Magnitudes Fundamentales.

Magnitudes Derivadas.

Por su naturaleza:

Magnitudes Escalares.

Magnitudes Vectoriales.

Magnitudes Fundamentales: Son aquellas  elegidas
arbitrariamente como base para establecer las unidades de un
Sistema De Unidades y en funcion de las cuales se expresan las

demds magnitudes. Segun (Cuéllar, 2015) El Sl se basa en siete

Cuadro N°. 1 Siete cantfidades fisicas fundamentales.

Cantidad Unidad Simbolo de
la unidad

Longitud Metro m

Masa Kilogramo kg

Tiempo Segundo S

Temperatura Kelvin K

Cantfidad de Mol mol

sustancia

Corriente

eléctrica AMmpere A

Intfensidad de

luminosidad Candela cd

Fuente: (Cuéllar, 2015)

Cuadro N° 2 wunidades fundamentales del SI (Sistema
Internacional De Unidades)

Las unidades fundamentales del sistema métrico decimal son:



Cantidad fisica|Sistema MKS Sistema CGS

Unidad Unidad

basica Simbolo basica Simbolo
Longitud: Metro m Centimetro cm
Masa: Kilogramo kg Gramo (¢
Tiempo: Segundo S Segundo S

PREFIJOS DEL SI

Segun (Cuéllar, 2015):

Cuando expresamos una cantidad fisica, por ejemplo 100

mefros = 1x102 metros, comparamos la distancia con la
longitud de un meftro. Una longitud de cien metros significa que
dicha longitud es cien veces mayor que la de un metro.
Aungue se puede expresar cualquier cantidad en términos de
la unidad fundamental, a veces no resulta muy conveniente.

Por ejemplo, si decimos que la distancia entre dos ciudades es
de 960 000 metros = 96x10% meftros, por lo que resulta mads el

kilbmetro, el cual equivale a 1000 metros o 103 metros. Asi,
tenemos que la distancia entre dichas ciudades es de 960
kilbmetros.

Al medir cantidades, pequenas o grandes, sus unidades se
expresan agregando un prefijo a la unidad estdndar o
fundamental. Por ejemplo, el prefijo mili designa una milésima

parte de la longitud de un metro, es decir, 1 milimetro = 0.001

metros = 1x10'3 metros. Cuadro N°. 3



Cuadro N°. 3 Prefijos del S|

Mayores que 1

Giga (& Mil millones
Mcgn M Millén
Kilo K Mil
Hecto h Cien
Deca Da Dicz

1000000000

1000000

1000

100
10

1x10°
1x10°
1x10°
1x10°

1x 10

Menores que 1

- - - Expresion en notacion
o

Deci d Décimo 0.1 1x10"
Centi c Centésimo 0.01 1x 107
Mili m Milésimo 0.001 1x 107
Micro u Millonésimo 0.000001 1x10°
Nano n Billonésimo 0.000000001 1x10”
Pico p Trillonésimo 0.000 000000001 1x10"
Miltplo! Prefio y abreiatur) Miltpl! Preio ( abreviaturs)
0% tera- () 10 centi- (¢

lj sige-(C) I mili ()

I mege- (V) 10 mico- (o)

l; kilo () 10 nano- (o)

[(F hecto- h) 0t pico- p)

10 deca- (da) 10 femto- ()

0t deci-(d) 10 atto- ()

*Por femplo, 1 ramo g mulplicado por 100 quees 0% s Kilogramo (kg 1 gramo mulfplicado por 1/100 quees 109  miligramo (mg),

flos preffo de uso ms comin estin en negritas. Observe que las abrevituras de los maltiplos (i y mayores son mayisculas,en tanto que L
abreviaturas e los mltiplos mas pequefios son mindsculs.

Fuente: (Cuéllar, 2015)

Magnitudes Derivadas: Son aquellas magnitudes que se
expresan en funcion de las magnitudes asumidas como

fundamentales. Ver Cuadro N°. 4



Cuadro N°. 4 Unidades derivadas del SI

. . Simbolo de
e

Arca Mectro cuadrado m’
Volumen Metro cabico m>
Densidad de 1a l(‘ilc-)granw por mctro kg/m?
Encrgia Joule J
Calor de fusién Joule por kilogramo Jkg
Calor dc- i Joule por kilogramo Jrkg
evaporacién

kilogramo-—
Calor especifico _Ltzl“llfnpor J/kg - K
Presion Pascal Pa
Potencial Volt v
eléctrico

Fuente: (Cuéllar, 2015)

Magnitudes Escalares: Son aquellas que enunciado su valor
seguido de su correspondiente unidad quedan perfectamente
definidas, a veces afectado de wun signo negativo
convencionalmente elegido.

Ejemplo: La temperatura: - 15 °C

Son magnitudes escalares: Longitud, masa, tiempo, volumen,
densidad, ftrabajo, potencia, energia, carga eléctrica,
infensidad de corriente eléctrica, potencial eléctrico,

iluminacion.

Conversion de unidades: (Bedford & Fowler, 2008)

En la prdctica se requieren convertir valores expresados en
unidades de una clase a valores en otras unidades.

Por ejemplo, si algunos de los datos que deben usarse en una
ecuaciéon estdn dados en unidades Sl y otros en unidades de
uso comun, todos se deben expresar en términos de un solo
sistema de unidades antes de ser sustituidos en la ecuacion. La
conversion de unidades es sencilla, pero debe hacerse con
cuidado. Cuadro N°. 5



Cuadro N°. 5 conversidon de unidades

TIEMPO

Imin=60s
1h =60 min = 3600s
ldia=24 h=86400s

LONGITUD

1m= 3281 pies = 39.37 pulg

1km =0.6214 mi

1 pulg = 0.08333 pie =0.02540 m

1 pie = 12 pulg = 0.3048 m

1 mi = 5280 pies = 1.609 km

1 milla nfutica = 1852 m = 6080 pies

ANGULO

1rad = 180/# grad = 5730 grad
1 grad = w/180 rad = 0.01745 rad
1 revolucién = 27 rad = 360 grad
1 rev/min (rpm) = 0.1047 ad/s

AREA
1 mm? =155 X 10~3pulg? = 1.076 X 10~5 pies?
1 m? = 10.76 pies®

1 ? = 6452 mn?’
1?:23- 144 pulg? = 0.0929 m?

VOLUMEN

1 mm?®=6.102 X 10 *pulg® =3.531 X 10% pies®
1m® = 6.102 X 10* pulg® = 3531 pies®

1 pulg® 1.639 X 10* mm® =1.639 X 10 m*

1 pie® = 0.02832 m*

VELOCIDAD

1 m/s = 3281 pies/s = 3937 pulg/s
1 km/h =0.2778 m/s = 0.6214 mi/h =09113 pie/s
1 mi/h = (88/60) pies/s = 1.609 km/h = 04470 m/s

ACELERACION

1 mv/s® = 3 281 pies/s” = 39 37 pulgfs®

1 pulg/s? = 0.08333 pie/s? = 0.02540 m/s?
1 pie/s® = 03048 m/s®

1 g=9.81m/s* =322 pies/s’

MASA

1 kg = 0.0685 slug
1 slug= 1459kg
1 t (tonelada métrica) = 10° kg = 68 S slug

FUERZA

1 N=022481b
1lb=160z=4448 N
1kip=10001b =4448 N
1 ton =20001b = 8896 N

TRABAJO Y ENERGIA

1J=1N-m =0.7376 pie-Ib
1 piedb 1.356 J

POTENCIA

1 W =1 N-m/s = 0.7376 pie-lb/s = 1340 X 10 > hp
1 picdb/s = 1356 W
1 hp =550 pies Vs = 746 W

PRESION

1 Pa =1 N/m? =0.0209 Ib/pie® = 1.451 X 10~* Ib/pulg®

1 ber = 10° Pa
1 IVpulg? (psi) = 144 Ib/pie” = 6891 Pa
1 IYpie* = 6944 X 107> Ib/pulg? = 47 85 Pa

1 nudo = 1 milla nfutica/h = 0.5144 m/s = 1 689 pies/s

Fuente: (Bedford & Fowler, 2008)

Magnitudes Vectoriales: Son aquellas que ademds de conocer
su modulo o valor, es necesario conocer su direccion y sentfido
para que esté plenamente definida.

Son magnitudes vectoriales: Desplazamiento, velocidad,
aceleracion, fuerza, torque, impulso, cantidad de movimiento,
intensidad del campo eléctrico, induccién magnética.
Eiemplos de transformacion de unidades: (Cuéllar, 2015)

1.- La longitud de una pluma es de 15.6 cm. Expresar dicha
magnitud en metros. Solucién

La relacion numérica enfre un metfro y un centimetroes 1 m =

100 cm:
Im

" 100 em

100 ¢m

Im

=]

10



Esigual a 1, porque estamos referenciando al mismo tamano o
magnitud fisica que corresponde a la unidad patrén que es el

metro, en distinto sistema de unidades.

. Im
(15.6 o ll

— iz'.S.h cm
100 gm )

IS6m
—_ = 15.6 ¢cm
100

0156 m=15.6 cm

Entonces: 15.6 cm =0.1566 m

Observa que el método del factor unitario no altera la
magnitud de la cantidad fisica porque se multiplica por un
factor que esigual a uno.

El factor unitario por el que se multiplica una magnitud fisica
para efectuar una conversion de unidades se debe
seleccionar de manera que, si la unidad que se quiere
cancelar se encuentra en el numerador, es necesario elegir el
factor unitario que la fiene en el denominador.

De manera inversa, si la unidad que se busca cancelar estd en
el denominador, se selecciona el factor unitario que la tiene en
el numerador

2.- El drea de un cartel de publicidad es de 800 cm?

2

. Expresa

esta magnitud en m<. Solucion

ITm=100cm
(1m)2 = (100cm)?
1 m2 =10 000cm?2

Apliguemos a continuacion el método del factor unitario:

im 10 000 ecm”

10 000 ¢cm® I m’

11



800 cm? (1) = 800 cm?

2

La unidad que queremos eliminar es cm#; entonces

seleccionamos el factor unitario

f 2 3
A Im ,
800gm” | |= 800 cm®
10000 om®
800 Y onn ,
e [ 11 = SO ¢
10 000

0.08m" =800 ¢cm*

Enfonces: 800 cm2 =0.08 m2

3.- La velocidad promedio de un automovil es de 90 km/h.
Expresa dicha magnitud en m/s. Solucion
En este caso es preciso efectuar dos conversiones de unidades:

de kildbmetros a metros y de horas a segundos:

Tkm=1000m 1h=23600s

| km 1000 m : lh 3600 s

10000m  1km B00s 1h

Recuerda que 1 hora = 60 minutos = 60(60) segundos = 3600
segundos.

Dado que necesitamos cancelar la unidad de kildmetros,
seleccionamos el factor unitario 1000 m / 1 km y también
debemos cancelar la unidad de horas, elegimos el factor
unitario

1h/3600s

12



Luego:

o5 )

= 901000 m)
3600s

-252
s

9o Xm _,om
h s

4.- s;Determinar cudl es el drea de una plancha rectangular
que tiene de largo de 3 x 104 cm y de ancho de 2 x 103 cme

Solucion

Datos Formula

b=3x10%cm Area de unrectangulo: A=axba=2 x 103 cm
A=2

Sustitucion datos en formula:
A=(2x103) (3x 104
A=(2x3) (103 x10%
A=6x103%4

A=6x107 cm?2

Nota: Cuando la cantidad de cero es muy significativa, es

preferible frabajar con notacion cientifica.

13



CAPITULO II:

VECTORES
Infroduccién
Segun (Gutiérrez, 2015). En el estudio de ciertos fendmenos
natfurales resulta que hay magnitudes fisicas importantes para
describirlos y comprenderlos, las cuales tienen caracteristicas
especiales.
Son las magnitudes fisicas vectoriales, que pueden ser
representadas por entes matemdticos llamados vectores.
Este estudio nos facilitard la comprension y manipulacion de
magnitudes fisicas vectoriales como el desplazamiento, la
velocidad vy la fuerza.
Magnitud vectorial
Segun (Gutiérrez, 2015): Una magnitud vectorial estd definida,
por su magnitud expresada en numeros y el nombre de la
unidad, requiere de una direccion, el sentido y el origen (o
punto de aplicacion).
Ejemplos de magnitudes vectoriales son: El desplazamiento, la
fuerza, la aceleracién, la velocidad, la cantidad de
movimiento, etcétera.
Las magnitudes vectoriales se representan por medio de
vectores. Un vector es un ente matemdtico que consta de
origen, direccion, sentido y magnitud (mddulo o intensidad).
Simbdlicamente los vectores y las mggni’rudes vectoriales se
representan por letras negritas
(d) o por letras sobre las cuales se coloca una flecha pequena
(d ). La mgagnitud vectorial o médulo, se representa por la letra
sin la flecha arriba (d) o por la letra con la flecha arriba entre
dos lineas verticales (| d |).
Un vector se representa graficamente por un segmento de

recta dirigida (Grdfico N°. 1) y sus caracteristicas son:

14



Grdfico N°. 1 caracteristicas de un vector: Origen, magnitud

(mddulo), sentido y direccion.

- Senltldo Direccion

d l
0 | | | | | >

/ N ~ _/

Origen Magnitud

Linea de
Accion

(Ordenadas)

>
% (Abgisas)

‘ 8 = Direccidn
,I

Fuente: (Gutiérrez, 2015)
El origen del vector. Es el punto donde se inicia el segmento de
recta (punto 0). La direccidon del vector. Esta queda
representada por la recta sobre la que se encuentra el vector
(linea punteada).
El sentido del vector. Estd indicado por la punta de la flecha.
La magnitud o médulo del vector. Es el famano de la flecha, es
decir, su longitud del origen a la punta (corresponde a 6
unidades en la grdfica).
Para representar graficamente la magnitud de un vector se
emplea una escala adecuada de acuerdo con la magnitud
del vector y el tamano que se le desee dar en el papel. Si
queremos representar un vector en una cartulina, no
emplearemos la misma escala que si lo hacemos en una hoja
tfamano carta.
15



Por ejemplo, una fuerza de 100 N se puede representar por un
vector que tenga una longitud de 10 cm en nuestro cuaderno,
silaescalaes 1 cm =10 N, pero si la escala hubiese sido 1 cm
=20 N, el vector se hubiese representado por un segmento de
recta de 5 cm de longitud (Grdafico N°. 2). En general es
recomendable usar escalas de 1:1, 1:10, 1:100, siempre que sea
posible.

Grdfico N°. 2 Magnitud (mddulo) del vector, mediante escalas.

F=T100N
1 L L 1 L L L 1 1
1 L L 1 1 1 1 1 1
S— _ _ -
~—
Escala:1Tcm=10N
— F=100N

- S

Escala:1Tcm =20N
Fuente: (Gutiérrez, 2015)

Clasificacion de los vectores
Los vectores se clasifican en: Colineales, coplanares vy
espaciales (Grafico N°. 3). Grdfico N°. 3 Los vectores:

Coplanares, colineales y espaciales

a b <
Colineales
Yy
2
<
-3 d
\ x
Coplanares
—> b
Espaciales

Fuente: (Gutiérrez, 2015)
A su vez, los vectores coplanares y espaciales se pueden
clasificar en funcién de sus direcciones y origenes en: Vectores
concurrentes, vectores paralelos y vectores ni concurrentes ni

paralelos (Grafico N°. 4).

16



Grdafico N°. 4 clasificacion segun su direccién y origen

— —
d C
b
a
Vectores concurrentes
— -
C
—_— 3
—
— b
b

Vectores paralelos
Vectores ni concurrentes

ni paralelos

Fuente: (Gutiérrez, 2015)

Ofros vectores que aparecen con frecuencia son los vectores
deslizantes y los vectores fijos.

Vector deslizante: Es el vector que se puede_;rroslodor alolargo
de su direccidon a un punto arbifrario de la recta en que se
encuentra. En la Grdfico N°. 5, la fuerza F se puede representar
por un vector deslizante, ya que la caja experimenta el mismo

efecto, ya sea que la empujen o la jalen.

Grdfico N°. 5 Vector deslizante

La fuerza F se puede aplicar en A 0 en B a lo largo de
la linea L, es decir, la fuerza F se puede representar por un vector
deslizante.

Fuente: (Gutiérrez, 2015)

Vector fijo: Es el vector que estd ligado al origen o punto de
aplicacion.
17



Un ejemplo de vector fijo es el vector de posicion que permite
localizar un punto o un objeto en el plano o el espacio con
respecto al origen del sistema de coordenadas cartesianas
(Grafico N°. 6).

Grdfico N°. 6 Vector fijo

y 4 P(5,3)

\

i | 1 L 1 i
0 T T 1 T T > X
El vector r es un vector fijo que permite localizar la
posicion de P con respecto al origen del sistema de coordenadas.

(Gutiérrez, 2015)

Vectores iguales: Dos vectores de la misma magnitud,
direccion y sentido se dice que son iguales, fengan o no el
mismo punto de aplicacion; los vectores iguales pueden

representarse por la misma letra. Grafico N°. 7

Grdfico N°. 7 Vectores iguales
ll

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Vector negativo: El vector negativo de un vector P se define
como aquel que ftiene la misma magnitud que P y una
direccion opuesta a la de P; el negatfivo del vector P se

representa por

-P. Alos vectores Py —P se les llama vectores iguales y opuestos.
Setiene P+ (-P)=0.
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Grdfico N°. 8 Vector negativo

P

i
Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Adicion o suma de vectoresSegun: (Beer, Johnston, Mazurek, &
Eisenberg, 2010) Los vectores se suman de acuerdo con la ley
del paralelogramo. La suma de dos vectores P y Q se obtiene
uniendo los dos vectores al mismo punto A y construyendo un

paralelogramo que tenga por lados a Py a Q (Grafico N°. 9).

Grdfico N°. 9 método del paralelogramo

.A ( )
Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de P
y Q, y se representa por P + Q.

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores Py Q
no depende del orden en que P y Q se seleccionen, se
concluye que la adicidn de dos vectores es conmutativa: P +
Q=Q+P

A partir de la ley del paralelogramo se puede obtener ofro
método para determinar la suma de dos vectores. Este método
llomado regla del fridngulo se obtiene como sigue: Considérese
el Grdafico N°. 9 donde la suma de los vectores P y Q ha sido
determinada por la ley del paralelogramo. Puesto que el lado

del paralelogramo opuesto a Q es igual a Q en magnitud vy
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direccion, se podria dibujar sélo la mitad del paralelogramo
(Grafico N°. 10a). De esta maneraq, la suma de los dos vectores
puede encontrarse colocando Py Q de punta a cola y uniendo
la cola de P con la punta de Q. En la Grdfico N°. 10b se
considera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el
mismo resultado. Esto confirma el hecho de que la suma

vectorial es conmutativa.

Grdfico N°. 10 Regla del tridngulo

O

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Sustraccion o resta de vectores

Segun (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010):

La resta de un vector se define como la adicién del vector
negativo correspondiente. De manera que el vector P - Q que
representa la diferencia de los vectores P y Q se obtiene
agregdndole a P el vector negativo - Q (Grdfico N°. 11). Se
escribe:P-Q =P+ (-Q)

Grdfico N°. 11 Resta de vectores
{)

a) b)
Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
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Consideremos la suma de tres vectores, aplicando el método

del paralelogramo (Grdfico N°. 12):

Grdfico N°. 12 Suma de fres vectores

P+Q+S=(P+Q)+S=P+ (Q+8S)

P+Q+S=(P+Q)+S=8+(P+Q)
=S+ Q+P)=S+Q+P

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Producto de un escalar por un vector.

Segun: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Se define el producto kP de un escalar k (k € Reales) y un vector
P como un vector que tiene la misma direccion y sentido que P
(si k es positivo), o la misma direccidon pero sentido opuesto al
de P (si k es negativo) y una magnitud igual al producto de Py
el valor absoluto de

k. (Grafico N°. 13).

Grdfico N°. 13 Producto de un escalar por un vector
P 15P

” 9 l)

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
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Componentes de un vector en un plano o sistema cartesiano

“X-Y"y en elsistema espacial “X-Y —-7"

Un vector F (fuerza) se lo puede descomponer en sus
componentes perpendiculares entre si, como se lo muestra en
el GraficoN°. 14 Fx en el eje X, Fy en el eje Y y en el caso de un

tercer eje: Fzen el eje 1.

Nota 1: Indicaciones descriptivas del plano cartesiano y del
espacio para su comprension de la ubicaciéon grafica de los
vectores en estos sistemas:

Plano cartesiano: Formado por 2 ejes: “X - Y" Espacio:

Formado por 3 gjes: “X-Y - Z"

Grdfico N°. 14 Componentes de un vector
Plano cartesiano

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

En la interseccidon entre los ejes que son perpendiculares entre
si, se forman dngulos de 90° o denominados como dngulos

rectos.
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Con la interseccion entre los ejes se forman planos, asi por

ejemplo:

En el sistema cartesiano rectangular se fienen los siguientes
planos determinados por los sentidos de cada eje; en el caso
del eje “X" que a partir del corte de los dos ejes “X - Y" se le ha
dado un valor a este corte “0" u origen del sistema cartesiano,

de similar manera para el caso de tres ejes “X - Y - 7.

Cuatro Planos u cuadrantes:
XY, X -Y, -X-Y,-XY

En el espacio, en cambio se forman 12 planos:

XY, XY, - XY, - XY, ZY,Z-Y,-Z-Y,-ZY,XZ X-L,-X-L, X1

En el espacio, se definen también segun los sentidos de los ejes
“X-Y-17", 8 octantes (cubos formados por los sentidos de los

tres ejes) formados de la siguinte manera:

XYL XY-LXY-Z XYL XYL XYL XY-Z -X-Y-L

Nota 2: Por estandarizaciéon educativa se han dado los
nombres de “X", “Y", “Z" a los ejes como se muestran en el
Grafico N°. 14; pero no hay ninguna restriccion al respecto, es
decir a los sentidos de los ejes se les puede dar cualquiera de
las letras mayuUsculas indicadas o cualesquiera de preferencia
Ultimas letras del alfabeto o cualquier ofro titulo segun se
requiera para el tfema correspondiente.

A partir de éste momento se introducirdn tres vectores de
magnitud unitaria dirigidos a lo largo de los ejes positivos X, Y, Z.
A estos vectores se les llama vectores unitarios y se representan

pori, j, k, respectivamente Grafico N°. 15
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Grdfico N°. 15 Vectores unitarios y componentes vectoriales de un vector F

y
EN EL PLANO

Mlagni tud =1

y

EN EL ESPACIO B

| | J\I i
y : x /% F, D

C

/

Fuente: (Beer, Johns‘rc;n, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Nota: En adelante del contenido de ésta guia, los vectores se
los representard con una letra en negrilla, en la prdctica

didactica se acostumbra a los vectores representarlos como:

Es decir, sobre la letra una flecha, para indicar que es un vector.
De la definicion del producto de un escalar y un vector, las
componentes rectangulares Fx, Fy, Fz (estos Fx, Fy, Fz se llaman
componentes vectoriales de la fuerza F) de una fuerza F
pueden obtenerse con la multiplicacién de sus respectivos
vectores unitarios i, j, k por escalares positivos o negativos Fy, Fy,
F., (estos Fx, Fy, F; se laman componentes escalares o modulos
de las componentes de la fuerza F) que dependerd del sentido
de Fx, Fy, Fz .

Fx =Fxi Fy =F/j F: =F, k

En el plano: F=Fx + Fy En el espacio: F=Fx + Fy +Fz

F=Fi+Fj F=Fi+Fj+Fk
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También las componentes escalares de un vector F se pueden

también escribir de la siguiente manera:

Sea:

F la magnitud o médulo del vector F

Los dngulos: ©x , 8y , 6z caracterizan la direccion del vector F:
©x es el dngulo entre el eje X y el vector F 6y es el dngulo entre
el eje Y y el vector F 6z es el dngulo entre el eje Z y el vector F
La magnitud F, se lo calcula aplicando el Teorema de

PitGdgoras, de la siguiente: Plano: Espacio:

F= /Fx* + Fy? F= V"'sz + Fy? + Fz?
Fx = F cos 6 Fy =F cos 6y F,=Fcos 6;

Nota: Sélo en el plano se podria obtener la direccion de un
vector F, aplicando:

Siuna fuerza F se define por sus componentes rectangulares Fx
y Fy (véase Grafico N°. 15), el dngulo 8 que define su direccion

escribiendo:

F
—_ Y

El vector F segun las condiciones dadas se lo puede escribir de
la siguientemanera: En el plano: F=F cos 6xi+ Fcos 8y j

En el espacio: F=Fcosexi+ Fcoseyj+Fcose;k
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Grdfico N°. 16 Representacion de las componentes del vector F
| f

B B

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
En el plano: F=F(cosexi+ cos 6y j)
Sea: A=CO0sOBxi+ CcosOyj
El vector unitario A del vector F, es de magnitud , tamano o
modulo = 1, recorre la misma linea de accién del vector F; se
deduce que las componentes del vector unitario A son,
respectivamente, iguales alos cosenos directores de la linea de
accion de F:
Nota: El vector unitario A es adimensional, es decir no tiene
unidades, porque es consecuencia de la relacion del vector F
sobre su magnitud o modulo F.
Ax = COS Bx Ay = COS By A; = COS 6;
Se debe observar que los valores de los tres dngulos 6x , ey , 6z
Nno son independientes.
La suma de los cuadrados de las componentes de A es igual al

cuadrado de su magnitud, es decir:

En el plano:

A+ Ay = 1 0052 Ox + c:os2 By =1
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En el espacio:

2 2 2
A+ Ay + A =1 COS Oy + COS Oy +Ccos 6; =

Enfonces:F=F A

En el plano: F=F(cosexi+coseyj)
Sea: A=CO0sOBxi+ CcosOyj
Entonces:F=F A Grafico N°. 17

En el espacio: F=F (cos©xi+ cos©yj+ cos 6, k|

Sea: A=C0osOxi+CcosOyj+coso; k

Entonces:F=F A Grafico N°, 17

Implicando que el vector F se lo puede expresar por su valor

escalar, magnitud, tamano o mdédulo F y su vector unitario A.

Grdfico N°. 17 Vector unitario del vector F
y

Euenfe: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
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El vector unitario A del vector F se lo puede también
expresar en cualquiera de las siguientes maneras Grdfico N°.
17:

En el plano: En el espacio:

F_ Fxi +Fyj +Fzk

)»_E_ Fxi + Fyj A=-=
CF[PtRyiefs F JFx2+Fyd+Fz2
i Fyj Fx i Fyj Fzk

)\.—T'l'T A= . + . + .

X_Fcosexi+Fcos9yj ;L_Fcosexi+Fcos€)yj+Fcosezk
R F R F F

L=cosO,i + coseyj h=cosO,i + cosGYj + cos O,k

Nota: Algunos autores en lugar de AN ulilizan ofras
nomenclaturas, éso no estd estandarizado; lo que es
importante es que si se utiliza otra nomenclatura definamos sea
por férmula o de otra manera, para comprender que es lo que
se quiere hacer o se refiere como vector unitario de F.

Ejemplo 1 (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010):  Un
hombre hala una cuerda atada a un edificio con una fuerza
de 300 N, como se muestra en el Grafico N°, 18a. 3Cudles son
las componentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por

la cuerda en el punto A2 Del Grdfico N°. 18b se tiene:

Grdfico N°. 18 Componentes rectangulares de una fuerza.

| 8m C \ F,
6 Ac 2=
x
Fa ’ / /L!
. Z

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
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F_= +(300 N) cos a Fy=-—(300 N) sen a

Observando que AB = 10 m por el Teorema de Pitdgoras
aplicado a un tridngulo rectdngulo, en el Grafico N°. 18a se

encuentra que:

8 m 8m B

4
CSa="4B ~ 10m 5 sena ="y 0m 5

6 m 6 m 3
AB

Obteniéndose:

F, = +(300 N); = +240 N F, = —(300 N); = —180 N

F = (240 N)i — (180 N)j
Ejemplo 2: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010) Una

fuerza F = (700 Ib)i + (1 500 Ib)j se aplica a un perno.

A. Determinese la magnitud de la fuerza y el dngulo 8 qué

forma con la horizontal.
Primero se dibuja un diagrama (se le denomina también

diagrama de cuerpo libre) que muestra las dos componentes

rectangulares de la fuerza y el dngulo 6.

|"‘— ],'-,lu||]‘;|

F, 15001b

ol =5 = 00l

Con la calculadora, se hace la division de 1500 Ib entre 700 lb;

se calcula el arco tangente de este cociente y se obtiene 6 =
65.0°.
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Luego para F, se tiene:

F, 1 500 Ib
F=——-= =1655 b
sen#  sen 65.0° St

Que es el moédulo, famano o magnitud del vector F aplicado al
perno.
Ejemplo 3: Una fuerza F en el espacio tiene las componentes
escalares, magnitudes, moédulos o tamanos: Fx = 20 lb, Fy = 30lb
y Fz = 60 Ib. Determine la magnitud de F , las formas de
representacion del vector F, el vector unitario A del vector F y
los dngulos ex , By
, ©z que forman con los ejes coordenados. Magnitud del vector
F: F= \/Ff + Fg + F2
= V(20 b)® + (—30 Ib)® + (60 Ib)®
=V49001b=701b

Angulos: 6y, 8y, 6;:

60 Ib

701b

_2b 9_&_1”" 0. -
“ob C%TTF T op %7

=y | =
=y |

cos f, =

—
P—

A estos cosenos se les llaoma también cosenos directores,

porgue determinan la direcciéon del vector F.

cos 6x =0,285714 cos By =-0,42857 cos 6z =0,857143

En el caso de: cos ey =-0,42857 el valor del dngulo se ubica el

cuarto cuadrante por caracteristica de la funciéon

trigonométrica coseno, es decir se tiene un dngulo: By = - 64,6°

, como se pide el valor del dngulo positivo en el Excel, se tiene
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que hacer lo siguiente para obtener directamente el valor de
115,4°:

=ACOS (-0,42857) * 180 / PI() = 115,4°
oy = 115,4°

Calculando sucesivamente cada cociente y su arco coseno,

se obtiene:
0, =T73.4° 0, = 115.4° f. = 31.0°
Representacion del vector F:

F=Fd+Fyj+Fk
F = 20Ib*i + 30Ib%j + 60Ib*k

Fx = F CcOs 6x Fy =F cos eyF; = F cos 6;

Fx =Fcosex Fx =70Ib*cos(73,4°) Fy =Fcosey Fy = 70Ib*
cos(-115,4°) Fz =Fcos©z Fz =70Ib* cos(31,0°)

F = 70lb* cos(73,4°)*i + 70lb* cos(-115,4°)%] + 70lb* cos(31,0°)*k
F = 70lb* (cos(73,4°)%i + cos(-115,4°)% + cos(31,0°)*k)
F = 20lb*i + 30Ib*j + 60lb*k

Representacion del vector unitario A del vector F:
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F 700b* cos(734°) 1+ 70Ib* cos(-115,4%) ]+ 70Ib* cos(31,0°) K

J2024+3024+6021D

A =cos(73.4°)i + cos(-115.4°)j + cos(31.0°)k

A =0,285714i + 0,42857j + 0,857143k

Obs: Entonces una manera répida de establecer o determinar
cual es el vector unitario A si es que nos dan el vector F en su
forma vectorial, simplemente dividimos cada componente
vectorial del vector F por su mdédulo o magnitud F y se obtiene
directamente el vector unitario A de F.

Resultante de fuerzas concurrentes

Segun (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010) una
particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es decir, fuerzas
contenidas en el mismo plano (Grafico N°. 14a). Como todas
estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes. Los
vectores que representan las fuerzas que actian sobre A
pueden sumarse con la regla del poligono (Grdfico N°. 14b).
Puesto que el uso de la regla del poligono es equivalente a la
aplicacion repetida de la ley del paralelogramo, el vector R
obtenido representa la resultante de las fuerzas concurrentes
que infervienen, es decir, la fuerza que produce el mismo

efecto sobre la particula A que las fuerzas dadas.

Grdafico N°. 19 Resultante de fuerzas concurrentes

a) b)
Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
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Descomposicion de una fuerza en sus componentes

Segun (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010) dos o mads
fuerzas que actian sobre una particula pueden sustituirse por
una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre la particula.
De la misma manera, una sola fuerza F que actua sobre una
particula puede reemplazarse por dos o mds fuerzas que
produzcan juntas el mismo efecto sobre la particula.

A estas fuerzas se les llama componentes de |la fuerza original F,
y al proceso de sustituirlas en lugar de F se le llama
descomposicion de la fuerza F en sus componentes.

Ejemplo 1: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Las dos fuerzas P y Q actuan sobre el perno A. Determinese su

resultante.

Q=60N

P=40N

SOLUCION

Solucion gedfica, Dibuje a escala un paralelogremo com lados iguales

a Py Q. La magnitud y | cirecci6n da [s remltants se midem y o encuen-
tre qua b

R=0N a=3F R-B5NLX 4

Thmbién pued wzame b regl el trkmpulo, Las fuereas Py Q se difu-
jmckpmamhymnmuobmhmghﬂyhdm{h&hm-
vulkants por medicifn directa,

R=BN a=3F R-BN2W 4
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Solucién trigonométrica. Se um otravez la dalumeb‘h
dnh&nyelhgxhqnnﬁmmalhmuu:g:&qin by de
COBEmOL,
A R =P +Q"- 2P0 cn B
B® = (ON)' + (60 N)" - %40 N)(60 N) cos 1%
R=0113N
A Ahora con la aplicacién de I ley de los senos, se escribe

mA_unB m_nwr m
e R 60N 071N

Al resalver 1a ecuacifn (1) para el seno de A, se tiene

(60 N) sem 189°
TN

Con Ia calonlsdora e obtiene primero el cocents, laapo su arco semoy el
remtado es e 4

A=10° a=2"+A=3008°

Con &l s da tres cifras sigpificativas para escribir el reukado (véase seccifn
16):

Ben A =

R=077TN 2%0° 4

Solucida trigooométeica alteenativa 5o consiuye el ragulo rc-
tingulo BCDy s caluls

D = (60 N) en 2° = 836 N
BD = (60 N) cos 357 = B4.38 N
Al war enkoms e trifngulo ACD, b obtiens
BN ,
MA-N.BSN A= 150
R-% RN
koA

Orave, g0 tA=S0F  R=0TTN WP 4
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Ejemplo 2: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Un lanchdn es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante
de las fuerzas ejercidas por los remolcadores es una fuerza de
5000 Ib dirigida a lo largo del eje del lanchén, deftermine:

a) La tension en cada una de las cuerdas, sabiendo que a =
45°, y b) el valor de a tal que la tensidon en la cuerda 2 sea

minima.

SOLUCION

a) Tensién para @ = 45, Solucidn grdfica. Se emplea la ley del
paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a 5000 Ib y que
estd dirigida hacla la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si
el dibujo se hace a escala puede medirse

Ty=37001b Ty=26001b 4

Solcfn igonométrica, - Puede usare s rega el tfngulo, Obsér
vese que el tingulo mostado repreenta a mitad del parlelogramo que se
presenta ante, 1 se emplea ey de Lo s, se scrbe

Iy ) Ty _50001h
el send s 05"

Con a caleuadora, primero s calewl yse lmacena el valor de dltimo
coclnte. Al multptar este valor sucesvamente por sen 45° y sen 0", se
obtene

1,=360D T,=2500 ¢
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b) Valor de a para Ty minima, Para determinar el valor de o tal
A 1 que l tensi6n de Ia cuerda 2 sea minima s usa otra vez I regla del tifn-

\ \ f / !
N S00b /" gulo. Enel esquema mostrado, a nea J-1' s la direcein de T, Las iness
\

N J/ 22" indican varias direceiones posibles de Ty, Obsenve que el minimo va-

" N4 lor de Ty ocurre cuando Ty y Ty son perpendiculares. EI valor minimo de
JJ \\ \\ J Tyes
| \/«\
” ANy Ty=(50001b) sen 30° = 2500 |b
/
/!/ \\'
1
2’

Los valores correspondientes de T y & son

T, = (5 0001 os 30° = 4330
0= -3 =6 4

Sumatoria de fuerzas y resultante

Al sumar tres o mads fuerzas, no se puede obtener una solucidon
trigonométrica prdactica del poligono de fuerzas que defina a
la fuerza resultante. En este caso se presenta una solucion
analitica del problema que es descomponiendo cada fuerza o
vector en sus componentes rectangulares. Sea por ejemplo, las
fuerzas P, Q y S que actuan sobre una particula A (Grafico N°.

20). Su resultante R esta definida por:

Grdfico N°. 20 Descomposicidn vectorial en sus componentes

rectangulares

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
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Resultante:

R = P + Q + S

Descomponiendo cada fuerza en sus componentes

rectangulares, se tiene:

En el plano:

in+Ryj =Pxi+Pyj+Qxi+Qyj+Sxi+Syj
= (Pxt Qu+Sx) i+ (Py+Qy+3Sy) ]

En el espacio:

Rxi + Ryj+ Rzk= Pxi + Pyj + Pzk + Qxi + Qyj + Qzk + Sxi +
Syj + Szk
= (Px + Qx + Sx)i + (Py + Qy + Sy)j + (Pz + Qz + Sz)k

Donde:
En el plano: En el espacio:
Rx=Rny + Qx + SxSy Rx =Px + Qx + Sny=Py+Qy+ Sy
= Py + Q + R:=P:+Qz:+ S
Rx = ZFX Rx = ZFX
Ry = 2Fy Ry = 2Fy
R, = ZFZ
R=in+ Ryj R=in+Ryj+Rzk

Ejemplo 1: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)
Cuatro fuerzas actian sobre un perno A como se muestra en el
Grdfico N°. 21. Determine la resultante de las fuerzas sobre el

perno.
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Grdfico N°, 21 Ejercicio de descomposicion de fuerzas y resultante

(Fg cos 20)

Fy=150N

YF,=110N

Y-y

Fuente: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

i

Solucién:
VALOR VALOR
MAGNITUD MAGNITUD
FUERZA . COMPONENTE . COMPONENTE
] COMPONENTES ELEJEX DEFENN |ANGULO ENN COMPONENTESENELEIEY | DEFENN | ANGULO ENN
(Newton) (Newton)
(Newton) (Newton)
FL [Flx=Fl*sen(30°*PI()/180°) | 150 3 1299 ||Fly = F1*cos{30°*PI{)/180°) 150 30 750
F2 [F2x=-F2*sen(20°*PI()/180°) 80 2 27,41 |F2y = F2*cos{ 20°#P)/180°) 80‘ 2 52
B3 |Fax=-F3*sen(90°*PI()/180°) 110 % 0,0 ||F3y =-F3*cos(90°*PI()/180°) 110‘ % 110
FA |Fax=F4*sen(15"*PI()/180°) | 100 15 96,6 ||Fay =-F4*cos{15°*PI()/180°) 100‘ 15 259
Rx= 19,1 Ry= 143

Nota: En el Excel al dngulo en grados hay que transformarlo a

radianes, para que pueda calcular la respectiva funcion

trigonométrica en el Excel.

Entonces la resultante R de las cuatro fuerzas es:

R=Rx i +RyjR=(199,1 N)i+ (14,3 N)j

La magnitud y la direccion de la resultante puede determinarse

del triangulo que se muestra en el grafico a continuacion:
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"R, 143N
tana= g = 190.N

a=4.1°

143 N < s
R= = 1996 N R = 1996 N «4.1°
sen a

Ejemplo 2: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

El alambre de una torre estd anclado en A por medio de un
perno. La tension en el alambre es de 2500 N. Determine a) las
componentes Fx, Fy y Fz de la fuerza que actua sobre el
pernoy b) los dngulos 6« , By , 8; que definen la direccidn de la

fuerza.

Solucién:

Nota: Tomar en cuenta que el peso o fuerza tiene la torre, no el
punto de anclaje o sujecion A; obviamente desde donde se
ejerce la fuerza para que trate de caerse la torre es en el punto
B, pero por fines pedagdgicos se considera o grafica la fuerza

en el punto A que sostiene a la torre para que no se caiga.
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Esto es posible hacerlo porque la fuerza tiene como linea de
accion todo el recorrido desde A hacia B, inclusive ésta linea
de accidon graficamente se le puede considerar que sobrepasa
los puntos mencionados. A la linea de accion se la puede
considerar como el sentido que toma la fuerza, no la direccion;
la direccion es la cantidad angular de la fuerza hacia cada
uno de los ejes como se puede apreciar en la grafica inicial del

ejercicio.

Componentes de la fuerza. La linea de accion de la fuerza que
actUa sobre el perno pasa por A y By la fuerza estd dirigida de
A hacia B. Las componentes del vector AB, que tienen la misma

direccion que la fuerza F.

dx =-40m dy =80m d;=30m

Obs.:

1. Paracomprender por qué la componente dyx fiene signo
negativo; imaginemos que en el punto A se traza un sistema
coordenado X'Y'Z" paralelo al sistema coordenado XYZ,
enfonces como se podria visualizar el punto O del sistema
coordenado XYZ donde estd ubicado la base de la torre se
encuentra alejado una distancia de 40m, pero en el senfido
contrario de la recta numérica y de alli que la componente dy
= -40m, entonces el signo negativo solamente indica el sentido
hacia donde se encuentra la base de la torre, mdas no de que

haya distancias o magnitudes negativas.

2.- Establezcamos las coordenadas espaciales de cada punto

segun:
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El sistema cartesiano XYZ: O(0,0,0) OmenX, OmenY, OmenZ

B(0,80.0) Omen X, 80menY, OmenZ

A(40,0,-30) 40men X, OmenY, -30menZ

Segun lo que vimos en el tema: Sumatoria de fuerzas y
resultante; el vector AB lo podemos determinar de |a siguiente

manera:
AB = (Bx—Ax)i+(By—Ay)j+(Bz—Az)k

AB = (0-40)mi+ (80-0)mj+ (0 - (-30))mk
AB = —40mi+80mj+ 30mk
AB = dxi + dyj + d-k

La distancia total de A a B o del segmento AB se lo obtiene

aplicando el Teorema de Pitdgoras:

AB=d=Vd;+d;+d:=U3m

Introduciendo el vector unitario A = AB/AB, se escribe

AB 2500N—

i aniaic AB 943 m i
b) Direccion de la fuerza.
o _ Ee_Z1060N F, 210N
COSU=="T T 2500N 8% =" T 250N
F. +795 N
cos . = —=

F 2500 N
Si se Cal('ulﬂ sucesivamente ('ada cociente \ Su arco coseno, se ()bti("n(‘
A, =115.1 A, = 32.0 0. =T715" <«

(Nota: El resultado también pudo haberse determinado con las componentes
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.)
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Ejiemplo 3: (Beer, Johnston, Mazurek, & Eisenberg, 2010)

Una seccidon de una pared de concreto precolado se sostiene
temporalmente por los cables mostrados. Se sabe que la
tension es de 840 Ib en el cable AB y 1200 Ib en el cable AC,
determine la magnitud y la direccion de la resultante de las

fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A.

Solucion:

Componentes de las fuerzas. La fuerza ejercida por cada cable
sobre la estaca A se descompondrd en sus componentes x, v,
z. Primero se determinardn las componentes y la magnitud de
los vectores AB y AC, midiéndolos desde A hacia la seccion de
la pared. Si se representa por i, j, k a los vectores unitarios a lo

largo de los ejes coordenados, se tiene:

AB = —(16 f)i + (8 ft)j + (11 fk AB =21 ft
AC = —(16 ft)i + (8 ft)j — (16 f)k AC=24 1t

Al representar por AAB al vector unitario a lo largo de la

linea AB, se tiene:

AB S40 Ib ——
’[‘ y == T y — T e — oaw o 4 3
AB 1.-\BA.-\1) 1 AB AB 21 B
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TAB y TAC se les denomina tensiones o fuerzas que actian

sobre las lineas de accién AB y AC.

Al sustituir la expresion encontrada para AB, se obtiene:

T = %f'tb[—ue )i + (8 f)j + (11 f)K]

Tus = —(640 Ib)i + (320 Ib)j + (440 Ib)k

Sise representa con AAC al vector unitario a lo largo de AC,

se obtiene en forma semejante:

AC  12001b—
Taes = Tachae =Tae— = ————AC
AC ACTVACL AC ‘\(1 24 ft

—(800 Ib)i + (400 Ib)j — (800 Ib)k

Tac

Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas

ejercidas por los dos cables es
R="Tyz+ Tyc=—(1440 Ib)i + (720 Ib)j — (360 Ib)k

La magnitud y direccion de la resultante se determinan por:

R = VR2+ R. + RZ = V(—1440)* + (720)* + (—360)>
R=16501h <

R 163501b

o Il 8 —14401b cosp. = +720 1b
" R 16300 P

o, =B 30D
"7 R 16501Ib

Calculando en forma sucesiva cada cociente Y su arco coseno, se obtiene

. 1008 (} 64, | 0. = 1026 4
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Segun el problema se pide hasta las respuestas dadas, pero si
observa en la grdfica, al otro lado de la pared se encuentra
ubicado otro punto de anclaje como es obvio, caso contrario

la pared se caeria.

El ofro punto de anclaje es en el punto D , teniéndose a partir
de éste tensiones TDB y TDC suponiéndose que tienen las
mismas condiciones dadas para las fensiones con las cuales se
realizaron los cdlculos. Esta parte con estas tensiones TDB y TDC
se deja al estudiante para que suponga las mismas condiciones

de manera simétrica y realice los mismos tipos de cdlculo.
Productos escalar y vectorial

Segun: (Pérez, 2015)

Producto escalar, punto o interno:

Dados los vectores A y B, su producto escalar o interno se
representa por A.B y se define como el producto de sus

modulos por el coseno del dngulo 8 que forman entre ellos:
A.B=AB=|A|Blcost =|B|Alcosd  donde:0 <<

Debemos indicar que A . B es un nUmero real (positivo, negativo

o nulo) y no un vector. Dados los vectores:

- -

A = = a-'l‘ f a;j + a]k
B=B=b,i+b,j+bk ;
A.B= A.B=ab, +ab, +apb, —A.B |
producto escalar

Nota: El producto punto o escalar para obtenerlo, bastaria con
multiplicar las respectivas componentesen X, en Yy en Z, de los

vectores que se fraten en el problema a solucionar.
44



Entonces del producto escalar entre dos vectores, se obtiene
un escalar que representa en el caso de la grdfica, la magnitud
o tamano de la sombra que proyecta el vector A sobre el

vector B.

La sombra se proyecta de manera perpendicular o formando
un angulo de 90° con el vector B o sobre la linea de accidén del
vector B, si es que el dngulo entre los dos vectores es mayor a
90°.

Propiedades del producto escalar:

Propiedad conmutativa: A.B=B.A

Propiedad distributiva: A.(B+C)=A.B+A.C
Vectores paralelos; 1.1 =37 =kk=1
Vectores oitogonales: 1.] = k= Tk =0 .

A AK=aZ+al+af
B.B =bf<+b22+ b
Cuadrado del médulo: A . A =|Af

Si A.B=0 y ningunc de los vectores es nulo,
entonces ambos vectores son perpendiculares.

BN EDN S

i-i = |il|li| cos (0) = (1)(1)(1) = 1.

El producto puntodei y jes
i-j = [illjl - cos (90°) = (1)(1)(0) = 0.

Continuando de la misma manera, se obtiene

i-i=1, i‘j=0, i-k=0,
j'i=0, j-jg=1 j k=0,
k-i=0, k-j=0, k-k=1

Ejemplo 1: Sean los vectores A y B formando entre ellos un

dangulo de 120°, sus modulos son: A =3, B = 4. calcular A.B

Segun la definicion: A.B = A*B*cos(8)

A.B = 3*4*cos(120°) = -6
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Indicando que la proyeccion del vector A sobre el vector B,
tiene una magnitud o tamano de 6 unidades, pero en sentido
negativo, asumiento que si en la union de los dos vectores se
tiene el origen del sistema coordenado, entonces el valor -6
indica que la cantidad 6 se encuentra al lado izquierdo del
sistema coordenado, ya que entre los dos vectores hay un
dngulo de 120° que es mayor de 90°.

Ejemplo 2: (Bedford & Fowler, 2008

Suponga que usted hala el cable OA que se muestra en el
grdfico ejerciendo una fuerza F de 50N en O. gCudles son las

componentes vectoriales de F paralela y normal al cable OB?

=) Componasies de F parsicis ¥y oo
mal aOB.

Estrategia

Al expresar F como la suma de sus componentes vectoriales
paralela Fp (paralela se debe interpretar como la componente
vectorial que tiene el mismo sentido y direccion de OB) vy
normal Fn (normal se le interpreta como perpendicular) a OB
(grdfico a); entonces primero se debe expresar F en términos
de sus componentes escalares y luego determinar las
componentes de un vector unitario eOB paralelo a OB. Es
posible obtener las componentes de F determinando las

componentes del vector unitario eOA que va de O a Ay

multiplicdndolas por el mddulo o magnitud del vector F, ex
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Solucion:

Los vectores de posicion de O a Ay de O a B son (grafico b)

roa = 61 + 65 — 3k (m),
rogp = 101 — 2j + 3k (m)

rOA .TtOB = (6)*(10) + (6)*(-2) + (-3)*(3) =39 #0 lo que implica
segun la definicion de producto punto o escalar que las lineas
de accién OA y OB no son perpendiculares. En la grafica da
€sa impresion, pero como sugerencia hay que fener mucho

cuidado en la apreciacion optica.

Sus magnitudes son TOA =9myrOB = 10.6 m. Dividiendo
estos vectores rOA y rOB enfre sus magnitudes rOA vy
rOB se obtienen vectores unitarios eOA que van del

origen hacia A y eOB hacia B (grdfico c):

roa _ 6i +6j — 3k (m)

O = 0.667i + 0.67j — 0333,
R T o
10i — 2§ + 3 (m
cop = -8 T AR i 0188 + 028k
[rod 106m
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La fuerza F en términos de sus componentes escalares es

F = [Flegs = (SON)(0.667i + 0.667) — 0.333k)
= 3331 + 333j — 16.7k (N).

Tomando el producto puntode eOB vy F se obtiene

eop*F = (0.941)(333 N) + (—0.188)(33.3 N) + (0.282)(—16.7 N)
= 204 N.

Este valor de 20,4N corresponde a la magnitud de la sombra
del vector unitario eOB sobre la fuerza F.

La componente paralela de F es

F, = (eos*F)eos = (20.4 N)(0.941i — 0.188j + 0.282k)
= 19.2i — 383j + 5.75k (N),

y la componente normal es
F, = F — F, = 14.2i + 37.2j — 224k (N).

Razonamiento critico

sComo se puede confiimar que los dos vectores son
perpendiculares? Resulta claro, de la ecuacion A.B=
|A| |B|cose el producto punto de dos vectores diferentes de

cero es cero siy solo si el dngulo entre ellos es 90°.

Este diagndstico puede usarse para confirmar que las
componentes de F determinadas en este ejemplo son

perpendiculares. Evaluando el producto punto de Fp y Fn en

términos de sus componentes en Newtons, se obtiene

F,F, = (192)(142) + (-383)(37.2) + (5.75)(-224) = 0.
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Demostrando que las componentes vectoriales de F, Fp y Fr son

perpendiculares o que el dngulo entre las dos componentes es

de 90° como se muestra en el grafico a).

Producto vectorial, cruz o externo

Dados los vectores A y B, su producto vectorial o externo se

representa por otro vector C o da como resultado un vector C

perpendicular a cada uno de los dos vectores A y B,

denotdndolo como:

C=AXxB.

Su modulo se define como el producto de sus modulos por el

seno del dngulo 8 que forman entre si:

Propiedades del producto vectorial:

1. Si AxB = 0; entonices los vectores tienen fa mis-

ma direcciGn o son paralelos. )
2.  Anticonmutativo: AxB = — B x A

l

3. Propiedaddistributiva: Ax(B + C) = AxB + E c
4. Vectores paralelos: 1< 1 = x| = Kxk =
5. Vectores cortogonales:
Txj=k xk=Tikxi=1]
6. Dado los vectores:
A’—a|+av1+azk §=bx‘i\+b;,+bzl?
T 7K
entonces se cumple que: AxB ={a, a, az
b, b, b,
i j k
- 2B (0% - 0] + (38, - 4y
a, 8 8= 2 D= (8% =40 (0 - 40 )k
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i xXi=0, i X j=Kk, i X k= —j,
jxXi=-k, jxj=0, X k=i
k Xi=j, k xXj=—-i, kxXk=0.

En consecuencia, multiplicando vectorialmente los vectores A
x B se obtiene un vector C, que se lo puede determinar
realizando la operacion del determinante como se indica en la
sexta propiedad.

El drea del paralelogramo formado por los vectores
concurrentes A y B se lo puede determinar calculando el

modulo o magnitud del producto vectorial de A x B:

Area del paralelogramo = | Ax B j

area del paralelogramo
El drea de la region triangular formado por los vectores Ay B es:

|[AxB]

Area del triangulo = :

Eiemplo 1: Los vectores A y B forman entre si un adngulo de
30°. Sabiendo que A=6y B =25, calcular: | AXB |

De la definicion: | AxB | = | A| *| B |*sen 6 =
(6)(5)sen30° = 15 Entonces el drea del paralelogramo formado

por los dos vectores es de 15 u2
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Ejemplo 2: (Bedford & Fowler, 2008)

La cuerda CE que se muestra en el grafico ejerce una fuerza T
de 500N sobre la puerta

ABCD. 3Cudl es la magnitud de la componente de T

perpendicular a la puerta?

E 0204 -01)m

(0.0.2,0) m \,} (03() 0)m

P

B
(035,0,0.2) m

(a) Determinacién de un vector unitario per-
pendicular a la puerta

Estrategia:
Se dan las coordenadas de las esquinas A, B, y C de la puerta.
Si se toma el producto cruz del vector de posicion rCB de C a
By el vector de posicion rCA desde C hasta A, se obtendrd un
vector que es perpendicular a la puerta. Se puede dividir el
vector resultante enfre su magnitud para obtener un vector
unitario perpendicular a la puerta y después aplicar la
ecuacion de la componente paralela a la linea de accion CB
= (e.T)e para determinarla componente de T perpendicular

a la puerta.

Solucién

Las componentes de rCB y rCA son:

rcg = 0351 — 0.2j + 0.2k (m)
rca = 0.5i — 0.2j (m).
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Su producto cruz es

i j k
0.35 —-02 02
05 -02 0

Teg X Foa = = 0.04i + 0.1j + 0.03k (m?)

Al dividir este vector entre su magnitud, se obtiene un vector e

unitario que es perpendicular a la puerta (grdfico a):

_ Fep XTey 0.04i + 0.1 + 0.03k (mz)

e = ]
Irce X real  V(0.04 m2)? + (0.1 m2)? + (0.03 m?)?
= 0.358i + 0.894j + 0.268k.

Para usar la ecuacion de la componente paralela a la linea de
accién CB Tp = (e.T)e es necesario expresar T en términos de

sus componentes escalares. El vector de posicion de C a E es

rcg = 0.21 + 02j — 0.1k (m)

Entonces, la fuerza T puede expresarse como

0.2i + 02j — 0.1k (m
T = [TEE = (500N) ) — 1k (m)
|rcel V(02m)? + (02m)? + (—0.1 m)?
= 333 + 333 — 167k (N).

La componente de T paralela al vector unitario e, que es la

componente de T perpendicular a la puerta, es:

(e-T)e = [(0.358)(333 N) + (0.894)(333N) + (0.268)(—167 N)Je
= 373 (N).

La magnitud de la componente de T perpendicular a la puerta
es 373 N.
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Razonamiento critico

sPor qué resulta Util determinar la componente de la fuerza T
perpendicular a la puerta? Si el eje Y es vertical y la cuerda CE
es lo Unico que evita que la puerta caiga, puede verse de
manera intuitiva que es la componente de la fuerza

perpendicular a la puerta la que la mantiene en su lugar.

Sistemas de fuerzas en equilibrio

Segun (Bedford & Fowler, 2008):

Se dice que un objeto, cuerpo estd en equilibrio sélo si cada
punto del objeto tiene la misma velocidad constante, lo cual
se denomina traslacion uniforme. La velocidad debe medirse
con respecto a un marco o sistema cartesiano de referencia
en el que sean vdlidas las leyes de Newton. Tal marco se llama
marco de referencia newtoniano o inercial.

En muchas aplicaciones de ingenieria, un marco de referencia
que esté fijo conrespecto ala Tierra puede verse como inercial.
Por lo tanto, puede suponerse que los objetos en fraslacion
uniforme con respecto a la Tierra estédn en equilibrio.

La suma vectorial de las fuerzas externas que actian sobre un
objeto en equilibrio es igual a cero. Se usard el simbolo YF =0
para denotar que la suma de las fuerzas externas de un objeto

estd en equilibrio.
YF=0=>YF=0QFx)i+ QFy)j+( OFz2k= 0

Esta ecuaciéon o expresion implica también, que:

ZFX=O ZFY=O ZFZ=O
Si se estd frabajando en el plano, solamente se tendria:

2F= QR+ (3F)j=0
YFx=0 >Fy=0
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Es decir, las componentes escalares de los vectores en los ejes
X, Yy Zdelasfuerzas F aplicadas o que ejerce el cuerpo, deben
ser iguales a cero, para decir que el cuerpo estd en equilibrio,
reposo 0 en movimiento constante.

En algunas situaciones, esta ecuacion de equilibrio SF = 0
puede usarse para determinar fuerzas desconocidas que
actuan sobre un cuerpo en equilibrio.

El primer paso consiste en dibujar un diagrama de cuerpo libre
del objeto para identificar las fuerzas externas que actuan
sobre el cuerpo.

A continuacion, algunos ejemplos de diagramas de cuerpo
libre:

[ 1, Wentificaral objeto que se
Diagramas de cuerpo libre desea aislar.

Un diagrama de cuerpo libre esel dibujode un || 2. Dibujar un bosquejo del

objeto, aislado de su entomo, que muestra las fuer-|{  objeto aislado e su entomo.

zas exteriores que actdan sobre el objeto. Dibujar || 3, Dibujar vectores representando

un diagrama de cuerpo libre implica tres pasos. las fuerzas externas que actdan
sobre el objeto.

Fuerzas gravitatorias

El peso de un objeto puede representarse mediante
un vector. Su magnitud al nivel del mar esta relacio-
nada con la masa m del objeto mediante la ecuacion |,

[W]=me,
donde g es la aceleracion debida a la gravedad al W

nivel del mar.
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Objetos A y 8 con superficies
planas en contacto.

&

Fuerzas de contacto Fuerzas de contacto que 4 y B
Los objetos en contacto ejercen entre | —» 4 ejercen entre si.
sf fuerzas que son iguales ¥ opucstas.

~
1

Descomposicicon de la fuerza
sobre B en las fuerzas normal
¥ de friccicn.

Tuando la fuerza de friccion
puede ignorarse solo existe una
fuerza normal._

Cuerdas y cables B
Siel peso de una cuerda o cable que conecta a dos
objetos es insignificante en comparacion con su tension, —» <
éste ejerce fuerzas iguales y opuestas sobre los objetos,

I ) F
las cuales son paralelas a la cuerda o el cable. A - ;F\d
B

Objetos A y B conectados por un cable.

Fuerzas ejercidas sobre A y B.

Resortes lineales A

La magnitud de las fuerzas iguales y opuestas B
ejercidas sobre dos objetos conectados por un Objectos A y B conectados por un resorte.
resorte lineal es —

IF| = KL - Ly, (32)

F
donde k es la constante del resorte, L es la lon- PA\*\ =¥
B l

gitud del resorte y L su longitud sin elongar.

Fuerzas ejercidas sobre A y B.

Eiemplos de aplicacion sobre el uso del equilibrio para
determinar fuerzas:

Eiemplo 1: El automévil de 1440 kg se mantiene en su lugar
sobre la rampa inclinada mediante el cable horizontal desde A

hasta B. Los frenos del automovil no estan activados, por lo que
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las llantas ejercen solo fuerzas normales sobre la rampa (No hay
friccion cinética entre las llantas al no haber movimiento).

Determine la magnitud de la fuerza ejercida por el cable sobre

el automovil.

Estrategia:

Como el automoévil estd en equilibrio, es posible dibujar su
diagrama de cuerpo libre y usar las ecuaciones de equilibrio
YFx =0 , YFy =0 para determinar la fuerza ejercida por el
cable.

Solucién:

Dibujar el diagrama de cuerpo libre del automoévil:

Dibuje un bosquejo del automévil aislado. ——»

-

Complete el diagrama de cuerpo libre
mostrando las fuerzas ejercidas sobreel | —
automavil por su peso, el cable y la rampa.

mg

56



De > Fx =0, se tiene que la T - Nsen20° = 0, de donde T/sen20° =
N que se reemplaza en la Y Fy =0y con esto se obtiene el valor
delaT=5140 N.

Problema de prdactica Suponga que el punto de unién del
cable en B se mueve hacia arriba de manera que el cable sea
paralelo a la rampa. Determine la magnitud de la fuerza
ejercida por el cable sobre el automovil.

Respuesta: 4830 N.

Observaciones:

Para realizar un diagrama de cuerpo libre, hay que suponer un
dibujo de un sistema cartesiano paralelo a la superficie donde
se encuentre asentado el cuerpo. El origen O(0,0,0) del sistema
cartesiano que es dibuje, debe simularse que se lo ubica en el

centro de gravedad o de equilibrio del cuerpo.

Observe que el dngulo 20° de inclinacion de la rampa, donde
se encuentra el vehiculo sostenido por un cable AB, es el mismo
angulo entre la fuerza Normal N (la fuerza normal es una
componente perpendicular al piso donde estd asentado el
vehiculo) y el peso del vehiculo W = mg, que tiene sentido
vertical y en el mismo sentido de la fuerza de la gravedad

—gj. Esto se puede demostrar aplicando conceptos de

geometria.
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Debe comprenderse que el peso total (el peso es una fuerza)
de un cuerpo cualquiera es la suma de todos los pesos de todas
las partes constitutivas del cuerpo. El peso es consecuencia de

qgue a la masa del cuerpo se aplica la fuerza de la gravedad.

La fuerza N es una reacciéon de igual magnitud y de sentido
conftrario que el peso de un cuerpo que ejerce sobre el piso. En
el caso del estar asentado un cuerpo sobre una superficie que
tiene inclinacioén, ésta N es igual pero de sentido contrario que

la componente del peso en el eje Y.

La magnitud de la gravedad para fines diddcticos y de cdlculo

se lo supondrd que esigual a 9,81 m/sz; el valor de la gravedad
es diferente de acuerdo a la ubicacidn geogrdafica, por
ejemplo, en los lugares mds altos por ejemplo en las montanas

mas altas, la magnitud de la gravedad es un poquito menor al

valor indicado, en cambio en sitios mds bajos la gravedad es
un poquito mdas alta.

Es decir, la atraccion gravitacional en los puntos mas alejados
es menor y en los puntos mds cercanos es mayor al centro del
planeta Tierra.

Por la gravedad es que todo cuerpo que se lanza al aire tiende

a regresar, de alli que las naves espaciales deben ejercer un
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mayor impulso o fuerza con sus cohetes propulsores, para
poder salir de entre tantos factores de la atmodsfera terrestre.
Ejiemplo 2: El motor de automovil que se muestra en el grafico
estd suspendido mediante un sistema de cables. La masa del
motor es de 200 kg. El sistema es estacionario o estdtico.

sCudles son las tensiones en los cables ABy AC?

Estrategia:

Se necesita un diagrama de cuerpo libre en el que se muestren
las fuerzas que se desean determinar. Aislando parte del
sistema de cables cerca del punto A, donde se unen los cables,
se puede obtener un diagrama de cuerpo libre que estd
sometido al peso del motor y a las tensiones desconocidas en
los cables ABy AC.

Solucién:

Dibujo del diagrama de cuerpo libre aislando parte del sistema
de cables cerca del punto A

(grdfico a), se obtiene un diagrama de cuerpo libre sometido
al peso del motor

W =mg = (200 kg)(2.81 m/s2) = 1962 N y a las tensiones en los
cables ABy AC (grdfico b).

Tpp Tuc
B % 4,»‘“/" C
D>

L Yal
ly

(a) (b) x

(a) Aislamiento de parte del sistema de (¢) Seleccion de un sistema coordenado y
cables. descomposicion de las fuerzas en sus
(b) Diagrama de cuerpo libre completo. componentes.
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Aplicacion de las ecuaciones de equilibrio: Se selecciona el
sistema coordenado que se muestra en grafico ¢ y se
descomponen las tensiones de los cables en sus componentes

sobre los ejes X e Y.

Las ecuaciones de equilibrio resultantes son:

XF, = T,-cos 45° — Tyg cos 60° = 0,
2F, = Tycsen 45" + Typ sen 60° - 1962N = 0,

Al resolver estas ecuaciones, se encuentra que las tensiones en
los cables son:
TAB =1436 Ny TAC = 1016 N.

Razonamiento critico

sComo puede escogerse un diagrama de cuerpo libre que
permita determinar las tensiones desconocidas en los cables?
No existen reglas especificas para elegir diagramas de cuerpo

libre.

Quizd sea necesario ensayar varios diagramas de cuerpo libre
antes de encontrar el que proporcione la informacion
requerida. Recuerde que las fuerzas que se desean determinar
deben aparecer como fuerzas externas en el diagrama de
cuerpo libre, y que el objetivo es obtener un nUmero de
ecuaciones de equiliorio igual al numero de fuerzas

desconocidas.
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Ejemplo 3: La masa de cada polea del sistema es m (todas las
masas de todas las poleas son iguales), y la masa del objeto
suspendido A es mA. Determine la fuerza T necesaria para que

el sistema esté en equilibrio.

Estrategia:
Al dibujar diagramas de cuerpo libre de las poleas individuales
y al aplicar el equilibrio, es posible relacionar la fuerza T con los
pesos de las poleas y el objeto A.
Solucion:
Primero se dibuja un diagrama de cuerpo libre de la polea C,
a la cual se le aplica la fuerza T (grdfico a). Se supone que la
tensidon en el cable soportada por la polea es igual a T en
ambos lados (esto es obvio porque el cable es la mismo que
circula por el entorno de cada polea). A partir de la ecuacion
de equilibrio YFy =0

TD-T-T-mg=0
Se determina que la tensidn en el cable soportada por la polea

D esTD = 2T + mg.

Recuerda que, segun la condicion del problema, las masas de

todas las poleas son iguales: m=mB = mC = mD
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R

Qrrn

NEEpanas

(a) Diagrama de cuerpo libre de Ia
polea .

(b)) Diagrama de cuerpo Iibre de Ia
polea B.

.ﬁi‘]ﬂOkg

Ahora se conocen las fensiones en los cables que se extienden

desde las poleas C y D hasta la polea B en términos de T.

Al dibujar el diagrama de cuerpo libre de la polea B (grdfico b),
se obtiene la ecuacién de equilibrio.

T+T+TD-mg-mA g=_0.

T+T+ (2T+ mg)-mg-mA g=_0.

Resolviendo, se obtiene T=mA g/4.
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Razonamiento critico

Observe que los objetos que se aislaron en graficos a y b
incluyen partes de los cables. Los pesos de esas partes del
cable son fuerzas que actian en los diagramas de cuerpo libre.
sPor qué no fueron incluidas? Se supuso de manera tacita que
los pesos de esas partes podrian ignorarse en comparacion con
los pesos de las poleas y el objeto suspendido A.. Esta es una
aproximacion vdlida para un objeto dado si su peso es
pequeno en comparacion con las otras fuerzas que actuan
sobre él; sin embargo, en cualquier aplicaciéon real de
ingenieria, este supuesto debe evaluarse con cuidado. Es decir,
el peso del cable debe considerarse en la realidad y de igual

manera los pesos de las poleas podrian ser diferentes o iguales.

T+T+2T+mg-mg-mAg=0.

Ejiemplo 4: El cilindro de 1000 kg que se muestra en el grafico
pende del techo por un sistema de cables sostenidos en los
puntos B, C y D. 3Cudles son las tensiones en los cables AB, AC
y AD?

Estrategia:

Si se aisla parte del sistema de cables cerca del punto A, se
obtendrd un diagrama de cuerpo libre sometido a las fuerzas
causadas por las tensiones en los cables.

Como cada suma de las componentes en X, Y y Z de las fuerzas
externas debe ser igual a cero, se pueden obtener fres
ecuaciones para las tres tensiones desconocidas. Para hacer
esto, es necesario expresar las fuerzas ejercidas por las

tensiones en términos de sus componentes.

Solucién:
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fuerzas debe ser igual a cero:

Aisle parte del sistema de cables cerca del
punto A y muestre las fuerzas ejercidas por
las tensiones en los cables. La suma de las

Tas

1—(100 kg)(9.81 m/s%)j

Dibujar el diagrama de cuerpo libre y aplicar las condiciones

de equilibrio: YFy =0

Escribir los vectores en términos de sus componentes:

g =0p—xi+ (g —ya)j + (@3 — 2k
= 4i + 4j + 2k (m).

= 1 _ 0.6671 + 0.667j + 0.333k.
|rAB|

3

y
i\
P X
6B
B4/ (4,0,2)m
D
7 AY(0,-4,0)m

r

Obtenga un vector unitario que tenga
la misma direccion de la fuerza T,
dividiendo el vector de posicion r,5
del punto A al punto B entre su
magnitud.
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Resolviendo estas tres ecuaciones, se obfiene TAB =519 N, TAC

=636 Ny TAD = 168 N.

Problema de prdctica: Suponga que los cables AB, AC y AD se
alargan de manera que el punto de unidn A se ubica en el

punto (0, -6, 0) m. 3Cudles son las tensiones en los cables?

Respuesta: TAB = 432 N, TAC = 574 N, TAD = 141 N.

Exprese la fuerza T,z en términos
de sus componentes escribiéndola
como el producto de la tensién T
_ . » +— enel cable AB por el vector unitario
Tyc = Tyc(—0.408i + 0.816j — 0.408Kk), e45. Exprese Ias fuerzas T,y T

Typ = Typ(—0.514i + 0.686j + 0.514K). | en términos de sus componentes

Tap = Tygesp
= T,5(0.667i + 0.667j + 0.333k),

v / usando el mismo procedimiento.

|

Sustituya estas expresiones en la ecuacién de equilibrio
TAB + TAC + TAD - (981 N)j =0.

Como las componentes i, j y k deben ser iguales a cero,
esto resulta en tres ecuaciones:

l

A

0667TAB - 0408TAC - 0514TAD = 0,
0.667T,5 + 0.816T,c + 0.686T,p — 981 N = 0,
033375 — 0.408T, + 0.514T,p = 0.

65



CAPITULO III:
MOMENTO DE UNA FUERZA, TORSION O TORQUE Y CENTROS DE
GRAVEDAD
Momento de una fuerza o torque
Segun: (Gutiérrez, Fisica general, 2015) Al abrir o cerrar una
puerta se le aplica una fuerza en la perilla, misma que le
provoca una rotacion. Sila perilla estd en el centro de la puerta
se deberd aplicar una fuerza mayor para abrirla o cerrarla que
cuando estd en el extremo, 3a qué se debe esto? (Grafico N°.
23). Los fisicos explican esta situacion mediante el concepto de

momento de fuerza o torque.

Grdafico N°. 22 Momento de una fuerza o torque

a bisagra perilla b) bisagra perilla
muo [ 14— puerta muo [ = J¢— puerta
; F

@) Es mas facil abrir una puerta cuando la fuerza se
aplica en el extremo de la puerta. 6) Hay que aplicar una fuerza
mayor para abrir la puerta cuando la perilla se encuentra en el
centro de la puerta.
Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)

El momento de fuerza o torque es una magnitud fisica que
indica la capacidad de una fuerza para producir rotacién a un
cuerpo vy se representa por la letra griega 1—(tau).

Algunos autores utilizan otras simbologias para definir el vector
momento de una fuerza o torque, entre ellas: M

El momento de fuerza depende tanto de la magnitud de la
fuerza aplicada y de la distancia del eje de giro del cuerpo al
punto de aplicacion de la fuerza como del dngulo entre la
fuerza y la linea que une al eje de giro con el punto de

aplicacion de la fuerza (Grafico N°., 24).

66



Grdfico N°. 23 Movimiento del torque

Eje de giro

—
r

—

E

El movimiento de fuerza o torque depende tanto de E

y? como de 6.

Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)

El momento de fuerza es una magnitud vectorial cuya
magnitud se puede obtener por:

T =rFsenB

Con el fin de ilustrar el significado de esta ecuacion
consideremos la siguiente situacion. Se pretende destornillar la
tuerca Grdafico N°. 25 con una llave inglesa. Si se ejerce la mayor
fuerza posible, y el dngulo entre esta fuerza y r es de 90°,
entonces (sen 90° = 1) el momento de fuerza tomard el mayor
valor posible, por otra parte, si la fuerza aplicada forma un
dngulo

©=0°06=180°conr, elmomento de fuerza sera cero, es decir,
la tuerca no girard por muy grande que sea la fuerza aplicada
(Grdafico N°. 25b).

Grdfico N°. 24 Torque en una llave

Eje de giro

a)

Eje de giro

* = rF sen O°
T=0

) El momento de fuerza es mdximo cuando r y B
forman un dngulo de 907 entre si. &) El momento de fuerza es cero
cuando la linea de accién de la fuerza pasa por el eje de giro. ) El
momento de fuerza depende de la distancia que existe entre <l punto
de aplicacién de la fuerza y el eje de giro.

Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)
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Sila fuerza F se aplica ala mitad de r como se ilustra en Grafico
N°. 25c, el momento de fuerza resultante serd menor que el
momento de fuerza que se obtiene cuando la fuerza F se aplica
en el extremo de r como se ilustra en Grafico N°. 25a. En el §l, la
unidad del momento de fuerza o torque es el newton-metro (N

“m).

Puesto que el momento de fuerza es una magnitud vectorial, el
vector que lo representa es perpendicular al plano
determinado porry F ysu sentfido se puede obtener aplicando
la regla de la mano derecha, o sea colocando tu mano
derecha de manera que tus cuatro dedos sigan la direccion
de rotacion que fiende a darle al cuerpo; tu dedo pulgar

apuntard en el sentido del vector 1 (Grafico N°. 26).

Grdfico N°. 25 Vector Momento o Torque T
T

—
T

Eje de giro

El vector T es perpendicular al plano formado por T y E.
Fuente: (Gutiérrez, Fisica general, 2015)

Ejiemplo: (Gutiérrez, Fisica general, SN)
Un técnico ejerce una fuerza de 80.0 N en el extremo de una
llave inglesa de 20.0 cm como se muestra en Grdfico N°. 27. Si

esta fuerza forma un dngulo de 70.0° con el mango de la llave,
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scudl es la magnitud del momento de fuerza producido en la

tuerca?2 Grafico N°. 26 fuerza ejercida sobre la llave inglesa.

Eje de giro F=80N
8=70
r=20cm

Fuerza ejercida sobre la llave inglesa.
Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)

Solucién
La magnitud de 1 se calcula por la siguiente férmula:

T=rFsen®

Al sustituir los valores:

7= (0.20 m)(80.0 N) sen 70.0°
La magnitud de 1 es:
T=150N-m

Hay situaciones en que la fuerza se aplica sobre un plano
perpendicular al eje de rotacién. Por ejemplo, en el Grafico N°.
27, el eje de giro es perpendicular al plano que forman las
componentes de la fuerza Fy derr.
La magnitud del momento de fuerza 1 = rF sen 6, puede
reescribirse como:

T=rL*F
Donde el subindice L significa perpendicular, es decir, la
magnitud del momento de fuerza es el producto de la fuerza
por la distancia perpendicular a la linea de accion de la fuerza.

Esta distancia rL recibe el nombre de brazo de palanca.
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Grdafico N°. 27 Ejiemplos de lineas de accién y brazos de palanca (rl).

a) ) , b
Linea de acci6n ~!

1 n

Eje de giro

q

Eje de giro

*. Lineade accién
N .~
.
.

N
N

Y

Y

Eje de giro

.# Linea de acci6n

Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)

El brazo de palanca de una fuerza es la distancia perpendicular
que hay de la linea de acciéon de la fuerza al eje de rotacion.
Es importante sefalar que la linea de accién de una fuerza es
una linea imaginaria que se extiende indefinidamente a ambos

sentidos de su direccion.

Puesto que la direccion del momento de fuerza es
perpendicular al plano formado por F y r, el sentido de 1 se
puede determinar de acuerdo con la siguiente convencion:

Si la fuerza tiende a producir una rotacion contraria a la de las

manecillas del reloj, el momento de fuerza serd positivo.
Los momentos de fuerza que tiendan a girar al cuerpo en el
mismo sentido de giro que las manecillas del reloj se

considerardn negativos (Grdfico N°. 29).

Grafico N°. 28 El sentfido positivo o negativo del momento de la

fuerza
_ N ) * -
a) Eje de giro F
\\ r |

b) Eje de giro
r

)

) El momento de fuerza es positivo. &) El momento de
fuerza es negativo.

Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)
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Momento de una fuerza resultante

Segun: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)

Supongamos dos personas, la una trata de cerrar la puerta y la
otra de abrirla como se muestra en el Grdfico N°. 30, sen qué
senfido girard la puerta? Para responder a esta pregunta hay

que determinar el momento de fuerza (o torque) resultante.

Grdafico N°. 29 Aplicacién de 2 fuerzas para crear momento por la

resultante de las fuerzas

[
r, | (Cerrarla)
- :l
muro muro
o = |
r~| (Afy

—

F,

Sobre la puerta estdn actuando dos fuerzas, ]T:,l y l_::)z, y
una trata de cerrarla y la otra de abrirla.

Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)

Puesto que las fuerzas estdn actuando en el mismo plano, el
momento resultante se obtiene de sumar algebraicamente los
momentos de fuerza positivos y negativos debidos a cada

fuerza.

Si las fuerzas son aplicadas formando un dngulo con la
superficie del objeto, deberdn descomponerse en sus

componentesen XeY.

Matematicamente se expresa por:

TR =XT1=+71 -T2 +..
Cada fuerza determina un torque o momento, F1 lo hace en el
sentido antihorario que se asume como un momento positivo y

la ofra fuerza F2 en sentido horario que se lo asume un
71



momento negativo. En el caso del problema que se muestra en
el Grafico N°. 30, la magnitud del torque resultante se obtiene
de:

T=nFl -k

Que la puerta gire en uno u ofro sentido depende de los
valoresder1,r2, F1 y F2, perosilas dos fuerzas tienen la misma
magnitud, entonces la puerta se abrird, ya que r1 es mayor que
ro.

En consecuencia, la apertura o cierre de la puerta que es el
momento de la resultante de las fuerzas aplicadas, dependerd
en esencia de la distancia mds grande donde se aplica

cualquier fuerza hasta el gje.

Para determinar el momento de fuerza resultante se puede

seguir la siguiente estrategia:

Después de haber leido el problema hacer un dibujo del
cuerpo con los datos.

Hacer un diagrama de cuerpo libre que ademds de indicar las
fuerzas actuantes muestre el eje de rotacion.

Determinar los brazos de palanca si es necesario.

Calcular los momentos de fuerza de cada fuerza. Asignar el
signo apropiado.

Determinar el momento de fuerza resultante como la suma

algebraica de los momentos de fuerza de cada fuerza.

Eiemplo: (Gutiérrez, Fisica general, 2015)
Determinar el momento de fuerza resultante sobre el sube y
baja que se muestra en la fi gura

7.14. El nino pesa 250 N y se encuentra a 0.70 m del eje de giro.
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La nina pesa 220 N y se encuentra a 1.50 m del eje de giro
(Grafico N°. 31q).

Grdfico N°. 30 Momento ejercido por dos fuerzas

B2

¢<—1 .50m —>|<— 0.70 m —>,L

220 N 250N
b)
1.50 m 0.70 m
+ ! )(—)
pivote ——
| !
F1 =220N F>=250N
eje de giro
;Hacia dénde se mover3 el “Sube y baja™?
Fuente: (Gutiérrez, Fisca general, 2015)
Solucién:

Primero elaboramos un diagrama de cuerpo libre (Grafico N°.
31b).

Datos Férmula

ri =1.50mi1R =11 +12

r2 =0.70 m Del esquema:
F1=220N 1=rnFi-r2 F2

F2 =250 N Sustituyendo valores:
7= (1.50 m)(220 N) — (0.70 m)(250 N)
T=155N-m

Conclusion: El Sube y baja girard en sentido contrario a las
manecillas del reloj o sea que la nina levantard al nino. La
distancia desde donde estd sentada la nina hasta el pivote del
sube y baja es mucho mds grande que la distancia donde estd
sentfado el nino hasta el pivote, eso hace que el momento
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ejercido por el peso de la nina sea mds grande que el

momento ejercido por el peso del nino.

Resumen:

Segun: (Bueche & Hecht, 2007)

El torque es una medida de la efectividad de la fuerza para
que ésta produzca una rotacion alrededor de un eje. Al torque
se lo define de la siguiente forma:

Torque =1 =rFsen6

Donde r es la distancia radial desde el eje al punto de
aplicacion de la fuerza y © es el dngulo agudo enfre las

direcciones de ry de F, como se muestra.

Grdfico N°. 31 Interpretacion grdfica del torque

(@) (5>
Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)

Con frecuencia, esta definicion se escribe en términos del
brazo de palanca de la fuerza, que es la distancia
perpendicular desde el eje a la linea de accion de la fuerza,
como se muestra en Grdfico N°. 32b. Como el brazo de
palanca es igual a r sen ©, la ecuacion del forque se escribe
como:

T = (F) (brazo de palanca)

Las unidades del torque son newton*metro (N * m). El torque
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puede ser positivo o negativo; es positivo cuando la rotacion
alrededor del eje es en sentido opuesto al movimiento de las
manecillas del reloj y negativa cuando la rotacion es en el
mismo sentido en que se mueven las manecillas del reloj.

Para considerar el origen del momento o torque, tome un eje
perpendicular al plano de las fuerzas coplanares. Todos 10s
torques que tienden a producir una rotacion en el sentido del
reloj considérelos como negativos, y las que producen una
rotacion contra el sentido del reloj, como positivos; la suma de

todos los torques que actuan sobre el objeto debe ser cero:

Tt =0

La posicion de los ejes es arbitraria: Si la suma de los torques es
cero en torno a un eje determinado para un cuerpo que
cumple la condiciéon de fuerzas en equilibrio
YFX=0,>FY=0,>FZ=0, entonces >1=0 para todo eje paralelo
al primero.

Generalmente se escoge el eje donde se supondrd se ubicard
el vector momento o torque, de tal forma que la linea de
accidén de la fuerza desconocida pase por la interseccion del
eje de rotacioén y el plano de las fuerzas. Entonces el dngulo 6
entfrery F es cero; en consecuencia, dicha fuerza desconocida
particular ejerce un torque cero y por tanto no aparece en la
ecuacioéon del torque.

El vector torque es perpendicular a las fuerzas coplanares y al
plano que las contiene y pasa por el eje de giro o de rotacion
del cuerpo.

Hay varios tipos de momentos o torques, en esta parte

solamente mencionaremos los principales:
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Segun: (Gamio Arisnabarreta, 2015)

1.- Momento de una fuerza con respecto a un punto

Obs.: En pdrrafos anteriores les indicaba que algunos autores
utilizan una nomenclatura y ofros otra, lo importante en el uso
de cualguier nomenclatura, en éste caso sobre los momentos
o torques se defina a qué se refiere con ésa nomenclatura. En
anteriores partes para el momento o torque estaba utilizando
el simbolo 1, en ésta parte otro autor utiliza M, pero los autores

se refieren a lo mismo.

M — - =
© M, =rxF | — Expresién vectorial

M, =|ﬁo|=rFsen¢
$=90"+a

M, =rFsen(90°+a)
M, =rFcosa

M, =(rcosa)F

Rpr—

Direccion: El vector momento Mo es perpendicular (1)
al plano formado por r y F en el punto O.

Sentido: Regla de la mano derecha.

r esun vector cuyo origen es el punto O y cuyo extremo es
cualquier punto situado en F

Vectorialmente el momento se lo puede determinar por:

M=;><l_-‘=(x;+ yj+zf)x(Fx;+Fy3+FzE)

M =(yF, — 2zF, )i + (2F, — xF,)j+ (xF, —yF, )k

M M M

x b4 z

M. M, M, —> Componentes escalares de M en los ejes X, y, =z

M= Mxi + Myj+ MZE — Expresion vectorial

M=.M2+M2+M2 — Magnitud
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EL PRINCIPIO DE LOS MOMENTOS (TEOREMA DE VARIGNON)
El momento que una fuerza ejerce sobre un punto es igual ala
suma de los momentos de las componentes de |la fuerza con

respecto al mismo punto.

Momento de una fuerza con respecto a un eje
R=F, +F, +F,

M, =rxR Vi
ﬁo =;XF, +;x§2 +;xf’3 F, F,

M, =rx(F, +F, +F,) Mo

|
|

My =rxR b-4

Momento de un par de fuerzas

M, =ﬁo OEL ML es la magnitud de la sombra del vector Mo
ML =(l\_do -EL )c_:l_ Expresion vectorial

ﬁL = MLEL

Par de fuerzas es el sistema formado por 2 fuerzas de igual
magnitud, rectas de accion paralelas y sentido opuestos.

El momento de un par es el momento de una de las fuerzas con
respecto a un punto cualquiera de la linea de accidn de la ofra

fuerza.

77



M=rxF Expresiénvectoriall M=dF Magnitud j;

~

Direccion: Perpendicular al plano formado
por el par de fuerzas.

Sentido: Regla de la mano derecha.

Los vectores momento de los pares son vectores libres; se
pueden sumar o restar independientemente de su posicidn en

el espacio.

M=M, +M, +...

Los siguientes ejemplos son obtenidos de: (Bueche & Hecht,

2007)

Ejemplo 1: Calcular el torque alrededor del eje A (que es

perpendicular a la pdgina) en el

Grdafico N°. 33 debido a la accidén de cada una de las fuerzas

indicadas.

Grdfico N°. 32 Elemplo 1 de torque

‘NT\\\
Brazo de | T~ 25N 20N

Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)
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Al utilizar la ecuacidon 1 = rFsene, recuerda que un torque en el
sentido del reloj es negativo y los torques contrarreloj son

positivos. El torque de cada una de las tres fuerzas es:

Para 10 N: 1= (0.80 m)(10 N)(sen 90°) = 8.0 N -m Para 25 N: 1 =
(0.80 m)(25 N)(sen 25°) = 8.5 N -m Para 20 N: 1 = (0.80 m)(20
N)(sen 0°) =0N -m

La linea de accidon de la fuerza de 20 N pasa por el eje y por
tanto & = 0°. Expresdndolo de otra forma, si la linea de accién
de la fuerza pasa por el eje, entonces su brazo de palanca
(brazo de palanca de la fuerza, es la distancia perpendicular
desde el eje a la linea de accion de la fuerza) es cero. De
cualqguier forma, el torque es cero para esta (y cualquier otra)
fuerza cuya linea de accidon pase por el gje.

Eiemplo 2: Una viga metdlica uniforme de longitud L pesa 200
N y sosfiene un objeto de 450 N como se muestra en Grdafico
N°. 34. Calcule la magnitud de las fuerzas que ejercen sobre la
viga las columnas de apoyo colocadas en los extremos.
Suponga que las longitudes son exactas.

En lugar de dibujar por separado los diagramas de cuerpo libre,
se muestran en el

Grafico N°. 34 las fuerzas que actuan sobre la viga. Como la
viga es uniforme, su centro de gravedad se localiza en su
centro geométrico. Por esta razédn se muestra el peso de la viga
(200 N) actuando sobre su centro. Las fuerzas F1 y F2 son las
reacciones de las columnas de apoyo sobre la viga. Como no
existen fuerzas en la direccion X que actlen sobre la viga,
solamente hay que escribir dos ecuaciones para esta
condiciéon de equilibrio:

YFY =0y Itr=0.

79



Grdfico N°. 33 Elemplo 2 de torque

L2 Li4 Li4

200N

450N

‘450 N

Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)

Aplicando XFY =0 setiene: F1 +F2 -200N-450N=0 (1)

Antes de escribir la ecuacion del torgue 0 momento, se debe
escoger un eje. Se escoge en el punto A, de tal forma que la
fuerza desconocida F1 pase por éste y no ejerza torque alguno.

Entonces la ecuacion del torque es:
{NB1 = —(L/2)(200N)(sen 90°) — (3L/4)(450N)(sen 90°) + LF, sen 9° =0

Al dividir la ecuacion entre L y resolviendo para Fy, se encuentra
que F2 = 438 N.

Para calcular el valor de F1, se sustituye el valor de F2 en la

ecuacion de las fuerzas (1) y se obtiene F1 =212 N.

Ejiemplo 3: Mire el diagrama que se muestra en Grafico N°. 35a.
La viga uniforme de 600 N estd sujeta a un gozne en el punto P.
Calcule la tension en la cuerda y las componentes de la fuerza

de reaccién que ejerce el gozne sobre la viga.
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Grdfico N°. 34 Elemplo 3 de torque

800N

Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)

Las fuerzas sobre la viga se indican en Grafico N°. 35b, donde
la fuerza ejercida por el gozne se representa mediante sus
componentes, Fru (Es la fuerza de reaccion en X de la pared) y
Frv (Es la fuerza de reaccion en Y de la pared).

La ecuacion del torque tomando el punto P como eje es:

+(3L/4) (Fr) (sen 40°) - (L) (800 N)(sen 90°) - (L/2)(600 N)(sen 90°) =
0

Al resolver esta ecuacion se obtiene:  Fr =2 280 NFgu y Fry s€

calculan con las siguientes ecuaciones:

Como Fr es conocida, estas ecuaciones dan Fry =1750 Ny Fry =
65.6 N

LEF)FO 0 -FTCOS4OO+FRH=0
ADE=00 0 FpSend’+ Fyy - 60-800=0
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Centros de gravedad

El centro de gravedad segun (Bueche & Hecht, 2007) de un
objeto es el punto en el cual se puede considerar que estd
concentrado todo su peso; esto es, la linea de accion del peso
pasa por el centro de gravedad. Una sola fuerza vertical y
dirigida hacia arriba, igual en magnitud al peso del objeto y
aplicada en el centro de gravedad, mantendrd al cuerpo en

equilibrio.
Segun: (Gamio Arisnabarreta, 2015), sea:

Peso (W): Fuerza ejercida por la tierra sobre los elementos del

cuerpo rigido.

NS

\
La tierra: “Los pesos son fuerzas concurrentes™

Para distancias cortas es buena aproximacion considerar a los

Wl W3 pesos como fuerzas paralelas.
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E= iml (7)

Las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo se las

puede obtener utilizando las férmulas definidas en: (5), (6) y

(7)

En las mencionadas férmulas, bastaria con reemplazar en cada

una de ellas los pesos W; y las distancias definidas por los puntos

cartesianos P(Xi , Yi , Zi) o de posicidn, donde se encuentran

ubicados los pesos Wi.
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Como aplicacion de éstas coordenadas en otros campos, por

ejemplo:

Se puede determinar la ubicacidon de una instalacion o
infraestructura fisica de una empresa que requiera optimizar los
costos logisticos para movilizar o transportar desde alli sus

productos a sus clientes segun su ubicacion geogrdfica.

Notas:

El centro de gravedad toma en cuenta los materiales que
componen el cuerpo y es el punto donde estd aplicada la
fuerza resultante equivalente que es el peso del cuerpo.

El centroide es un centro geométrico, que toma en cuenta la
forma mds no los materiales que componen el cuerpo.

Si el cuerpo es homogéneo (y = constante) el centro de

gravedad coincide con el centroide.

A confinuacion, se presentan la forma o manera de calcular el
centro de gravedad de algunos de los principales cuerpos o

figuras:

Para determinar las coordenadas de los centros de gravedad,
de las figuras que se muestran en los cuadros a confinuacion,
se debe reemplazar en las férmulas dadas en los cuadros para
cada figura o cuerpo, las magnitudes de lo que se solicita en
ellos.

Por ejemplo, para determinar el centro de gravedad C.G. de:
Recta: Lo que se requiere para determinar el C.G., solamente
el tamano o magnitud del largo de la recta. Entonces el C.G.

de la recta estaria dado por:

En algunos casos se tiene: X =0 o Yy = 0 en algunos de
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ellos o en ambos casos, es porque se hace coincidirel C.G. con

el sistema cartesiano en figuras perfectamente simétricas

como por ejemplo en: Circunferencia, circulo, corona circular,

elipse, poligonos regulares.

Tabla de centros de gravedad

Centro de gravedad de lineas

C = Centro de gravedad

l
y

1

Recta C
* X
L
y
1/4 de circunferencia T R
=X
iy
y
1/2 de circunferencia C
X

s ()
\_

Arco de circunferencia

Recta inclinada

L
C
I//
y
b
Elipse a a X
\C%/

Nota: a solo en las formulas debe ir en radianes.

N

rsena

L
—coso
2

L
—sena

2

0

X=0 y=0

L

SR}

2nr

2ar

0<bs® Led17 +4a
3 a

%<b$a;Lﬂn[l.5(a+b-J£)]
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Centro de gravedad de superficies planas

I T N N RS
>

1 Rectangulo h Ce % % bh
b b3
e B )
= a+b h bh
i N S
b =
2]
. . b h bh
3 Tmnangulo rectangulo T Ce 3 3 >
r x
Y
- C 4r 4r T
4 1/4 de circulo r - 3 —3‘” 2
T x
¥
2
S Semicirculo Ca r ﬁ Ly
3 2
2r b3
v =2+y=r
6 Circulo = o o w2
7 Sector circular 25, e = o ar?

4b stab
a4

8 1/4 de elipse
37

a =

a
¥
/'_:\
10 Elipse < = o o xab
e

i
1 C_ b n+b2cosu bs;na. a
o
a x
y x=0
) Cc* — 2r sen’ a

12| Scgumcaio cacele ~ala £ Y= 3 a—senccosa

= A=ro—r’senacosa
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i3

i4

is

16

17

is

Trapecio

Tuwanode 1/4

Vi»i;ﬁ
;;2+()r—r)’—:r2
"t
= \

ohd

3a? + 6ac + 3bd + 2c* — 24*
3(a+b)
—__h(2a+b)
~ 3(a+b)

bl
I

A=%(a +b)

_  (o0—3m)r
3(4 —x)

s 3 .
o o =(R*—r*)

4(R*+Rr+7%) m o
° 3n(R +1) (R =)
° 2(R*—r*)senc c:(ll’ _ r’)

3(R*—r )a.

I T N N A

19

20

21

Circulo con niacleo

Hexagono

Octagono

o o 2ar® —2ab
o o 2 3773R?
o o 2_598R?
o o 2. 8284R?
o o 2 9389R?
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“n” lados
24 B _ 130
2 =

26 Ateaméﬁm

- sholm de 3
27 P
= Timxpano
= St
28 TE
= Enjuta
_ boh

Centro de gravedad de superficies curvas

I N N N N
i

fondo cemmado

Yy
x
z
h
Ce
b g b y
x
zZ
e b
i
z 5
%
y

o o
== =5

B8 s
3b

© =

(n+1)a (n+1)b
2Zn + 4 Zmn +1

3a 36

a 10

N

N

N =

R?
2h+r

¥

%

o[3

m(Zh+1)
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Cascara conica
base cerrada

Piramid

Pirimide i :

wlE

wE

A=m(r+\}h3+r2)

Centro de gravedad de vohimemnes

T TN N N N

x2+y2—12

3r
x 8
e
¥ h
h
Nx I
LT
o
¥ h
b
ﬁ\ | -
4
a
z
¥
h 3a
x 3
b
z a

N

rerh? + 2

= e

2
o = o
2
o h
3
r nr’h
x 3
hab
= 3
3 abh
8 3
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8 1/4 de clindro

10 Tetraedro recto

12 Esfera

13 Tronco de cono

h g
7 \x
i /
T~z
h P
i} ':- _yx
=z
h
A A%
z
b

h

= o o nr*h
h 4r T nr-h
£ 3r 2
b A4 4c 7x’h
2 37 37 4
a b < abc
2 2 2

a b = abc
4 a 4 I3

a a a
2 B 2 =
3
o o o A
3
x=0
y=0
_ (R?+3r* +2R)nh
== 4(R? +1* +1R)
xh 2
V =""(4R? + 4Rr+4r?)
12
a b < abe
3 3 2 2
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CAPITULO IV

CINEMATICA
Conceptos
Segun (Pérez T., 2007):
Cinemdtica
Es una parte de la Mecdnica, que tiene por finalidad describir
matemdticamente todos los tipos posibles de movimiento
mecdnico sin relacionarlo con las causas que determinan
cada tipo concreto de movimiento.
La cinemdtica estudia las propiedades geométricas del
movimiento, independientemente de las fuerzas aplicadas y
de la masa de la particula.
Movimiento
El movimiento es una propiedad fundamental de |la materia
asociada a ella y que se manifiesta a través de cambios,
fransformaciones y desarrollo.
Movimiento mecdnico:
Es el cambio de posicidon que realiza o experimenta un cuerpo
con respecto a un sistema de referencia (Grafico N°. 47). Un
observador al visualizar el movimiento de un cuerpo se
considera que se encuentra en el origen de coordenadas y

que la tierra no se mueve.

Grdafico N°. 35 Movimiento mecdnico
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Sistema de referencia:

Es un lugar del espacio en donde en forma real o imaginaria se
sitUa un observador para analizar un fendmeno.

Sobre un cuerpo en el espacio se fija rigurosamente un sistema
coordenado (cartesiano, cilindrico, polar, etfc.), lugar en el cual
se instala un reloj (sistema horario) y se ubica un observador en
forma real o imaginaria, quien estudiard el fendmeno
(movimiento mecdnico) en el espacio y en el tiempo. A este

conjunto se le denomina sistema de referencia

Grdfico N°. 36 Sistema de referencia

Fuente: (PérezT., 2007)

Elementos del movimiento mecanico

Moyvil. - Es el cuerpo o particula que realiza un movimiento
Mecdnico o que puede moverse.

Trayectoria. - Es la linea recta o curva Grdfico N°. 49 que
describe el movil al desplazarse. Si la trayectoria es curvilineaq,
el recorrido es mayor que la distancia. En cambio, si la
trayectoria es rectilinea, entonces el recorrido es igual a la

distancia.
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Grdfico N°. 37 Trayectoria

..................
.
ve
.

.....
. e
----------------

Fuente: (PérezT., 2007)

Recorrido (e). - Es la medida de la longitud de la trayectoria

entre dos puntos considerados. Es una magnitud fisica escalar.

Vector Posicion () .- Es el vector utilizado por el observador
para ubicar al moévil en el espacio y en el tiempo. Este vector se
traza desde la visual del observador (origen de coordenadas)

al mdévil en un cierto instante.

Desplazamiento ( '5) Grafico N°. 50y Grdafico N°. 51.- Es
una magnitud fisica vectorial, que sirve para expresar el
cambio de posicion efectivo entre dos puntos efectuado por

un Movil.

Grdfico N°. 38 Vector desplazamiento

MY (m)

h

L

>
X (m)
Fuente: (PérezT., 2007)
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Grdfico N°. 39 Vector desplazamiento

Vector
desplazamiento

| d ;Eﬂ

A

t 1
Punto de partida Punto de llegada
o posicion inicial o posicion final

La magnitud del vector desplazamiento desl longitud

de la linea que une los puntos A y B.
Fuente: (Gutiérrez, 2015)

Adicion de vectores: 7; +d =T,

Desplazamiento: d =15 -1

El desplazamiento se define como el cambio de posicion: ¢ = AF

Distancia (d). - Es el mdédulo del vector desplazamiento. Es la
medida del segmento que une el punto inicial con el punto final

del movimiento.

Tiempo. - Es una forma real de existencia de la materia, que se

encuentra asociada a su movimiento y espacio ocupado.

El Tiempo en Mecdnica sirve para medir la duracion de un

fendmeno fisico y su ubicacion respectiva.

El Tiempo para un evento fisico definido previamente se puede

clasificar en:
Intervalo de Tiempo (At). - Denominado también tiempo

transcurrido, es el que sirve para medir la duracion de un

evento fisico.
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Instante de¥igmpo ( ).- Es aquel intervalo de tfiempo
pequenisimo que nos permitird ubicar la tendencia de
ocurrencia de un fendmeno fisico y su ubicaciéon

principalmente en el espacio.

Medidas del movimiento

El movimiento mecdnico se puede expresar en funciéon de la
rapidez de cambio de posicion en el tiempo, a través de la
velocidad y la aceleracién, y también en funcién a la
naturaleza de las fransformaciones y considerando la masa del
cuerpo el movimiento se mide en base al concepto de
ENERGIA y cantidad de movimiento.

Velocidad. - Es una magnitud fisica vectorial que nos expresa
la rapidez con la cual un moévil cambia o tiende a cambiar de
posicion en un intervalo de fiempo como la Velocidad Media
y en funcidén a un instante de tiempo como la Velocidad
Instantanea.

Velocidad media (Vm). - Es aquella magnitud fisica vectorial
que expresa la rapidez de cambio de posicion de un movil,
evaluada en un intervalo de tiempo. la velocidad media Vm
es colineal y del mismo sentfido que el desplazamiento Grdfico
N°. 52.

La velocidad media se evalla entre dos puntos de la
trayectoria. matemdticamente se expresa asi:

- A d

=—=—"Lavelocidad media es independiente de la trayectoria.

At M

Para un movimiento unidimensional en el eje X se expresa asi:

A X - X
AL At
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Grdfico N°. 40 Vector velocidad media

1R (m)

h

Fuente: (PérezT., 2007)

Velocidad instantdnea (V). - Es aquella magnitud fisica que
expresa la rapidez de cambio de posicion de un movil en un
instante  de tiempo. Matemdticamente la velocidad
instantdnea viene a ser el limite de la velocidad media cuando

el intervalo de tiempo tiende a cero:

V = limV

' instantanea Arsp @
Con el uso del cdlculo diferencial, la velocidad instantdnea se

expresa asi:
dr . |
V= 7 Se lee derivada de la posicidn respecto del tiempo.
at

Para un movimiento unidimensional en el eje X.

dX
V' =— se lee derivada de la posicion en el ¢je X respecto del tiempo. Donde X

dt

es un polinomio cuya variable es el tiempo.

Ejemplos de unidades de la velocidad: cm/s; m/s; km/h
La velocidad instantdnea se representa mediante un vector

tangente a la curva. Movimiento rectilineo uniforme (M.R.U.)
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Concepto de M.R.U.- EI movil describe una ftrayectoria
rectilinea

Grdfico N°. 53, avanzando distancias iguales en intervalos de
tiempos iguales, moviendose con velocidad constante

(mddulo y direccion).

Grdfico N°. 41 M.R.U.

-
_—
e
>

Unidades: d: metros : t : segundos : V:m/s
Fuente: (PérezT., 2007)

Velocidad constante. - La particula se mueve con velocidad
constante en modulo y direccidon. Es decir, la trayectoria es
siempre rectilinea.

Caracteristicas del M.R.U.:

La velocidad es una cantidad fisica vectorial, es decir tiene
modulo y direccion.

El médulo o magnitud del vector velocidad denominado
también como rapidez es constante Que podriamos definirlo
simbdlicamente como V.

Entonces:V = constante, la aceleracion: a = 0 (no hay

aceleracion, porque no hay cambios de velocidad)

V =—

Calculo de la rapidez:
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De esta formula de la rapidez se pueden obtener la distancia y

el tiempo.
Caleulo de I distancia: 0 =V 1
d
Calculo del tiempo transcurrido: I= ;
Ecuacion del movimiento (M.R.U.). - La posicion final de la

particula es igual a la adicidn de la posicion inicial mas el

desplazamiento. Grdfico N°. 54

Xi=x0 +d; d=V.tXi=x0 +V.t
Grdfico N°. 42 Posicién final del movimiento de un cuerpo

[

Y (II]) tiempo transcurrido
t

Posicion inicial XF

Posicion final

Fuente: (PérezT., 2007)

Concepto de M.R.U.V. Grdfico N°. 55- Es aquel movimiento
donde el movil describe una linea recta en intervalos de
tiempo iguales, los cambios de velocidad (AV) son iguales y las
distancias recorridas son diferentes. Tiene aceleracion

constanfte.
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Grdfico N°. 43 Caracteristicas del M.R.U.V.
»1s »1s ls
| |

5m/s T

AV=2m/s AV=2m/s

+—r 4 >
Fuente: (PérezT., 2007)

Aceleracion lineal o tangencial. - La aceleracion lineal Gréfico
N°. 56 mide la rapidez del cambio de la velocidad en modulo.
En el M.R.U.V. la aceleracién lineal es constante, es decir no

cambia la direcciéon ni el mdédulo de la aceleracion.

Unidad de la aceleracion en el S.I.: m/s? o m.s'2
AV V.-V,
G=— = a=—"—2 = V=V, +at
f t

Grdfico N°. 44 La aceleracion

MY (m) a

Fuente: (PérezT., 2007)
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Formulas del M.R.U.V.:

Cuando aumenta la velocidad Cuando disminuye la velocidad
Acelera Desacelera
1) d=Vyt+tar® 1) d=Vyt—1ar’
2) d=Vpt—Llat® 2) d=Vpt+lat
3) Ve=V,+at 3) Ve=V,—at
4) Vi =V; +2ad 4) V7=V, -2ad
V,+V: V,+V,
5) d:%f 5) d:M.,

En el M.R.U.V. o acelerado, la aceleracion y la velocidad tienen
la misma direccidon. En cambio, si el movimiento es
desacelerado, la aceleracion tiene direccion y sentido opuesto

a la velocidad.

A
Ve=V,xat
Vo : velocidad nicial VE : velocidad final
(+) : Movimiento acelerado () : Movimiento desacelerado

Ejemplo tomado de (Medina G., 2009):

Un movil parte del reposo y de un punto A, con movimiento

rectilineo y uniformemente acelerado (a =10 cm/sQ); tarda en
recorrer una distancia BC = 105 cm un tiempo de 3s, v,

finalmente, llega al punto D (CD =55 cm).

Calcular:

La velocidad del movil en los puntos B, C y D.

La distancia AB.

El tiempo invertido en el recorrido AB y en el CD.

El tiempo total en el recorrido AD.

—_— X
—& L & &=
A B C D
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Solucién.

1
a) BC :vBt+—at2
21 —> vy =20 cmV/s
105 :1;,33+510><32

ve = vy +at =20+ 30 =50 cm/s

1
CD =v_t+ Eat2

55 = 50¢ +%10:2

2s

c) vy =at 20
= f=—=
20 =10¢ 10

d) Sera la suma de los tiempos parciales:
t=2+3+1=6s

Caida libre o movimiento M.R.U.V. en sentido vertical

Concepto GCrdafico N°. 57.- Es aquel tipo de movimiento
recftilineo uniformemente variado (M.R.U.V.) cuya trayectoria es
una linea recta en sentido vertical y que se debe a la presencia
del campo de gravedad, es decir la aceleracion en este caso

es la aceleracion de la gravedad “g".

= A +10t-11=0 = t=1s
vy =V +at =50+10 =60 cm/s

b) v, =~/2a4B

2
— 48="5_-29 oem
2a

La Unica fuerza que actua sobre el cuerpo es su propio peso,

no considera la resistencia del aire.
Este tipo de movimiento se obfiene, cuando un cuerpo es

lanzado hacia arriba, hacia abajo, o simplemente es soltado.
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Cuando un cuerpo es lanzado hacia arriba desacelera su
movimiento, en cambio cuando desciende o es lanzado hacia
abajo acelera su movimiento.

En las ecuaciones cinematicas no se considera la masa ni la

fuerza resultante.
Grdafico N°. 45 M.R.U.V. en sentido vertical

Fuente: (PérezT., 2007)

Tiempo de vuelo Grdfico N°. 57. - Consideremos un cuerpo
lanzado verticalmente hacia arriba. Cuando el cuerpo alcanza

la altura mdaxima su velocidad final VF esnula.

De la ecuacion:

VE=Vo - g.t
Reemplazando los datos:
0=Vo-9.T

Despejando:

T — Y
F=4
Tiempo de subida:
1728
— Yo _
IsuBma — =7

o
E
Tiempo de vuelo:

2.7,
— — 27
rT"LILO -
h=4
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tvueo = 2T, porque el mismo tiempo de subida se hace de
bajada. La trayectoria es simétrica.

El intervalo de tiempo depende de la altura. - Todos los
cuerpos que se dejan caer simultdneamente con la misma
velocidad inicial cero desde una altura, utilizan el mismo

intervalo de tiempo para llegar al suelo.
Vo=20 ‘ .............................. ])=I/;),r+%_g_f2

Reemplazando los datos
tenemos:

g H=0+1gT>

el intervalo de tiempo de
caida es:

T 2.H

g

El valor de la aceleracion de la gravedad, con fines practicos

se le asume como:

g=98 m/s2 como se indicd en temas anteriores, la gravedad

no es la misma en todos los puntos geograficos.

* En los polos: g = 9,83 m/s? (Méaxima)
* En el Ecuador: g = 9,78 m/s* (Minima)

Altura madxima. - Un cuerpo que es lanzado verticalmente
hacia arriba alcanza su altura mdxima cuando su velocidad

final en el punto mds alto es igual a cero.
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Aplicando la ecuacidn:
V2=V, —2gh

Reemplazando los datos: g

0=V, —2g.H

¥

H=-9°
2g

Tiempo de alcance. - Cuando dos particulas son lanzadas
simultdneamente, en la misma direccion, de diferentes

posiciones, en una misma linea vertical; el tiempo de alcance

es.
N :: '3 AN
H,—Hy=H .
VT —38T>)— W T—LgTH —H Hg -
simplificando tenemos: y g
b
V,T—VyT—=H Ve
€Y
despejando obtenemos: T \'>
H
Z‘encuentro = 1'/4 _ VB
- H
r 3
Va
FanY
j

Tiempo de encuentro. - Cuando dos particulas son lanzadas,
simultdneamente, en direcciones opuestas, de diferentes
posiciones en una misma linea vertical; el tiempo de encuentro
es:

Obs.:

La altura en un desplazamiento vertical tendrd signos positivo o
negativo Grafico N°. 58:

Si la altura tfiene signo positivo significa que el cuerpo se
encuentra sobre el nivel de referencia, subiendo.

Si la altura tiene signo negativo significa que el cuerpo se

encuentra debajo de la linea de referencia descendiendo.
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Sila altura es cero significa que el cuerpo ha regresado o estd

pasando en ese instante por el nivel de referencia (N.R.).

__________ - £
va b
l e | Ha
H, + F, — &
T, T +1gT3 D+ F T —L1egT3)=F8 =1 P j;:":;. ‘X"‘
simplificando tenemos: i
UV, T+ VI = H
despejando obtenemos:
=4 Ve
L pcrientro = 4
A B
o= p
Grdfico N°. 46 Signos para la altura
~c> T P l
H B =
~ I !
| ..
H H e
~ 2 i
B — o I :
~_ = o - == <>
~

s

Fuente: (PérezT., 2007)

Ejercicios tomados de (Medina G., 2009):

1.- Desde lo alto de un edificio, se lanza verticalmente hacia
arriba una pelota con una rapidez de 12,5 m/s. La pelota llega
a tierra 4,25 s, después.

Determine:

La altura que alcanzd la pelota respecto del edificio.

La rapidez de la pelota al llegar al suelo.

Solucion.

La altura en funcidn del tiempo serd
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y:h+vot—%gt2

Con g = 10m/s?, vo = 12.5 m/s
y=h+ 12.5¢- 57
a) Al tempo r=4.25 s, 2)/ = 0, luego:
h+12.5(4.25) - 5(4.25)> =0,
—=> /A~ =37.19m
b) v, =12.5 - 107= 12.5 - 10(4.25)
= -30.0 /s

2.- Desde el piso, se lanza hacia arriba una pelota con una
rapidez de 40 m/s. Calcule:

El tiempo franscurrido entre los dos instantes en que su
velocidad tiene una magnitud de 2,5 m/s.

La distancia respecto al piso que se encuentra la pelota en ese
instante.

Solucion.

2

g7

| =

(D
7 (2)

V= ‘/‘or -

!

N

"/."~‘:vo_

a) De la ecuacion (2):

vV, = Ve — &7, 2.5
v, =v, —gf, =—2.5
Restando obtenemos:
5
Ar =1, —1, =— =0.5s
g

b) De la ecuacion (2):
v, =v, — gl = 2.5
40— gt, = 2.5
37.5
9.8
Con 7y en (1):

h =40(3.83)— %g(s,&%)2 =81.41 m.

= 3.83 s.

— I, =

Con 7, se obtiene la misma altura. porque es cuando
la pelota esta de bajada.
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3.-La cabina de un ascensor de altura 3 m asciende con una

aceleracion de 1m/52. Cuando el ascensor se encuentra a
una cierta altura del suelo, se desprende la Idmpara del techo.
Calcular el tiempo que tarda la Idmpara en chocar con el suelo

del ascensor.

|

le

Solucioén:
Primer método: En el instante en que empieza a caer el cuerpo
el ascensor lleva una velocidad vertical hacia arriba v.

El espacio vertical y hacia abajo que debe recorrer la Idmpara

h —(vr+ lar2 J
2

(h = altura del ascensor) y (v + 01‘2/2) ascenso del suelo de éste.

es.

La Idmpara al desprenderse lleva una velocidad inicial hacia

arriba v. Aplicando la ecuacién:

|
S =vi+—at

Siendo positivas las magnitudes hacia arriba y negativas las
descendentes, tfendremos:

1 1 >
—h+vr+—at‘2=vr—5<g1‘~ —

2
27 2 =<3
r= |—/ = [ —//—=_ =o0.74s
o +a 9.8 +1
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Segundo método: La aceleracion de laldmpara respecto al

ascensor, considerando magnitudes positivas hacia abajo, es:

ags=ag-as=9.8—(-1) = 10. 8 mV/s?

7 1 Z =
h = —a
2 BA
2h 2x3
r = = =0.74 s
ay, 10.8

4.- Una bola es lanzada verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 20 m/s de la parte alta de una torre que tfiene
una altura de 50 m. En su vuelta pasa rozando la torre vy
finalmente toca la tierra.

sQué tiempo titranscurre a partir del instante en que la bola
fue lanzada hasta que pasa por el borde de la torre? 3Qué
velocidad v1 tiene en este tiempo?

sQué tiempo total 12 se requiere para que la bola llegue al
piso¢ 3Cudl es la velocidad v2 , con la que toca el piso?
sCudl esla mdaxima altura sobre el suelo alcanzada por la bola?
Los puntos P1 y P2 estdn a 15 y 30 m, respectivamente, por
debajo del techo de la torre.

sQué tiempo se requiere para que la bola viaje de P1 a P22
sSe desea que después de pasar el borde, la bola alcance la
tierra en 3s, scon qué velocidad se debe lanzar hacia arriba de

la azotea?

Grdafico N°. 47 Ejercicio 4 de caida libre

Y.
T—>x la=-98mss2

V0=20 nss
F 3 b d v]
Tome
Pl ¥
50m
Pz.
+ + 2
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Solucién:

a) Para el sistema de coordenadas mostrado en la
1

figura, y = v 7 +Eat2 .

Pero en el borde del techo y = 0, luego

1
0 =v,z7, +—atf' s
2

De la cual /; = 0, indica el instante en el cual la bola
es lanzada, y también 7, = 4,08 s, la cual es el
tiempo en que la bola retorna al borde.

Luego.de v = v, + af

v, =20+ (—9,8)(4,08) = —20m/s, que es el
negativo de la velocidad inicial.

b) —50 =20z, + %(— 98)2 = 1, =58s

v, =20+ (—9,8)5.8)= —37m/s

¢) Maxima altura sobre tierra: 7 = y___ + 50.
De v, +2ay_._ =0, =

—(20
= —( )2 =20,4m

Ymax =5 (9.8)
Luego, 7 =70.4 m.

d) Si t; y t, son los tiempos para alcanzar P, y P,,
respectivamente,

—15=20t, —49t> y —30=20r, —4,9¢2

Resolviendo, #; = 4,723 s, t, = 5,248 s, y el tiempo
de PaPyes(h-1n)=0.525s.

e) Si vy es la velocidad inicial deseada, entonces —vy
es la velocidad cuando pasa el borde. Luego

1
aplicando y =v,7 + Eat2 al viaje hacia abajo de

la torre, encontramos:
-50 = (- 1)(3) = 4.9(3)2. = vp=1.96 nvs.
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Movimiento parabdlico o tiro parabdlico
Segun (Medina G., 2009):

Intfroduccion

Considere un objeto que se desplaza en el aire sin ninguna
fuerza con excepcion de la gravedad y de la resistencia del
aire.

La fuerza de la gravedad produce una aceleracion constante

hacia abajo de magnitud 2,80 m/sQ.

Como primera caracteristica, no hay los efectos del aire y de
variaciones en g. Asumiremos que la tierra es plana para el
rango horizontal de los proyectiles.

Con éstas simplificaciones, podemos obtener una descripcidon
bastante buena del movimiento del proyectil. El recorrido de
un proyectil se llama su trayectoria.

Si se desprecia la resistencia del aire, no hay entonces
aceleraciéon en la direccion horizontal

ax =0.

La aceleracioén en la direccidn de Y es debido a la gravedad.
Es constante y dirigida hacia abajo ay =-g.

Es conveniente elegir X0 =0y YO = 0 (es decir, poner el origen
en el punto donde el proyectil comienza su movimiento).

Nos referimos a VO como la rapidez inicial del proyectil. Si el
proyectil es lanzado con un dngulo © sobre la horizontal, la
velocidad inicial en la direccidon X y la velocidad inicial en la
direccion Y se pueden expresar en términos de g y 6 usando

trigonometria.
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Vor =V €080, vy, =vysend

a =0, a,=-g
Con esto:
v, = v, cos@ =constante , v, = v,senf — g7

x=(vycos8). y=(v,senO) —%gt2

Entonces tobmese en cuenta que: Vx = Vox = constante
Obs.: Lo que implica que el movimiento parabdlico tiene M.R.U.
en el senfido horizontal y

M.R.U.V. en sentido vertical
Ecuacion de la trayectoria

., X
De la ecuacion para x obtenemos f = ——— .
v, cos &

Sustituyendo en la ecuacion para y

» = (tan)x (L]x

2v; cos’ @

Corresponde a la ecuacidon de una pardbola que pasa por el
origen.

Una caracteristica importante del movimiento de un proyectil
es que el movimiento horizontal es independiente del

movimiento vertical.
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Asi un proyectil se mueve a una velocidad constante en la
direccion horizontal, independiente de su movimiento en

sentido vertical. Grafico N°. 60

El movimiento como describe una trayectoria parabdlica,
como se muestra en la grdfica, ésta es simétrica; entonces
mientras el objeto asciende las componentes de la velocidad
en el sentido de Y son positivas, mientras que en el otro lado de
la curva las mismas componentes son iguales en magnitud en
su respectivo punto simétfrico de las coordenadas, pero de

signo contrario.

Grdfico N°. 48 Movimiento parabdlico

4 =0

Fuente: (Medina G., 2009)

Tiempo de vuelo

_ 2vy,send
g
Hay un valor mdximo de t cuando el dngulo de lanzamiento del
proyectil 6 = 90°. Es decir, cuando el proyectil se lanza
verticalmente hacia arriba, describiendo una frayectoria

rectilinea a lo largo del eje y.
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Alcance horizontal;

=(v,cos8) = (v, cosﬁ{

A max

21‘05en(-)J ~ vysen(26)

g g

La altura maxima

5 -
vysen-¢
"md\' =

Hay altura mdxima cuando el dngulo de disparo 6 = 90°.
Ejercicios tomados de (Bueche & Hecht, 2007):

1.- Como se muestra en el Grdfico N°. 61, desde la cima de
unrisco de 80 m de alto se dispara un proyectil con unarapidez
horizontal de 30 m/s. a) zCudnfo tiempo necesitard para
chocar contra el suelo en la base delrisco? b) 3A qué distancia
del pie del risco serd el choque? c) 3Con qué velocidad se

estrellard?

Grdfico N°. 49 Ejercicio 1 Tiro parabdlico
v,=30m/s
o _ "

80m N

Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)

113



Los movimientos horizontal y vertical son independientes entre
si. Considérese primero el movimiento vertical. El ascenso

como positivo, y =0 en lo alto delrisco, se tiene:

Viy =0 parte del reposo
y= v,'}.f +%a}.(2
—80m =0 +1(-9.81 m/s*)’

Resolviendo la ecuacion se tiene: t =4.04s 0 4.0s.

Ahora considerar el movimiento horizontal. a = 0 por M.R.U. en
el eje X VX = ViX = VX =30 m/s.

Utilizando el valor de t encontrado en q), se fiene:
X=VX.1=(30m/s)(4,045) =121 m=0,121 km

La velocidad final fiene una componente horizontal de 30 m/s,
la componente vertical al tiempo t = 4.04 s estd dada por Viy =
Viy + Qy.t

Viy = 0+ (-9,8 m/s2) (4,04 s) = -40 m/s

La resultante de esas dos componentes de la velocidad es:

v= \/(40 m/s)” + (30 m/s)”> = 50 m /s

El dngulo 8 que se muestra en el grafico estd dado por tane =
40/30, de donde 6 = 53°. En consecuencia, cae auna V = 50
m/s y con un dngulo 6 = 53° por debajo del eje X.

2.- Se lanza una pelota de béisbol con una velocidad inicial de
100 m/s con un angulo de 30.0° en relacion con la horizontal.

3 A qué distancia del punto de lanzamiento alcanzard la pelota
su nivel iniciale
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Grdfico N°. 50 Ejemplo 2 Tiro parabdlico

: g

Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)

Al problema hay que dividirlo en dos partes; una horizontal y

otra vertical, para lo cual

Uy =1Cos 00°=866m/s y v, =v5e030.0°=500ms
al ascenso se lo foma como positivo.
Para la parte vertical del problema, y = 0, porque |la pelota

regresa a su altura original; entonces:

y=upt+ %ayt2 0 0 = (50.0 m/s) +3(—9.81 m/s’)t

t=10.2s.

Para la parte horizontal del problema, Vix = Vix = Vx = 86,6 m/s

x=1,t=(86.6 m/s)(10.25) = §84 m

3.- Como se muestra en Grdfico N°. 63, se lanza una pelota
desde lo alto de un edificio hacia ofro mds alto, a 50 m de
distancia. La velocidad inicial de la pelota es de 20 m/s, con
una inclinacion de 40° sobre la horizontal. 3A qué distancia, por
encima o por debajo de su nivel inicial, golpeard la pelota

sobre la pared opuesta?
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Grdfico N°. 51 Elemplo 3 Tiro parabdlico

Fuente: (Bueche & Hecht, 2007)

Solucidén:

Ui = (20 m/s) cos 40° = 15.3 m/s
vy = (20 m/s) sen 40° = 12.9 m/s

Consideremos primero el movimiento horizontal.

Uy =V =V, = 153 m/s
X=VX.t

50 m = (15.3 m/s)t o t=327s

En el movimiento vertical, al tomar la caida como positiva, se

fiene:

y=uyt+1a,f = (-129 mfs)3275) +3 (981 m/s)(327 ) =103 m

Debido a que el valor de y es positivo y como se considerd
positiva la caida, la pelota golpeard a una distancia de 10 m

por debajo de su nivel inicial o referencial del eje X.
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CAPITULO V
TRABAJO - ENERGIA - POTENCIA

Infroduccién

Segun (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):

Una descripcion del salto con pértiga (garrocha), como se
muestra Grdafico N°. 64, seria: un atleta que corre con una
pértiga en el suelo e intenta empujar su cuerpo por arriba de
una barra colocada a cierta altura. Un fisico podria dar una
descripcion distinta: el atleta tiene energia potencial quimica
almacenada en su cuerpo, usa tal energia potencial para
efectuar tfrabajo al correr por la pista para adquirir velocidad,

es decir, energia cinéfica.

Grdafico N°. 52 Salto con garrocha

&.....0000\.00. L W B escernns

L BRN
Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Cuando la pértiga toca el suelo, casi toda su energia cinética
se convierte en energia potencial eldstica de la pértiga
flexionada. Esta energia potencial es utilizada para levantar al
atleta, para efectuar trabajo contra la gravedad, y se
convierte parcialmente en energia potencial gravitacional. En
el punto mds alto apenas queda suficiente energia cinética

para llevar al saltador sobre la barra.
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Durante la caida, la energia potencial gravitacional se
convierte otra vez en energia cinética, que el colchdén absorbe
al efectuar trabajo para detener la caida. El saltador participa
en un juego de toma y daca de trabajo-energia.

Entonces se fiene dos conceptos muy importantes tanto en la
ciencia como en la vida coftidiana: frabajo y energia.

Se piensa en el trabajo como algo relacionado con hacer o
lograr algo, puesto que el trabajo nos cansa fisicamente y a
veces mentalmente, hemos inventado mdaquinas y dispositivos

para reducir el esfuerzo que realizamos personalmente.

Pensando en energia nos viene a la mente el costo del
combustible para transporte y calefaccidon, o quizd los
alimentos que proporcionan la energia que nuestro cuerpo
necesita para llevar a cabo sus procesos vitales y poder
trabajar.

Aunque estas nociones no definen realmente el trabajo ni la
energia, nos guian en la direccion correcta, el frabagjo vy la
energia estdn infimamente relacionados.

En la fisica como en la vida cotidiana, cuando algo tiene
energia, puede efectuar trabajo.

Por ejemplo, el agua que se precipita por las compuertas de
una presa, tiene energia cinética, y esta energia permite al
agua efectuar el trabajo de impulsar una turbina o un dinamo
para generar electricidad. En cambio, es imposible efectuar

trabajo sin energia.

La energia se la encuentra en varias formas: energia mecdanica,

quimica, eléctrica, calorifica, nuclear, etc.

Podria haber una transformacién de una forma de energia en
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otra; pero como caracteristica importante es que se conserva
la canfidad total de energia, es decir, nunca cambia o altera

en su cantidad.

Esto lo hace tan Util el concepto de energia, cuando una
cantidad que puede medirse fisicamente se conserva, no solo
nos permite entender mejor la naturaleza, sino que casi siempre

nos permite enfrentar problemas prdcticos desde ofro enfoque.

Trabajo efectuado por una fuerza constante

En fisica el frabgjo tiene wun significado especifico.
Mecdnicamente, el frabajo implica fuerza y desplazamiento, y
usamos la palabra trabgjo para describir cuantitativamente,
que se obtiene cuando una fuerza mueve un objeto hasta
cierta distancia. En el caso mads sencillo de una fuerza
constante que actia sobre un objeto, el frabajo se define

Como sigue:

Definicion: El trabajo efectuado por una fuerza constante que
actiua sobre un objeto es igual al producto de las magnitudes
del desplazamiento y el componente de la fuerza paralelo a

ese desplazamiento.
Para una fuerza constante F que actua en la misma direccion

que el desplazamiento d el trabagjo (W) se define como el

producto de sus magnitudes: W = F.d
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Grdfico N°. 53 Trabajo en fisica
Trabajo efectuado por una fuerza constante: el producto de las
magnitudes del componente paralelo de la fuerza y el desplazamiento ) Sino
hay desplazamiento, no se efecta trabajo: W = 0. b) Para una fuerza constanteen la
diecci6in del desplazamiento, W = F. ) Para una fuerza constante angulada respecto
al desplazamiento, I = (F cos ).

il
Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Obs. 1: En general, lo Unico que efectUa trabajo es una
fuerza, o componente de fuerza, paralela a la linea de
movimiento o desplazamiento horizontal o vertical del objeto.
Es decir, si la fuerza actia con un dngulo 8 con respecto al
desplazamiento del objeto, F|| = F cos 6

Ejemplo 1.- Un libro que cae, la Unica fuerza que actua sobre él
es la gravedad (sin considerar la resistencia del aire), que es
igual en magnitud al peso del libro: F=w =mg.

El desplazamiento es en la misma direccién que la fuerza (6 =
0°) y tiene una magnitud de

d = 3.0 m, asi que el frabajo efectuado por la gravedad es
positivo porque la fuerza y el desplazamiento estdn en la misma

direccion.
W = F(cos0°)d = (mg)d = (1.5kg)(9.8 m/s?)(3.0m) = +44]

Unidad del trabajo el Joule: 1 Joule =1 J =kg m2/s2
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Obs. 2: Si efectuamos frabajo en sentido contrario a la

gravedad, la magnitud del tfrabajo tendria signo negativo.

Obs. 3: En algunos ejercicios relacionados o que se resuelven
en éste capitulo involucran fuerza de rozamiento: Cinético y
estdtico; como consecuencia de éstas fuerzas se tienen
coeficientes: Cinético y estatico. Estos coeficientes son
producto del rozamiento que se produce entre superficies de

los cuerpos.

La fuerza de rozamiento, es una fuerza de sentido contrario al
movimiento, hay que indicar que es una fuerza que trata o se

opone al movimiento del cuerpo.

La fuerza de rozamiento de manera general en un plano
horizontal estd dada por: fr=u N
Siendo: Coeficiente cinético o estdtico: u

Fuerza normal; N

Obs. 4: La fuerza normal N, es una fuerza perpendicular a la
superficie de contacto y de sentido conftrario a las fuerzas que

actiuan sobre algun cuerpo.

Ejiemplo 2 (Jerry, Buffa, & Lou, 2007).- Un trabajador hala un
cajon de madera de 40.0 kg con una cuerda, como se ilustra
en Grdafico N°. 6é6. El coeficiente de friccion cinética (de
deslizamiento) entre el cqjon y el piso es 0.550. Si el mueve el
cajon con una velocidad constante una distancia de 7.00 m.

sCudnto trabagjo se realiza?
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Grdfico N°. 54 Ejemplo 2 de Trabajo

Il

mg
Diagrama de cuerpo libre

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento. Lo mejor que se puede hacer en este tipo de
problemas es dibujar un diagrama de cuerpo libre. Para

determinar el frabajo, debe conocerse la fuerza F.

Solucién:

Dado:

m = 40,0 kg
bk = 0.550
d=70m
e = 30°

Encuentre: W (el trabajo realizado al mover 7,0 m el cajén)
Entonces, al sumar las fuerzas en las direcciones x y Y:
2F, = Fcos30° — fi, = Fcos30° — yyN = ma, = 0
2F, =N + Fsen30° — mg = ma, =0
Para encontrar F, en la segunda ecuacion debe despejarse N,

gue después se sustituye en la primera ecuacion.
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N = mg — F sen 30°
F cos 30° — uy(mg — Fsen30°) = 0

pamg _ (0.550)(40.0 kg)(9.80 m/s?)

F = cos30° + p,sen 309 _ (0.866) + (0.550)0500)] o N

Unidad de fuerza el Newton: 1 Newton =1 N =kg m/s2

W = F(cos 30°)d = (189 N)(0.866)(7.00 m) = 1.15 X 10°]

Unidad del trabajo el Joule: 1 Joule =1 J = kg m2/s2

Obs. 5: El trabajo total o neto es el tfrabajo efectuado por
todas las fuerzas que actuan sobre el objeto; se lo obtiene
mediante la suma escalar de todas las cantidades de trabajo
efectuadas por las componentes paralelas al senfido del

movimiento del cuerpo.

Obs. é: La fuerza de friccion estatica no efectia trabajo,

porgue no realiza movimiento ni desplazamiento alguno.

Ejemplo 3 (Jerry, Buffa, & Lou, 2007). - Un bloque de 0,75 kg se
desliza con velocidad uniforme bajando por un plano inclinado
de 20°. a) sCudnto trabajo efectia la fuerza de friccién sobre
el bloque mientras se desliza la longitud total del plano¢ b)
sQue trabajo neto se efectia sobre el bloque? c) Comente el
trabajo neto efectuado si el dngulo del plano se ajusta de

manera que el bloque acelere al bagjar.
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Grdfico N°. 55 Elemplo 3 de Trabajo

Diagrama de cuerpo libre

» L=12m .

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento

Usando trigonometria obtenemos la longitud del plano,
reduciéndose a calcular la fuerza de friccion.

El frabajo neto es la suma de todo el trabajo efectuado por las
fuerzas individuales, puesto que el blogue tiene velocidad
uniforme o constante, la fuerza neta que actia sobre él es
cero.

Si hay aceleracion, entra en juego la segunda ley de Newton
> F=m.a que implica una fuerza neta, por lo que habrd frabajo
nefo.

Solucion:

Es importante plantear explicitamente lo que se busca. Datos:
m = 0,75 kg

8=20°L=12m

Encontrar:
W : Trabajo realizado sobre el bloque por la friccion
Wneto : Trabajo neto sobre el bloque

W: Comentar el frabajo neto con el bloque acelerado

124



Vemos que solo dos fuerzas efectuan trabajo, porque solo dos
son paralelas al movimiento: fk la fuerza de friccion cinética, y
la componente del peso del blogue en el eje X mg sene que
actua paralelo al plano. La fuerza normal N y mg cose; el
componente del peso del bloque que actua perpendicular al
plano, y la N no efectUan trabajo sobre el bloque, porque no
hay desplazamiento en sentido vertical segun el problema.
Primero calculomos el frabajo efectuado por la fuerza de
friccion:

W; = fi(cos 180°)d = —fid = —uNd

El dngulo de 180° indica que la fuerza de friccion cinética
producida por el movimiento y el desplazamiento tienen
direcciones opuestas. En tales casos es comun escribir W= fk .
d directamente, pues la friccibn cinética se opone al
movimiento. La distancia d que el bloque se desliza se obtiene
usando trigonometria. Como el cose = L/d

d=L/cose

Como no tfenemos el valor del coeficiente cinético

procederemos a utilizar: W = -fk . d

fk = mg sene

W; = —f,d = —(mg sen 9)( ) = —mgL tan 20°

cos 6

= —(0.75kg)(9.8 m/s?)(1.2m)(0.364) = —3.2]

Para obtener el trabajo neto, se requiere calcular el trabajo
efectuado por la gravedad y sumarlo al resultado del inciso a).
Puesto que la componente del peso en X del sistema

cartesiano de referencia F|| es una fuerza paralela a la
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gravedad (la gravedad no ejerce fuerza de manera oblicua,
es decir de acuerdo a un dngulo arbitrario que nosotros
decidamos; en éste caso es coincidente con la componente
del peso en el sentido de X, para cada instante que el cuerpo

se desplaza hacia abajo) no es mds que mg sene, entonces:

L
W, = F\d = (mgsen 0)(m) = mgL tan 20° = +3.2]
el cdlculo es el mismo que en elinciso a, a excepcion del signo.

Entonces,
Woeo = W, + W, = +32] + (-32]) = 0

El frabajo es una cantidad escalar, asi que usamos una suma
escalar para calcular el frabajo neto, recordemos que segun
los datos del problema en el cuerpo las Unicas fuerzas que

actuan son el peso y el rozamiento por el deslizamiento.

Si el bloque se acelera por la gravedad, al bajar el plano; por
la segunda ley de Newton que nos indica que Fneta = mg sene

- fk =ma.

El componente de la fuerza gravitacional que en éste caso es
la componente en X del peso (Mg send) es mayor que la fuerza
de friccion fk que se le opone al movimiento de deslizamiento
del cuerpo hacia abagjo, y se efectUa un trabajo neto = 0 sobre

el bloque.

Si el dngulo & es mayor que 20° el |Wg| > |W: | porque la fk
< mg sene; en el caso de que |Wg| < | W | eso implica que
el dngulo 8 es menor que 20° y fk > mg sense.
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Trabajo efectuado por una fuerza variable
Segun (Jerry, Buffa, & Lou, 2007) una fuerza variable que si
efectUa trabajo se ilustra en Grafico N°. 68, donde observamos
que una fuerza aplicada Fa que estira un resorte. Conforme el
resorte se estira o comprime, su fuerza de restauracion que se
opone al estiramiento o a la compresidn se vuelve cada vez
mayor, y es preciso aplicar una fuerza mds grande. Para la
mayoria de los resortes, la fuerza del resorte es directamente
proporcional al cambio de longitud del resorte respecto a su

longitud sin estiramiento.

Grdfico N°. 56 Fuerza del resorte
Sin estirar

Fuerza del resorte
W a) Una fuerza aplicada F, estira
el resorte, y éste ejerce una fuerza

igual y opuesta, F,, sobre la mano.
b) La magnitud de la fuerza
E E depende del cambio de longitud del
S a .
resorte, Ax. Este cambio suele
Fuerza  Fuerza  modirse con respecto al extremo
 delresorte aplicada o] yesorte no estirado, x,,

XO
al Fo=-kAx=-klx-x)
F;=—kxconx,=0
b) F F,
Yo X
———Ax =X — x——

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

En forma de ecuacion:

F, = —kAx = —k(x — x,)

Si x0 = 0: Fs = -kx es la fuerza del resorte ideal, se le denomina

Ley de Hooke
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x representa la distancia que se estiro o comprimid el resorte,
respecto a su longitud no estirada. Es evidente que la fuerza
varia cuando x cambia. Diremos entonces que la fuerza es
funcion de la posicion.

La k de esta expresion es una constante de proporcionalidad y
suele llamarse constante de resorte o constante de fuerza.
Cuanto mayor sea el valor de k, mds rigido o mas fuerte serd el

resorte.

La unidad para k es: newton/metro (N/m)

El signo menos indica que la fuerza del resorte actia en
direccion opuesta al desplazamiento cuando el resorte se
estira o se comprime.

La formula de Hooke para la fuerza del resorte se cumple solo
para resortes ideales, es una relacion lineal entre fuerza vy

desplazamiento dentro de ciertos limites.

Si un resorte se estira mds alld de cierto punto, su limite elastico,
se deformard permanentemente y dejard de ser vdlida la

relacion lineal.

En el grdfico a continuacion se muestra F vs x, una pendiente
rectilinea =k, con
F = kx, donde F es la fuerza aplicada al realizar el frabajo de

estirar el resorte.
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El trabajo es el drea bajo la curva F vs x, que tiene la forma de

un fridngulo con drea sombreada.

drea = W = 1(altura X base)

W

%Fx = %(kx)x = %kx2

W es el trabajo realizado por la fuerza aplicada al resorte para
estirarlo o comprimirlo desde

X0 = 0 hasta una distancia x.
Ejemplo tomado de (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):

Una masa de 0,15 kg se une a un resorte vertical y cuelga en
reposo hasta una distancia de

4,6 cm respecto a su posicion original (Grafico N°. 69). Ofra
masa de 0,50 kg se cuelga de la primera masa y se deja que
baje hasta una nueva posicion de equilibrio. 3Qué extension

total tiene el resorte? (Desprecie la masa del resorte.)

Grdfico N°. 57 Trabajo efectuado por resorte

F = (rzq + m3)g
b}

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)
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Razonamiento. Para determinar el valor de k en un caso
especifico, necesitamos conocer la fuerza del resorte y la
distancia que este se estira o se comprime.

Solucioén:

Los datos son:

m1 =0,15kg
X1 =4,6cm=0,046 m
m?2 = 0,50 kg

Encuentre: x (la distancia del estiramiento del resorte)
La distancia total de estiramiento estd dada por x = F/k, donde
F es la fuerza aplicada, que en este caso es el peso de la masa

suspendida del resorte.

Podemos averiguar el valor de k a partir de los datos de la

suspension de m1 y el desplazamiento resultante x1.
Como se observa en Grdafico N°. 69a, la magnitud de la fuerza
del peso y de la fuerza restauradora del resorte son iguales,

porque la aceleracion a = 0, asi que podemos igualarlas:

Fs=kxi=mi g

mg  (0.15kg)(9.8 m/s?)
x, 0.046 m

k= = 32N/m

Teniendo k, se puede obtener la extension total del resorte a

partir de la situacion de fuerzas equilibradas.
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Fs = (m1 + m2) g = kx despejando x se tiene:

(m + my)g  (0.15kg + 0.50 kg)(9.8 m/s?)
Tk 32N/m

= 0.20m (020 cm)

El teorema trabajo-energia

Segun (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):

Energia cinética

B&sicamente, el trabajo es algo que se hace sobre los objetos,
en tanto que la energia es algo que los objetos tienen la

capacidad para efectuar trabagjo.

Una forma de energia que estd intimamente asociada con el

trabajo es la energia cinética.

Considérese un objeto en reposo sobre una superficie sin
friccion en el cual una fuerza horizontal actia sobre el objeto
poniéndolo en movimiento. gPor la fuerza aplicada se efectua
frabajo sobre el objeto, pero a donde se va el trabagjo, por
decirlo de alguna manera? Respondiendo que se va al objeto,
cuando se lo pone en movimiento, es decir por la modificacion

de sus condiciones cinéticas.

En virtud de su movimiento, decimos que el objeto ha ganado
energia cinélica, que lo hace capaz de efectuar trabajo.

Para una fuerza constante que efectua trabajo sobre un objeto
en movimiento, la fuerza efectua una cantidad de trabajo W =
Fx.

Sin embargo, zqué efectos cinematicos tiene? La fuerza hace

que el objeto acelere.
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Grdfico N°. 58 Trabaijo - Energia cinética
W=K-K,=AK
K,= %mvo2 K=1m?

Relacion entre = 7 m— 0
trabajo y energia cinética
El trabajo efectuado por una F
fuerza constante sobre un
bloque, para moverlo en
una superficie horizontal,
sin friccién es igual al cambio x »
en la energia cinética del
bloque: W = AK. W=Fx

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

_.|:|1| ]
—.,'._ll' ]

(Sin friccion)

De la ecuacion se tiene:

v* = v2 + 2ax (conx, = 0) a=T
donde vQ podria o no ser cero. En la segunda ley de Newton y

sustituimos en ella la aceleracién a tendremos:

(DZ_Z%)
F=ma=m|l—
2x

Definiendo entonces la energia cinética (K) como:
K = imv*  (energia cinética)

Unidad SI de energia: joule (])

En términos de energia cinética, el trabajo se lo puede

establecer de la siguiente manera:
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W =lmo? — jmol = K — K, = AK

T2

W = AK
Sobre entendiéndose que W es el tfrabajo neto si dos o mds

fuerzas actuan sobre el objeto.

A esta ecuacion W =AK se la conoce como el: teorema

trabajo - energia.

Entonces el trabajo neto es el efectuado sobre un cuerpo por
todas las fuerzas que actuan sobre ély es igual al cambio de la
energia cinética del cuerpo.

Tanto el frabajo como la energia tienen como unidad al joule,
y ambos (trabajo y la energia) son cantidades escalares.

Hay que tener presente que el teorema frabajo - energia (W =
AK) es vdlido por lo general para fuerzas variables.

Los ejercicios a confinuacion son fomados de (Jerry, Buffa, &
Lou, 2007):

Ejiemplo 1.- Una jugadora en la Grafico N°. 71 empuja un disco
de 0,25 kg que inicialmente estd en reposo, de manera que
una fuerza horizontal constante de 6,0 N actua sobre él durante
una distancia de 0,50 m. (Despreciaremos la friccion.) a) Que
energia cinética y rapidez tiene el disco cuando se deja de
aplicarla fuerza? zb) Cudnto trabajo se requeriria para detener

el disco?

Grdfico N°. 59 Trabajo - Energia cinética

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)
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Razonamiento. Aplicando el teorema frabajo - energia
podemos calcular el trabajo efectuado, conoceremos el
cambio de energia cinética, y viceversa.

Solucién:

Datos:
m=0,25kgF=60N
d=050m

v0 =0 m/s Encuentre:
Energia cinética: K
Rapidez: v

Trabajo para detener el disco o tejo: W

El trabajo efectuado sobre el disco, por la fuerza F que aplica

la jugadora es
W = Fd = (6.0N)(0.50m) = +3.0]
Entonces, por el teorema trabajo - energia, obtenemos:
W=AK=K - K,= +30]

Por otro lado, K, = 3mv?2 = 0, porque v, = 0, asi que
K =3.0]

Se puede calcular la rapidez ya que:

2K [2(3.07)
= l 2 — _——= —_— =
K = ;mov v 025 kg 49m/s
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El trabajo requerido para detener el disco es igual a la energia
cinética del mismo, es decir la cantidad de energia que
debemos quitarle al tejo para detener su movimiento.

Para confirmar esta igualdad, bdsicamente efectuamos el
cdlculo anterior al revés, con

v0=4.9m/syv =0:
W=K-K,=0—-K,=—;mo2 = —3(025kg)(49m/s)> = —3.0]

El signo menos indica que el disco pierde energia al frenarse. El
trabajo que se efectla contra el movimiento del disco en la
realidad en este caso especifico, es la fuerza de friccion que es

opuesta a la direccion del movimiento.

Ejemplo 2.- En un juego de futbol americano, un guardia de
140 kg corre con una rapidez de 4,0 m/s, y un defensivo
profundo libre de 70 kg se mueve a 8,0 m/s. En esta situacion,
ses correcto decir que a) ambos jugadores fienen la misma
energia cinética? b) 3Que el defensivo profundo tiene el doble
de energia cinética que el guardia? c) sQue el guardia tiene
el doble de energia cinética que el defensivo profundo? d)
sQue el defensivo profundo tiene cuatro veces mds energia

cinética que el guardia?

Razonamiento y respuesta. La energia cinética de un cuerpo
depende tanto de su masa como de su rapidez. Se podria
pensar que, al tener la mitad de la masa, pero el doble de

la velocidad, el defensivo profundo tendria la misma energia

cinética que el guardia, pero no es asi.

En la relacion:

mo

N =
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La energia cinética es directamente proporcional a la masa,
pero también es proporcional al cuadrado de la rapidez. Por lo
tanto, reducir la masa a la mitad disminuiria la energia cinética
a la mitad; por lo tanto, si los dos jugadores tuvieran la misma
rapidez, el defensivo profundo tendria la mitad de la energia
cinética que el guardia.

Sin embargo, un aumento al doble de la rapidez aumenta la

energia cinética no al doble, sino en un factor de 22, es decir,
4. Porlo tanto, el defensivo profundo, con la mitad de la masa,
pero el doble de la rapidez, tendria (2)x4 = 2 veces mas
energia cinética que el guardia, asi que la respuesta es b.

Note que para contestar esta pregunta no fue necesario
calcular la energia cinética de ningun jugador. No obstante,

podemos hacerlo para verificar nuestras conclusiones:

Kgef prof. = 3Ms02 = 3(70kg)(8.0 m/s)? = 2.2 X 10°]

Kguaraia = 3mgo = 3(140 kg)(4.0 m/s)* = 1.1 X 10°]

Esto demuestra lo afirmado

Eiemplo 3.- Un automovil que viagja a 50 m/s aumenta su
rapidez a 10 m/s, con un incremento de energia cinétfica que
requiere un trabagjo W1. Luego, la rapidez del automovil
aumenta de 10 m/s a 15 m/s, para lo cual requiere un trabagjo
adicional W2. 3Cudl de estas relaciones es valida al comparar
las dos cantidades de trabajoe a) W1 > W2; b) W1 =W2;

W2 >W1.

Razonamiento y respuesta:

Por el teorema trabagjo - energia, relaciona el trabagjo
efectuado sobre el automévil con el cambio en su energia

cinética.
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Puesto que en ambos casos hay el mismo incremento de

rapidez (Av = 5.0 m/s), pareceria que la respuesta es b.

Sin embargo, no hay que olvidar que el trabajo es igual al

cambio en la energia cinética, en lo cual interviene

2 2 7 2
v; — o1, 1m0 (A0)" = (0, — ©y)".

Por lo tanto, cuanto mayor sea la rapidez de un objeto, mayor
serd su energia cinética, y esperariamos que la diferencia de
energia cinética al cambiar de rapidez por el trabajo requerido
para cambiar de rapidez, sea mayor para una rapidez mas

alta, si Av es la misma. Por consiguiente, ¢ es la respuesta.

Lo importante es que los valores de Av son iguales, pero se
requiere mas trabajo para aumentar la energia cinética de un

objeto a una rapidez mas alta.

Energia potencial

Un objeto en movimiento tiene energia cinética, sin embargo,
el objeto este 0 no en movimiento, podria tener ofra forma de

energia debido a su posicién, lamada energia potencial (U).

Como su nombre sugiere, un objeto con energia potencial
tiene potencial para efectuar trabajo. Se considera entonces
que la energia potencial es un frabajo almacenado, igual que

la energia cinética.

En el caso de resortes, cabe senalar que la cantidad de trabajo
efectuada depende del grado de compresion o estiramiento
(x). Dado que se efectia trabajo, hay un cambio en la energia
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potencial del resorte (AU), igual al frabajo efectuado por la

fuerza aplicada para comprimir o estirar el resorte:
W=AU=U — U, = ;ka* — Jkx?

Asi, con xo =0y Uog = 0, como suele tomarse por conveniencia,

la energia potencial de un resorte es:

u= %kxz (energia potencial de un resorte)

Unidad SI de energia: joule (J)

La forma mds comiUn de energia potencial es la energia
potencial gravitacional.

En este caso, la posicidn se refiere a la altura de un objeto sobre
cierto punto de referencia, digamos el piso o el suelo.
Supongamos que un objeto de masa m se levanta una
distancia Ay (Grdfico N°. 72). Se efectua frabajo confra la
fuerza de gravedad, y se necesita una fuerza aplicada al
menos igual al peso del objeto para levantarlo: F=w =mg.
Entonces, el trabajo efectuado es igual al cambio de energia
potencial, si expresamos esta relaciéon en forma de ecuacion,
dado que no hay un cambio total de energia cinética,
tenemos trabajo efectuado por la fuerza externa = cambio de

energia potencial gravitacional

Grafico N°, 60 Energia gravitacional

5 U =mgy

Ay=y —yg VW =u—u,
=AUl = mg Ay

Yo' —— — — — — — —— — _-———— — — — % U, = mgyo

Energia potencial gravitacional |
El trabajo efectuado al levantar un objeto

es igual al cambio de energia potencial gravitacional:
W = FAy = me(y — vo)-

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)
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W = FAy = mg(y — y,) = mgy — mgy, = AU =U - U,

Donde y es coordenada vertical y, eligiendo y0 =0y U0 =0,

la energia potencial gravitacional es
U =mgy
Unidad SI de energia: joule (])

La ecuacion U = mgy representa la energia potencial

gravitacional cerca de la superficie terrestre, donde la

gravedad g = 9.8 m/s2 se considera constante.

Obs.: La energia potencial gravitacional es independiente de
la trayectoria.
Esto significa que solo se considera un cambio en la altura Ah

(o Ay), mds no en la trayectoria que sigue el cambio de altura.

Un objeto podria recorrer muchas trayectorias que lleven a la
misma Ah, pero la energia potencial no depende del camino

recorrido o trayectoria.

Los ejemplos de energia potencial a continuacion fueron
tomados de (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):

Ejemplo 1: Para caminar 1000 m a nivel del suelo, una persona

de 60 kg necesita gastar cerca de 1.0 x 10° J de energia. Cudl
serd la energia total requerida si la caminata se extiende ofros
1000 m por un sendero inclinado 5°, como se ilustra en Grdafico
N°. 732
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Grdfico N°. 61 Eiemplo 1 de energia potencial

"

I< 1000 m ,I Suma de energia potencial

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento. Para caminar 1000 m adicionales se requieren

1.0 x 10° J més la energia adicional por realizar trabagjo en
contra de la gravedad al caminar por la pendiente. En la figura
se observa que el incremento en la altura es h = d sene.

Solucién. -

Datos:

m = 60 kg

EQO = 1.0 x 105 J para caminar por 1000 m
e =5°

d = 1000 m en cada parte del trayecto

Encontrar: La energia total gastada
La energia adicional gastada al subir por la pendiente es igual

a la energia potencial gravitacional ganada.
AU = mgh = (60 kg)(9.8 m/s?)(1000 m) sen 5.0° = 5.1 X 10*]

Enfonces, la energia total gastada en la caminata de 2000 m
es:
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Total E = 2E, + AU = 2(1.0 X 10°]) + 051 X 10°] = 25 X 10°]

Ejemplo 2: Una pelota de 0,50 kg se lanza verticalmente hacia
arriba con una velocidad inicial de 10 m/s. a) Como cambia la
energia cinética de la pelota entre el punto de partida y su
altura maxima?2 zb) Como cambia la energia potencial de la
pelota entfre el punto de partida y su altura madxima?2

(Desprecie la resistencia del aire.)
Grdfico N°. 62 Ejemplo 2 de energia potencial

=0
x— ——— DB ——— Y = Ymax

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou

Razonamiento:
Se pierde energia cinética y se gana energia potencial

gravitacional a medida que la pelota sube.

Solucién.
Datos:

m=050kgv0=10m/sa=g

Encontrar:
AK (cambio de energia cinética)

AU (cambio de energia potencial entre y0 y ymdax)
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Para calcular el cambio de energia cinética, primero
calculamos la energia cinética en cada punto. Conocemos
la velocidad inicial, v0, y sabemos que, en la altura méxima, v

=0y, porlo tanto, la energia cinética K = 0. Entonces,
AK = K — K, =0 — K, = —ymvl = —3(0.50 kg)(10 m/s)> = —25]

Es decir, la pelota pierde 25 J de energia cinética cuando se
efectUa frabajo en contra del senfido de la fuerza de
gravedad.

Para obtener el cambio de energia potencial, necesitamos
conocer la altura de la pelota sobre su punto de partida,

cuando v =0.

Utilizamos la ecuacion:

v* =0 — 2y

Con: yo =0y v=20 para obtener ymax

% _ (10m/s)> _
Ymix = 20 = 208mjs7) o.M

Luego,con y0 = 0yU0 =0,

AU = U = M@yms = (0.50 kg)(9.8 m/s2)(5.1m) = +25]

La energia potencial aumenta en 25 J, como es obvio la
energia cinética se fransformé en energia potencial

gravitatoria.
Conservacion de la energia

Segun (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):
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Se puede plantear la ley de conservacion de la energia total
de la siguiente manera:

La energia total de un sistema aislado siempre se conserva.
Dentro de un sistema, la energia podria convertirse de una
forma a otra, pero la cantidad total de todas las formas de

energia es constante: no cambia.

La energia total nunca puede crearse ni destruirse. La energia
depende de fuerzas conservativas y no conservativas; para lo

cual revisemos unos ejemplos para establecer su diferencia.

En el caso de la fuerza gravitacional conservativa durante un
vigje redondo (con redondo se refiere a que sin importar la
trayectoria que se tome, se regrese al punto de origen), la
fuerza y el desplazamiento a veces tienen la misma direccion
con lo que la fuerza efectia trabajo positivo y a veces tienen

direcciones opuestas, la fuerza efectua trabajo negativo.

Por ejemplo, en caso de la caida del libro al suelo para luego
ser recogido y colocado ofra vez en la mesa. Se tiene trabajo
positivo y negativo, entonces el trabajo total efectuado por la

gravedad puede ser cero.

En el caso de una fuerza no conservativa como la friccion
cinética, que siempre se opone al movimiento o tiene direccion
opuesta al desplazamiento, el frabajo total efectuado en un
vigje redondo nunca puede ser cero y siempre serd negativo

indicando con esto que se pierde energia.

Sin embargo, no siempre las fuerzas no conservativas quitan
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energia a un sistema, al contrario, a menudo aplicamos fuerzas
de empuje o traccion no conservativas, que aumentan energia
de un sistema, cuando empujamos un automovil averiado.
Conservacion de la energia mecanica total

La idea de fuerza conservativa nos permite extender la
conservacion de la energia al caso especial de la energia
mecdanica, lo cual permite analizar muchas situaciones fisicas.
La suma de las energias cinética y potencial se denomina

energia mecanica total:

E = K + u
energia =  energia +  energia
mecanica cinética potencial

total

En un sistema conservativo las fuerzas conservativas son las que
efectUan trabajo, la energia mecdnica total es constante, es

decir se conserva:

Sustituyendo: E y Eo en la ecuacion de la energia mecdnica
total: E = Eo

Esto me indica que la energia mecdnica total en cualquier
posicion o ubicacidon es igual a la energia mecdnica total

inicial, es decir es constante.
K+U-=K,+U,
Reemplazando por sus definiciones se fiene:
smo® + U = s3mo} + U,
A esta expresion matemdtica que se le conoce como:

Ley de conservacion de la energia mecdnica
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En un sistema conservativo, la suma de todos los tipos de
energia cinética y potencial es constante, y equivale a la
energia mecanica total del sistema.

En un sistema conservativo, las energias cinética y potencial

podrian cambiar, pero su suma siempre serd constante.

Reagrupando las energias de: K + U = K0 + UQ se tiene:

(K-K,)+Uu-u,=0

AK + AU = 0 (para un sistema conservativo)

Esta expresidon nos dice que, si hay una disminucion en la
energia potencial, la energia cinética deberd aumentar en la

misma cantidad para que la suma de los cambios sea cero.

En un sistema no conservativo, por lo general se pierde energia
mecdanica, por ejemplo, en forma de calor por la friccion, asi
que AK + AU < 0. Sin embargo, hay que tener en cuenta, que
una fuerza no conservativa como es el empuje o la fraccién
podria anadir energia a un sistema o no tener efecto alguno.
Los ejemplos de energia potencial a continuacion fueron
tomados de (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):

Ejemplo 1: Un pintor en un andamio deja caer una lata de
pintura de 1,50 kg desde una altura de 6,00 m. a) Que energia
cinética tiene la lata cuando estd a una altura de 4,00 m?

b) Con qué rapidez llegara la lata al suelo? (La resistencia del

aire es insignificante.)

Razonamiento:

La energia mecdnica total se conserva porque la fuerza
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conservativa de la gravedad actia sobre el sistema que es la
lata. Se puede calcular la energia mecdnica inicial total, y la
energia potencial disminuye conforme aumenta la energia
cinética y la rapidez.

Solucion.

Datos:

m = 1,50 kg

yo=60m

y=4,0m

vO =6,0m

Enconftrar:
K (energia cinéticaeny =4,0m)

v (rapidez justo antes de llegar al suelo)

Es preferible calcular primero la energia mecdnica fotal de la
lata, pues esta cantidad se conserva durante la caida de la
lata. En un principio, con v0 = 0 m/s, la energia mecdnica total
de la lata es exclusivamente energia potencial. Consideramos

el suelo como el punto de referencia cero, entonces:
E=K, + U, = 0 + mgy, = (1.50 kg)(9.80 m/s?)(6.00 m) = 88.2]

Recordar que la energia mecdnica es constante en cualquier
posicion. Larelacion E=K + U

se sigue cumpliendo durante la caida de la lata.

Reacomodando los términos de la ecuacion, K= E - U
podemos fambién calcular U en
y =4.00 m:

K=E—U=E — mgy = 882] — (1.50 kg)(9.80 m/s?)(4.00 m) = 29.4]
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Otra forma de calcular la energia cinética es considerando el
cambio correspondiente a la perdida de energia potencial,
AU.

Toda la energia potencial que se haya perdido se habrd

ganado como energia cinética:

AK+ AU =0
(K= Ko) + (U —U,) = (K = K,) + (mgy — mgy,) =0
Con K,, = 0 (porque v, = 0), obtenemos
K = mg(y, — y) = (150 kg)(9.8 m/s?)(6.00 m — 400 m) = 29.4]

Justo antes de que la lata foque o choque con el suelo en
donde:y =0, U =0, toda su energia mecdnica en éste caso la

energia potencial se fransforma en energia cinética:

E=K = md’
v=\/%=,f%i;)=10.8m/s
|aK| = |au]
imo® = mgy
v = \V2gy

También obtenemos este resultado con la ecuacion

2=v02+29yv2=29y,convO=Oyy0=O.

cinemdatica: v
Ejemplo 2: Tres pelotas de igual masa m se proyectan con la
misma rapidez en diferentes direcciones, como se muestra en

Grdafico N°. 75. Si se desprecia la resistencia del aire, que pelota
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se esperaria que tuviera mayor rapidez al llegar al suelo: a) la
pelota 1; b) la pelota 2;

la pelota 3; d) todas las pelotas tienen la misma rapideze

Grdfico N°. 63 Ejemplo 2 de energia potencial

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento y respuesta:

Todas las pelotas tienen la misma energia cinética inicial:

1
K, = Emvﬁ.

La energia es una cantidad escalar, y la diferencia en la
direccion de proyeccion no causa diferencia en la energia
cinética. Sea cual fuere su trayectoria, en Ultima instancia
todas las pelotas descienden una distancia y relativa a su punto
de partida comun, asi que todas pierden la misma cantidad de
energia potencial. U es energia de posiciéon y, por lo tanto, es

independiente de la trayectoria.

Por la ley de conservaciéon de la energia mecdnica, la
cantfidad de energia potencial que cada pelota pierde es

igual a la cantidad de energia cinética que gana. Puesto que
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todas las pelotas inician con la misma cantidad de energia
cinética, y ftodas ganan la misma canfidad de energia
cinética, porlo tanto, las tres tendrdn la misma energia cinética
justo antes de golpear el suelo.

Esto significa que todas tienen la misma rapidez, entonces la

respuesta es d).

Observe que, las pelotas 1y 2 se proyectan con un Angulo de
45° este factor no importa. El cambio de energia potencial es
independiente de la trayectoria, asi que es independiente del
dngulo de proyeccidn. La distancia vertical entre el punto de
partida y el suelo es la misma (y) para proyectiles que se lanzan
con cualquier dngulo. La rapidez con que hacen impacto es la
misma, el fiempo que las pelotas tardan en llegar al suelo es
diferente.

Ejemplo 3: Un bloque de 0,30 kg que se desliza sobre una
superficie horizontal sin fricciobn con una rapidez de 2,5 m/s,

como se muestra en Grafico N°. 76, choca con un resorte ligero,

cuya constante de resorte es de 3,0 x 103 N/m. a) Calcule la
energia mecdnica total del sistema. b) Que energia cinéticaK1
tiene el bloque cuando el resorte se ha comprimido una
distancia x1 = 1.0 cm? (Suponga que no se pierde energia en

elchoque.)

Grdfico N°. 64 Energia mecdnica de un resorte

[l
S
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Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)
Razonamiento:

En un principio, la energia mecdnica total es exclusivamente
cinética.
La energia fotal es la misma que en el inciso a, pero ahora se

divide en energia cinética y energia potencial del resorte

Datos:

m = 0,30 kg
x1=1.0cm=0.010m
k=3.0*103 N/m

v0O = 2.5 m/s Encontrar:

E (energia mecdnica total)

K1 (energia cinética)

Antes de que el bloque haga contacto con el resorte, la
energia mecdnica total del sistema estd en forma de energia

cinética; por lo tanto:
E = K, = ;mo? = (030 kg)(2.5m/s)*> = 0.94]

Puesto que el sistema es conservativo porque no pierde energia
mecdnica, dicha cantfidad es la energia mecdnica total en

todo momento.

Cuando el resorte se comprime una distancia x1, gana energia

potencial
= 1.2
Uy = 7kx E=K +U =K + 3k}

Despejando K1, se tiene:

K, = E — lka? = 094] — }(3.0 X 10°N/m)(0.010 m)> = 0.94] — 0.15] = 0.79]
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Energia total y fuerzas no conservativas

Las fuerzas conservativas y las no conservativas pueden
efectuar trabajo sobre objetos; cuando algunas fuerzas no
conservativas efectian trabajo, no se conserva la energia
mecdnica total perdiendo energia mecdnica a fravés del
frabajo efectuado por fuerzas no conservativas, como por

ejemplo la friccion.

Usaremos la energia total para averiguar cuanta energia se

perdid en el trabajo efectuado por una fuerza no conservativa.

Supdngase que un objeto fiene inicialmente energia mecdnica
y que fuerzas no conservativas efectian un trabajo Wne sobre

él. Partiendo del teorema trabajo-energia:

W=AK=K - K,

el tfrabajo neto (W) podria efectuarse tanto con fuerzas
conservativas We como por fuerzas no conservativas Wne, asi
que:

I'vc_*_vvnc:I<_I<o

Recordemos, que el trabgjo efectuado por fuerzas
conservativas es igual a  -AU, esdecir,
Wne=Uo-U ylaecuacion We  + Wne =K =Ko se
convierte entonces en:
Woe = K — K, — (U, — U)
= (K+U) - (K + W)

W, =E—E, = AE

Entonces el frabajo efectuado por las fuerzas no conservativas
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que actuan sobre un sistema es igual al cambio de energia
mecdnica. Cabe senalar que, en el caso de fuerzas
disipadoras,

Eo > E. Por lo tanto, el cambio es negativo e indica una
disminuciéon de la energia mecdnica.

Esta condicién coincide en cuanto al signo con Wne que, en el

caso de la friccion, también seria negativo.

Los ejemplos a continuacion fueron tomados de (Jerry, Buffa, &
Lou, 2007):

Ejemplo 1: Un esquiador con una masa de 80 kg parte del
reposo en la cima de una pendiente y baja esquiando desde
una altura de 110 m (Grdafico N°. 77). La rapidez del esquiador
en la base de la pendiente es de 20 m/s. a) Demuestre que el
sistema no es conservativo. b) Cuanto trabajo efectua la fuerza

no conservativa de la friccion?

Grdfico N°. 65 Ejemplo 1, Trabajo de fuerzas no conservativas

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento:
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Si el sistema es no conservativo, entonces EQ # E siendo posible
calcular estas cantidades.

No podemos determinar el trabajo a partir de consideraciones

de fuerza - distancia, pero Wne = E - Eo = AE
Soluciéon

Datos:

Mm=80kgv0=0m/sv=20m/sy0 =110m
Encontrar;

Demostrar que E no se conserva

Wnc trabajo efectuado por la friccion

Si el sistema es conservativo, la energia mecdnica total es
constante. Tomando U0 =0 en la base de la cuesta, vemos que

la energia inicial en la cima es:

E, = U = mgy, = (80kg)(9.8m/s2)(110m) = 8.6 X 104]

Luego la energia en la base de la cuesta es:

E = K = ;mo® = (80 kg)(20 m/s)* = 1.6 X 10*]

Por lo tanto, EQ # E, entonces que el sistema no es conservativo.
El trabajo efectuado por la fuerza de friccion, que no es
conservativa, es igual al cambio de energia mecdnica, es
decir, la cantidad de energia mecdnica perdida es:

Whe =E—-Eo = AE
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W, =E —E, = (16 X 10*]) — (86 X 10°]) = —7.0 x 10*]

Esta cantidad es mdas del 80% de la energia inicial.

Ejlemplo 2: Un bloque de 0,75 kg se desliza por una superficie
sin friccion con una rapidez de 2.0 m/s. Luego se desliza sobre
un drea dspera de 1,0 m de longitud y continua por otra
superficie sin friccion. El coeficiente de friccion cinética entre el
blogue vy la superficie aspera es de 0.17. 3Qué rapidez tiene el
bloque después de pasar por la superficie dspera? (Grafico N°.
78)

Grdfico N°. 66 Elemplo 2, Trabajo no conservativo, zona dspera

E
ﬁv

=1.0m———

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento:
Calcular la rapidez final implica el uso de ecuaciones de
M.R.U.V. en las que interviene la energia cinética.
Obtendremos la energia cinética final usando la conservacion
de la energia fotal.
Las energias inicial y final son energia cinética, pues no hay
cambio de energia potencial gravitacional.
Solucion.
Datos:
m = 0,75 kg
uk =0,17
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vo=20m/s
x=10m
Enconftrar: v (rapidez final del bloque)
Para este sistema no conservativo tenemos, por la ecuacion
Whe =E-Eo =K -=Kop
En el drea &spera, el bloque pierde energia debido al trabajo
efectuado contra la friccion (Wnc):
Wae = —fix = = Nx = —pymgx
Entonces, reacomodando la ecuacion de energia Wne = E — Eg

K=K, + W,
%mv2 = %mvf, — pymgx

= K - Ko y desarrollando términos, se tiene:

Después de simplificar m:

0=Vt - Qugr = V(20m/s) - 2(017)(98 m/s?)(10m) = 082 m/s

No se requirid de la masa del blogue. También, es fdacil
demostrar que el bloque perdid mdas del 80% de su energia por

la friccion.

Obs.: En un sistema no conservativo, la energia total: Wne = E -
Eo = AE

no la energia mecdnica fotal:

E - K + u
energia =  energia +  energia
mecdnica cinética potencial

total

Siempre se conserva incluidas las formas no mecdnicas de
energia, como el calor; pero no toda esta disponible para

efectuar frabajo mecanico.
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En un sistema conservativo, se obtiene lo que se aporta, por
decirlo de alguna manera. Es decir, si efectuamos trabajo sobre
el sistema, la energia transferida estard disponible para
efectuar frabajo. Hay que tener presente que los sistemas
conservativos son idealizaciones, porque hasta cierto punto
todos los sistemas reales son no conservativos.

Potencia

Segun (Jerry, Buffa, & Lou, 2007):

Por lo regular no solo nos interesa la cantidad de trabajo
efectuado, sino también cuanto tiempo tarda en realizarse; es
decir, la rapidez con que se efectua.

La rapidez con que se efectia trabajo se llama potencia

La potencia media es el trabagjo realizado dividido entre el
tiempo que tomo realizarlo, es decir, el frabajo por unidad de

tiempo:

- W

P=7
Si el trabajo efectuado por una fuerza constante de magnitud
F que actia mientras un objeto fiene un desplazamiento

paralelo de magnitud d, entonces la potencia se la escribird:

I_J:E:E:F(g):['ﬁ
t t t

Unidad SI de potencia: ] /s o watt (W)

0 es la magnitud de la velocidad media; si la velocidad es

constante entonces:
P =P = Fo.
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Sila fuerza y el desplazamiento no tienen la misma direccion:

—  F(cos8)d _
P = — 5 = Focos 0

6 es el dngulo entre la fuerza y el desplazamiento.

Entre las unidades mads utilizadas para la potencia estan: 1 J/s =
1 watt (W)

Para potencia eléctrica es el kilowatt (kW) Caballo de fuerza: 1
hp =550 ft. Ib/s =746 W

La potencia nos dice con qué rapidez se estd efectuando

trabajo o con qué rapidez se estd transfiiendo energia.

Por ejemplo, la potencia de un motor suele especificarse en
caballos de fuerza. Un motor de hp puede efectuar cierta
cantidad de trabajo en la mitad del tiempo que tardaria en
efectuarlo un motor de 1 hp, o puede efectuar el doble del
trabajo en el mismo tiempo.

Es decir, un motor de 2 hp es dos veces mds potente que uno
de 1 hp.

Eiemplo 1 (Jerry, Buffa, & Lou, 2007): Una gria como la que se
muestra en Grafico N°. 79 levanta una carga de 1.0 tonelada
meétrica una distancia vertical de 25 m en 9,0 s con velocidad
constante. 3Cudnto trabajo Ufil efectta la gria cada
segundo?¢

Grdfico N°. 67 Ejlemplo 1 Potencia

157



Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento:
El tfrabajo Util efectuado por cada segundo es la potencia

generada, es la cantidad que debemos obtener.

Solucién:

Datos:

m = 1,0 ton méfrica = 1,0 * 103 kg = 1000 kg
y=25mt=90s

Encontrar:
W sobre segundo (= potencia, P)

Como la carga se mueve c-p"="‘1'))cidod constante,

El trabajo se efectUa contra la gravedad, entonces la F

mg

t t t
(10 X 10°kg)(9.8 m/s?)(25 m)

90s

=27 X 10*W (0 27 kW)

la gria efectud 2.7 x 104 J de trabajo cada segundo. Ofra
alternativa de calcular la potencia seria:

Con la magnitud de la velocidad v =d/t =25 m/9.0 s = 2.8 m/s,
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se podria calcular la potencia:
P=Fv

P = (1*10°3)kg*(9,8 m/s"2)*(2,8 m/s) = 27.440 J/s
27.440 W

27,440 kW
Eficiencia

Toda mdquina, simple o compleja, que efectia trabajo tiene
piezas mecdnicas que se mueven, por lo que una parte de la
energia aportada siempre se pierde por la friccion entre las
piezas o alguna otra causa, quizd en forma de sonido.

Por ello, no todo el aporte de energia se invierte en realizar

trabajo Util.
Entonces, la eficiencia mecdnica es una medida de lo que
obtenemos a cambio de lo que aportamos, es decir, el frabajo

Util producido en comparacion con la energia aportada.

La eficiencia, €, se da como una fraccidon (o porcentaje):

wsale

trabajo producido

£ (X 100%) =

: (X 100%)
energia aportada Eentra

Eficiencia: € es adimensional, no tiene unidad.
Por ejemplo, si una maquina recibe 100 J de energia y produce

40 J de trabajo, su eficiencia es:

1% 40
g = Nate . W] _ 4 (X 100%) = 40%
Eentra 100]
Implicando que el 60% de la energia suministrada o

aportada se pierde, consecuentemente no nos sirve el frabajo

que efectua la maquina, para lo que se requiera.
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Si dividimos cada término (numerador y denominador) de la
expresion dada inicialmente de la eficiencia, tendremos la

eficiencia en términos de potencia:

Pga
e = = (X 1000/0)
enira
Ejiemplo (Jerry, Buffa, & Lou, 2007): El motor de un taladro

eléctrico con una eficiencia del 80% tiene un consumo de
potencia de 600 W. sCudnto trabajo Util efectUa el taladro en
30 s¢

Solucién:
€ =80% = 0,80 Pin = 600 W

1 =30 s Encontrar:

Wsale (trabajo producido)

Psale

& = (X 1000/0)

entra
P = £Pora = (0.80)(600 W) = 4.8 X 10°W
Pt =Wae/t  Wee = Pyt = (48 X 10°W)(30s) = 1.4 X 10*]
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CAPITULO VI
ELECTROSTATICA
ELECTRICIDAD
La electricidad es un término genérico que describe los
fendmenos asociados con la electricidad doméstica. Pero, en
realidad implica el estudio de la interaccion entre objetos

electricamente cargados. Segun (Pérez, 2015):

Carca eléctrica

La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la
materia definida como la masa. La materia estd constituida por
unidades pequenas llamadas moléculas y las moléculas
constituidas por dtomos, los cuales a su vez estdn formados por
neutrones que no tienen carga eléctrica, protonesy electrones,
que tienen carga eléctrica igual en magnitud, pero de signos

diferentes: Positiva y negativa respectivamente.

La carga eléctrica de un cuerpo macroscopico estd dada por
la diferencia entre el nUmero de protones y electrones que

existen en él.
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Un cuerpo es eléctricamente neutro, si el nUmero de protones
es igual al nUmero de electrones, cargado positivamente si
tiene exceso de protones; cargado negativamente si tiene

exceso de electrones.

Todo dtomo Grdafico N°. 80, tiene dos zonas bien definidas: el
nUcleo y la nube electréonica. En el nicleo se encuentran los
neutrones y protones.

En la nube electronica se encuentran los electrones, girando
alrededor del nUcleo en érbitas elipticas.

Grdfico N°. 68 El dtomo

Proton {+)

modelo atomico
Electron (-} Nucleo (+)

Atomo de hidrégeno Atomo de berilio
Fuente: (Pérez, 2015)

Carga elemental (E)

La carga minima existente se le denomina carga elemental,
que posee particulas elementales son los electrones y protones.
Las cargas de las particulas elementales solo se diferencian por

SU

e=1,6x10"7C C=Esla

unidad de carga, denominado

Particula Carga eléctrica* Masa*

Electrén -1.602 X 107°C m, = 9.109 X 10 kg
Protén +1.602 X 107°C m, = 1.673 X 107 kg
Neutrén 0 m, = 1.675 X 1077 kg
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Cuantificacién de la carga
Todo cuerpo, molécula o dtomo puede ganar o perder un
numero entero de electrones, por lo tanto, la carga de todo

sistema de cuerpos es multiplo de la carga elemental.

g=ne

Donde:

nn=1,2 3 4,5, ....la carga se presenta solo en multiplos
enteros de la carga electréonica fundamental o elemental.

e: carga elemental

g: carga del cuerpo o sistema de cuerpos.

Ejemplo (Jerry, Buffa, & Lou, 2007): Usted arrastra los pies
sobre un piso alfombrado en un dia seco y la alfombra
adquiere una carga positiva neta.

Q) sUsted tendrd 1) una deficiencia o 2) un exceso de
electronese, b) Si la carga adquirida tiene una magnitud de
2.15nC, 3Cudntos electrones se transfirieron?

Razonamiento conceptual. a) Como la alfombra fiene una
carga positiva neta inicialmente antes de que usted arrastre los
pies sobre ella, debe haber perdido electrones y usted debe
haberlos ganado. Entonces, su carga es negativa, indicando

que hay un exceso de electrones; la respuesta correcta es la 2.

Razonamiento cuantitativo y soluciéon. Conociendo la carga en
un electron, es posible cuantificar el exceso de electrones.
Exprese la carga en Coulomb y encuentre la cantidad de

electrones transferidos.

10°C
=+(2.15nC
= +215 X 10°C
ge = —1.60 X 107°C
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La carga neta en usted es:

—g. = =215 X 10°C

q

—215 X 107°C
q_ = 1.34 X 10" electrones

9. —1.60 X 107" C/electrones

H=

Las cargas netas, en situaciones cofidianas, por lo general
implican nUmeros enormes de electrones, en éste caso es mdas
de 13 mil millones de electrones, ya que la carga de cada
electron es muy pequena.

Ley de conservacion de la carga eléctrica

Se dice que un sistema de cargas eléctricas, es eléctricamente
aislado cuando sobre el sistema elegido no ingresan ni salen
cargas, y ademads no inferactuan con cuerpos cargados que

se encuentran fuera del sistema elegido.

La suma algebraica de las cargas eléctricas de los cuerpos o
particulas que forman un sistema eléctricamente aislado no
varia cualesquiera que sean los procesos que ocurran en dicho

sistema.

ZCIIniciol = Zq Final

En todo sistema aislado eléctricamente, la carga neta es

constante: Y g = Constante

Electrostatica

La electrostdtica estudia la interaccion y las propiedades de los

sistemas de cargas eléctricas en reposo relativo.
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Ley cualitativa
Las cargas eléctricas del mismo signo se repelen y cargas de

signos diferentes se atraen. Fuerzas eléctricas:

Ley cuantitativa (Ley de Coulomb)

La fuerza de interaccion en el vacio de dos cuerpos puntuales
cargados en reposo es directamente proporcional al producto
de los moédulos de las cargas e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia entre ellas.

B k(CI1Q2)

d2

La constante eléctrica k es el Sistema Internacional (SI) se

puede escribir en la siguiente forma:

k=1 =9x10° Nm’C™*
4ne,

La magnitud €0 (e es una lefra griega que se lee épsilon), se

denomina constante eléctrica, su valor es:

2 .___.__1_= 12 26 =1 ,0n =2
6= 7 = 885X 10 CNm
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Resumen:

Ley de Coulomb

g 9z
F F
R e
b ] —3
= 1f 9:G2
F =k d?’? )

- {fuerza eléctrica (N)
q: carga eléctrica (C)
a: distancia (m}

% constante aladtrica
k= 9 X 10" Nm%c*

Cargas puntuaies : .
Por cargas puntuales entendemaos, cuérpos‘ cargados
cuyas dimensiones son pequenas en cc';mparacicn COR
la distancia que ios separa.

Ejiemplo '(Jerry, Buffa, & Lou, 2007)
a) Dos cargas puntuales de -1,0 nC y -2,0 nC estdn separadas
0,30 m (Grdfico N°. 81a). 3Cudl es la fuerza eléctrica sobre
cada particula2 b) En Grdafico N°. 81b se ilustra una
configuraciéon de tres cargas. 3Cudl es la fuerza electrostatica
sobre 3¢

Grdfico N°. 69 Ejemplo sobre Ley de Coulomb

q1=-1.0nC g2 =+2.0nC

le——0.30 m —]
a)

y

[y

q1 =+25nC
‘\\
(0, 0.30 m) s
\67\\‘73 =+3.0nC

2 % o T
3-"(040m,0 B Lol

—~

~"T33
(0,-0.30 m) .,// ——_ Diagrama vectorial

b) p=+Z0N

Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento:
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Sumar fuerzas eléctricas no es muy diferente que sumar
cualquier ofro tipo de fuerzas. La Unica diferencia aqui es que

usamos la Ley de Coulomb para calcular sus magnitudes.

Solo se trata de calcular componentes. a) Para las dos cargas
puntuales, usamos la ley de Coulomb, considerando que las
fuerzas son atfractivas por ser cargas opuestas. b) Se debe usar
componentes para sumar vectorialmente las dos fuerzas que
actian sobre g3 debidas a g1 y g2. Se puede encontrar 6 a
partir de las distancias entre cargas. Este dngulo es necesario
para calcular los componentes x e y de la fuerza resultante.
Solucion:

Se transforman los datos en nanocoulomb a coulomb:

-9
a) q=-(10 nC)(ll0 nCC ) =-10X107°C Encuentre: a) FuyFZI

—

10°C bk
= +(2 = +20 x 107
0 (20nC)(lnC) 20X 10°C

r=030m
b) Los datos en Grdfico N°. 81b, convertimos las cargas a

coulomb como en a.
La magnitud de la fuerza se calcula utilizando la ley de

Coulomb, que actua sobre cada carga puntual:

E —F - kgrgp (900 X 10° N - m?/C?)(1.0 X 10 C)(2.0 X 10°C)
=i =75 = (030m)?

=020 X 10N = 020 uN

La ley de Coulomb permite obtener solo la magnitud de la
fuerza. Sin embargo, como las cargas son de signo contrario,

las fuerzas se atraen.

b) Las fuerzas F31 y F32 deben sumarse vectorialmente, usando

trigonometria y las componentes en x e y de las dos fuerzas,
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para encontrar la fuerza neta F3. Como todas las cargas son
positivas, las fuerzas son repulsivas, como se ilustra en el
diagrama vectorial de Grdfico N°. 81b. Como g1 = g2 v las
cargas son equidistantes de g3, se infiere que F31 y F32 tienen
igual magnitud. Mire que en el grdfico r31 =r32 =0,50 m, por
ser tridngulo isdsceles.

kg (9.00 X 10°N-m?/C?)(25 X 10°C)(30 X 10°C)

r%;;_ (050 m)2
=027 X 10N = 027 uN

Fy

Tomando en cuenta las direcciones de las componentes de
F31 y F32, y que por simefria las componentes en y de los
vectores se cancelan por ser iguales en magnitud. Entonces, la
fuerza neta F3 sobre la carga g3 actua a lo largo del gje x

positivo y tiene una magnitud de:

Fy=Fy + F =2k,

F31 =F32

El dngulo © se determina a partir de los tridngulos:

9 — tan-l(g‘:%) — 370

Entonces F3, tiene una magnitud de:
F3 = 2F31: = 2F32C050
= 2(0.27 uN) cos 37° = 0.43 uN

Fenomenos de electrizacion
Es el fendmeno por el cual los cuerpos pueden cargarse
positiva o negativamente por defecto o por exceso de

electrones.

Las formas de electrizaciéon son los siguientes:
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Por frotamiento

Si a uno de los dos cuerpos que se frota pierde electrones y se
carga positivamente, el otro gana electrones y se carga
negativamente. Por ejemplo, la frotacion de una varilla de
vidrio con un pano de seda, el vidrio resulta cargado

positivamente y el pano de seda negativamente.

Por contacto

Cuando dos cuerpos conductores se ponen en contacto, por
lo menos uno de ellos cargado; se establece una transferencia
de cargas entfre los cuerpos debido a una diferencia de
potencial entre las superficies de ambos cuerpos conductores,
el flujo de cargas cesa cuando las superficies de ambos

cuerpos alcanzan el mismo potencial eléctrico.

Cuando dos cuerpos esféricos de igual radio cargados con g1

y g2 son puestos en contacto, se establece un flujo de

Q=S1+q
=z

electrones, al final las esferas se reparten las cargas

equitativamente cada uno con carga Q.

Cuando dos esferas conductoras de radios R1 y R2 cargadas
Radios iguales
' jﬁ'f!a;ﬁ.tis;&ifé_réﬁle's? '

Antes—

169



con gl y g2 son puestas en contacto, las cargas se
redistribuyen en las superficies esféricas en forma proporcional
al cuadrado de los radios respectivos, de modo que la carga
total se conserva. Si la carga final en cada esfera es Q1 y Q2
respectivamente, y por el principio de conservacion de las

cargas se tiene:

Eiemplo (Pérez, 2015): Se tiene una esfera cargada con 180
uC se pone en contacto con otra esfera de carga 120 uC cuyo
radio es el triple que la anterior. Hallar la carga de las esferas

después del contacto.

Resolucion:
Después del contacto, la carga aimacenada por cada esfera
es directamente proporcional al cuadrado del radio de

curvatura.

q Q =
== Q=9
R (3R} ‘

Del principio de conservacion de las cargas eléctricas:

> Alnicial = > gFinal

180+120=9g+Q
180+ 120=qg + 99
300= 109
q=30uCQ=270puC

Campo eléctrico
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Toda carga eléctrica altera las propiedades del espacio que le
rodeaq, el mismo que adquiere una sensibilidad eléctrica que se

pone de manifiesto cuando ofra carga ingresa a esta region.

Liamamos campo eléctrico a la regidon del espacio que rodea
a toda carga eléctrica, lugar en el cual deja sentir su efecto
sobre o tras particulas cargadas. El campo eléctrico es un
agente tfransmisor de fuerzas.

Intensidad del campo eléctrico (E)

Es una magnitud fisica vectorial, que sirve para describir el
campo eléctrico. Su valor se define como la fuerza eléctrica
resultante que actua por cada unidad de carga positiva en un

punto del campo.

Grdfico N°. 70 Campo eléctrico

-t N,

CARGA GREADBRA

+ DECAIRQ ™ E

:' "o "'c' "“ ;‘. 'I‘ -_-’ F
R T S e O—
L% e S ; +qp

Y S 1

Fuente: (Pérez, 2015)
Se representa por un vector que tienen la misma direccion vy

sentido que la fuerza eléctrica resultante. Para detectar el

campo se utiliza una carga positiva puntual de prueba (+q0).

Esta carga de prueba, estdn pequena que su presencia no
provoca un cambio en el campo que se investiga, es decir +q0

no distorsiona el campo que se estudia con su ayuda.

Tenemos una carga Q creadora del campo en estudio y una

carga puntual de prueba +90.

o
Qo

E =
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Y la ley de Coulomb:
F= k(22
d2
Se tiene la magnitud escalar del campo eléctrico:

<=x(3)

Carga creadora: Se observa que el sentido del vector campo

eléctrico E, depende del signo de la carga creadora del

campo Q.
+Q ~Q
) . v
E > k(‘a&’) O ............... Q——.; Q- ..... .....‘__(')
E, se mide en: N/C } 3 i i - :

En la férmula, no se reemplaza el signo de la carga creadora
Q.

Principio de superposicion de los campos

Si en un punto del espacio varia las particulas cargadas, éstas
crean campos eléctricos cuyas intensidades son: E1, E2, E3, la
intensidad resultante es la suma vectorial de las intensidades

parciales:

+Q
ER = JE,Z + Eg 02

Campo Resultante
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Lineas de fuerza

Las lineas de fuerza representan graficamente a un campo
eléctrico. Salen de las cargas positivas e ingresan a las cargas

negativas.

Las lineas de fuerza son lineas continuas, no se cortan entre si,
debido ala unicidad del campo en un punto. Laintensidad del
campo E en un punto se representa por un vector tangente a

la linea de fuerza.

La densidad de las lineas de fuerza es mayor en Ias
proximidades de los cuerpos cargados, donde la intensidad del

campo también es mayor.

Representacion del campo
Carga positiva Carga negativa

Campo eléctrico homogéneo
Se llama campo homogéneo o uniforme a un campo eléctrico

cuya intensidad es igual en todos los puntos del espacio y se

representa mediante lineas de fuerza paralelas.
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Toda carga g dentro del campo homogéneo experimenta una
fuerza cuya direccién es paralela a las lineas de fuerza y su

modulo es:

at’
1

Q
mi

!
||

Y 1}‘ v \rE

Y 4

Ejemplo 1 (Jerry, Buffa, & Lou, 2007): Dos cargas puntuales se
encuentran sobre el eje x, como se ilustra en Grafico N°. 83.
|dentifique todos los lugares en el eje donde el campo eléctrico

€s cero.

Grdfico N°. 71 Elemplo 1 Sobre campo eléctrico

:En dénde E=0?

: : : : - @—(m}
0 0.10 0.20 0.30 0.40 050 0.60

Recuerda: . T
Et vector-intensidad def campo eléctrico £ se repre:
senta Do un vactor tangente a la linea de fusrza. -

o m]eastM' ;'f
Fuente: (Jerry, Buffa, & Lou, 2007)

Razonamiento:
Cada carga puntual genera su propio campo. Por el principio

de superposicion, el campo €léctrico es la suma vectorial de
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los dos campos generados por g1 y g2. Estamos buscando los
lugares donde estos campos son iguales pero opuestos, de
manera que se cancelen y den un campo eléctrico total o

neto de cero.

Solucion:
Comenzamos por especificar el lugar a localizar como una
distancia x a partir de g1 que se ubica en x = 0 y por convertir

las cargas de microcoulomb a coulomb, por estandarizacion.

Dado:  d = 0.60 m (distancia entre las cargas) Encontrar: x [el lugar o lugares
g = +15uC = +15 X 10°C donde E es cero]

g = +60 uC = +60 X 10%C

Como ambas cargas son positivas, sus campos apuntan hacia
la derecha en todos los lugares a la derecha de g2. Por
consiguiente, los campos no se cancelan en esa region a la
derecha de la carga g1. De manera similar, a la izquierda de
al. ambos campos apuntan hacia la izquierda y no se

cancelan.

La Unica posibilidad de cancelacion se da entre las cargas. En
esaregion, los dos campos se cancelardn si sus magnitudes son
iguales, porque estdn en direcciones opuestas. Al igualar las
magnitudes y despejar x:

kg1 . kg,

¥ (d— x)?

E1=E2 (0]
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Al reordenar esta expresidon y cancelar la constante k, se

obtiene:
1 _ (92/9)
2 (d-x)

Con g9/q1 = 4, se saca la raiz cuadrada de ambos lados:
\ﬁ [l 412
2 (d - x)? (d - x)? x d-x

Resolviendo: x =d/3 =0,60 m/3 =0,20 m.

El resultado indica que el campo eléctrico estd mds cerca de
gl tiene sentido desde el

punto de vista fisico. Como g2 es la carga mds grande, para
que los dos campos sean iguales en magnitud, el lugar debe
estar mds cerca de 1.

Energia potencial de interaccion eléctrica

La energia potencial de interaccion eléctrica (Epe) entre dos
cargas puntuales g y Q se define como el frabajo realizado por
un agente externo para trasladar uno de los cuerpos desde el
infinito lentamente, hasta ser un sistema casi estatico, hasta un

punto A del campo eléctrico generado por el ofro cuerpo.

EP’ = Wea 8 ................ A F;"‘_o__'i_w
_kag | ;.
B =g d

En el movimiento casi estdtico o en equilibrio de la carga
eléctrica g la fuerza externa es igual en mdédulo a la fuerza
eléctrica que realiza un trabagjo negativo al de la fuerza
opuesta al movimiento o positivo de la fuerza en favor del

movimiento, por esta razén la energia potencial de interaccion
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eléctrica puede ser positivo o negativo dependiendo del signo
de las cargas eléctricas. En la formula se reemplaza el signo de

las cargas gy Q.

Sistema de cargas eléctricas

Para la energia potencial de interaccion eléctrica para un
sistema de fres cuerpos, los términos del segundo miembro se
consiguen mediante la combinacién de tres elementos

agrupados de dos en dos.

ka,d; | kq,q; | ka0,
Eelslema: M2 + 1M3 +
2 d12 d13 d23

Energia potencial

Se llama energia potfencial a la parte de la energia de un
sistema mecdnico que solo depende de su configuracion o
posicion mutua de todas las particulas o puntos materiales del
sistema y de sus posiciones en el campo de potencial externo

(gravitatorio, eléctrico, magnético y otros).

Formas de energia potencial: Energia potencial gravitatoria,
energia potencial eldstica, energia potencial de interaccion
gravitatoria, energia potencial de inferaccion eléctrica,
energia potencial eléctrica, energia potencial hidrostdtica y

ofros.

Energia potencial eléctrica

Es una magnitud fisica escalar definida como la capacidad
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que tiene una particula cargada eléctricamente para realizar
trabajo mecdanico en virtud a la posicion dentro del campo
eléctrico homogéneo E respecto de un sistema de referencia

arbitrariamente elegida.

Su valor es igual al producto de la magnitud de la carga q por
la intensidad del campo eléctrico homogéneo E y por la
distancia (andloga con la altura) enfre dos lineas

equipotenciales que contiene a los puntos elegidos.

En la férmula se reemplaza el signo de la carga eléctrica, por

1 hsl Lo
--.é.:r--- E : " ofr;h'c?é

. : 2

s - =

+qO : "g

i, £

E3

: B - ]

i . B

> 8

.

consiguiente, la energia potencial eléctrica puede ser positiva,

negativa o nula.

Convencionalmente la energia potencial eléctrica serd nula
en el punto que se encuentra sobre el nivel de referencia.

Ep0=0.

La linea de referencia o nivel de referencia se traza en forma

arbitraria, siempre perpendicular a las lineas de fuerza que
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representan al campo eléctrico homogéneo.

Las lineas de fuerza se desplazan en el sentido de mayor a

menor potencial eléctrico.

Ejiemplos a continuaciéon son tomados de (Pérez, 2015):
Eiemplo 1: En el grafico que se muestra, determinar la energia
potencial de interaccion eléctrica del sistema de cargas

eléctricas, de magnitud Q cada una.

Resolucion:

La energia potencial de interacciéon eléctrica del sistema:

Eosistemay = Epp -2 + Epp -5y + By -5y

E N g{koz)
= *=P(gistema) — 2 L

Eiemplo 2: Se tienen dos cargas eléctricas puntuales de
magnitud 40 y 50 uC, separados una distancia de 5cm. Hallar
la energia potencial de interaccion eléctrica del sistema.

Resolucion:

La energia potencial de interaccion del sistema:
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(4x107°)(5x107°)
§x 107

Eo= kIR  E,= (9% 10%

Eiemplo 3: Determinar la energia de interaccion del

sistema de cargas puntuales, situadas en los vértices de un

triangulo equildtero de lado L.

Resolucion:

m@------ o """"?‘3’
=3q

La energia potencial de interaccion eléctrica del sistema, es
igual al trabajo realizado por un agente externo para llevar
desde el infinito hasta los vértices del tridngulo, las cargas son:

+Q; +20; -39

Su valor se determina mediante la formula (1), donde se

considera el signo de las cargas:

di; = dy; = dpy

— 1f 9192 chQs 9292
e k( dtz dis da ) AT
Reemplazando valores y signos en (1):

2
B, = kq(z 3—6) = Bs= 53-

Potencial eléctrico

Se lo define como el trabajo realizado por un agente externo
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contra el campo eléctrico, por cada unidad de carga positiva,
para trasladar a velocidad constante desde el infinito hasta un
cierto punto A dentro del campo. Sea Q la carga creadora o

generadora del campo eléctrico. Es una magnitud fisica

escalar.
: . trabajo
Potencial eléctrico = ——a>
carga
W
Vo = 1 o
q
El trabajo realizado por el agente externo es:
— [ Qq)
W__ . =k(ZF) @

Reemplazando (2) en (1), se tiene:

= ()

El potencial eléctrico en el punto A es directamente
proporcional a la magnitud de la carga Q e inversamente
proporcional a la distancia d entre la carga generadora vy el
punto A. En la férmula se reemplaza el signo de la carga

generadora. El potencial eléctrico se mide en volt (V).

1 joule - V= 1J

1vol = 1coulomb G
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Agente externo

* Q MoV,
___________ S,
H Fox G F
2 (@] q
$ ~smnmsmronses <
d 4
3 Q A
o <
d 1

El potencial en A puede ser positivo o negativo, dependiendo
del signo de la carga creadora Q.

Potencial eléctrico debido a un sistema de carcas
El potencial eléctrico resultante en el punto A debido a un

sistema de cargas puntuales, es igual a la suma algebraica de
los potenciales parciales: V1, V2, V3, V4, ..., Vn.

Sistema de cargas
Vﬁ.:: V1 + VQ + Vs + ‘e + vui

"“» \" ." o" .
L e, % .,‘ 11 7
-~ ~a % ::;:: ‘,!
- sywernsw aussunsned ¥
Qe A
Vi
Diferencia de potencial

Su valor se define como el frabagjo realizado por un agente
externo sobre cada unidad de carga para trasladar a

velocidad constante desde un punto inicial A a ofro final B
dentro del campo eléctrico.
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Vs — Vi = Ve Vi =

La diferencia de potencial suele llamarse tension. El sentido de
las lineas de fuerza es tal que se dirigen de mayor a menor

potencial eléctrico.

El frabajo realizado por el agente externo (Fex) para trasladar la
carga g en un punto inicial A hasta ofro final B es igual al
producto de la magnitud de la carga que se lleva por la

diferencia de potencial final e inicial.

W s = Q(VB -V,

El trabajo realizado sobre la carga g desde A hasta B es
independiente del camino o trayectoria que se sigue,
dependiendo sélo del potencial inicial y final.

Trabajo contra el campo eléctrico

El trabajo de A hasta B es independiente de los cami-
ros C; ¥ Cy.

Superficies equipotenciales
Se denomina asi a aquel lugar geométrico constituido por

puntos de igual potencial eléctrico.
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Las superficies equipotenciales se caracterizan por ser

perpendiculares a las lineas de fuerza.

El trabajo realizado para trasladar una carga del punto A hasta
el punto B, que pertenecen a la misma superficie
equipotencial, es igual a cero.

Trabajo nulo: Si: VA =VB — WA - B=0

En el caso del campo homogéneo las lineas de fuerza son
paralelas por consiguiente las superficies equipotenciales

también son paralelas representadas por lineas punteadas.

La infensidad del campo eléctrico esta dirigida en el sentido

gue disminuye el potencial eléctrico.

Relacion entre potencial y campo
La diferencia de potencial entre dos puntos Ay B dentro de un
campo homogéneo E, es igual al producto de la distancia d

por la intfensidad de campo E.

Donde d es la distancia entre dos superficies equipotenciales

que contienen a los puntos Ay B respectivamente.

| v = va |

I ey — Ed

184



La unidad de la intfensidad de campo E es voltio/metro (V/m).

S o PPRNLRY - AT

. AL T
GCampo homogéneo — -
v RN
YA/VB ] . >
Vip = Ed o s
D AN . 1. . "1 '-;\‘):
E:

e d i Ve

Los siguientes ejemplos fueron tomados de (Pérez, 2015):

Eiemplo1: En el grdfico a contfinuacion se muestra un campo
eléctrico homogéneo de intensidad E=500 kN/C (=500000 N/C),
representado mediante lineas de fuerza hacia la derecha.
Determinar el trabagjo realizado por un agente externo para
trasladar una carga

g = 50 uC, desde la posicion A hasta B siguiendo como

trayectoria la hipotenusa del tridngulo rectdngulo.

a

A -y
. E
u------..--..::lg E

C dm B

: 4

Resolucion:

Los puntos A y C se encuentran a igual potfencial eléctrico
VA=VC, ademds la diferencia de potencial entre los puntos B y
Ces:

Vg < Ve i (Vg — V)= —Ed
= Vg =V, = (500 000)(4) = —2 X 10° voltios
Luego: Vi — V, = —2 x 10° voltios
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El trabagjo readlizado contra el campo eléctrico es
independiente del camino seguido, solo interesa el potencial

inicial (A) y final (B):
Wi = q(Ve - Vi) = (50 X 107°)(-2 x 109)
= \ :R.l'e =-100J

Luego, el tfrabajo realizado por el agente externo es igual a -
100 J, significando que el agente externo se opone al

movimiento de la carga qg.
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Glosario del modulo

Torque: Se denomina asi, al giro que se produce en los
cuerpos al aplicar

una fuerza en un punto dado.

Miscelanea: Conjunto de ejercicios de aplicacion variados.

Mapa mental: Es la estructuracion de ideas en un diagrama o
dibujo.

Andlisis: Se comprende coémo identificarlas partes de un todo,
separdndolos y examindndolos para comprender sus principios
fundamentales.

Magnitud: Segun (Pérez, 2000), es todo aquello que es
susceptible a ser

medido y que se puede percibir por algun medio.
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