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Carlos Barros


PREFACIO
Esta la historia de este texto, inicia en el ano 2004, poco antes de que

naciera mi hija mayor, pensando sobre un problema cinemdtico en dos
dimensiones: un movimiento parabdlico en el plano, donde un aspersor de agua
colocado sobre una inclinacion recta, lanzaba el liquido hacia arriba y hacia
debajo de la superficie; problema sencillo al sumar y restar el dngulo de la
superficie con la del agua saliente del aspersor, se podia obtener el dngulo de
los lanzamientos con respecto a al horizontal hacia arriba y para abajo
respectivamente; luego se podia hallar la distancia total que este dispositivo
cubrird a lo largo de la pendiente. Pensé que si en vez de salir, que pasaria si el
agua o cualquier cuerpo lanzado chocaran o llegaran a la inclinacion en ese
punto. Es decir, si 3Un cuerpo asumido como particula con caracteristicas
elasticas colisionara y rebotara sobre la recta inclinada? Investigué un poco, en
los libros que manejaba descubriendo que el rebote parabdlico solo se
ejemplariza en casos especiales en rectas horizontales y verticales, como
ejercicios puntuales de dificultad, sin desarrollo conceptual previo.
Realicé el problema con una pelota de goma sobre una tabla inclinada, con
nuMerosos ensayos rusticos a visual, de lanzamientos y rebotes conseguidos, de
donde deduje dos cosas iniciales
a) Se debe conocer la velocidad final de impacto para poder calcular el dngulo
de incidencia, y luego descubrir el dngulo “instantdneo” del rebote que pueda
ocurrir, (suposicion cinematica aceptada en particulas).
b) Si la pelota se deja caer desde cierta altura, (la incidencia en vertical es de
90°), de donde se apreciaban tres situaciones: 1) El dngulo de rebote es positivo
si la inclinacion es menor a los 45°, 2) Este dngulo resulta cero grados, o rebote
en horizontal, para una inclinacion de 45°, y 3) Negativo o por debagjo de la
horizontal para una superficie inclinada superior a este dngulo notable.
Asumiendo que el impacto y el rebote no consumen tiempo (situacion
aceptada como instantdnea), donde, de haber incluso pérdida de rapidez, no
habia pérdida de inclinaciéon, por geometria bdsica deduje dos ecuaciones a mi

entender sencillas pero poderosas para resolver estos problemas a este nivel
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bdsico universitario, en colisiones de cuerpos eldsticos sobre superficies
inclinadas, en rebotes para abagjo y en rebotes para arriba. A la fecha no he
logrado unificar estos eventos en una sola ecuacion por ser diferentes, que
denomino: “En bajada” y “En subida”.

En los meses siguientes, cuando el tiempo o la disponibilidad lo permitia,
realizaba experimentos controlados sobre inclinaciones, usando un "Plano
Inclinado™” para medir fricciones estaticas, crondmetro y papel carbdn para
registrar las marcas; seguidamente escribo un pequeno folleto, que entrego sin
arbitraje en la biblioteca municipal de la ciudad de Barcelona, Estado
Anzodtegui Venezuela. En el IV congreso cientifico de la Universidad de Oriente,
expongo en la modalidad “Cartel”, mi descubrimiento e ideas sobre el rebote
parabdlico inclinado. La aceptacion fue muy buena con comentarios positivos
sobre este tema; un profesor comenta: “Que mds interesante seria conocer
también el rebote sobre una superficie curva”, porque algunas ondas de
comunicacion terminan rebotando de los cerros y obstdculos geogrdfico, donde
muchas comunicaciones se interrumpen, a lo que respondo que seria dificil
porque la colina, montana u obstdculo geogrdfico, debe ser de relieve
conocido o representado por una funciéon del plano cartesiano.

Con la buena noticia de que los profesores contratados tenemos concurso
de oposicion, para ser ordinarios: Estudiar y presentar las pruebas de las cuales
me hago docente de planta, con el frabajo posterior para ascender a la primera
categoria de "Asistente”, mds el inicio de la maestria: "Ensenanza de la
Matemdticas Basicas” me consumen un par de anos. En el 2006 retomo el trabajo
sobre el “Rebote Parabdlico”, realizando numerosos ensayos, con CUerpos
esféricos en caida libre sobre una inclinacion fija, que demuestran mis formulas
con margenes de error promedio del 5% y 4%, con picos maximo del 7%. De
hecho, desde que deduje estas ecuaciones, las uso con mis estudiantes en las
secciones de Fisica |, gue me programan. Con problemas creado sobre rebotes
parabdlicos en diferentes inclinaciones. Md&s adelante por la casualidad de
conocer que, la funcién derivada de una funcién es la pendiente de la recta
tangente en cualquier punto de esta Ultima, se me ocurre la idea que ahora se

puede deducir el rebote sobre una superficie curva, siempre y cuando esta
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superficie esté representada o se asuma por una funcidn del plano cartesiano
contfinua, porque tan simple que la recta tangente, es la recta inclinada del
rebote en el punto de contacto.

En el V congreso cientifico de la Universidad de Oriente, expongo en la misma
modalidad, el tema: "Rebote parabdlico sobre una superficie curva conocida”,
variados docentes muestran interés en el hecho novedoso y sencillo, un maestro
del bachillerato me dice que incluso se puede dar estos conocimientos en la
cinemdtica de ese nivel. En ese Congreso ofro docente me preguntod si yo habia
publicado estos hallazgos explicdndome que luego de un arbitraje por expertos
puedo publicar en una revista cientifica estas deducciones y ser reconocido
como un ‘“investigador”, me recomienda ampliar estudios en la mecdnica
avanzada. Porque alli el conoce que existe el tema de colisiones.

Me dedico entonces a realizar una amplia investigacion sobre el tema del rebote
en general, cuando la labor diaria personal lo permite, empezando de nuevo
porlo bdsico, lei y busqué el tema en todos los libros de fisica o mecdnica cldsica
de la biblioteca central, donde solo encontré rebotes sobre rectas verticales y
horizontales, como ejercicios propuestos Unicos con las consideraciones
idealizadas sencillas sobre los dngulos de rebote. Confirmando mi percepcion
inicial de que mi propuesta es inédita; luego en libros de Mecdnica avanzada
enconiré el concepto de "“Restitucion” de toda colision en funcidon de las
velocidades involucradas, valor que oscila entre “Cero y uno”, (Casos extremos
de colisiones perfecta ineldstica y eldsticas), estudié algunos problemas de
rebote sobre superficies rectas inclinadas representadas por cuerpos, que se
resuelven por “Cinética de la Particula” y por la conservacion de la energia
mecdnica. Es decir, si existe el rebote parabdlico y se encuentra la direccion de
salida del cuerpo con férmulas y temas que se ensenan a mediados de la carrera
de ingenieria mecdnica. Donde por lo general son unidades que estando en los
contenidos de estos libros, no se dan en los programas de asignaturas
profesionales en las carreras de ingenieria, por su complejidad.

Entfonces mi propuesta nivel bdsico es Unica, como se confirma en los libros a
estos niveles, por no existir. Para términos del ano 2009 escribo unas 15 pdaginas,

(solo del rebote sobre una recta inclinada), donde ahora se respalda las
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deducciones con los resultados de los experimentos controlados que realice,
donde se acunha una ecuacion generalizada del dngulo de rebote, ya deducida
de los eventos en toda colision; sin dnimos de contfar una larga historia, donde
tuve muchas dificultades para publicar esta investigacion como articulo, (historia
que relato en ofro trabajo como andilisis filosdfico en una critica constructiva al
mundo actual de las publicaciones y de quienes se dedican a administrarla).
No es sino hasta el 2014 cuando entrego una actualizada version del
“Rebote rectilineo y parabdlico sobre una superficie recta inclinada” en la
universidad donde realizo el doctorado en educacion, junto a otros tres articulos
de temas diversos, sobre diddctica y grdfica de funciones matematicas; para
mediados del 2015, responden, con la aprobacién de los cuatro articulos, que
pronto saldran en una version de larevista: “Ciencia y Educacion”. En el ano 2016
me entero de que la revista cerrd su administracion por diversos motivos, y todos
los articulos aprobados quedaron sin ser publicados.
En diciembre vigjo al Ecuador, para conversaciones con la Universidad de
Guayaquil, por medio de talleres de formacion docente en Matemdtica y Fisica.
Logro una confratacion en mayo del 2018, en un tercer vigje a este pais, para el
mes de marzo me contacto, con la revista “Paradigma” de la UPEL, la cual
acepta publicar el articulo del rebote alli, emigrado de la otfra revista de esa
misma universidad, es el volumen 34, N° 1 de junio 2018; pdginas 112-124.
Seguidamente envid mi segundo articulo: "Rebote parabdlico sobre una
superficie curva conocida”, a la revista "Alternativas” en la Universidad Catdlica
de Santiago de Guayaquil; el cual es aceptado y publicado en esa revista en
diciembre de 2018. Volumen 19 N° 3; pdginas 31-36. Ademds, coloco la primera
publicacion en mi GOOGLE académico. Hasta la fecha aparece en segundo
lugar con sobre las 100 visitas y consultas, sobre el bello e interesante tema del
rebote parabdlico sobre superficies conocidas.
Enjulio del 2019 logro la tercera publicacion sobre el tema del rebote parabdlico,
en esta oportunidad como recopilacion de experimentos controlados del rebote
en esferas de diferentes tamanos y constituciones, sobre superficies rectas
horizontales e inclinadas, ensayos de laboratorio realizado junto al profesor

Gustavo Garcia, nuevamente en la revista *Paradigma” de la UPEL, volumen XL,
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(40), N° 1, pdagina 218. Con los tres articulos publicados, decido hacer una
compilacion textual, con la “Editorial Académica Espanola”, a finales del ano
2019, luego para una mejor validaciéon como obra contacto al grupo “*Compas”,

para la publicacion arbitrada de este texto en segunda edicion.

Preliminares del tema del rebote

El rebote parabdlico aqui desarrollado, consiste en ecuaciones geométricas
sencillas que dan apertura a una gama de posibilidades con aplicaciones en la
cinemdtica cldsica, el Cdlculo diferencial y la grafica de relaciones en el plano,
ademds puede tener aplicaciones y soluciones a situaciones actuales sobre todo
lo relacionado a una colisidn entre un cuerpo contra una superficie: Desde
problemas en Fisica |, sistemas de ecuaciones en el plano de intercepcién entre
funciones algebraicas o tfrascendentes. En este texto se desarrolla el rebote
parabdlico de un cuerpo asumido como particula, que, al chocar con una
superficie considerada solida, rebota de la misma en un movimiento parabdlico
consecuente por efecto de la gravedad terrestre siempre presente, como
avance, porque en la actualidad solo se estudia cuando la superficie de
contacto es una recta vertical u horizontal, en donde se invierte una de las
componentes de la velocidad, sin asumir pérdida de rapidez por el choque ni
pérdida de inclinacidon, como idealizaciones.

Este texto, abarca el rebote parabdlico con una superficie recta inclinada y
contra una superficie curva representada por una funcidn conocida, ejercicios
resueltos como ejemplos, ejercicios propuestos con sus respuestas, en el mejor
posible orden de dificultad; asi como los resultados de dos experimentos
controlados seleccionados, para confirmar o validar las ecuaciones propuestas.
Se agrega un cierre conclusivo y recomendaciones generales sobre la utilidad

|“

en el "uso” de estos avances en la mecdnica cldasica, tanto para el bachillerato,
para la universidad, como en la vida diaria. La frase clave es: “Deduccion del
dngulo con la horizontal”, de un cuerpo que rebota sobre una superficie
conocida.

En el lanzamiento de proyectiles el cuerpo describe un movimiento parabdlico

concavo hacia abajo, (lamado convexo), por efecto del campo gravitacional
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terrestre donde la trayectoria ocurrird en el tiempo de vuelo de la particula; en
este caso el estudio actual del desplazamiento se hace de forma paramétrica;
es decir, por eje coordenado con funciones vectoriales por dimensidn en
relacion con el tiempo.

Los movimiento de los cuerpos en lineas rectas y en planos asumidos como
movimientos: Circular y parabdlico ha sido estudiados desde la antigledad por
egipcios y griegos, entre otros, pero es el cientifico italiano Galileo Galilei (1564-
1642) el primero en establecer modelos idealizados con aceleracion constante,
de la gravedad terrestre, él fue el primero en formular las ecuaciones bdsicas en
el movimiento que denomind “Caida libre”, al dejar caer diferentes objetos
desde la torre inclinada de Pisa, contabilizando los tiempos, con los latidos de su
corazén. La cinemdtica como parte de la mecdnica cldsica es una ciencia
nacida de las mediciones del tiempo a finales del siglo XVIl y sus ecuaciones se
deducen con el estudio de las “dareas” al graficar las magnitudes de: aceleracion
constante, velocidad y posicidon en relacion con el tiempo, descritas en el
denominado método grdfico, (que demuestra la relacion matemdtica por
infegracion de estas magnitudes. En 1971 el astronauta David Scout dejo caer
un martillo y una pluma sobre la superficie lunar, donde ambos llegaron al suelo
simultdneamente, demostrando que estdn bajo la accién de un campo de
aceleracién constante, con fricciones despreciables; (Sears / Zemansky 1999).
En una colision se producirdn fuerzas impulsivas de un cuerpo sobre otro, por la
3era Ley de Newton, si el contacto se realiza bajo el esquema de sistema aislado

(fuerzas externas despreciables), entonces el vector momento lineal total se

conserva: P.=P — |Ap=0

Luego se habla de "Coeficiente de restitucion (e)”, que denota el porcentaje de
rapidez conservado en elrebote; (Berr / Russel 2010) y (Meriam Kraige 2007). Valor
entre [0 y 1], que dice que para un valor cero los cuerpos en la colision
permanecen “juntos” o enganchados por las deformaciones del contacto o por
seguir la direcciéon del choque, (colision ineldstica perfecta), con un valor de 1,

es una colision sin pérdida de energia cinética, (choque eldstico), estos valores
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se obtienen de la férmula: e = (Vi — Vi) / (Vo2 — Voi). Para dos cuerpos que
choquen.

La situacion fisica de un rebote es cuando un cuerpo, con dimensiones y de
suficiente cohesion interna para no absorber toda la fuerza impulsiva, choca con
una superficie de masa muy superior, (1), donde la masa del cuerpo es infima
con respecto a esta, de tal forma que la misma conserva su reposo en el
impacto; en consecuencia, para este caso la ecuacion de restitucion queda
como: e = Vi2/ Voo2. Donde en la realidad el cuerpo rebota con tendencia a girar
y vibrar en torno a su centfro de masa, (lo que influye en el dngulo de salida con
respecto ala horizontal), haciendo que este no sea solo dependiente del dngulo
de entrada en el choque), situacidon que se desprecia al asumir el cuerpo como
particula en un contacto con la superficie puntual. Es decir, la consideracion
idealizada muy cercana a la realidad es el hecho que la magnitud del dngulo
de incidencia con respecto a la superficie de choque serd igual a la magnitud
del dngulo de salida con respecto a la misma superficie recta, en el rebote.

En este frabajo se exponen las deducciones de ecuaciones que permiten
conocer la direccién del movimiento del rebote de una particula en un choque
eldstico o ineldasticos con pérdida de rapidez sin pérdida de inclinacion, en las
situaciones de: rebote rectilineo, rebote parabdlico sobre una linea recta
horizontal, vertical, inclinada y sobre una curva conocida; el trabajo plantea la
posibilidad de incluir estos contenidos en el programa de la catedra de Fisica .
Ademdas de las situaciones inéditas de descubrir el encuentro o cruce entre
funciones algebraicas y frascendentes, (de solo solucion grafica o por algoritmos
de aproximacion), asi como el arco total desplazado, son situaciones posibles en
las asignaturas de: Cdlculo Integral o incluso en los Métodos Numéricos.

La deduccidon de la direcciéon de salida de una particula que rebota sobre una
linea recta inclinada o sobre una curva conocida, son cdlculos inéditos en la
cinematica, generando un compds de datos e incognitas que invitan al
estudiante como al docente, al cdlculo en los estudios bdsicos de: a) el alcance
total después de cada rebote sobre una recta horizontal, vertical o inclinada. b)
el cambio en la direccion de la velocidad, con su posible pérdida de rapidez en

cada rebote que ocurra. c) el uso de técnicas numéricas con graficas de
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relaciones para hallar los puntos de corte entre funciones algebraicas vy
transcendentes, y d) la integracion para conocer de arcos de curva desplazados
por el vuelo de la particula en los casos de rebote sobre una superficie curva
representada por una funcidén conocida; es decir es un trabajo académico que
genera y amplia conocimientos en temas fundamentales de la Fisica y la
Mecdnica universitaria

El trabajo ha sido realizado en funcion de lograr el aprendizaje a través de
la practica en la resolucion de variadas situaciones ilustrativas de las tipologias
especificadas de rebote de una particula en una y dos dimensiones, con

problemas resueltos y propuestos con la respectiva solucion.
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CAPITULO |

EL REBOTE PARABOLICO, SU DESARROLLO

Antecedentes

Son pocos los trabajos realizados en referencia al rebote parabdlico de una
particula sobre una superficie dada, en los textos de mecdnica clésica o Fisica
para ingenieros, asi como de Mecdnica Racional en su parte de dindmica. Solo
se muestran a manera de ejemplos particulares sin desarrollo conceptual, el
rebote sobre una superficie recta horizontal y vertical, sin existir el fema en sus
indices analiticos; el rebote parabdlico ha sido desarrollado por el autor desde
el ano 2004: Aplicado en clases a sus estudiantes, en congresos nacionales, en
numerosos talleres a docentes, y expresado en tres publicaciones de revistas
cientificas recientes, como se menciona en el prefacio.
En estas publicaciones el objetivo general, es el de ampliar la aplicacion
cinemdtica en el movimiento en el plano de una particula, con la capacidad
de rebotar, en movimientos parabdlicos bajo la influencia del campo
gravitacional, a la vez de abrir el debate de sus aplicaciones en general. Este
trabajo reune el contenido de estas publicaciones agregando una gama de
ejemplos y ejercicios de aplicaciones en las materias de: Fisica |, Matemdatica ll y
Mecdnica universitarias; asi como los resultados en dos experimentos controlados
del rebote de una esfera de hierro en una superficie recta horizontal de férmica,
y de una esfera pldstica sobre una superficie recta inclinada de metal, como

validaciones a las situaciones asumidas.

Definiciones necesarias

El lector debe estar en conocimiento de los conceptos bdsicos de la
cinemdtica clasica, asi como de conceptos desarrollados en referencia a la
situacion del rebote parabdlico o lineal de una particula sobre una superficie
dada representada por una recta o por una curva conocida. Luego el
movimiento parabdlico como la “Mezcla” de un movimiento horizontal
constante y una cinemdtica vertical libre, se define paramétrico por eje

coordenado en funcion del tiempo, con las condiciones siguientes
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Que la aceleracién a_ en el eje “X”, es constante igual a cero (movimiento

horizontal uniforme), la aceleracion ﬁy en el eje "Y", es constante con valor de

la gravedad terrestre y no se considera la friccion del aire (movimiento vertical

libre), sus ecuaciones son

—> d - —> —
Ecu.1 [Xf = Xo+ Vox .t Ecv.2 |17, =Voy+ gt
- — - 1 _ . .
Ecu.3 |Yf =Yo+Vo, .t+5gt2 Ecu.4 |V 2=V 2+25(AY)
Ecu.5 [max= —2 | — Tmox = -2 (S. Internacional), con Tmax = 2y
g 9.8 32,2

(S. Ingles). Solo para velocidades iniciales positivas: verticalmente hacia arriba.

En el siguiente esquema, figura (1), se muestra un tipico lanzamiento de un
proyectil, con una velocidad inicial de componente en los ejes positiva, primer
cuadrante, el adngulo ® con la horizontal en el punto "A” o punto del
lanzamiento, su movimiento en los puntos “B”, “C" y “D"” donde regresa a la altura

de lanzamiento, culminando luego en el piso referencial.

A R B C

Xo

Figura 1: diferentes puntos de interés en un lanzamiento parabdlico.

-

i —
Dénde: (Vo =Vox+Voy| Como el vector velocidad inicial. Ecu. é

—> —
Y |V =Vf, +V f,| Como Vector velocidad final a cualquier tiempo. Ecu. 7

El dngulo en cualquier punto, con la horizontal serd Tan'(Vy / Vx). Ecu. 8

Siendo la rapidez, el escalar moédulo de la velocidad, en cualquier instante.

14



Alcance horizontal: Distancia en linea recta horizontal desde el lanzamiento de
la particula hasta su nuevo contacto con la superficie, el cual se logra en el
tiempo de vuelo, o tiempo en que la particula permanece en el aire, con una

trayectoria simétrica’, este alcance tiene por relacion

_ Vo?Sen(29)

R — Ecu. 9
g1

Alcance por la inclinacion: Distancia en linea recta representada por un
segmento de la inclinacidon desde un primer rebote particula hasta su nuevo
contacto sobre ella. Este alcance no tiene su correspondiente formula particular,
mas adelante se hacen deducciones, a partir de cada situacion cinemdtica

especifica.

Alcance por la curva: Como la distancia en arco a través de la curva
representada por una funcidén continua?, desde un primer rebote de la particula
hasta su nuevo contacto sobre ella; este alcance usa la ecuacion del “Arco de

una funcién” como aplicacion de la integral definida.

Angulos caracteristicos en el rebote: Como simbologia en este trabajo se
utilizardn las siguientes letras del alfabeto griego para denotar los dngulos que
intervienen y caracterizaran al movimiento parabdlico, con sus posibles rebotes

de una superficie solidas.

Con respecto a la horizontal son

®: Angulo de todo lanzamiento parabdlico, (Fi).

1 En el texto: “Fisica I, Mecanica clasica para estudiantes de ingenieria”. 2da edicion; (Tirado
2015), se denomina a este tiempo de vuelo, “Exacto o Simétrico”. Con Y = Yo.

2 Mas adelante se aclara en el tema del rebote parabdlico sobre una superficie curva, no exige
qgue la funcién que la representa sea continua o mondétona.

3 Simbologia necesaria de identificacion de cada angulo, que se mantendra en la obra.
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B: Angulo de incidencia con respecto a la horizontal, donde choca la particula
que representa al cuerpo, (Vita).
a: Angulo del rebote o direccién de salida después del contacto, con respecto

a la horizontal (Alpha).

8: Angulo de la inclinaciéon en donde ocurre el contacto, (Tita).

Con respecto a la superficie de chogue son

y: Angulo aceptado como comuin, (Gamma). Del antes y después del rebote,
en referencia a la superficie de contacto. Aceptacion ideal para las situaciones

de la fisica clasica, (ver figura 2 siguiente).

Figura 2: (Angulos de un lanzamiento y rebote, caso horizontal con 6 = 0°).

Coeficiente de restitucion: Magnitud obtenida con el cociente de las

velocidades relativas, al final y al inicio de una colision,

_Vf1 - Vf2
Vo1 — voz2’

Este valor oscila entre cero, (“Cuerpos juntos” llamada colision ineldstica
perfecta) y la unidad, o colision eldstica sin pérdida de rapideces. Donde se
asume la conservacion de la energia cinética. El denominador nunca se anula,
en vista que las velocidades iniciales para que puede existir colision deben ser o
tener componentes opuestas.

Colisién: Evento entre dos o mds cuerpos que enfran en “contacto” en una

fraccion de tiempo, en donde existird fransmision de fuerzas impulsivas.
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Cuerpo que rebota: Como todo cuerpo considerado particula o toda onda en
cualqguier medio que entren en colision con una superficie dada, con capacidad
de rebotar.

Rapidez: Escalar definido como el mddulo del vector velocidad, en cualquier
punto de su frayectoria, de dimensidn distancia entre tiempo.

Rebote: Tipologia de colision donde un cuerpo que choca con una superficie
impenetrable de masa considerablemente mayor, de tal forma que la
transmision de fuerza del cuerpo no afecta el reposo de la superficie y en
consecuencia el cuerpo invierte el total o parte de su velocidad de incidencia,
Aqui no se cumple la conservacion del momento lineal. El cambio en las
componentes de la velocidad nunca es proporcional, haciendo que haya

diferencia en el dngulo de salida, salvo en los casos que se asuma como rebote

. . Vi1
eldstico, donde la restitucion es: e = —

Tiempo de vuelo: Tiempo en que una particula que es lanzada o que rebota de
una superficie, permanece en el aire o en vuelo, bajo el campo gravitacional
terrestre. Se considera tiempo de vuelo exacto o simétrico, cuando la altura de
lanzamiento es igual a la altura de contacto con la superficie, y solo en este caso
se foma como: dos veces el fiempo maximo.

Tiempo maximo: Tiempo en alcanzar la altura mdxima de todo lanzamiento
vertical o parabdlico, donde la componente vertical de la velocidad inicial fue
positiva.

Velocidad: Vector que indica las componentes por eje coordenado de distancia
entre tiempo, de toda particula en movimiento, en cualquier punto de su

trayectoria.

TIPOLOGIAS DE LOS REBOTES, DEDUCCIONES Y SITUACIONES
Como se ha dicho, el aporte al conocimiento de este frabajo radica en

descubrir el dngulo de salida de un evento conocido como “Rebote” en

diferentes circunstancias y con la siempre idealizacion de que los dngulos de

incidencia y del rebote se conserva con respecto a la superficie; es decir, en el

infimo contacto no hay deslizamientos ni giros apreciables en el cuerpo, que se

asume para realizar estas deducciones, (procedimiento caracteristico de la
17



Fisica cldsica), cuando por ejemplo se considera la aceleracion constante para
poder realizar la formulacidn en la cinemdatica rectilinea4. Postura con bastante
cercania a la realidad, como veremos mds adelante en los ensayos realizados
para validar las formulas del rebote; donde incluso se pueden hacer “cambios”
en datos de las innumerables situaciones posibles, con fines diddcticos y de
ejercitacion, como apertura para la prdactica en general del movimiento en el
plano.

A continuacion, las tipologias de rebotes, desde lo mds bdsico y conocido, hasta
las deducciones propuestas con ejemplos resueltos y ejercicios propuestos con

su solucion.

a) Rebotes en una dimensién sobre una recta, “Rectilineos”

Es el rebote que contfinua por la misma recta de su incidencia, caso fipico
cuando se deja caer una pelota de goma desde una altura sobre un piso
horizontal, incidencia y rebote al mismo dngulo de 90°, con evidente pérdida de
rapidez por la energia disipada en el impacto; de hecho, si se observa bien, por
lo general la pelota no retorna por la vertical; confirmando que la perdida de
rapidez involucra, en la realidad del mundo, una pérdida de dngulo de
elevacion. Otro ejemplo ocurre sihacemos rodar un cuerpo esférico con friccion
estatica por rodamiento sobre un piso horizontal, y este rebota de la pared
vertical contra la que choca, tipico juego de ninos, o el caso de las bolas de
“Pool” en un juego de mesa, cuando la pelota rebota de la bandas. Interesante
es que se puede asumir cambios angulares en la incidencia y en el rebote
consecuente, ademds de pérdidas de rapidez, como datos o incodgnitas de

estas colisiones, en situaciones o problemas planteados.

b) Rebote parabdlico sobre la recta horizontal
El término o incidencia de un vuelo parabdlico tipico que colisione contfra un piso

horizontal, los ejemplos mdas comunes son el baldon de futbol al rebotar en el

4 Férmulas de aceleracion, velocidad y posicidn de un cuerpo que se mueve en la horizontal
o en la vertical.
> Todos estos como problemas y situaciones posibles, a estudiar en el bachillerato en general.
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campo vy la pelota de béisbol bateada o lanzadasé; en ambos casos, la pérdida
de rapidez por el rebote conduce a una menor elevacion. Situacion estudiada
en este Ultimo deporte, cuando un “"Campo” (Field), lanza la bola a la “Casa”
(Home), para sacar a un jugador que corre por la gloria de anotar, se sabe que
un vuelo directo demora mucho mds tiempo que un par de vuelos parabdlicos
con un rebote intermedio. De hecho, suele ocurrir que las componentes de la
velocidad de la pelota al rebotar cambian, donde la V, disminuye
sustancialmente por su inversion y la Vx tiende a conservarse e incluso a
aumentar, por efecto de la conservacion del impetu, si el sistema se considera
aislado; pero siempre con pérdida de rapidez total como realidad, donde aun

asi la pelota llega a destino, en menor tiempo. (Esquema en la figura 3).

B = a, El dngulo se conserva, se puede asumir asi,
en un rebote sobre una superficie recta horizontal /{V
o

de ocurrencia de derecha a izquierda y/o

I

viceversa, (Eje X); la velocidad de rebote en "x”,

Figura 3: La componente
vertical de la velocidad

“y", invierte su sentido. En estudios reales se sabe  invierte su sentido, “Rebote
sobre la horizontal”.

conserva su direcciéon y la velocidad de rebote en

que ambas pierden valor, pero la componente V,
pierde mds. Esta disminucion en la rapidez del
vector velocidad final o de impacto, es lo que implica una pérdida de elevacion

en el consecuente rebote.

c) Rebote parabdlico sobre la recta vertical
La colision ahora ocurre contra una pared vertical; este caso es la situacion del

lomado juego "Pelota de Pared”’” entre dos o mds personas, donde el

6 Unico ejemplo planteado sin resolver ni respuestas como rebote parabdlico, con la
horizontal, en el texto Serway, 4ta edicién de 1999. Pagina 96, problema 16. Donde no se
considera la altura inicial del lanzamiento.

7 Ejemplo recordado como Unico rebote parabdlico con la vertical, problema 104 en el texto
de Tipler/Mosca. 2006. Quinta edicién. Pp 76-77.
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“lanzador” cercano al muro, busca el mejor o mds escondido rebote posible,
contra él jugador que debe tomar la pelota. (Ver figura 4). Aquila componente
de la velocidad con mayor pérdida es la Vx por invertir su sentido y puede ocurrir
que la Vy gane valor, pero siempre con pérdida en el mdédulo de la velocidad
total o rapidez. Recordando que el dngulo de la velocidad en cualquier tiempo

de la trayectoria se calcula por tangente inversa de las componentes de la

velocidad.
o
- Figura 4: La componente horizontal de la
. velocidad se invierte, “Rebote sobre una
8 superficie vertical”.

B = a, El dngulo se acepta que se conserva en un rebote sobre una superficie
lineal recta vertical, de ocurrencia de arriba hacia abajo y/o viceversa, con
respecto a la vertical (Eje Y); la velocidad final en la horizontal invierte su
direccion después del rebote y la velocidad final en la vertical puede o no
conservar su sentido, dependiendo del dngulo “Vita” de incidencia, con la
horizontal. En estas dos tipologias de rebote, se pueden considerar incluso, en
sifuaciones a plantear como problemas y ejemplos a resolver, una
independencia de larelacidn que exista entre la pérdida rapidez y la inclinacion;
es decir se pueden plantear situaciones con pérdida de rapidez y conservacion
de lainclinacion, perdida de inclinacion sin pérdida de rapidez, o ambasé. Luego
es correcto pensar que el cuerpo que rebota en toda tipologia pierde rapidez
por la energia disipada en: el ruido que produce todo impacto, las posibles
deformaciones, en los deslizamientos o vibraciones durante el tiempo infimo de

contacto, (cuerpo con dimensiones).

8 Problemas para desarrollar en el basico Universitario.
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d) Rebote parabdlico sobre una recta inclinada, “Bajada”
Como primera deduccion de aporte, una simplicidad geométrica que permite
descubrir o continuar resolviendo movimientos parabdlicos consecuentes de
rebotes previos, en superficies rectas inclinadas.
El cuerpo al rebotar incide sobre la inclinacion, a un dngulo “y” con respecto a
esta, el cual se asume como “igual” en el rebote con respecto a la inclinacion
“@". (Ver figuras 5y 6 siguientes)?, donde él dngulo de incidencia con respecto a
la horizontal denominado con la letra griega beta “B”, se obtiene porla tangente
inversa de los componentes del vector velocidad final cuando hace contacto
con la superficie: y =B - 0, luego al frasladar esta relaciéon hacia el lado del
rebote, se puede obtener el dngulo con respecto a la horizontal, esto es: a =y -
0. De estas dos relaciones se obtiene la férmula para obtener la direccidon de
salida o rebote, con respecto a la horizontal

(a=B-20) Ecu. 10

Figura 5: Rebote parabdlico: “hacia abajo” sobre una recta inclinada

e) Rebote parabdlico sobre una recta inclinada en “Subida”

En este caso similar el dngulo de la incidencia o choque del cuerpo con la
superficie se obtiene con la relacion de dngulos: y = B + 0, luego al trasladar esta
relacion hacia el lado del rebote se puede obtener el dngulo “a” del rebote con
respecto a la referencia horizontal: a. =y + 6.

De estas dos relaciones se obtiene la formula para la direccidon de salida con
respecto a la horizontal, del movimiento parabdlico hacia arriba en un rebote

inclinado.

° Rebote parabolico sobre una recta inclinada, (Tirado 2018).
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(o =B +20) Ecu. 11.

Figura é: Rebote parabdlico: “hacia arriba” sobre una recta inclinada.

Estas dos ecuaciones permiten el cdlculo de variables cinemdticas nuevas
como: Vector velocidad final, dngulo de incidencia, distancia total desplazada,
tiempo total de vuelo y otros estudios de un movimiento parabdlico que sea
resultante de uno o varios rebotes sobre una superficie recta inclinada, a nivel de
la Fisica inicial en el bdsico universitario. Siempre que se establezcan las
consideraciones iniciales siempre indicadas: Que sea una particula y el rebote
se asume como eldstico o con pérdida de rapidez, pero sin pérdida de
inclinacion, (proporcion igual entre las componentes vectoriales: (Vy y V).

La inversion de la componente vertical o la anulacion de una de las
componentes de la velocidad dependerd del dngulo de incidencia “B”, el cual
se calcula por la direccion de la velocidad en el fiempo de contacto con la
superficie; donde el dngulo se rebote "“a” depende del dngulo de incidencia y
del dngulo de la superficie "0 " (inclinacion del de contacto)10,

Las ecuaciones propuestas 10 y 11, son deducciones realizadas bajo la
idealizacion propuesta de que el dngulo de incidencia y del rebote, con
respecto a la inclinacion “y” es igual; sin considerar las fricciones por la colision,
donde el dngulo de rebote se vea afectado por el coeficiente de restitucion “e”,
como se senala en el tema de “Choques” del capitulo “Cinética de la particula,
método de la conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento”;
textos de "Mecdnica para Ingenieros, Dindmica”. Es decir, las ecuaciones

expuestas en este frabajo pueden ser, en su ensenanza en la Fisica bdsica,

10 Ejercicios posibles en clases de Fisica I
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infroductorias a los estudios posteriores de cinética de una particula vy la
conservacion de la cantidad de movimiento.

De hecho, serd igual, al de un andlisis de este nivel con el coeficiente de
restitucion igual a la unidad: e = 1, choque eldstico, es importante y siempre
acotar que las situaciones ideales son comunes en la Fisica cldsica, como se ha
dicho; enfre las mds conocidas estan: La aceleracion constante, en la
cinematica, luego los coeficientes de friccion contantes y nulos, las cuerdas de
conexion sin masa e indeformables, las poleas sin masa ni fricciones internas y los

cuerpos asumidos como particulas, en la dindmica cldsica.

f) Situaciones posibles en el rebote sobre una inclinacion
1) La rapidez de incidencia por lo general no se conserva, existiendo pérdida de
energia por la deformacion y recuperacion del cuerpo y del ruido que se
produce, (choque pldstico o ineldstico). Entonces se pueden considerar
problemas con rapidez de rebote menor, sin pérdida de inclinacion y/o con
pérdida de inclinacidn de dato, sin pérdida de rapidez. Entre muchas
posibilidades a considerar y ejemplarizar.

2) Si se deja caer un cuerpo sobre una
inclinacion entonces el valor de “Beta” es
noventa grados, B = 90°. Si la inclinaciéon es

igual a 45° "Alpha” serd nulo, a = 0° Si la

inclinacion es menor a 45° *a” serd positivo,

y si la inclinacion es mayor a 45° “Alpha”
Figura 7: Rebote en caida libre.

serd negativo a < 0° rebote por debagjo de
(B =90°), y 6 mayor a los 45°.

la horizontal. Esta Ultima situacion posible se

ilustra en la figura 7.
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Figura 8: Rebote de salida, por debajo

de la horizontal.

3) En unlanzamiento hacia abajo puede
ocurrir que el dngulo de salida "Alfa”
después del rebote sea negativo. (Ver
figura 8). El dngulo: a < 0°. Lo que implica
que el siguiente movimiento es por
debajo de la horizontal. Similar al tercer

caso anterior.

4) En un lanzamiento "Hacia arriba”
puede ocurrir que el dangulo de
incidencia este por debagjo de la
horizontal, el cuerpo no ha alcanzado su
altura mdxima cuando choca con la
inclinacion, B < 0° la componente
vertical de la velocidad conservard su

senfido en el rebote. (Ver figura 9).

Y , Ymax

/2 i

/,R/Y @

0
Figura 9: Rebote con la incidencia por

debajo de la horizontal.

3 i 5) En un lanzamiento hacia arriba donde
=0 ég

el cuerpo incida sobre la inclinacion a

Ymax . .

cero grados, justo en el instante que

0 alcanza su altura mdaxima, Vy = 0, donde

el dngulo de incidencia es B = 0° vy el

Figura 10: Rebote "Hacia arriba” con rebote dependerd de la inclinacion Tita.

el angulo de incidencia a 0° grados.
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6) Si el dngulo de incidencia “Beta” es

mayor o igual que cero, B> 0°. Lainclinacion

tiene un dangulo igual o superior a los 45°. > X
(Ver figura 11). El cuerpo puede rebotar

verticalmente o en un movimiento .

parabdlico “de regreso”; es decir "Alfa” es Figura 11: Rebote “Hacia arriba”
mayor a los noventa grados, a > 90° vy la con angulo mayor a los 90°.

componentes horizontal y vertical, de la

velocidad se invierten.

g) Rebote parabdlico sobre una superficie curva conocida

Esta situacion se genera a partir de necesidades y situaciones como: 3Sera
posible hacer estudios de rebote parabdlicos sobre superficies curvas? La
respuesta estd, en que para el encuentro o colision del movimiento parabdlico
con una superficie curva se debe considerar dos aspectos

a) La superficie debe estar representada por una funcidon del plano cartesiano
conocida y derivable'!.

b) las ecuaciones paramétricas tipicas del movimiento parabdlico en el plano
deben expresarse en la funcidon pardbola de la particula; es decir se extrae el
pardmetro “Tiempo” y se expresa como una funcion y = f(x), a partir de las

ecuaciones por cada eje coordenado, esto es

1) Bje horizontal: V=V, x=x_ +V,t
2) Eje vertical: ny = Voy +gt; v = Y, +V t+ %gtz

2) Ecuacion de la pardbola, expresada como la siguiente funcidn del plano

11 L a funcién no tiene que ser mondtona, e incluso no necesariamente continua, como se vera

mas adelante.
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g(X — Xo)z.Seczqﬁ
V2

Y=Y, +(X—X0).Tan¢+l[ j Del lanzamiento parabdlico.
’ 2

g(X—Xy)%.Sec’a
15

Y=Y,+ (X —XyTana + %( ) Del rebote parabdlico.

Formula que representa la pardbola convexa, con un mdximo Unico o
pardbola concava hacia abajo, caracteristica de todo movimiento parabdlico
terrestre con la gravedad como el vector g =-9.8 m/s?2 o -32,2j p/s2.

Ecuacion que se simplifica un poco cuando el lanzamiento a un adngulo ¢, para
el caso de un rebote con inclinaciéon a, ocurre desde un origen : (Xo: Yo) = (0; 0).
Luego si el objeto lanzado rebota de la superficie de tal forma que no exista
deslizamiento o rotacion del mismo; el fiempo de contacto sea muy pequeno o
infimo, y el choque se considere aproximadamente eldstico, entonces el dngulo
de salida del rebote sobre la superficie curva “a”, serd igual al usado en las
ecuaciones 10u 11, una vez se calcula el dngulo “0", de la pendiente de larecta
tangente a la superficie en el punto de contacto, por derivacion de su formula,
(punto comun).

Con el dngulo “B" de incidencia es que se conoce la velocidad de la particula
al hacer contacto con la superficie, donde se encuentran las formulas del plano:
del movimiento parabdlico de la particula, con la ecuaciéon de la superficie2.

Siendo este Ultimo dato, el mas dificil de hallar, cuando se igualan
funciones de ecuaciones algebraicas compuestas con trascendentes, donde se
acude al método: “Grafica de relaciones”, para poder hallar dichas
intersecciones o con la resolucion, por algoritmos reductores del llamado
método de Newton-Rapson!s. Para un solo contacto o varios rebotes sobre la

superficie curval4,

12 problemas y ejercicios para plantear, en Fisica III de existir en el pensum, o en Dinamica.
Toda vez que el estudiante tenga la nocién de la derivada y la grafica de relaciones, (haber
aprobado la primera Matematica universitaria).

13 Método para encontrar soluciones algebraicas en polinomios por algoritmos de
aproximacion.

14 Ejercicios aplicables a la Matematica IV, o en los llamados métodos numéricos.
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La figura 12 ilustra un rebote con “B” en caida libre a 90°, como ejercicio de
ejemplo inicial, (desarrollado aqui como ilustracion), sobre la superficie
representada por la funcion logaritmica: y = Ln(x), en el punto comudn de primer
contacto: Xo = 2; es decir, con f’(2) = 1/2 de pendiente, el dngulo de lainclinacién
en el contacto es: © = Tan1(0,5) = 26,57°, entonces el dngulo de rebote “a”, del
movimiento parabdlico consecuente se calcula con la ecuaciéon 10, (rebote
sobre una recta hacia abajo), esto es

a = 90° - 2(26,57°) = 36,86° ~ 37°.

Y Cuerpo en caida libre
endiente
"""" ST Funciéon
i Ln(x)
) v Xl =1 Xo=2 )E

Figura 12: angulo de la inclinacion: @ = Tan(Y'(X, ))y €l &ngulo de rebote
como: a =3 - 26.

La ecuacion del nuevo movimiento parabdlico en cualqguier sistema de

medicion serd a partir del punto (2; 0,7) en metros o pies, como

Y 20,7 (X —2)Tan(37°)- (4.9(x —21)/225602(370))

Sistema internacional, g = 9,8 m/s2.

r =07- (x - 2)rnfare)- 110 =2 e (67)

o

Sistema inglés, g = 32,2 p/s2.
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Conocida o dada la rapidez de impacto, la velocidad del rebote con el dngulo
calculado se calcula vectorialmente en sus componentes a eje coordenado,
con el signo respectivo segun se plantea o dibuje el problema; en este caso con
la velocidad en la horizontal negativa, es que produce que el segundo término
de la ecuaciéon de la pardbola sea negativo.1s

Seguidamente se verifica si el cuerpo y la superficie curva, vuelven a coincidir en
un nuevo contacto'é, por igualacidon de la nueva pardbola con la superficie
dada. O la particula colisiona contra cualquier otra superficie o inclinaciéon; de
hecho, a partir de la ecuacidon general se pueden usar las ecuaciones
paramétricas por eje coordenados para otros o cualquieras cdlculos requeridos.
Luego para un proximo rebote se sigue la secuencia usada, lo que genera u
origina dos casos de solucion matemdatica diferente, cuando se busca igualar las
ecuaciones del rebote parabdlico con la ecuacion representativa de la
superficie curva.

Caso 1) La nueva ecuacion parabdlica del cuerpo que rebota y la ecuacion
que representa la curva, no tiene solucion, es decir no se encuentran de nuevo,
caso visual del ejemplo anterior, lo que implica que no existird un nuevo contacto
entre ambas y por ende no ocurrird un nuevo rebote. Recordando que el primer
contacto puede ser desde un movimiento parabdlico o caida libre, previo.
Caso 2) La solucién de la igualdad de la ecuaciéon potencial parabdlica con una
ecuacion de la superficie curva, sea esta algebraica o tfrascendente, permite
encontrar el nuevo punto de contacto, el nuevo dngulo de rebote y la nueva
ecuacion parabdlica del cuerpo que rebota.

Ver figura 13 siguiente: Que inicia con una caida libre sobre una superficie
representada por la funcidén continua del primer cuadrante: y = VX radical,

desde un primer punto Xo, con un segundo contacto en Xj.

15 El signo negativo en el segundo término surge de que el movimiento es a la izquierda.
16 Aceptando que la funcion superficie no necesariamente debe ser continua, porque la
ecuacion parabdlica del cuerpo que rebota puede “Volar” a través de la discontinuidad, sea

esta esencial, por intervalo o puntual.
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Segundo Primer .
rebot rebote Superficie
oo dada por la
/ funcion
y=vx

Xo

Figura 13: El cuerpo que rebota regresa a la superficie curva, en el punto X;

Luego si se conocen los dos puntos de contacto en el gje “X” entre el cuerpo
que rebota y regresa a la superficie curva, entonces se puede conocer el *Arco
de curva” desplazado por el cuerpo sobre su “Vuelo” sobre la superficie
conocida y representada por una funcion del plano'’. Ver esta posibilidad en la

siguiente figura 14.

3

Primer
rebote

Segundo
rebote

Figura 14: Arco desplazado por el cuerpo, después de dos rebotes sobre la

superficie: y = /x.

17 Ejercicios posibles para desarrollar en la Matematica II, llamada Calculo Integral, sobre
aplicaciones de la integral definida, denominada “Arco de curva”: ARCO = f;?w/l + (Fy)?.

Este calculo, si exige que la funcidn sea continua, para este vuelo del rebote parabdlico.
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h) Situaciones posibles en el rebote sobre una superficie curva

1) En un lanzamiento hacia arriba puede

ocurrir que el dngulo de incidencia este por

debagjo de la horizontal, (figura 15); el cuerpo

B<0 o

no ha alcanzado su altura mdxima cuando

choca con la curva, enftonces el dangulo

“Beta” es negativo (B <0).

Figura 15: Rebote “Hacia arriba”
con el angulo de incidencia por
debajo de “X”.

2) En un lanzamiento hacia arriba donde el cuerpo incide sobre la curva a cero

grados justo en el instante que alcanza su altura mdaxima, entonces el dngulo

“Beta” de incidencia serd igual a cero (B =0).

Figura 16: Rebote vertical o de “Retorno”
con el angulo de incidencia por encima de

la horizontal.
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3) Si el dngulo de incidencia “Beta” es

mayor o igual que cero, y la
pendiente de la recta tangente a la
curva en el punto de contacto es
igual o superior a los 45° el cuerpo
puede rebotar exactamente vertical
O en un movimiento parabdlico “de
con respecto a

regreso” sU

lanzamiento inicial. (Figura 16).



4) En un lanzamiento hacia abajo puede
ocurrir que el dngulo de salida “Alfa”
después del rebote sea negativo (a <0), lo
que implica que el siguiente movimiento

parabdlico es por debajo de la horizontal;

es decir "a” es un dngulo medido en sentido
horario. (Figura 17)18. Figura 17: Rebote “Hacia abajo”
con angulo por debajo de la

horizontal.

18 Entre las cuatro mas interesantes, de muchas posibles y similares al rebote parabdlico
sobre una superficie recta inclinada.
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CAPITULO Il

EJERCICIOS RESUELTOS Y PROPUESTOS POR TIPOLOGIA

1) Rebote rectilineo de una particula sobre una superficie recta

Si en el juego tipico infantil, una pelota de goma que rueda por un piso
choca contra una pared que estd dispuesta normal o perpendicular con la
trayectoria de choque, entonces la pelota rebota en el mismo dngulo de
incidencia de 90° con respecto a la pared, y la rapidez de salida estard
condicionada a la rapidez de choque, las energias disipadas por el ruido, el calor
disipado vy las deformaciones internas del cuerpo que rebota, sin afectar la
direccion de salida, la cudl serd solo dependiente de la direccidn o dngulo de

contacto; datos y situaciones que se pueden variar.

Ejercicios Resueltos

Ejercicio 1.1: Una nina de preescolar

lanza una pelota de goma rodando por
un piso horizontal, esta golpea la pared a
2 metros y regresa a la nina en una

posicion a 18 Cms. de donde fue

lanzada, (figura 18). Calcular el dngulo

< ——r—>

‘_—_-__--——__

de incidencia a la pared.
Figura 18: Juego infantil de pelota-pared.

Respuesta: El problema es una simple relacion de trigonométrica al considerar un
tridngulo isdsceles en la trayectoria de la pelota y de la igualdad en los dngulos
de incidencia y rebote.

La altura del fridngulo es de 2 metros y su base de 0,18 metros, donde estd la
nina, por lo que el dngulo interno en el punto de impacto de cada tridngulo
rectangulo que resulte de dividir exactamente el fridngulo isdsceles es
Tan1(0,09/2) = 2,58°. La pelota golpea la pared a 87,42°.
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Ejercicio 1.2: Del ejemplo 1.1 anterior, considere que la pelota es lanzada a una

rapidez de 1,4 m/s. En el choque pierde un 20% de su rapidez, sin afectar el
dngulo de rebote. Calcule el tiempo total del recorrido de la pelota.

Respuesta: Los recorridos de la pelota son dos de 2,074 metros cada uno,
hipotenusa de cada tridngulo rectdngulo que conforma el tridngulo descrito por
la pelota, entonces el recorrido de incidencia se hace en un tiempo de llegar a
la pared de: Ty = 2,074/1,4 = 1,48 s. El de rebote a menor rapidez serd de: 1,85 .

Para un total de 3,33 segundos.

Ejercicio 1.3: Del ejemplo 1.2. Calcule el tiempo total de recorrido si en todo el

trayecto actiua un coeficiente de roce estdtico por rodamiento de 0,015 vy la
masa de la pelota es “*m” gramos.

Respuesta: El coeficiente de roce implica una frenada constante en la pelota
sobre un piso horizontal por efecto de la friccion estatica: Fe = m(ae). Esto significa
que: FE=m.g.0,015. Entonces la aceleracion de frenado constante es: 0,147 m/s2.
El tiempo en el recorrido de incidencia se calcula cinemdaticamente: 2,074 =0 +
1.4(t) — 0,0735(1)2, con un resultado 1,62 s. En el recorrido del rebote con la
relacion: 2,074 =1,12(t) - 0,0735(t)2, incluyendola perdida de rapidez de la pelota

del 20%, con un resultado de 2,15 s. Para hacer un total de 3,77 segundos.

Ejercicio 1.4: Una bola de "Pool” choca a
8 m/s, y 22° de la banda de una extrana
mesa con buchacas como las indicadas,
en donde pierde un 15% de su rapidez.
(Ver figura 19). Si enfra a ese hueco en
0,13 segundos. Calcular a que distancia

perpendicular de la banda estd, esa

meta.

Figura 19: Juego de mesa con bolas duras.
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Respuesta

Vi = (8C0s22° - 8§5en22°k) m/s = (7,418i - 3k) m/s. Choque.

Luego la velocidad de rebote: V.= (6,305i + 2,547k) m/s. (Pérdida del 15%)

En 0,13 segundos la componente de la velocidad, perpendicular a la banda de
contacto inicial o paralela a la siguiente banda, desplaza una distancia en
metros de: 2,547x0,13 = 0,3312. (33,12 Centimetros).

Ejercicio 1.5: Del ejemplo anterior, nUmero 1.4, considera que la bola, ademds de
perder rapidez, pierde 5° de inclinacion al rebotar, con respecto a la banda; es
decir rebota mds pegada a esta, y calcule en que tiempo desplaza con la
horizontal, 50 Centimetros.

Respuesta: El dngulo de incidencia es de 22° y el dngulo del rebote es de 17°
con una rapidez de 6,8 m/s; el vector velocidad de rebote serd ahora de: V, =
(6,503i — 1,988k) m/s. Luego para recorrer 0,5 metros se requiere un tiempo de: T
=0,5/1,99 = 0,25 segundos

Ejercicios propuestos, con respuesta

Ejercicio 1.6: Una bola de “Pool” choca a 7,5 m/s a 82° de la banda, en donde

pierde un 22% de su rapidez, si la velocidad de rebote es el siguiente vector: V, =
(1,316 + 5,7k) m/s, diga que dangulo de inclinacion se pierde con la banda.

Respuesta 5°.

Ejercicio 1.7: Un baldn o pelota

inflada se deja caer desde una
alfura de 1,6 metros de un piso
horizontal y luego de rebotar
alcanza una altura méxima de 1,5

1.5M
metros, (figura 20). Cuanta rapidez

porcentual se pierde en el rebote.

Respuesta: 6,25%. Figura 20: Rebote vertical, con pérdida de

rapidez.
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Ejercicio 1.8: Un baldn de pldstico cae

desde el reposo rodando 3 metros por
una inclinacién de 30° y de coeficiente
de roce estatico por rodamiento de
0,12. (Figura 21). Choca con un borde
al final de la inclinacion, en una
incidencia a 65° de este. Calcular la

rapidez de choque y que distancia

maxima se aleja del borde, en el
rebote, si pierde la mitad de su rapidez. Figura 21: Rebote de un

Respuesta: Vc = 4,826 m/s. 0,616 M. balén que cae, al rodar.

Ejercicio 1.9: Del ejercicio 1.8 considere que el baldén no pierde rapidez al chocar
con el piso, pero logra la altura mdaxima de 1,5 metros por tener pérdida de
inclinaciéon. Calcule el dngulo de rebote con respecto al borde, y el vector
velocidad de rebote.

Respuesta: Br = 45°. (Pérdida de inclinacion de 20°).

V:=(3,41i + 3,41j) m/s.

Ejercicio 1.10: Una canica rueda por un piso a 7,5 m/s cuando golpea contra dos

paredes en una esquina de 90° entre las paredes, si incide a 40° de la primera
pared. (Ver esquema siguiente). Calcule el vector velocidad del segundo

rebote, si en cada colision pierde 20% de su rapidez y 6° de inclinacion.

40°

Respuesta: V2 = (4,24i - 2,25j) m/s.
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2) Rebote parabdlico sobre una superficie recta horizontal o vertical.

Ejercicios Resueltos

Ejercicio 2.1: Un jugador de futbol

patea un baldén en un campo plano a
una velocidad de (15i + 10j) m/s. Si el
balon rebota del piso sin  perder
rapidez. Calcule a que distancia
horizontal y en ascenso el baldn logra

los 2,8 metros de altura en su rebote,

medido desde el jugador. (Ver figura

22).
Figura 22: Baldn pateado sobre

la horizontal.

Respuesta: El balén sale 18,03 m/s con una elevacion de 33,70°. Logrando un
primer alcance de: R = (18,03)2Sen(67,4°)/9,8 = 30,62 meftros.

Como el baldn no pierde rapidez en el rebote, entonces continua su movimiento
con velocidad de (15i + 10j) m/s.

Luego la altura de 2,8 metros en el rebote se logra en dos tiempos, de la
relacion: 2,8 = 10(t) — 4,92(t)2. Que tiene como resultado los tiempos de: 0,335 y
1,706 segundos, (subiendo y bajando).

La distancia horizontal para el primero es: X = 15(0,335) = 5,025 metros.

Es decir, el baldn logra los 2,8 metros de altura después de rebotar, a los

35,65 metros horizontales del jugador.
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Ejercicio 2.2: Un campo derecho, lanza Figura 23: Pelota que

una pelota de béisbol en un rebota sobre la horizontal.
movimiento parabdlico, esta golpea el
piso a 20 metros del receptor con
velocidad de incidencia: (20i — 14j)

m/s. (Figura 23). Sila pelotarebota con

rapidez de 15 m/s. Calcular en que

Q
v

tiempo después del rebote llega a la o
casa, “Home”, y que altura ftiene,

cuando es atrapada.

Respuesta: El dngulo de incidencia es Tan1(-14/20) = -35°, es decir de 325° con la
horizontal, o 35° con la horizontal en sentido horario en el tercer cuadrante, con
la rapidez de salida de 15 m/s. La velocidad del rebote es de: (12,287 + 8,604))
m/s. (Angulo conservado).

El tiempo en alcanzar el “Home" es de: 20 = 12,287(t) — t = 1,628 segundos.

La altura en ese momento es: Y =0 + 8,604(1,628) — 4,9(1,628)2 = 1,02 M. (Quizds

muy alta para poder hacer el “Fuera”).

Ejercicio 2.3: Un campo central, toma la pelota y quiere alcanzar el *home”

ubicado a 55 metros de su posicion; si quiere que la pelota realice un solo vuelo
en donde alcance la distancia maxima horizontal, (despreciando la altura inicial
dellanzamiento). Calcule la velocidad inicial y el tiempo de vuelo, luego sirealiza
un lanzamiento con un dngulo de la mitad del primer lanzamiento e igual rapidez
de tal forma que la pelota realice un rebote en donde pierde un 30% de su
rapidez. Calcule el tiempo total en llegar a “Casa” bajo ambos esquemas vy

compare.

Respuesta: Como los 55 metros es la distancia de alcance mdximo, vuelo
simétrico, entonces el lanzamiento debe ser a 45° y la rapidez inicial se calcula
como: 55 =Vo2.Sen(2®)/g — 55(9.8) = Vo28en(90°). — Vo = 23,22 m/s. Entonces
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este vector es: (16,421 + 16,42j) m/s. El tiempo de vuelo es exacto o simétrico,
cuando Y =Yo:1t=(2)(16,42)/9.8 = 3,35 segundos. (Primer esquema).

Ahora si el lanzamiento es a 22,5° con la horizontal, el vector velocidad inicial
resulta como: 23,22(Co0s22,5i + Sen22,5j) = (21,453i + 8,886]) m/s.

Y el primer alcance, antes del rebote, es de

R = (23,22)2.5en(45)/9.,8 = 38,90 metros. (Faltan 16,1 metros para la “Casa”.

En un tiempo simétrico t) de: (2)(8,886)/9,8 = 1,814 segundos.

Luego la pelota al rebotar y perder un 30% de su rapidez quedando en 16,25 m/s
con un dangulo de salida de 22,5° igual al de incidencia, considerando las
condiciones iniciales, entonces el vector velocidad en el rebote es de
16,25(C0s22,51 + Sen22,5j). Vr = (15,011 + 6,22j) m/s.

El tiempo en recorrer los (55 — 38,9) metros restantes, para que la pelota llegue a
la casa, (Home), se calcula como: 16,1 = 15,01(t2).

Es decir, en: 1,073 segundos. En ese tiempo su altura cuando llega al diamante
se calcula porlarelacion: Y =0 + 6,22(1,073) — 4,9(1,073)2. Que da 1,033 metros.
Es decir, el tiempo total en que la pelota recorre los 55 metros con un rebote en
su recorrido es de: tr = 2,887 segundos. Menor al esquema de un solo vuelo total,
a pesar de que se pierde rapidez en el rebote, solo que aqui la pelota llega a

destino, con una altura de 103,3 centimetros de alto.

Ejercicio 2.4. Del problema anterior, ejemplo 2.3, considere que la pelota que

llega al “Home", después del rebote, lo hace a altura cero iguales a la del vuelo
mayor a 45°, entonces estime a que dngulo debe lanzarse para que bajo esta
condiciéon realice un rebote y cubra la distancia de 55 metros totales, en dos

vuelos simétricos o exactos, y en qué fiempo total lo realiza.

Respuesta: En el primer vuelo de la pelota, considerando una altura inicial
despreciable, se cubre una distancia de: di = Vo2.Sen(2®d)/g.

Si la pelota pierde un 30% de su rapidez al rebotar, sin perder inclinacion,
entonces la segunda distancia es: dz = (0,49) Vo2.Sen(2«)/g.

Con (x = @). Angulo de lanzamiento igual al rebote.
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Como la suma de las distancias debe cubrir la distancia de 55 metros y la rapidez
inicial de 22,23 m/s. Con la pérdida en el rebote. Entonces queda la relacion
55 = (22,23)2.5en(2®)/g + (15,56)2.5en(2®)/g. El resultado del angulo es de:

23,527°, para llegar a destino, al ras del suelo'?.

Ejercicio 2.5: Una joven ubicada a una

distancia horizontal de una pared
vertical. (Figura 24), lanza una pelota de
goma desde los 1,6 metros de alto a
velocidad de 16 m/s con 36° de
inclinacion, si la pelota llega a la pared
en 0,8 segundos y rebota sin perder
16m

rapidez. Calcular: Vector velocidad de

rebote y la altura de la pelota cuando

pasa exactamente sobre la muchacha

en su vuelo.
Figura 24: Juego “Pelota de pared”,

en rebote hacia arriba.

Respuesta: El vector velocidad del lanzamiento es: (12,94i + 9,4j) m/s. Luego la
pared estd a una distancia de: X = 12,94(0,8) = 10,352 metros; y la velocidad de
contacto con la pared, a ese tiempo, es: (12,94i +1,56)) m/s. (Accidon de la
gravedad en ese tiempo). Al rebotar y no perder rapidez la pelota sale con: (-
12,94i + 1,56]) m/s. (Invirtiendo solo la componente horizontal); desde una altura,
calculada como: Y =1,6 +9,4(0,8) — 4,9(0,8)2 = 12,256 metros, en la pared.

Con la misma rapidez horizontal, la pelota pasard por la posicidon de la nina en
otros 0,8 segundos, su altura es: Y = 12,556 + 1,56(0,8) — 4,9(0,8)2. Que da como

19 ¢Puede un jugador profesional por experiencia, lograr estos resultados, en el instante de
un juego? Estudio interesante si se incluyen estas formulas en las practicas; es decir que, en
funcion de la distancia estimada el jugador realiza su lanzamiento a angulo. Aceptada su
rapidez y perdida en el rebote.
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resultado los 10,37 meftros; es decir a 8,77 metros de la altura de lanzamiento. (Un

vuelo interesante).

Ejercicios propuestos, con respuesta

Ejercicio 2.6: Rehaga el problema anterior, ejemplo 2.5, con el hecho légico que
la pelota pierda el 16% de su rapidez, que se disipa como energia por concepto
de ruido y deformaciones internas en la goma, al rebotar.

Respuesta: Vr = (-10,87i + 1,31j) m/s.

La pelota pasa a 8,53 Metros. (6,93 metros por encima de la joven).

Ejercicio 2.7: Una joven lanza una

pelota de goma horizontalmente
contra una pared, desde los 1,8
metros de altura, ubicada a 6
metros horizontales, con rapidez
de 18 m/s. (Figura 25). Si la pelota
rebota de la pared hacia abagjo, y
luego rebota del piso, perdiendo
un 17% de su rapidez en cada

rebote. Calcule a que altura la

joven atrapa la pelota cuando

regresa a su posicion.
Respuesta: A 0,5 M.

Figura 25: Pelota de pared, en rebote

hacia abajo.
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Figura 26: Saque de tenis, recepcion a 5 Cms.
Ejercicio 2.8: Una pelota de

tenis es golpeada con una dits]

-

raqueta, desde los 1,5 metros ¢
de altura a una rapidez de 60
Km/h con 12° de inclinacion.
(Figura 26), si el jugador estd
ubicado a 12 metros de la red

la cual tiene una altura de un

™

metro. Calcule a que

distancia de esta, cae la s

pelota. Luego si en el rebote

contra el piso la pelota de tenis pierde un 30% de su rapidez, a que distancia
horizontal desde que rebota del piso, la golpea el otro jugador si el contacto se
realiza a 5 cenfimetros de altura en descenso.

Respuestas: 4,466 m. 10,357 m.

Ejercicio 2.9: Una golfista golpea

una pelota de golf y cubre una
distancia horizontal de *X"
metros, a un dangulo de 45°, si
desea cubrir esa  misma
distancia de tal forma que la
pelota realice un rebote y llegue
al piso exactamente, (figura 27).

Calcule a que inclinacion debe

golpear la pelota si esta pierde

la mitad de su rapidez en el

rebote. Figura 27: Posibles vuelos de una pelota

R ta: 26,565° de Golf, al ser golpeada.
espuesta: 26,565°.
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Ejercicio 2.10: Que porcentaje de pérdida, en la rapidez de rebote de la pelota

de golf, del problema (2.9), debe ocurrir para que los tiempos en el vuelo a 45°y

con un rebote, 3Sean iguales?
Respuesta: 58,114%. (e = 0,4189)20.

Resumen para resolver problemas del rebote 1y 2.

1.

Realizar un dibujo esquematico de la situacion planteada: Del cuerpo, de
la superficie de choque, asi como el nUmero de rebotes.

Establecer el origen coordenado o identificarlo si estd preestablecido.
Usar las ecuaciones cinemdaticas en una o dos dimensiones para descubrir
la o las relaciones que contengan las incégnitas, vectoriales o escalares
del problema, de incidencia o de rebote, por eje coordenado.
Considerar las situaciones donde existen: a) Pérdida de rapidez por
fricciones, cinéticas o estdticas por rodamiento, b) Pérdidas de inclinacion,
c) ambas.

Resolver para descubrir las incognitas con el uso del algebra bdsica,
considerando la relacidon entre los dngulos y rapideces de incidencia y de

rebote.

20 Seria interesante disefiar tablas que relacionen las pérdidas de rapideces para un primer
rebote, con el angulo de elevacion, en diferentes actividades deportivas. Conocidas la
velocidad inicial, la distancia deseada y por supuesto las caracteristicas del cuerpo que rebota.
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3) Rebote parabdlico sobre una superficie recta inclinada.

Figura 28: Lanzamiento

Ejercicios Resueltos horizontal desde una cima.

Ejercicio 3.1: Una pelota de golf

es golpeada horizontalmente a
12 m/s desde una cima de
inclinacion de 25° después de
rebotar en la misma en donde
conserva sU rapidez  de
incidencia. (Ver figura 28). Hallar
el vector velocidad de rebote y

la distancia total recorrida por la

pendiente hasta un segundo
contfacto.

Respuesta: Las relaciones cinemdaticas en los ejes, con el dato del tridngulo de
25° de la inclinacion son

di.Cos(25) = 12t1 en la horizontal.

0=di.Sen(25) - 4,912 en la vertical. (Voy =0).

De estas relaciones se obtiene: t1 = 1,142 segundos. Y di = 15,12 metros.

Luego la velocidad de incidencia en el rebote es: Vi = (12i = 11,19j) m/s, con
Aangulo B = - 43,01°, (velocidad final del primer vuelo), este se toma positivo por
considerar el rebote en el siguiente cuadrante del plano. Luego por la ecuacion
10 el dngulo de salida o rebote es: a. = 43,01 - 2(25) = - 7°. (Rebote por debajo de
la horizontal, la componente vertical mantiene su sentido, pero disminuye
sustancialmente). Entonces el siguiente movimiento parabdlico es: d2.Cos25 =
12Cos(7)t2. En la horizontal. Y

0=d2.5en25-11,19.5en(7)t2 — 4,912 en la vertical.

De estas relaciones se obtiene: t2 = 0,855 segundos. Y d; = 11,238 metros.

La pelota de golf desplaza una distancia total, en linea recta por la inclinacion,
de 26,36 metros después de un rebote parabdlico y regresar a la superficie

inclinada, en un tiempo total de 2 segundos.
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Ejercicio 3.2: Del problema anterior, ejemplo 3.1, rendgalo si la pelota de Golf es
lanzada a los mismos 12 m/s, pero con 12° de inclinacion.

Respuesta: Las relaciones cinemdaticas en los ejes con los datos del fridngulo de
25° y de la velocidad inicial es: di.Co0s25 = 11,74t en la horizontal.

0 =di.Sen25 + 2,5t — 4,9112 en la vertical.

De estas relaciones se obtiene: t1 = 1,626 segundos. Y di = 21,07 metros.

Luego la velocidad de incidencia en el rebote es: Vf = (11,74i — 13,44j) m/s, con
Angulo de incidencia B = - 48,85°, pero al rebotar e invertir la componente vertical
de la velocidad, se toma positivo para usar la ecuacion 10, luego el dngulo de
salida o de rebote con la inclinacién es

o = 48,85 -2(25) =-1,15°, (de nuevo por debajo de la horizontal).

El rebote es: d2.C0s25 = 11,74Cos(1,15)t2. Y

0 = d2.Sen25 - 13,44Sen(1,15)t2 — 4,91,2

De estas relaciones se obtiene: t2 = 1,06 segundos. Y una dz = 13,75 metros. En
esta oportunidad La pelota de golf desplaza una distancia total, en linea recta
por lainclinacion de 34,824 metros después de un rebote parabdlico conretorno,

en un tiempo total de 2,686 segundos.

Ejercicio 3.3: Se patea un baldn

desde la parte baja de una colina
gue forma una linea recta inclinada
en 15° con la horizontal, a una
rapidez inicial de 15 m/s. y a un
dangulo de 35° con respecto a la
inclinaciéon. (Figura 29). Hallar la
distancia total que desplazada el
baldn por la colina después del
primer rebote considerando que el

baldn conserva su rapidez (choque

eldstico).

Figura 29: Pelota de futbol pateada, sobre

una inclinacion.
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Respuesta: Primer movimiento parabdlico: Vo = Vox + Voy.

= Vo = (9,642i + 11,491j) m/s.

Andlisis horizontal: di.Cos(15) = 9,642.1;.

Andlisis Vertical: di.Sen(15) = 11,491.t - 4,9.1,2

De estas dos relaciones se tiene: di = 13,46 metros. En un tiempo 1,818s. Segundo
movimiento parabdlico (después del rebote); la rapidez inicial del rebote serd
igual a la rapidez final de incidencia sobre la colina antes del rebote, con una
velocidad de: Vi = (9,642 - 6,324]) = Rapidez de 11,53 m/s. a - 33,26° con la
horizontal.

Luego con: B = 33,26°, por la ecuacion 11. Se obtiene a = 63,26°.

El rebote serd a velocidad: Vg = (5,188i + 10,297j) m/s.

Andlisis horizontal: d2.Cos(15) = 5,188.12

Andlisis Vertical: d2.Sen(15) = 10,297 .t, - 4,922

De estas relaciones se obtiene la distancia: dz = 9,76 m.

En untiempo repetido de: t2 = 1,818 segundos. Se concluye que el baldn desplaza
una distancia total por la coling, luego de un rebote, de: 23,22 metros en un

tiempo total de 3,636 segundos.

Ejercicio 3.4: Un cuerpo con

Y vo=0

capacidad de rebotar se deja caer,
desde una altura de 50 centimetros,
por encima de una rampa de
aluminio inclinada en 14°. (Figura
30). Si se sabe que el cuerpo pierde

la mitad de su rapidez en el rebote.

Calcular a que distancia por la

14°

{ rampa hace contacto

Figura 30: Caida libre sobre una nuevamente.

inclinacion.

Respuesta: La rapidez de contacto con la superficie es: Vi2=2(9,8).(0,5). Vf; =3,13

m/s. Con un dngulo de incidencia, con respecto ala horizontal, de B = 90°. Luego
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el dngulo de rebote es: a = 90 - 2(14°) = 62° con la horizontal. (Ecuacién 10). A
una rapidez de rebote media de: 1,565 m/s la velocidad es: Vr = (0,735i + 1,382j)
m/s. El andlisis parabdlico por la rampa en cada eje queda como

d.Cos(14) =0,735(t).

0=d.Sen(14) + 1,382(t) — 4,9(t)2

Con resultados: d = 0,242 m. (24,2 centimetros). En un tiempo de vuelo de: t =
0,3194 segundos.

Figura 31: Rebote en subida, sobre una inclinacion.

Ejercicio 3.5: Un joven lanza

una piedra a 20 m/s, con 20°
de inclinaciéon, desde una
altura de 1,4 metros hacia
un muro de concreto
inclinado. (Figura 31). Si la
piedra hace contacto en

descenso en un punto que

estd a dos metros de la

altura del lanzamiento,

(total 3,4 m). Calcular a que
distancia horizontal del contacto con el muro se lanza la piedra y que altura
maxima alcanza esta, después de rebotar contra el muro de concreto si

continUa su avance parabdlico ascendente sin pérdida de rapidez.

Respuesta: El andlisis del eje "y" parabdlico es

3,4=1,4+20Sen(20)t; - 4,9(h)2

Y los tiempos resultantes son: 0,417 y 0,979 segundos.

Tomando el mayor con la piedra en descenso, el andlisis del eje “x” es

X =20C0s5(20)(0,979). — La piedra fue lanzada desde los 18,40 metros horizontales
del contacto. Estos resultados permiten conocer a inclinaciéon del muro, como: 0
=Tan1(3,4/18,4) = 10,47°.

El vector velocidad de contacto de la piedra contra el muro es

Vf=(18,794i - 2,754j) m/s. Con Vfx constante y Vfy en descenso.
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Este vectorindica un dngulo de incidencia B = - 8,337° con la horizontal. (Se toma

positivo por efecto del rebote). A una rapidez de 19 m/s.

El dngulo de rebote es

o = 8,336 +2(10,47°) = 29,28°. Ecuacidn 11.

La velocidad de rebote sin pérdida de rapidez es: Vr = (16,57 + 9,29j) m/s.

La altura total que alcanza la piedra, usando la ecuacion de altura mdxima es:

h=234+(929)2/19,6 = 7,805 m.

Ejercicio 3.6: Del problema anterior nUmero 3.5, que inclinacion tendria el muro

de tal forma que la piedra rebote exactamente hacia arriba, es decir no tenga

componente horizontal en la velocidad de rebote, y que altura mdxima lograria

la piedra, si en este esquema pierde la mitad de su rapidez.

Respuesta: Con el dngulo de incidencia: p = 8,337° y deseando que el rebote sea
de: a = 90°. De la ecuacion 11, se tiene 6 = (90° - 8,336°)/2 = 40,832°.

El muro debe tener 40,832° de inclinacion para que la piedra rebote

verticalmente hacia arriba. La velocidad de rebote sin pérdida de rapidez seria:

Vr =19 m/s. La nueva altura total alcanzada se calcula como

h=3,4+(9,5)2/19,6. = 8,01 metros.

Figura 32: Incidencia y rebote parabdlico.
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Ejercicio 3.7: Una esfera de metal

se lanza contra unainclinaciéon de
30°, que continua en un piso
horizontal. Esta golpea a
velocidad: (5i -16j) m/s. En un
punto de altura 3,5 metros. (Figura
32). Calcule la distancia por el piso
donde la esfera hace
nuevamente contacto si esta
pierde el 30% de su rapidez, en el

rebote.



Respuesta: El dngulo de incidencia es: B = Tan(-16/5) =-72,65°. Recordar que el
dngulo de incidencia se toma positivo para las ecuaciones 10y 11.

Entonces el dngulo del rebote es: a = 72,65 - 2(30°) = 12,65°. *Hacia abajo”.

La rapidez de rebote es 70% de 16,763 m/s (11,734 m/s rapidez de contacto).

Y la velocidad de rebote serd: Vr = (11,450 + 2,57j) m/s.

La esfera llega al piso horizontal en un tiempo calculado de
0=38,5+257(t)-4.9(t)2 — 1t =1,147 segundos.

El avance horizontal a este tiempo es: X =11,45(1,147) = 13,13 metros.

La distancia por el piso horizontal es: 13,13 - 3,5 / Tan(30) = 7,07 meftros.

Figura 33: Rebote parabdlico de regreso inclinado.
Ejercicio 3.8: Se lanza un baldn a

8 m/s e inclinacion 60°, desde un
piso horizontal a 3 metros de una
pared inclinada, como se indica.
(Figura 33), si el baldn golpea la
pared a 4 metros horizontales en
total. Calcule el punto de
contacto, la inclinacion de la
pared y que porcentaje de
perdida de rapidez, tendrd el

baldn, si al rebotar hacia abagjo

llega ala base de la pared.
Respuesta: El tiempo en que el baldn llega a la pared se obtiene de

4 =8Cos60(t). El tiempo es: t1 = 1 segundo. Luego la altura de contacto es

Y =0+ 8Sené0(1) -4,9(1)2. Y = 2,03 metros. El dngulo de la pared se obtiene por la
relacion: Tan-1(2,03/1) — 0 = 63,8°.

La velocidad de contacto es: Vfi = (4i — 2,872j) m/s. (Baldn cayendo).

Con un angulo: B =Tan1(-2,872/4) = -35,676°. Con rapidez de: 4,924 m/s.
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Un estudio particular para la situacion en donde hay inversion de ambas
componentes de la velocidad, descubre que el dngulo de la incidencia con la
inclinacion, lado arriba es: y = (90 - B) + (90 - 6) = 80,524°.

Luego el dngulo de rebote con respecto a la horizontal resulta, que este dngulo
es igual en el rebote con el lado abajo como: a. =y - 6. Obteniéndose un valor

por encima de la horizontal de: o = (80,52 — 63,80) = 16,72°. (Ver grafica).

0 =63,8°

La lI6gica para obtener este resultado es que se evoluciona la ecuacién 11, en:
o = 180 + B - 20. Lo que significa una ampliacion de esta ecuacion ante una
situacion donde se invierte el componente horizontal de la velocidad, y el angulo

de la inclinacion de contacto es superior a los 45°.

Continuando, con el gjercicio, si el baldn debe llegar a la base de la inclinacién
enfonces

0=2,03+VrSenl6,72(t2) — 4,9(t2)2. Andlisis parabdlico de la vertical.

-1 =VrCos16,72(t2). Andlisis parabdlico de la horizontal.

De aqui, se obtiene la rapidez de rebote: Vr=1,51 m/s. en: t2=0,7 segundos.

La pérdida de rapidez en el rebote debe ser de: (1 — (1,51/4,924))x100). Un
69,25%.

Ejercicio 3.9: Una pequena y maciza pelota pldstica se deja caer sobre una

superficie recta inclinada en un dangulo 0, si la pelota golpea la superficie a
rapidez de 10 m/s, desplazando por la superficie de 1,7 metros. Calcule el dngulo
de la inclinacion, si en el rebote no hay pérdida de rapidez.

Respuesta: Los andlisis por eje coordenado en el movimiento parabdlico de

rebote son respectiva y paramétricamente por ejes como
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1,7Cos0 = 10Cosa(t). Horizontal

0=1,7Sen6 + 10Sena(t) — 4,9(1)2. Vertical

Conlarelaciéon 10, entre a.y 6 como: a = 90° - 20. Se tiene por eje coordenado
1,7Cos0 = 10.Cos(90 -20) (t).

0=1,7Sen6 + 10.Sen(?0 -20) (1) —4,9(1)2

Al resolver las identidades trigonométricas, la relacidon en la horizontal es
1,7Cos0 = 10Sen(20)(t). — 1,7Cos6 = 20Cos06Seno(t).

Con el despeje del seno: Senb = (1,7 / 20t). (1).

En la vertical: 0 = 1,7Sen6 - 10C0s(20) () —4,9(1)2 —

0=1,7Send - 10[Cos2(0) - Sen2(0)].(1) - 4,2(1)2. Con el cambio trigonométrico
0=1,7Sen6 - 10[1 - 2.Sen2(0)] (t) - 4,9(1)2. —

0 =1,7Sen6 - 10(f) + 20Sen2(0)(t) — 4,9(1)2. (2).

Al sustituir (1) en (2), se tiene

0=(1,7)2/20.t - 10(t) + (1,7)2/20.t - 4,9(1)2 —

0=2,89/10t - 10(t)2-4,9(1)2

0=-4,9(t)3-10(t)2 + 0,289. Una ecuacion cubica cuya solucion es de dos tiempos
negativos y un tiempo en 0,1635 s.

Este valor en la relacion (1) indica que el angulo de la inclinacion donde rebota
la pelota pldstica es de: 6 = 31,32°.

o Figura 34: Rebote sobre una pared inclinada.
Ejercicio 3.10: Una pelota de

goma se lanza contra una pared,
perpendicular a un piso que estd

inclinado en 15° con velocidad

de (8i + 16]) m/s. Como se indica

4m

en la figura 34. Si la pelota pierde

el 10% de rapidez en el contacto

\

<

T
\,g'
/ L 5
=

y rebote, calcule la distancia
horizontal por detrds y a la altura 3:"“)
de la lanzadora por donde

“pasa” la pelota.

Respuesta: El fiempo del primer vuelo se obtiene por
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4=8t1, - 11=0,50s.

La altura que gana la pelota es: Y =0 + 16(0,5) — 4,9(0,5)2.

Con resultado de 6,77 m.

Por la pared inclinada la distancia de contacto (6,77)Cos15 = 6,54 m.

A velocidad: Vf = (8i + 11,1j) m/s. Efecto de la gravedad en el primer vuelo.

Son 13,68 m/s. A un dngulo con la horizontal de: B = 54,22°.

Un andlisis del contacto indica y = (?0° - B) + 6.

y = (90° - 54,219) + 15 = 50,78°.

Donde el dngulo del rebote con la horizontal es: o = 90° - (y + 0).

a =90°- (50,78 + 15) = 24,22°.

Al sustituir landa “y"” en la relacion de alfa “a” se obtiene la conocida relacion
de: B - 20, para el rebote parabdlico en descenso.

Se concluye en este andlisis que a pesar de que la pelota rebota y continda
ascendiendo, solo invirtiendo la componente horizontal de la velocidad, se
aplica la relacion 10 en vez de la 11, por efecto de que la pared estd inclinada
en el segundo cuadrante del plano.

Luego, con un 10% de perdida, el rebote es: V, = (0,90)(13,68) = 12,31 m/s. Este
vector a 24,22° de inclinacion es: Vr = (-11,23i + 5,05j) m/s.

La pelota para regresar a la altura de lanzamiento, lo hace en un tiempo
obtenido de la siguiente relacion: 0 = 6,77 + 5,05(t2) — 4,9(12)2.

— Tiempo = 1,8 segundos.

Luego la distancia horizontal: X = 11,23(1,8) = 20,214 metros. Finalmente, la

distancia solicitada, (por detrds de la lanzadora), es de 16,214 metros.

Ejercicios propuestos, con respuesta

Ejercicio 3.11: Rehacer el ejercicio 3.4. Si la rampa de aluminio tiene una

inclinacion de 45°.

Respuesta: 0,707 m. (70,7 Cms). En un vuelo de 0,32 s.

Ejercicio 3.12: Rehacer el gjercicio 3.3, si el baldn al rebotar por la colina, pierde

el 30% de su rapidez sin perder inclinacion.

Respuesta: Distancia total 18,244 m. En un tiempo 3,09 s.
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Ejercicio 3.13: Del ejercicio 3.7. Rehdgalo, considerando que la esfera pierde

ahora solo un 10% de rapidez, y 5° mds de la inclinacion calculada al rebotar,
como efecto de deslizamiento. Respuesta: 10,01 metros.

Ejercicio 3.14: En un experimento de laboratorio una bola de pldstico rebota

contra una superficie sdlida inclinada en 6 grados; si se tiene la rapidez del
rebote "“V," y la distancia “d"” por la inclinacion donde la bola regresa a la
superficie; encuentre la féormula para el dngulo experimental de este rebote, con
estos datos, (sin el tiempo de vuelo). Luego encuentre “a” para: 6 = 15°, d = 35

Cms y Vr =3 m/s. (Sistema internacional).
0 0
Respuesta: %(“%)Z.Torﬁa + dCosB.Tana + (dSend + %(dc%)z) =0.2

Por ecuacion cuadrdtica de la tangente, ofrece dos resultados posibles: a1 =

79.73° y oa2= -4,73°, (por debajo de la horizontal).

Ejercicio 3.15: Una esfera de vidrio (canica), de deja caer verticalmente sobre

una superficie de madera inclinada, si esta rebota con velocidad medida en: (2i
+ 3j) p/s. Calcule el dngulo de la superficie de madera y la distancia “d” que la
esfera desplaza por la inclinacion.

Respuesta: © = 16,85°. d =0,4686 pies (5,623").

Resumen para resolver problemas del rebote sobre inclinacion.
1. Realizar un dibujo esquemdatico de la situacion planteada, del cuerpo y de
la superficie de choque, asi como del nUmero de rebotes.
2. Establecer el origen coordenado o identfificarlo si estd preestablecido.
3. Usarlas ecuaciones: 10y 11, para determinar el dngulo de rebote.
4. Usar las ecuaciones cinemdaticas para descubrir las relaciones que
contengan las incognitas del problema, por eje coordenado.

5. Resolvery responder ldgicamente.

21 Con la gravedad como un vector vertical hacia abajo de: -9,8j m/s? o -32,15j p /s?
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4) Rebote parabdlico sobre una superficie curva.

Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.1: Se deja caer una pelota de A

golf sobre una superficie soélida,
representada por lo funcion
transcendente Y =Ln (X), enelpunto Xs | L ORI
=3 metros, desde 50 centimetros de alfo.

(Figura 35), si la pelota conserva su

Pendiente

0

A

rapidez al rebotar. Hallar la distancia de

arco que la pelota desplaza sobre la . ) .
Figura 35: Caida libre sobre la

superficie hasta un siguiente punto Xo. superficie curva: y = Ln(x).

Respuesta: Velocidad del primer contacto: sz =0+2g(0,5) = Vi=— 3,13]'

En el punto X; =3 m. Con rapidez de salida 3,13 m/s, (sin pérdida). La pendiente

de larecta tangente ala curva, en “X;" por la derivada de la funcidon es: y' = 1/x.

Pendiente: m = 0,3333. La inclinacion de esta recta es de un dngulo de: 6 =

18,435°.

Luego el dngulo de salida o de rebote es: a = 90 - 2(18.435) = 53,13°.

La nueva ecuacion parabdlica del movimiento del cuerpo que rebota queda

49(X — 3)2(Sec2(53,139))>

(3,13)?

Y =1,099 —1,333(X — 3) — 1,389(x — 3)?

Y =Ln(3) — (X —3) Tan(53,132) — <

Cdlculo del nuevo punto de contacto por
igualacion de la ecuacion parabdlica con
la ecuacion superficie. La solucidon es
estrictamente geométrica y el nuevo

punto es: X2 = 1,678 m. Con el uso de la

1 X2 X1=3 X (m)

grafica de relaciones, (ver figura 36, al

laodo donde se observa el “Cruce” entre la -1 »
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superficie: Ln(x) en azul y la funcion rebote en gris); en adicional la incidencia de

la caida libre del cuerpo que rebota en rojo. Luego el arco recorrido por el

cuerpo en sus dos contactos con la superficie curva resulta de la integracion de:

3 , 2 3 1
ARCO = [ o \/1+ (LX) dx = [} ¢ /1 +—dX

La resolucion de esta integral es: 2,835 - 1,388 = 1,448 m.

Ejercicio 4.2: Se deja caer una esfera plastica en el punto X = 1,8 rad. Sobre una

superficie representada por la funcion frigonométrica: y = Sen(x). Si la pelota
rebota a rapidez de 3 m/s. Calcule el arco desplazado entre el primer y el
segundo contacto con la superficie sinusoidal.

Respuesta: El dngulo de incidencia es: B = 90°, el punto de contacto es 1,8
radianes (103,14°). Larecta tangente a la funcion Y = Sen(x) en este punto, tiene

por pendiente [6gicamente negativa: a = Cos(103,14°) = - 0,2273.
El dngulo de esta recta es: 6 = Tan1(-0,2273) = -12,81°. El dngulo del rebote es: a
=90°-2(12,81) = 64,4°. Tomando la inclinacion con dngulo positivo. La pardbola

de este rebote parabdlico, a rapidez de 3 m/s. Tendrd por ecuacion:

_ 2 2
Y = Sen(103,14) + (X — 1,8)Tan(64,4) — (4'9(" L8) (Sec (64'4)))

32
Y = 0,974 4+ 2,087(X — 1,8) — 2,916(x — 1,8)2

Cdlculo del nuevo punto de contacto
por igualacibn de la ecuacion
parabdlica con la ecuaciéon superficie.
(Figura 37 del lado, con el Sen(x), en azul
y la funcidon rebote en gris); en adicional

la incidencia de la caida libre del cuerpo

que rebota en rojo)22. La solucidn es

estrictamente geométrica, con el nuevo

22 |as graficas siguientes tendran por norma que la superficie es la linea gruesa en azul, el
rebote parabdlico sera la linea gris, y la incidencia del cuerpo que rebota en rojo o verde.
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punto de contacto: X2 = 2,73 rad. (Confirmacion por vision de la grafica, figura

34). El arco de curva sale de: ARCO = _"12:3 \/1 + (Cos()())2 dxX.

La distancia desplazada: 1,105 metros.

Ejercicio 4.3: Una pelota golpea horizontalmente con rapidez de 6 m/s. Una

superficie representada por la funcidn radical: Y = (x)1/3, en el primer cuadrante
punto (1,1). Calcule donde ocurre el segundo contacto con la superficie, luego
de un rebote parabdlico sin pérdida de rapidez.

Respuesta: El dngulo de incidencia es: B = 0°.

La recta tangente a la funcion Y = (x)1/3, tiene por pendiente:

a = 1/3(X)2/3 en el punto, (1, 1), m = 0,3333. El dngulo de esta recta, con la

horizontal es: 6 = Tan-1(0,3333) = 18,435°.

El dngulo del rebote por la ecuacion 11 es: o = 0 + 2(18,435) = 36,87°.
La velocidad de rebote a ese dngulo es: Vr = (4,8i + 3,6j) m/s.

La pardbola de este rebote parabdlico tendrd por ecuacion

49(X — 1)2(Sec2(36,87))>
62

Y =1+0,75(X — 1) — 0,213(x — 1)?

Cdlculo del nuevo punto de contacto

Y =1+ (X —1)Tan(36,87) — <

por igualacion de la ecuacidon

parabdlica con la ecuaciéon superficie.

La solucidon es estrictamente por

aproximacion geométrica. (Figura 38

siguiente, donde se observa que el

nuevo punto de contacto ocurre con la

. s 3 . s
solucion: Vx = funcién pardbola).

Esto es: (X2, Y2) = (3,565; 1,506) m.

Ejercicio 4.4. Una piedra lanzada desde el punto (0, 2) metros, con rapidez de 8

m/s e inclinacion 30° choca con una superficie solida representada por la funcion
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radical: Y = (x)!/2. Si la piedra pierde un 20% de su rapidez al rebotar. Calcule el
arco desplazado por la piedra sobre la superficie hasta un segundo punto de

contacto con ella, (X2).

Respuesta: La pardbola del lanzamiento antes de hacer contacto es

2 2
Y = 2 + (X)Tan(30) — (4'9(") (65:0 (30))) S ¥ =2+0577(X) — 0,102(x)?

El primer contacto se obtiene aligualar
esta relacion con la funcion radical: Y
= (x)/2 = +/x. Elresultado por técnica de 3

aproximacion grdfica, (figura 39, al

lado). Es en su “Cruce™: (Xi, Yi) de: /
(5,25; 2,3). La recta tangente a la 1

funcion, en ese punto, es de —— V7 5 T 5 T o N T
pendiente: m = 1/2(5,25)-1/2,

m = 0,2182. Con dngulo: 6 = 12,31°. El
tiempo de vuelo del lanzamiento: 5,25
= 8Co0s30°(t). - t=0,758 s.

La velocidad de contacto: Vi = (6,93i — 3,43]) m/s. Mdédulo de 7,73 m/s. Con el

efecto de la gravedad sobre la velocidad vertical en ese tiempo.

El dngulo de incidencia tomado positivo es: p = Tan1(3,43/6,93). B = 26,33°.
Porla ecuacion 11, el dngulo delrebote es: o = 26,33 + 2(12,31) = 50,95°. El vector

velocidad de rebote con un 20% de pérdida: Vr = (3,98i + 4,8j) m/s. rapidez de

6,237 m/s. La pardbola de este rebote es

4,9(X — 5,25)?(Sec?(50,95
Y = 23 + (X — 5,25)Tan(50,95) — < ( )" (Sec’( D)

(6,237)2
Y = 2,3+ 1,233(X — 5,25) — 0,3174(x — 5,25)2
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El segundo punto de contacto por
igualacion de esta  ecuacion
parabdlica con la  ecuacion
superficie: y = +x. La solucidén es 2
nuevamente  por  aproximacion \

geométrica, (figura 40, siguiente). El ; [

nuevo punto de contacto es: X2 = \

8,54 m. El arco de curva desplazado

sale de la formula: ARCO = f8'54\/1 + (1/4x) dX. Esta distancia: 3,350 m.

5,25

Ejercicio 4.5: Se golpea una pelota de

beisbol desde el punto (-10; 0) metros a 20
m/s e inclinaciéon 60°, la pelota choca con
un monticulo representado por la funcion P
cUbica: Y = X3, como se indica en el dibujo,

(figura 41, allado). Sila pelota pierde el 50% g

de su rapidez al rebotar sobre el monticulo.

-10 -3 b -4 -2 0 2 4

Calcule los puntos: del primer y segundo 7

contacto con la superficie.

Respuesta: La pardbola del lanzamiento antes de hacer contacto con la

superficie es

Y =0+ (X + 10)Tan(60) — <4'9(X i 10)2(58(:2(60)))

400
Y =1,732(X + 10) — 0,049(x + 10)?

El primer contacto se obtiene al igualar esta relacidon con Y = (X)3.
El resultado por técnica de aproximacion grafica es: X1=2,42; Y1 = 14,17.
La recta tangente a la funcidn Y = (X)3. En el punto, tiene por pendiente
m = F"(Xy) = 3(2,42)2 =17 ,46.
El dngulo de estarecta es: 6 = Tan1(17,46) = 86,74°.
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El tiempo de vuelo del lanzamiento: 2,42 + 10 = 20Co0s60°(t) — t = 1,242 s.
El vector velocidad de contacto es: Vf = (10i + 5,15)) m/s. La pelota de beisbol
aun estd subiendo, (no ha alcanzado su altura méxima).
Rapidez del contacto es: 11,248 m/s. Y la del rebote de: 5,624 m/s. A un angulo
de: B =Tan'(5,15/10) = 27,248°.
Un andlisis del contacto indica que y =6 - B.
Y = (86,74° - 27,248) = 59,492°.
El dngulo del rebote es: o = 180° - (y + 0).
o =180°- (59,492 + 86,74) = 33,768°. Al sustituir “y” en larelacion de “a”, se obtiene
que entonces: o = 180 + 3 - 26.
La I6gica para obtener este resultado transforma la ecuacion 10, en la relacion:
o = 180 + B - 26. (Similar explicacién en el ejercicio 3.8).
El vector velocidad rebote es: a = 33,768°. Es Vr = (-4,675i + 3,126j) m/s.
La pardbola de este rebote parabdlico tendrd por ecuacion
49(X — 2,42)?(Sec?(33,77))
(5,624)2 )

Y = 14,17 — 0,669(X — 2,42) — 0,224(x — 2,42)?

Y =14,17 — (X — 2,42)Tan(33,77) — <

El segundo punto de contacto porigualacion de la ecuacion parabdlica con la
ecuacion de la superficie dice que la 20
bola de beisbol no toca de nuevo a la
superficie, primero regresa al piso
referencial de lanzamiento, (ver figura

42, en estas lineas), al igualar la funcion

estas ecuaciones no ocurre.

rebote con:y =x3); es decirun cruce de = / - 2 7
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Ejercicios propuestos, con respuesta

A
Y
Ejercicio 4.6: Rehacer el gjercicio 4.1, si Pendiente
la pelota de Golf, cae sobre Ila
superficie “Logaritmo Natural” en el 7 Fy =Ln(X)
punto X; = 4. Y pierde al rebotar un 30% /
de su rapidez de contacto. (Figura 43). ' R
Respuesta v X Xi=d Xm =
X1 Figura 43: Caida libre en X1 = 4, sobre
+
Arco f 536( —>— Jdx=0,48 m. la superficie: y = Ln(x).

Ejercicio 4.7: Del ejercicio propuesto anterior: 4.6, considere un segundo rebote

sobre la superficie curva logaritmo natural, (un tercer contacto en Xz). Calcule el
segundo “arco desplazado”, si en este segundo rebote la pelota vuelve a perder
30% de rapidez.

3,536 X +1

3,048 (_|——)dx=0,51 metros23.

Respuesta: Arco [,

Ejercicio 4.8: Rehacer el 4.2, si la superficie de contacto es: y = Cos(x).
Respuesta: Arco f > 01(w/l + Sen?(x))dx = 1,455 metros.

Ejercicio 4.9: Del ejercicio 4.3, encuentre el contacto parabdlico con la superficie
“Raiz Cubica”. Sila pelota lanzada choca a velocidad de (5i -2j) m/s en el punto

X ='. Adicionalmente encuentre el arco desplazado.
1,645 1
Respuesta: Punto (1,65; 1,18). Arcof ( ’ 1+ ——)dx=1212m.
9.Vx*

Ejercicio 4.10: Del ejercicio 4.4, si la piedra lanzada desde el punto (0, 2), se hace

ahora a 60° en un vuelo parabdlico sobre la superficie "Raiz Cuadrada”, sin

23 Mayor arco, porque en vista que avanzamos por la superficie de esta funcién trascendente
se incrementa su curvatura, hasta una pendiente con tendencia infinita en el x = 1, (recta
vertical).
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pérdida de rapidez en el rebote. Calcule el nuevo arco desplazado hasta el

segundo contacto.

Respuesta: Arco |,

6966, [4x+1

5454 ("2, JOX = 1,542 metros.

Resumen para resolver problemas del rebote sobre una curva.

1.

Realizar un dibujo esquematico de la situacion planteada, del cuerpo y de
la superficie de choque, con el niUmero de rebotes. (Grafica con un
software matemdtico).

Establecer el origen coordenado o identificarlo si estd preestablecido.
Expresar la pardbola o el primer vuelo que representa el movimiento de
incidencia vy realizar su grdfica, junto a la grdfica de la funcidon que
representa la superficie.

En el punto de contacto, dibujar la recta tangente a la superficie, y
calcular su inclinacidn, por la derivada del punto.

Usar las ecuaciones: 10y 11, (con sus posibles ampliaciones), segun sea el

caso, para calcular el dngulo de rebote Alpha: .

Con "a" y el primer punto de contacto, expresar la pardbola del nuevo
movimiento parabdlico de rebote, para determinar un nuevo punto de
contacto, de existir. (Algoritmo a seguir con el paso numero 3), para
siguientes cdlculos.

Resolver, por integracion definida, el cdlculo del arco desplazado o las

incognitas solicitadas en cada movimiento.
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CAPITULO 1l

ENSAYOS PARA VALIDAR ANGULOS DE REBOTES

Descripcion

Para visualizar comprender y calcular dngulos de rebotes en diferentes
situaciones de ensayos en experimentos controlados, se hace necesario conocer
primero la “real” pérdida de rapidez por la colision y rebote de cuerpos esféricos
contra superficies dadas, usando esferas metdlicas, pldsticas o de cualquier ofro
material que produzca un rebote apreciable sobre una superficie solida
horizontal dispuesta. Ensayo realizado por altura inicial de una caida libre en
comparacion por la altura final lograda; es decir no se usa ecuaciones
cinemdticas con el tiempo por ser esta variable mds vulnerable de medir, en vista
de que a cortos tiempos influye notablemente la reaccidn humana, en los

resultados.

Esquema inicial

7 N
Se dejan caer variadas esferas de: Hierros, m
pldstico y goma de diferentes didmetros y masas, 0,5 Mts —
, - : &)
desde los 50 centimetros, sobre superficies T ———————— S

horizontales de madera sélida y de hierro; de

Superficie de Madera

donde se obtiene por medida de alturas el
Figura 44: Ensayo de caida

porcentaje de la pérdida de rapidez del cuerpo libre con su rebote.
asumido como particula por efecto de la colision

y rebote. (Figura 44).

Los resultados se tabulan a continuacion, (ver las siguientes tablas | y 1I),
donde se describe: La esfera usada con su masa, las alturas: inicial y final del
rebote, con la estimacion del porcentaje de pérdida de rapidez por el rebote;

valor obtenido por cdlculos con el coeficiente de restitucion?4,

24 Coeficiente de restitucion, e = Vr / Vo, del cuerpo que rebota.
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El procedimiento es el de dejar caer la esfera, con un dispositivo de ajuste,
y calcular la rapidez de contacto con la superficie, asumiendo una caida libre
vertical, comuUn para todas las esferas liberadas desde el reposo con valor de: Vs
= (2*9,8*0,5)"2 = 3,13 m/s. Luego al medir visualmente la altura que alcanza la
esfera en el rebote, (asumiendo que la desviacion sea despreciable), se calcula

la rapidez de rebote y su porcentaje de perdida de la rapidez respectiva.

Tabla I: sobre superficie de madera

Esfera Masa Altura i. Alturarr. % perdida m/s

Hierro 18,82 Grs. 0,50 m. 0,265 m. 27,26 %

Hierro 28,14 Girs. 0,50 m. 0,22 m. 37,26 %
Plastico 8.45 Cirs. 0,50 m. 0,30 m. 22,54 %

Tabla Il: sobre superficie de hierro

Esfera Masa Altura i. Alturarr. % perdida m/s
Plastico 1,98 Grs. 0,50 m. 0,13 m. 48,88 %
Plastico 6,09 Grs. 0,50 m. 0,15m. 45,22 %
Goma 10,37 Girs. 0,50 m. 0.23 m. 32,18 %

Una vez conocida con suficiente realidad la pérdida de rapidez por
rebotar en estas superficies dadas, se procede con dos experimentos para
validar las deducciones del dngulo de rebote, a saber

1) Sobre una superficie recta horizontal, conocido y aceptado en la
mecdnica cldsica donde ocurre que el dngulo de incidencia sea igual al del
rebote, esto es: B = a.

2) Sobre una superficie recta inclinada, para validar la ecuacion 10
propuesta. Recordando que en su esencia se basa en la aceptacion anterior.

La idea es comparar la realidad ocurrida en el laboratorio con los
resultados de las ecuaciones aceptadas y propuestas, en el bello y poco
estudiado tema delrebote parabdlico, como unreal avance en el conocimiento

de la cinemdtica en la actualidad.
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Experimento 1: Rebote parabdlico sobre la horizontal
Descripcion y esquema

Con un mecanismo de lanzamiento de proyectiles sobre una superficie
horizontal, mesa de madera con papeles de huellas para impactos, (lamado
papel de seguimiento de trayectoria punto a punto), se lanza horizontalmente la
esfera de hierro escogida N° 1, (18,82 gramos), desde una altura de 0,28 metros,

(28 centimetros). La esfera sale a una rapidez 2,7 m/s, dada y conocida del

lanzador, por un dispositivo >

electrénico. _— Vo=2,7m/s
En su primer vuelo la pwwe

esfera golpea la mesa, donde TO,zg Mits

A
4

por cinemdatica bdsica se
, Figura 45: Esquema de un lanzamiento
puede calcular el angulo de

horizontal, con su rebote sobre el plano.
incidencia por su velocidad final
en el punto que marca su caida, de distancia horizontal *d;"”; luego rebota de la
mesa, en donde pierde el 27,26% de su rapidez. (Figura 45 en estas lineas), para
cubrir un segundo “Vuelo exacto o simétrico” de alcance horizontal.
El objetivo del experimento es el determinar que los dngulos de incidencia
y rebote sobre una linea recta horizontal son similares y se puedan asumir como

iguales, en la mecdnica clésica, (Fisica l).

Cdilculos

Tiempo del primer vuelo: 0 = 0,28 — 4,9(11)2 — t1 = 0,239 segundos, se evita usar
crondmetros por el error apreciable de la reaccidbn humana, como se ha
mencionado; es decir, se usan ecuaciones cinematicas para calcular los tiempos
de vuelo. Este tiempo serd igual en todos los ensayos debido a que la altura de
28 centimetros se mantiene fija con el mismo lanzador de proyectiles, en igual
enganche de su lanzador.

Luego con la velocidad final vertical de: Vi, = 0 - 9,8(0,239) = -2,342 m/s. La
velocidad final del primer contacto es: Vi = (2,7i — 2,342j) m/s. Rapidez de 3,574
m/s, valores que se puede confirmar con minimo error, al usar el valor de la

distancia di, observada; el dngulo de incidencia es de 40,939°.
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Considerando la pérdida de rapidez porcentual calculada previamente en
un 27,26%, en ambas componentes de la velocidad de forma proporcional, la
velocidad de rebote en la esfera N° 1 es: V= (1,964i + 1,704j) m/s. Rapidez de 2,6
m/s.

La ecuacion de alcance para un tfiempo de vuelo exacto es por
cinemdtica de: R = Vo2Sen(2a)/g. Con la medicidon de la segunda distancia “d2”,
medida y observada sobre la mesa, se obtiene el dngulo del rebote y se

compara con el de incidencia. Validacion: B = a.

Ensayos

Se realizan 10 lanzamientos y se obtienen los resultados que se tabulan en
la tabla lll, donde el primer valor obtenido del dngulo de rebote, conocida la
distancia “d>” es de 68 centimetros; es decir, calculado segun la siguiente
formula: 0,68 = (2,6)2.5en(2a)/9,8. Como: a1 = 40,16°.

Resultado solo inferior en 0,78°, al valor que se “asume” en la Fisica cldsica,
para rebotes parabdlicos sobre superficies rectas horizontales. Veamos los
siguientes

Tabla lll: Resultados para 10 ensayos de rebote sobre una horizontal.

Ensayo Angulo “B” comun, Distancia (d2) Angulo del rebote, con
de incidencia la horizontal “a”
01 40,94° 0,680 40,16°
02 40,94° 0,678 39.69°
03 40,94° 0,681 40,42°
04 40,94° 0,680 40,16°
05 40,94° 0,679 39,92°
06 40,94° 0,681 40,42°
07 40,94° 0,680 40,16°
08 40,94° 0,681 40,42°
09 40,94° 0,680 40,16°
10 40,94° 0,678 39.69°
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Andilisis de los resultados del experimento 1

El dngulo de rebote es cercano al dngulo que generalmente se asume
como igual, la diferencia méxima es de 1,25°. Con promedio y error absoluto de:
(40,12 £ 0,21)°; es decir, la expresion de resultados en su holgura mayor de error
absoluto queda cercano al valor de incidencia, (por debajo en 0,61° 0 sea un
1,49% de error). Interesante que algunos ensayos repiten el resultado dando
validez al mismo.

Entonces, se puede concluir que es aceptable, la situacion de que los
dngulos de incidencia y de rebote son iguales, en una superficie recta horizontal;
como estrategia de resolucion de problemas vy situaciones de rebotes sobre
rectas horizontales y verticales.

Todos los dngulos de rebote son menores al de la incidencia, confirmando
la siempre existente pérdida de inclinacion en la realidad, por la obvia pérdida
de rapidez en el impacto y rebote; generalmente debido a que no solo la
componente vertical es la que pierde mads rapidez por invertir su sentido, sino que
suele ocurrir que incluso con pérdida de rapidez general, la componente
horizontal gana rapidez, ocasionando la logica pérdida de inclinaciéon para un
rebote sobre |la horizontal.

Esto posiblemente debido a que, en el contacto, la esfera tiende a girar
sobre su centro de masa o incluso a resbalar en las centésimas de segundo de
la colision, con la superficie recta horizontal representada por el mesén de
madera; afirmaciones que quedan fuera de lugar, al considerar el cuerpo que
rebota como particula, y porque precisamente el contacto en toda colision
ocurre en centésimas de segundo; es decir sin dar tiempo a considerar la

afeccidn de estas fuerzas externas2s.

%5 Como se ha mencionado en el rebote parabdlico sobre una recta horizontal; apartado “b”
pagina 19.
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Experimento 2: Rebote parabdlico sobre una recta inclinada

Descripcion y esquema
Con un soporte universal se /1 n

deja caer, desde una altura de 50
centimetros, (0,5 metros), una
esfera pldstica de 1,98 gramos,

(N° 1 de la tabla 2), sobre una

superficie metdlica inclinada en

12°, la esfera golpea la superficie

a 3,13 m/s con un dngulo de
incidencia en caida vertical libre Figura 46: Esquema de una g=12

de: B = 90°. (Ver figura 46). caida libre, sobre una inclinacion.

En su vuelo parabdlico de rebote, con un porcentaje de perdida de la
rapidez estimado en 48,88%, (tabla ll), la esfera hace contacto nuevamente con
la superficie inclinada, como se muestra en la figura y se puede medir estd
distancia por las huellas que deje sobre la misma, por efecto de colocar papel
de marcas sobre la superficie inclinada.

Conlos datos de: la distancia desplazada por la inclinacion y la rapidez de
rebote, se calcula el dngulo del rebote con respecto a la horizontal, formula
especifica deducida mds adelante; es decir, el objetivo del experimento es
determinar que el dngulo de rebote cumple con la relacion 10, usada en este
trabajo. El procedimiento para seguir es que, se suelta la esfera del soporte
universal, la cual golpea lainclinacion o superficie inclinada y rebota con rapidez
de 1,6 m/s, (pérdida ya calculadal).

Con este dato y el de la distancia “d"” se calcula el dngulo de rebote por
formulas cinemdticas de una realidad, y se compara con el resultfado que
sugiere la ecuacion 10 propuesta. Ver situacion similar, de este experimento en
el ejercicio 3.4 resuelto, para una superficie recta inclinada en 14°; solo que aqui,
conocida la distancia desplazada vy la rapidez del rebote, se calcula el dngulo

Alpha "“a”, por ecuaciéon cuadrdtica de la tangente, (ejercicio propuesto 3,14).
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Cdilculos

Las ecuaciones cinemdticas de esta situacion son
dCos(12) = VrCos(a).t 0=dSen(12) + VrSen(a) - 4,9(1)2.
De donde se obtiene la pardbola

0 =dSen(12) + dCos(12)Tan(a) -4,2(dCos(12) / VrCos(a))2.

11 1A)

Estd relacion en funcion de la tangente del dngulo "o queda como

d. Cos(12) d. Cos(lz))

-4,9( )2Tan?(a) + dCos(12)Tan(a) + (dSen(12) — 4,9(

Ensayos

Se realizan 10 ensayos, donde la primera distancia es: di = 22,4 Cmes.
Entonces la relacion queda: -0,0919Tan?(a) + 0,2191Tan(a) — 0,0453. Ecuacion
cuadratica que da como resultados: a1 = 65,23° y oz = 12,88°. De este resultado
se foma el vuelo mayor, porque a 12,88° la esfera estaria rebotando, casi al “Ras”
de la inclinacién, lo cual no es posible ni logico, por lo observado en el
experimento, donde la esfera pldstica realiza un vuelo apreciable convexo, tipo
MAxiMmo2s,

En la siguiente tabla se expresan estos resultados, con el nUmero de
ensayo, el dngulo de incidencia comun de 90°, (el mds légico a la hora de hacer
este tipo de experimentaciones por su vision y condicion aceptada en una caida
libre, la distancia “d"” obtenida en las marcas y por supuesto el resultado real

calculado. (Ver tabla IV a continuacion).

26 Interesante siempre los resultados de las ecuaciones matematicas, como solucién a
cualquier ecuacion, y la interpretacion o uso ldgico que se asumen en otras ciencias, como en

este caso para la Fisica I.
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Tabla IV: 10 rebotes sobre superficie inclinada?’.

Ensayo | Angulo “p” comun. | Distancia “d” (m.) | Angulo de rebote, “a”
01 90° 0,2240 65,23°
02 90° 0,2220 65,17°
03 90° 0,2175 65,97°
04 90° 0,2170 65,04°
05 ?0° 0,2215 65,46°
06 90° 0,2270 64,70°
07 90° 0,2270 64,70°
08 90° 0,2215 65,46°
09 90° 0,2215 65,46°
10 90° 0,2220 65,17°

Andilisis de los resultados del experimento 2

Segun la ecuacioén 10, el dngulo de rebote es: a = 90° - 2(12°) = 66°. Con los
resulfados obtenidos, el dngulo de rebote sobre una recta inclinada estd muy
cercano a este valor, con una diferencia mdxima de: 1,30°. El dngulo promedio
con su error absoluto: a = (65,24 £ 0,25); es decir, la expresion de resultados en su
holgura mayor de error absoluto queda cercano al valor de incidencia, (por
debajo en 0,51° o sea un 0,77% de error). Entonces es vdlido usar la ecuacion
propuesta, para el rebote recto inclinado “Hacia abajo”.

Este resultado es similar al de la superficie horizontal, todos los dngulos de
rebote estdn por debajo del dngulo de la ecuacion 10, por la logica de la
pérdida de inclinacion en todo rebote, por existir pérdida de rapidez variable por
ejes.

Sin embargo, es una ecuaciéon vdlida para la resolucidon de ejercicios,
como los resueltos y propuestos vistos, en las situaciones expresadas en el mundo

de la cinemdtica cldsica en dos dimensiones.

27 Las tablas III y IV, son tomadas de numerosos ensayos realizados por el autor, Y en su

publicacidn en colaboracion con el profesor Gustavo Garcia, (Tirado Garcia 2019).
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A MANERA DE CIERRE DE LA OBRA
La consideracion principal asumida en este trabajo es el hecho que la

magnitud del dngulo de incidencia con respecto a la superficie de choque serd
igual a la magnitud del dngulo de salida con respecto a la misma superficie,
denotdndose con la letra griega, Gamma: "y, cuando el cuerpo que rebota se
acepta como una particula, (Mecdanica Cldsica). El rebote es un evento comun
en la naturaleza de las colisiones, y es escasamente estudiado en las situaciones
cinemdticas en una y dos dimensiones; solo cuando la superficie de contacto es
una linea recta horizontal o vertical, en ejemplos puntuales y hasta Unicos en
literaturas de Fisica conocidas.

En este trabajo se hacen estudios en esas tipologias de rebotes, ademads
se amplia en las situaciones de: rebote rectilineo, rebote parabdlico sobre una
linea rectainclinada y sobre una curva representada por una funcidén conocida.
Adicionalmente se confirman los resultados por medio de experimentos
controlados y se realizan recomendaciones sobre el tema del rebote de una
particula para ser incluidos, en sus diferentes versiones, en las asignaturas de:
Fisicas, en las mecdnicas racionales o avanzadas, y en contenidos
programaticos de las matemdticas que incluyan la grdfica de relaciones y las
aplicaciones de la infegral definida; es decir como una recomendacion
diddctica de utilidad. Todo esto en el marco de las diferentes mallas o pensum
de estudios, de las diferentes carreras universitarias en universidades, que
incluyan asignaturas con los contenidos del movimiento en el plano.

Es por ello que las ecuaciones desarrolladas en este trabajo para el
cdlculo de la direccidon, que sigue un cuerpo después de un rebote sobre
una superficie lineal recta o curva, denotado con la letra griega, alfa: “a”,
representan una apertura de opciones para el estudio de las variables vy
las constantes, que caracterizan el movimiento rectilineo y parabdlico de un
cuerpo; es decir sifuaciones que generan un abanico de nuevos datos e

incognitas a utilizar en el particular estudio del rebote de una particula.

69



CONCLUSIONES ESPECIFICAS

1) Los angulos de rebote, calculados en las diferentes situaciones planteadas en
este trabajo, parten de la consideracion de que el cuerpo no deslice ni rote, en
el tiempo infimo de contacto con la superficie; en consecuencia, el dngulo de
incidencia y de rebote llamado aqui Gamma, con respecto a la superficie de

choque es comun e igual, deduccién del experimento |.

2) No obstante se realizan ejercicios donde se asumen perdidas de rapidez sin
pedida de inclinacion, perdida de inclinacion sin pérdida de rapidez y donde

ocurren ambas situaciones.

3) La afirmacién primera, es perfectamente vdlida a la hora de utilizar
ecuaciones cinemdticas y dindmicas de la Fisica clasica, que sabemos son
cercanas a la realidad, mds no reales, pero suficientes para la toma de
decisiones y el desarrollo de las ecuaciones; ejemplos de esto son: las
aceleraciones contantes, las masas y fricciones despreciables en determinadas
superficies y poleas, asi como los cuerpos asumidos como particulas, en la

primera Fisica universitaria.

4) En el experimento controlado |, se determind que el dngulo calculado, tendria
una diferencia mdxima con respecto al dngulo de choque y rebote del 3,15%,
sobre una superficie horizontal, en un cuerpo representado por una esfera de

hierro de 18,82 gramos, con mdas del 27% de pérdida de rapidez.

5) En el experimento controlado Il, se determind la validez de la ecuaciéon 10
propuesta, con un margen de error mdaximo del 1,97%, en un cuerpo
representado por una esfera pldstica de 1,98 gramos de masa y pérdida de

rapidez del casi el 49%.

6) En la diferencia experimental entre los dngulos de incidencia y de rebote,
sobre cualquier superficie, siempre ocurre que el primero es mayor, por la obvia

pérdida de rapidez del cuerpo que rebota, que ocasiona cambios en la
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inclinaciéon de salida, situacion digna de estudiarse con mayor profundidad, en

trabajos consecuentes.

7) El estudio del rebote parabdlico de un cuerpo, sobre una superficie curva
representada por una funcidén conocida, es una consecuencia del estudio del
rebote parabdlico sobre una recta inclinada, al incluir las ecuaciones 10 y 11
desarrolladas con las aplicaciones matemdticas de: La derivada de la funcidn
evaluada en el punto de contacto, el cruce entre graficas de relaciones
algebraicas o trascendentes, y la integracion definida. Con la nota de interés
que la "Funcidn superficie” no necesariamente debe ser mondtona o continuag,
pues el rebote parabdlico puede encontrarla en un nuevo contacto, luego de

“volar” sobre una discontinuidad esencial o evitable.

8) Las aplicaciones de las ecuaciones deducidas en este frabajo para la
direccion de salida, con respecto a la horizontal, del rebote sobre cualquier
superficie, pueden resultar de interés en el mundo de la ingenieria en general,
debido a que muchos elementos se pueden asumir como particulas: cuerpos
rigidos, fluidos, la luz y diferentes ondas; asi como en la vida diaria y el mundo
deportivo profesional, de tal forma que nuevos planteamientos en situaciones

dadas y puntuales, pueden motivar al desarrollo de formulas especificas.

9) Recordando que las situaciones ideales son comunes y se asumen como tal,
en las ciencias clasicas por su “cercania” a la realidad. De hecho, algunos
ejemplos involucran actividades deportivas comunes donde podria surgir el
debate de utilidad de cdlculos previos o tabulaciones especificas, para mejorar:
Tiempos, rapideces, distancias y puntos de aciertos; entre muchos otros. En la

observancia de colisiones y rebotes de pelotas y balones.
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RECOMENDACIONES PUNTUALES

1) Se recomienda ampliar el contenido de la catedra de Fisica | o primera Fisica
universitaria, en las carreras que incluyan el tema de la cinemdtica en una y dos
dimensiones, al incluir las situaciones del rebote rectilineo y parabdlico sobre

superficies: horizontales, verticales e inclinadas.

2) Se recomienda ampliar el contenido de la catedra de Fisica |l, lll o de las
lomadas Mecdnicas Racionales, en las carreras que contengan estas
asignaturas en sus mallas o similares, al incluir la situacion del rebote parabdlico
sobre una superficie curva, como infroduccion o comparacién con la cinética

de la particula, subtema de las colisiones.

3) Se recomienda realizar experimentos mds exactos, que incluyan sensores
electronicos para el cdlculo de los tiempos de contacto, para obtener quizds,
mejores resultados de validacion de las ecuaciones 10y 11 propuestas; asi como
mecanismos que incluyan superficies rectas verticales, inclinadas y diferentes

curvas, representadas por funciones del plano derivables.

4) En sentfido de lo anterior, cabe la propuesta para el desarrollo de equipos de
laboratorio especificos, mecanismos bdsicos para demostrar y comparar
resultados en colisiones controladas, con objetos conocidos. A desarrollar por

empresas que comercializan estos productos, para escuelas y universidades.

5) Entre las nuevas situaciones de estudio planteadas, se recomienda ampliar
investigaciones sobre la deduccion de relaciones, en donde la incognita sea: el
dngulo de la inclinacion de la recta o la pendiente de la recta tangente a la
curva, de las superficies de contacto, partiendo de la base que se conoce la
distancia o el arco desplazado por el cuerpo que rebota; entre otras. En ese
sentido se recomienda ampliar ejercicios del rebote parabdlico en general y
sobre una superficie curva, donde las funciones representativas sean no

mondtonas y discontinuas.
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