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Prélogo

Desde la noche de los tiempos de la existencia humana en la Tierra, y de
la vida en general, el agua ha representado el recurso natural mas
importante y crucial para el desarrollo y bienestar de las poblaciones,
pero en un contexto mds amplio, su rol como elemento vital de la
naturaleza siempre ha sido la base de todos los procesos responsables del
sostenimiento de la vida y del equilibrio ecosistémico. No obstante, el
progreso histérico de las civilizaciones, desde los asentamientos primitivos
hasta las ciudades modernas e industrializadas que caracterizan el
mundo en la actualidad, ha conllevado la aparicion, incremento vy
agravamiento de perturbaciones o impactos ambientales que han
afectado principalmente a los recursos hidricos, entre ellos la
contaminacién de las aguas superficiales por la descarga de aguas
residuales sin fratar, que compromete su disponibilidad en calidad
adecuada para el ser humano, y produce la consecuente degradacion

de los ecosistemas acudticos.

En el panorama descrito, el estudio cientifico de la calidad del agua se
ha erigido quizds en la mayor de las preocupaciones ambientales del
mundo contempordneo, ratificada incluso en el marco de las metas del
sexto objetivo del desarrollo sostenible de las Naciones Unidas. La
presente obra pretende conftribuir a las metas mundiales relacionadas
con la calidad y disponibilidad de agua segura desde el contexto de la
academia universitaria, proporcionando un recurso bibliografico sencillo,
pero detalladamente técnico, que viabilice la optima formacion
académica de los estudiantes de ingenieria ambiental y de las ciencias
del agua en los fundamentos que todo profesional interesado en la
solucion de los problemas de calidad del agua debe dominar. Asi, los
fundamentos que encontrardn los docentes y estudiantes en el
contenido de la obra para interactuar en los procesos de ensenanza-

aprendizaje, se enfocan en el uso de la modelizacidon matemdatica como
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eje arficulador de las bases tedricas, pero principalmente como
herramienta Util para abordar cientificamente la problematica de la
contaminacién en corrientes naturales de agua superficial y la necesidad
de controlar la carga contaminante de los vertimientos de aguas

residuales.

La estructura del libro se organiza en un apartado infroductorio y tres
capitulos, los cuales guardan coherencia en el desarrollo progresivo de
los modelos matematicos bdsicos de calidad del agua. Cada capitulo
ha sido elaborado de modo que ofrezca al lector, ademds del desarrollo
tedrico pertinente, la oportunidad de acceder a recuadros de
informacion complementaria donde se podrd encontrar desde resenas
historicas hasta datos relativos a las bases matemdaticas indispensables
para el desarrollo y comprension cabal de los diferentes temas. Ademds,
todos los capitulos muestran problemas resueltos  distribuidos
adecuadamente para ejemplificar la aplicacion prdactica de las
diferentes ecuaciones utilizadas en la modelizacidbn matemdatica de la
calidad del agua. Finalmente, los capitulos concluyen con una serie de

problemas propuestos y la seccidon de bibliografia correspondiente.

La infroduccion ofrece una sintesis del esquema utilizado por la
comunidad cientifica para expresar las mediciones de cantidades
fundamentales y derivadas con sus correspondientes unidades vy
simbologia estandar, en el marco del Sistema Internacional de Unidades.
Adicionalmente, de manera muy breve, se presentan elementos para
interpretar el aspecto dimensional de las variables involucradas y para

realizar el despeje de incognitas en una ecuacion.

El capitulo uno trata de los elementos fundamentales relativos al estudio
de la cinética de las reacciones en el agua y el diseno de reactores
ideales, construyendo las distintas posibilidades de andlisis del
comportamiento de sustancias contaminantes del agua a partir de la

manipulacion de la ecuacion del balance de masa. Cubre aspectos
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bdsicos necesarios para interpretar la teoria y resultados de los siguientes

capitulos.

El capitulo dos comprende los fundamentos necesarios para un
entendimiento preliminar de los diferentes mecanismos y procesos
mediante los cuales los contaminantes experimentan su transporte y
destino enlos cuerpos de agua receptores. La parte medular del capitulo
comprende el andlisis deductivo de la ecuacion del fransporte y del

proceso de adveccion-difusion.

El tercer y Ultimo capitulo, indudablemente constituye el ndcleo de la
obra. Su extenso contenido hilvana minuciosa y secuencialmente los
elementos tedricos que permiten entender sdlidamente el origen, la
estructura, las modificaciones posteriores y las diversas aplicaciones que
caracterizan al modelo matemdtico pionero y mds reconocido
mundialmente en el estudio de la calidad del agua debido a procesos
consumidores de oxigeno disuelto por degradacion aerobia de la

materia orgdnica contfaminante: el modelo de Streeter-Phelps.
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Introduccion

El desarrollo y comprension de los temas tratados en el presente libro
requieren del uso de ciertas habilidades y conocimientos relativos al
esquema de expresion del valor de las variables en el marco del sistema
internacional de unidades (Sl) y el sistema inglés de unidades; ademds de
la importancia del andlisis dimensional para determinar la homogeneidad
de las ecuaciones empleadas en el estudio de la calidad del agua, asi
como la utilidad del despeje de variables, desde sus principios y reglas
fundamentales. Cada una de estas habilidades y conocimientos previos
gue se tienen que reforzar con anterioridad a la revision de los diferentes
temas tratados en la presente obra, se detallardn con el alcance y la
profundidad que se ha considerado necesarios para un curso satisfactorio

de calidad del agua.
Sistema Internacional de Unidades

Entre las frases célebres del eminente fisico y matemdatico britdnico William
Thomson, mdas conocido bajo el seudénimo de lord Kelvin por su titulo
honorifico recibido tras sus multiples aportaciones a la fisica, entre ellas la
creacion de la escala de temperatura absoluta en el ano 1848,
denominada precisamente kelvin, se cuenta una que representa la
importancia de disponer de un sistema coherente en cuyo marco se
puedan hacer mediciones de validez universal: “*cuando se puede medir
aquello de lo que se habla y se puede expresar en numeros, se conoce algo
del tema; pero cuando no se puede medir, cuando no se puede expresar
en numeros, el conocimiento es pobre e insatisfactorio” (Thompson, 2011).
En este contexto, el proceso de medir, definido en términos sencillos por el
Diccionario de la Real Académica de la Lengua Espanola como comparar
una cantidad con su respectiva unidad, con el fin de averiguar cudantas
veces la segunda estd contenida en la primera, exige un conjunto integral

y coherente de magnitudes, unidades y simbolos, incluyendo los principios



y reglas que hagan posible su correcto uso (Real Academia Espanola, 2014).
De todo esto, el estudiante y el profesional (incluso el individuo profano)
pueden advertir claramente la insoslayable importancia del Sistema

Internacional de Unidades, al que el presente texto se referird por su sigla Sl.

La historia relacionada con el proceso de consolidacion del Sl y su
adaptacion temporal a las necesidades y exigencias de los conocimientos
y tecnologias de cada época, cuenta que su origen se remonta al
legendario Sistema Métrico Decimal, durante la Revolucion Francesa, cuyo
establecimiento simbdlico y formal ocurrié el 22 de junio de 1799 con el
depdsito de dos estdndares de platino (enrealidad, una aleaciéon de platino
e iridio, con 10% del segundo en su composicidn), uno para el metro y otro
para el kilogramo, en los Archivos de la Republica francesa, bajo la custodia
de la Academia de Ciencias. El siguiente hecho frascendental en este
proceso histérico fue la Convencion del Metro, firmada en Paris el 20 de
mayo de 1875 por diecisiete Estados, que cred la Oficina Internacional de
Pesas y Medidas (BIMP, por sus siglas en francés, provenientes de la
denominacion Bureau International des Poids et Mesures), cuyo trabagjo se
realiza bajo la autoridad y supervision de la Conferencia General de Pesas
y Medidas (CGPM) y del Comité Internacional de Pesas y Medidas (CIPM),
respectivamente. Desde entonces y hasta la actualidad, se han efectuado
veintiséis asambleas de la CGPM (BIMP, 2019).

El nombre del SI, que perdura hasta ahora, se instituyé formalmente al cabo
de la 119 CGPM, que se desarrollé en el ano 1960. Hasta ese entonces, el
legado del Sistema Métrico Decimal habia experimentado una ampliacion
desde el sistema tridimensional de unidades, compuesto por el metro, el
kilogramo vy el segundo (sistema MKS, aprobado en la 1@ CGPM en 1889),
pasando por una transicion hacia un sistema tetradimensional de unidades
que integraba, ademds de las unidades tradicionales, al amperio como
unidad fundamental de los fendmenos eléctricos (sistema MKSA, aprobado

en 1946, y posteriormente definido en la 99 CGPM en 1948), hasta la



conformacion de un sistema hexadimensional presentado en el informe de
la BIMP durante la 10e CGPM, el cual consideraba dos unidades adicionales:
el kelvin y la candela, para la temperatura termodindmica y la intensidad
luminosa, respectivamente. A lo largo de los anos y con el pasar de las
CGPM, las definiciones de las unidades fundamentales has sido revisadas y
refinadas para responder a las exigencias de los fiempos modernos y

contempordneos (BIMP, 2019).

En la actualidad, el SI se compone de siete unidades bdsicas (tabla i-1),
incluyendo al mol, el cual fue adoptado como unidad fundamental relativa
a la magnitud quimica denominada cantfidad de sustancia, enla 149 CGPM
celebrada en el ano 1971. Durante la Ultima asamblea de la CGPM, la
version veintiséis, se aprobd la redefinicion del kilogramo, el amperio, el
kelviny el mol, en términos de contantes universales: la constante de Planck,
la carga elemental, la constante de Boltzmann y el nUmero de Avogadro,
respectivamente. Previamente, el metro habia sido definido en funcion de
la velocidad de la luz en el vacio, durante la 17¢ CGPM desarrollada en el
ano 1983.

Tabla i-1. Unidades basicas del Sistema Internacional de Unidades

Cantidad fundamental Unidad base Simbolo
Tiempo (1) segundo S
Longitud (Ix, r, etc.) metro m
Masa (m) kilogramo kg
InT,ensded de corriente amperio A
eléctrica (/)

Temperatura (T) kelvin K
Cantidad de sustancia (n) mol mol

Intensidad luminosa (Iv) candela cd




4 INTRODUCCION

Figura i-0-1. Relacion entre las unidades base del Sl y las constantes que las definen.

El SI comprende, ademds de las unidades base, una serie de unidades
derivadas, las cuales son definidas por el BIPM como potencias de los
productos de las unidades base. Asi, por ejemplo, la velocidad, que es una
cantidad derivada de dividir la longitud recorrida por un objeto entre la
unidad de tiempo seleccionada, es decir una comparacion entre dos
cantidades fundamentales, en el formalismo del Sl tiene por unidad el m.s!
(m/s). El conjunto de las siete unidades base y veintidds unidades derivadas
a las que el BIMP ha dado nombres especiales y trata por separado,
constituye el armazon primordial del S, a partir del cual se pueden expresar
todas las demds unidades derivadas. En este contexto, las unidades
derivadas de relevancia en el estudio de la calidad del agua se resumen

en la tabla i-2:



Tabla i-2. Unidades derivadas del Sl relevantes en el estudio de la calidad del agua

Cantidad derivada Unidad derivada Simbolo
Fuerza (F) newton N=kgms?
Energia (E) joule J=Nm=kg m?2s2
Presién (p) pascal Pa=kgm's2
Temperatura Celsius (T °C) grado Celsius °C =K
Area (A) metro cuadrado m?2
Volumen (V) metro cubico m3
Velocidad (v) metro por segundo m st (m/s)
Aceleracion (a) metro por segundo m s2 (m/s2)

cuadrado

. kilogramo por metro ka m3 (k 3
Densidad (p) cObico g m3 (kg/m3)
Concentracion (mdsica) (e, kilogramo por metro ka m3 (K 3
C) cUbico g m? {kg/m?)
Flujo volumétrico o caudal metro cubico por me s-1 (m3/s)
Q) segundo
Flujo o carga mdsicos () kilogramo por segundo kg s-1 (kg/s)

Viscosidad dindmica (u) pascal segundo Pas=kgms!

A confinuacion, se presentard una comparacion entre las definiciones
anteriores y actuales de las unidades bdsicas de relevancia en la calidad
del agua, tomando como fuente la Oficina Internacional de Pesas vy
Medidas:

Tabla i-3. Definiciones anteriores y actuales de las unidades basicas del SI

Unidad Definicidn anterior Definicién actual
El segundo, simbolo s, es la
Duracion de 9 192631 770 Uiadd ge Tiempo 81, S
periodos de la radiacion n meé;ico <Jje la frecuencia
correspondiente a la :jJ at ci6n hi Y .
segundo transicién entre los dos € afransicion hipertind

del dtomo de cesio-133 en
el estado fundamental no
perturbado, en 9 192 631
770 Hz, donde Hz es igual
asl.

niveles hiperfinos del
estado fundamental del
dtomo de cesio 133 (1967)




Unidad Definicion anterior Definicion actual

El metro, simbolo m, es la
unidad de longitud SI. Se

longitud de la trayectoria define fijando el valor
recorrida porlaluz en el numeérico de la velocidad
metro vacio durante unintervalo  de la luz en el vacio c en
de tiempo de 1/299 792 299 792 458 m 571, donde el
458 de segundo (1983) segundo se define en

funcién de la frecuencia
del Cesio Avgg.

El kilogramo, simbolo kg,
es la unidad de masa Sl.
Se define fijando el valor
numeérico de la constante

Masa igual a la del de Planck h en 6,626 070
kilogramo prototipo internacional del 15 x 1034 cuando se
kilogramo (1889) expresa en la unidad J.s,

igual a kg m2s-1, donde el
meftro y el segundo se
definen en funcibn de cy
Avg.

El kelvin, simbolo K, es la
unidad Sl de temperatura
termodindmica. Se define
fijando el valor numérico

de la constante de

Boltzmann k como 1,380
649 x 1023 JK-1, igual a kg

m2 s2 K-1, donde el

kilogramo, metro y
segundo se definen en
términos de h, c y Av,.

fraccion 1/273.16 de la
temperatura
termodindmica del punto
triple del agua (1973)

kelvin

Fuente: BIMP

Dimensiones de las cantidades

Ademds de su valor numérico, o magnitud, y su unidad de expresion, las
cantidades tienen un atributo importante denominado dimensidon, que es
una especie de unidad generadlizada o estandar para distinguir la
naturaleza de lo que se mide o cuantifica, y se expresa mediante un simbolo
caracteristico de cada canfidad fundamental, de modo que,
consecuentemente, la dimension de todas las cantidades derivadas se
puede expresar en funcion de las primeras, aunque es posible que haya
cantfidades adimensionales. Es importante senalar también que las
dimensiones son independientes del sistema de unidades empleado. Algo

muy importante de las dimensiones es que constituyen un eficaz criterio



para verificar la homogeneidad de las ecuaciones, ya que siempre se debe
cumplir que los dos lados de una ecuacion sean dimensionalmente

coherentes.

Las dimensiones de las cantidades empleadas frecuentemente en el
estudio de la calidad del agua incluyen sdlo una o mds de las siguientes
cuatro dimensiones: M (masa), L (longitud), T(tiempo) y T (temperatura). Sin
embargo, la tabla -4 muestra la dimension de las siete cantidades

fundamentales del SI:

Tabla i-4. Dimensiones de las cantidades base del SI

Cantidad Simbolo Dimensién
Tiempo t T
Longitud / L
Masa m M

Corriente eléctrica | |

Temperatura T 0
Cantidad de n N
sustancia

Intensidad luminosa Iv J

Las magnitudes derivadas de importancia en el contexto de la calidad del
agua tienen, evidentemente, dimensiones derivadas de las cuatro

principales mostradas en la tabla i-5:

Tabla i-5. Dimensiones de algunas cantidades derivadas del Sl relevantes en el estudio de la

calidad del agua

Cantidad Simbolo Dimensién

Area A L2

Volumen \% L3

Velocidad v LT-!
Aceleracion a LT-2
Densidad P ML=3
Concentracién C ML-3
Flujo volumétrico (caudal) Q L3T
Flujo mdsico (carga m MT-1

mdsical)
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Capitulo 1. CINETICA DE REACCIONES Y
REACTORES IDEALES

1.1 Velocidad de una reaccion

Las reacciones que ocurren en el agua,
desde el punto de vista ambiental,
implican la transformacion de una

sustancia contaminante en ofras
menos perjudiciales para el ambiente y
las poblaciones. Su estudio requiere el
conocimiento de fundamentos
relativos a la velocidad con la que
ocurren, incluyendo su dependencia
de la temperatura y de la cantidad de
las sustancias que intervienen, en lo
que se ha denominado orden de la

reaccion.

A manera de antecedente historico
relativo a la evolucion de la
concepcion cientifica de velocidad de
reaccion, es necesario remontarse
hasta la segunda década del siglo XX,
cuando, entre los anos 1916y 1918, por
separado, el quimico alemdn Max
Trautz y el fisicoquimico britdnico
William McCullagh-Lewis, propusieron
la denominada teoria de las colisiones
moleculares como esquema tedrico
explicativo de la ocurrencia de las
reacciones quimicas y sus velocidades.

En resumen, de acuerdo con los

Historia complementaria

A pesar del éxito de la teoria de las
colisiones con la prediccion de
algunas reacciones elementales,
eran notables sus falencias cuando se
trataba de estudiar reacciones mds

complejas. Con este panorama,
surgié la teoria del estado de
transicion  (teoriac  de complejo

activado) hacia el ano 1935, gracias
al trabagjo del norteamericano de
origen mexicano Henry Eyring, desde
la Universidad de Princeton, y del
erudifo  austroningaro  Michael
Polanyi, por entonces profesor de
fisicoquimica en la Universidad de
Manchester, Inglaterra. Ademds, se

cuenta la contribucién del
fisicoquimico  britdnico  Meredith
Gwynne Evans, también desde
Manchester.

La contribucidn a la comprensién de
la cinética quimica inicié en 1931 con
el andlisis de reacciones quimicas
bimoleculares mediante superficies
de energia potencial (SEP). Este
modelo cinético, desarrollado
cuando Eyring era un becario por la
Universidad de Wisconsin y Polanyi
era profesor de quimica en el Instituto
Kaiser Guillermo de Berlin, supone la
creacidbn de una supermolécula
(carente de equilibro estable o en
cuasiequilibrio debido a su alta
energia) o complejo activado, como
producto de la interaccién o
encuentro entre dos moléculas,
denomindndose a esto reaccién
quimica elemental, la cual implica la
reorganizacién de enlaces y dngulos
mientras dure la interaccidon entre las
moléculas reactivas.

En la teoria del estado de transicién,
la formacién de los productos estd
condicionada a que los reactivos
superen la barrera  energética
establecida en el estado de
transicién de la SEP, mientras se forma
el complejo activado. Asimismo, la
velocidad de la reaccion se estima
evaluando el transito del complejo
activado por la cima de la SEP.



postulados de la teoria de las colisiones, una reaccion quimica ocurre
cuando dos o mdas moléculas chocan con suficiente energia, superior a un
valor minimo denominado energia de activacion, ocasionando el
rompimiento de enlaces en las moléculas reactivas para formar nuevas
moléculas. No obstante, ademds del factor energético que estd
relacionado con la temperatura de las moléculas reaccionantes, una
reaccion quimica fiene mads probabilidad de ocurrir si la frecuencia de los
choques moleculares es alta, es decir, a mayor concenfracion de los
reactivos, la interaccion entre las moléculas es mds reactiva, de modo que
la velocidad de la reaccion es proporcional al niUmero de colisiones por

unidad de tiempo y por unidad de volumen (Izquierdo et al., 2013).

Con base en lo anterior hay elementos tedricos para establecer que la
velocidad de una reaccidén quimica es una variable que depende de la
cantidad de la o las sustancias que reaccionan y de otros factores,
principalmente la temperatura. Una definicion adecuada de la misma se

presenta a continuacion:

La velocidad de una reaccion es el cambio en la concentracion de las
sustancias en interaccion molecular eficaz, que provoca su disminucion por
unidad de tiempo y, simultdneamente, el incremento de las sustancias
nuevas formadas o productos; bajo Ila influencia determinante y
directamente proporcional de la temperatura y la concentracion inicial de
los reactivos.

Matemdticamente, la velocidad de una reaccidn se puede expresar, en
primera instancia, como una funcién de la temperatura y la concentracion
de los reactivos. Sin embargo, la historia formal de la cinética quimica
reconoce a dos cientificos noruegos, profesores de la Universidad de Oslo
(en aquel entonces Universidad de Cristiania), como los autores de la
primera relacidon matemdtica para la velocidad de una reaccion. Los
quimicos Cato Maximiliam Guldberg y Peter Waage propusieron en 1864 la
denominada Ley de accion de masas, que en resumen establece que la

velocidad de una reaccidn quimica es directamente proporcional al



producto de lo que llamaron “masas activas” y que, por simplicidad,
podemos concebir como concentraciones de los reactivos. Su trabagjo se

enfocd en reacciones reversibles de la forma

aA + bB & cC+dD Ec.[1.1]

Sobre la base del tfrabajo de Gulberg y Waage, y asumiendo que la
reaccion es elemental, o de un solo paso, la expresion matemdtica para la

velocidad de las reacciones quimicas adquiere la siguiente forma:

r = k[A]*[B]? Ec.[1.2]

donde ra es la velocidad de desaparicion de la sustancia A, k representa
una constante de reaccidon dependiente de la temperatura, [A]y [B] son
las concentraciones de sustancias reactivas, y los exponentes a y b son los

coeficientes estequiométricos de las sustancias A y B, respectivamente.

Aungue la velocidad de la reaccién es siempre positiva, la ecuacion [1.2]
debe incorporar un signo menos delante de la constante cinética para
indicar que desaparece la sustancia A en funcion del tiempo, de modo que

con respecto alreactivo A, la variable ra es su velocidad de desaparicion:

ry = —k[A]?[B]? Ec.[1.3]

Sin embargo, es posible expresar la ley de velocidad para la formacion o

generacién de un producto; asi tendriamos que

re = +k[A]*[B]® Ec.[1.4]

En general, podemos relacionar las velocidades de reaccion para cada
uno de los reactivos y productos de la reaccion general, como sigue
—Ta —Tp Tc Tp

@b ¢ d Fe. [1.9]



1.2 Orden de unareaccion

Es importante tener en cuenta que no siempre los exponentes a los que
estdn elevadas las concentraciones en la ecuacion de velocidad de la
reaccion corresponden exactamente a los coeficientes estequiomeétricos a
y b. Por ello, de forma mds general, la ecuaciéon [1.3], que podria, por
ejemplo, representar la velocidad de desaparicion de un contaminante en

el agua, se puede expresar con la siguiente notacion:

ry = —k[A]™[B]" Ec.[1.6]

donde, m y n son el orden especifico de la reaccidon en relacidn con
reactivo A y enrelacion con elreactivo B, respectivamente. El orden general

o global de reaccidon es la suma de los érdenes particulares, es decir, m +n.

Por otro lado, es importante puntualizar que la velocidad de una reaccion
y su dependencia de la concentracion de los reactivos, en los términos
planteados, es una variable cuantificada mediante observaciones
experimentales en laboratorios, en lo que en secciones posteriores de este
capitulo llamaremos reactores bacth o cerrados. Con esta premisa,
tomando como referencia la ecuacion [1.2], en la que la dependencia de
la velocidad con respecto ala cantidad de las sustancias se expresa como
el producto de la concentraciéon de ellas, se puede establecer la siguiente

definicion:

El orden de una reaccidon es un numero entero positivo o cero que se
determina experimentalmente y establece la potencia o el numero de
veces que se multiplica entre si la concentracion de la sustancia
reaccionante en la ley de velocidad de la reaccion, cumpliendo la funcion
de indicarlaintensidad de la dependencia de la velocidad en relacion con
la concentracion del reactivo.



En el ambiente y en sistemas artificiales,
las reacciones quimicas o bioldgicas
pueden clasificarse en varios tipos. Los
mds importantes son:

Reacciones homogéneas: aquéllas que
se realizan en una sélo fase, por ejemplo,
en el medio acudtico.

Reacciones heterogéneas: se producen
por la interaccion de los reactivos en
diferentes fases, por ejemplo, Ia
disolucién del oxigeno en el agua.

Reacciones irreversibles: ocurren en una
sola direccién, es decir, los reactivos
formardn los productos, pero los
productos no podrdn generar
nuevamente los reactivos. Su formato
general se caracteriza por la flecha en
direccién de los reactivos a los
productos aA + bB — cC + dD.

Reacciones reversibles: implican la
conversidén incompleta de los reactivos

Antes de abordar el proceso de
deduccion de las  diferentes

ecuaciones cinéticas para
reacciones de diferente orden, es
importante recordar que la ley de
velocidad expresada
[1.6],

reacciones que desarrollan en un

por lo
ecuacion corresponde @
paso simple, y que, ademds, las
reacciones de importancia en el
estudio de la calidad del agua son
ireversibles y homogéneas. Asi, para
lo fines del uso de la cinética quimica

a lo largo de este libro, se entenderd

en productos, y un proceso de reaccion que las reacciones quimicas  se
de los productos para volver aformarlos | yasriben  mediante la  siguiente
reactivos, hasta alcanzar el equilibrio
quimico. Su forma general contiene una | ecuacidn general:
flecha de doble senfido entre los
reactivos y los productos, aA + bB « cC
+dD
aA + bB - cC+dD Ec.[1.7]

Y que, por lo tanto, valiéndose de la premisa de que se trata de una tasa
de cambio de la variable concentraciéon en relacion con la variable tiempo,
la velocidad de una reaccidon también puede ser expresada como la

derivada de la concentracion con respecto al fiempo

_dl4]

Ty = 7 Ec.[1 8]

= —k[A]™[B]"

Ademds, en el caso mds simple posible de una reaccidon elemental, el
reactivo B podria presentarse en exceso en comparaciéon con la

concentracion del reactivo A, por lo tanto, la ley de velocidad se reduce a



ry = —% = —k[A]" Ec.[1.9]

O, simplemente, y de una forma mucho mds general para representar
mediante el simbolo C la concentracion de un contaminante que se estd

degradando en el medio acuso:

dcC
- — _Ccn Ec.[1.10
r It kC [ ]

Luego de estas necesarias precisiones, el estudiante debe saber que la gran
mayoria de las reacciones quimicas o bioldgicas de importancia que
ocurren en el agua se estudian como reacciones elementales, y que,

ademds, suelen ser irreversibles y homogéneas.
1.2.1 Reacciones de orden cero

En una reaccion de orden cero, la ley de velocidad para una reaccion
elemental e irreversible, expresada en la ecuacion [1.10], se reduce a una
ecuacion en la que la tasa de desaparicion o eliminacion del contaminante
no depende de la concentracion, debido a que el exponente n adquiere
un valor de cero y, consecuentemente, la potencia de la concentracion se

hace igual a la unidad. Asi, tenemos que

dc
—=—k Ec.[1.11

i [1.11]
Luego, se resuelve la ecuacion diferencial anterior, separando las variables
y fomando la integral definida a ambos lados, con la condicion inicial de
que para un fiempo t = 0 la concentracion es igual a su valor inicial (C = Co).

Los pasos sucesivos de la integracion son:

c t
dez—kfdt Ec.[1.12]
0

Co



t

C
C|C0 = —ktlo

Ec.[1.13]
C—Cy=—k(t—0) Ec.[1.14]

De modo que la concentracion final al cabo de un tiempo t, se calcula

mediante la ecuacion

W C=Cy—kt Ec.[1.15]

Las reacciones de primer orden son poco comunes en el medio natural; sin
embargo, algunos ejemplos estdn relacionados con procesos de
fotodegradacion de contaminantes orgdnicos persistentes, tales como los
plaguicidas. En este contexto, hay investigaciones cientificas que reportan
que la fotodegradacion del paraguat (Moctezuma, Zamarripa y Leyva,
2003), y la degradacioén del herbicida 2,4-D (2,4-diclorofenoxiacético) por
accion de luz ultravioleta de alta intensidad (Kundu, Pal y Dikshit, 2005), y la
degradacion fotocatalitica del herbicida diquat en el agua (Shibin,
Yesodharan y Yesodharan, 2015), constituyen reacciones que siguen una

cinética de orden cero, por lo menos bajo ciertas condiciones.

En general, cuando se requiere de catalizadores y hay saturacion de los
reactivos, usualmente las reacciones seguirdn una cinética de orden cero.
Sobre este Ultimo aspecto, la saturacion, se ha demostrado que las enzimas
en el cuerpo humano que metabolizan el alcohol a menudo estdn
saturadas por la cantidad de alcohol que se ingiere, por lo que el

metabolismo del alcohol es una reaccidon de orden cero.

Las dimensiones de la constante de reaccidon k en la ecuaciéon cinética de

kg
m3.d’

M .
orden cero son =7 O Por lo tanto, sus unidades usuales pueden ser %,

etc.



1.2.2 Reacciones de primer orden

Cuando las reacciones son de primer orden, el valor del exponente en la
ley de velocidad se sustituye por la unidad, de tal manera que la rapidez de
la reaccion resulta expresada como una funcidn de la concentracion de

una sustancia determinada:

dc

E:_kC Ec.[1.16]
La ecuacion diferencial [1.16] se resuelve también por integracion mediante
separacion de variables, teniendo en cuenta una vez mds la condicidon
inicial de que para un tiempo t = 0 la concentraciéon es igual al valor inicial
de la concentracion (C = Cy), valores que representan los limites inferiores
de la integral definida del lado izquierdo y derecho de la ecuacion
diferencial, respectivamente. Ademads, los limites superiores se establecen
bajo la condicidon de que para todo tiempo posterior t la concentracion de
la sustancia reactiva tiene un valor de C. Asi, el resultado de la infegracion

es

(o t
dc
—=—kfdt Ec. [1.17]
C
Co 0
c_
Inclg = —kelg Ec.[1.18]
InC—1InCy = —k(t — 0) Ec. [1.19]
c
In (—) = _kt Ec. [1.20]
Co
2 C = Cyekt Ec.[1.21]

La ecuacidon cinética resultante denota que la concentracion de la
sustancia reaccionante es funciobn de un término exponencial de
exponente negativo (e*f), por lo que su valor disminuird a partir de la

concentracion inicial hasta valores que tenderdn a cero a medida que



transcurra el tiempo. Su grdfica, precisamente, es una curva descendente
que parte de un punto en el eje de las ordenadas y se dirige hacia el gje de

las abscisas.

La mayoria de las reacciones en el ambiente, y las de mayor importancia
en el aguaq, siguen una cinética de primer orden. El mejor ejemplo es la
degradacion de la materia orgdnica en cuerpos de agua, medida
mediante la tasa de agotamiento del oxigeno consumido por
microorganismos. Mds adelante se detallard esto cuando se frate la
cinética de la demanda bioguimica de oxigeno o DBO. Por otro lado,
diferentes investigadores han estudiado la cinética del decaimiento del
cloro en el agua, principalmente en redes de distribucién, y han coincidido
en que originalmente la eliminacion del cloro se estudiaba utilizando una
ecuacion cinética de primer orden (AWWARF, 1996). No obstante, la
tendencia desde hace algunos anos ha sido el diseno de cinéticas
diferentes, principalmente cinéticas de segundo orden y de orden mixto
(primer y segundo orden) (Hua ef al., 1999; Kastl, Fisher y Jegatheesan, 1999;
Kowalska, Kowalski y Musz, 2006).

Las dimensiones de la constante de reaccidon k en la ecuaciéon cinética de
1 _ .
segundo orden son ;0T 1. Por lo tanto, sus unidades usuales son d-!, h-,

min-!, s, etc.
1.2.3 Reacciones de segundo orden

Las reacciones de segundo orden implican una dependencia de la
velocidad de la reaccion con el cuadrado de la concentracion de la
sustancia reaccionante. La resolucion de la ecuacion diferencial resultante
es similar a las anteriores en la separacion de las variables y la seleccion de

los limites de integracion; sin embargo, se aplicard ahora la regla de la
n+1 . . . 7 .7
potencia [ x™dx = ZT-" C. El procedimiento de deduccidon de la ecuacion

cinéticaresultante para la concentracion a cualquier instante de tiempo se

presenta a continuacion:



= _kC? Ec.[1.22
= —kC c.[1.22]
dc
7 = —kdt Ec. [1.23]
C t
fc—chz —kfdt Ec. [1.24]
Co 0
c1\| ¢ t
(__> c, _kt|0 Ec.[1.25]
11 ¢
-2 ¢, = k=0 Ec. [1.26]
1 LAY kt Ec.[1.27
C < Co) - c.[1-27]
1 _1 + kt Ec.[1.28
CTC c.[1.28]
__ G Ec.[1.29
1+ kCyt c.11.27]

La ecuacion [1.29] da la variacion de la concentracion de la sustancia
reaccionante como una funcidon algebraica racional del fiempo v,

consecuentemente, su grafica es una hipérbola decreciente en el tiempo.

La cinética de segundo orden, aunque es mucho menos comun que la de
primer orden para los procesos en el agua, es utilizada incluso para
modelizar la degradacion de la materia orgdnica. Aungue se indico en la
seccion 1.2.3 que la cinética de la DBO tradicionalmente se ha estudiado
asumiendo que se trata de una reaccion de primer orden, desde hace
algunas décadas diferentes trabajos investigativos han cuestionado tal
supuesto y han defendido que la cinética de segundo orden es la mejor
opcidn para describir la estabilizacion de la materia orgdnica en aguas

residuales y corrientes naturales contaminadas (Adrian y Sanders, 1998).



Las dimensiones de la constante de reaccidon k en la ecuaciéon cinética de

L3 . l
segundo orden son -7 O Por lo tanto, sus unidades usuales pueden ser —,

mg.d

m3

kg.d

, efc.

1.2.4 Reacciones de orden superior

Aungue las reacciones de tercer orden son muy raras, y las de orden
superior no tienen ejemplos reales, a continuacion, se deduce la ecuacion

cinética para cualquier orden de reaccion

dc
E = —-kC Ec. []30]
C t
ifC‘”dC::—kj}u Ec.[1.31]
Co 0
N €2t Ec. [1.32
(_n+1> CO——tlo c.[1.32]
N € - ko Ec. [1.33
_<n—1> O__(t— ) c.[1.33]
— ! — l— ! l = —kt Ec.[1.34
€ Oe-D | (G -1 e 1194
— ! l ! — ! l— —kt Ec.[1.35
m—-D[C™D (¢, D) = C.[1.39]
1 1

(cn-1) - (Con—1) = (n— 1Dkt Ec.[1.36]

1 1
= + (n— 1Dkt
(cn-1) (Con_l) ( ) Ec.[1 37]
C n-—1
nlh= 0—n_1 Ec.[1.38]
1+ kC,™ 't
C
“C = 0

ne1 Ec.[1.39
/1+k@”ﬂt [ ]



La ecuacion [1.39] da la variacion de la concentracion de la sustancia
reaccionante como una funcidon algebraica racional del fiempo v,

consecuentemente, su grafica es una hipérbola decreciente en el tiempo.

En el campo de la ingenieria ambiental, algunos estudios relativos a la
cinética de la DBO han concluido que ésta, a diferencia de su venerable y
aun vigente modelo cinético de decaimiento basado en el primer orden,
puede describir mejor los datos empiricos si se asume cinéticas multiordenes,
incluso de tercer y cuarto orden (Hewitt, Hunter y Lockwood, 1979; Adrian,
Roider y Sanders, 2004).

Las dimensiones de la constante de reaccidon k en la ecuaciéon cinética de

L3 . l 3
segundo orden son -7 O Por lo tanto, sus unidades usuales son od’ gm—d, etc.

1.2.5 Método integral para determinar el orden de la reaccién

Uno de los métodos mds populares y practicos para determinar el orden de
una reaccion es el método integral, el cual se basa en un andlisis de
regresion lineal simple a los datos de variacion de la concentracion de una
sustancia con respecto al tiempo de reaccion. Su procedimiento implica
suponer cada uno de los ordenes posibles (generalmente orden cero,
primer orden y segundo orden) y utilizar el valor del coeficiente de
determinacion (R2) como criterio de determinacion, de tal manera que el

orden de la reaccion corresponderd a aquella con el valor mdés alto de R2,



Tabla 1-1 Resumen de ecuaciones cinéticas y elementos del método integral

Ecuacion Ecuacion Variable Variable .
Orden ™ . . . . Intercepto Pendiente
cinetica lineal dependiente independiente
0 C=Co—kt C=Cy—kt c t Co —k
InC
— -kt —
1 C = Cye —InC, — kt InC t In C, k
2 c=— Lo =_—+kt L t ! k
T 1+kCt C G, c Co +

Ejercicio 1.1

Una sustancia contaminante del agua se degrada de acuerdo con los datos mostrados a
continuacién, y que relacionan el cambio de su concentracién medido a una frecuencia

de dos dias:
t (d) 0 2 4 6 8 10
C (mg/l) 22,5 19,3 15,4 12,1 9.4 7,8

Determine el orden de la reaccién, empleando el método integral.

Solucion:

Se realiza una regresion lineal simple a los datos tabulados, suponiendo cada uno de los
tres érdenes posibles seleccionados, y luego se escriben las ecuaciones cinéticas y lineales
de acuerdo con lo mostrado en la tabla 1-1:

Orden cero Primer orden Segundo orden
a -1,521 -0,110 0,009
b 22,024 3,149 0,037
r -0,993 -0,997 0,989
R? 0,985 0,995 0,978

considerando la tabla 1-1:

Luego, se escriben las ecuaciones lineales y cinéticas reales para cada caso,

Orden

Ecuacion lineal

Ecuacion cinética

C =22,024 —1,521t

C =22,024-1,521t

InC = 3,149 — 0,110t

C = 23,313¢70110¢

1
i 0,037 + 0,009t

27,027
T 140,243t




Concentracion (mg/l)

-
0

wn

Tiempo (d)

Concentracién
n

Tiempo (d)

Datos

Tiempo (d)

= Orden 0

Ordenl ———0QOrden2

6

Tiempo (d)

Figura 1-1 Resumen grdfico de la aplicacién del método integral para el problema resuelto: (a) curvas

de concentracion; (b) recta de orden cero; (c) recta de primer orden; (d) recta de segundo orden.

De acuerdo con los resultados mostrados en la figura 1-1, resulta evidente, comparando
las rectas de (b), (c), y (d), que el gréfico lineal correspondiente a la suposicidon de primer
orden (b) para la reaccién, se aproxima mds a los puntos de la dispersidén de los datos de
laboratorio. Esto confirma el valor superior de R2 (0,995) para el supuesto de reacciéon de
primer orden en relacién con el correspondiente valor de tal criterio para los supuestos de
orden cero y segundo orden (0,985 y 0,978; respectivamente). La conclusidén es que la
reacciéon descrita por los datos se ajusta a una cinética de primer orden y que su ecuacion
cinética aproximada es € = 23,313¢79110t,
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1.3 Balance de masa
1.3.1 La ecuacion general del balance de masa

Una de las mds importantes herramientas del ingeniero ambiental y, de
hecho, de cualquier ingenieria, es el balance de masa. Este balance que,
como su nombre lo revela, es un método mediante el cual se hace una
evaluacion o recuento de los ingresos, salidas y cambios temporales de una
sustancia en un sistema dentro de ciertos limites, puede expresarse a partir
del principio de conservacion de la masa: la materia no se crea ni se
destruye, solo se transforma. Asi, el balance de masa evalva la variacion
temporal de la masa de una sustancia, en otfras palabras, su flujo mdsico,
en cinco estados o componentes posibles con respecto al sistema: entrada,
salida, acumulaciéon, generacion y eliminacion. Es preciso puntualizar,
ademds, que el sistema se caracteriza por un limite o frontera que lo separa
o aisla de su entorno, y el espacio encerrado dentro de su limite al que

usualmente se le denomina volumen de conftrol (Figura 1-2).

FRONTERA

ENTRADA SALIDA

Figura 1-2 Representacién esquemdtica general de un balance de masa en el agua.



Matemdticamente, un balance de masa se expresa de la siguiente forma:

Acumulacion = Entrada — Salida + Reaccion Ec.[1.40]

Acumulacion = Entrada — Salida + Generacion — Eliminacion Ec.[1.41]

dc _

La ecuacion general del balance de masa expresada mediante [1.42]
establece que la tasa de acumulaciéon de una sustancia en un volumen de
control dado es igual a la diferencia entre lo que ha ingresado y ha salido
del sistema, mds y menos lo que se ha formado y desaparecido por
reaccion, respectivamente. En la referida ecuacion [1.42], V es el volumen,
dC/dt es la tasa temporal de cambio de la concentracion dentro del
volumen de confrol, Q;y Cison el caudal y la concentracion de la sustancia
en la corriente que ingresa al sistema, en ese orden, Q y C son el caudal y
la concentracion de la sustancia en la corriente de salida del sistema,
respectivamente; rg es la velocidad de generacion de la sustancia y rees la
velocidad de eliminacion o desaparicion de la sustancia en el volumen de

conftrol.

Haciendo un andlisis dimensional de los diferentes términos de la ecuacion
general del balance de masa se comprueba que se trata de un recuento

de las cantidades de una sustancia en términos de su flujo mdasico:

i NPT PR
»3r)~ BT T c. [1.43]
M M M
M _ n_" Ec.[1.44
T T c.[1.44]

Finalmente, es importante también senalar que el balance de masa puede
realizarse en dos estados o condiciones diferentes: (a) en estado
estacionario, cuando no hay cambios temporales de las variables dentro
del sistema, en otras palabras, no hay acumulacion de sustancias; y (b) en

estado no estacionario, cuando la concentracidon dentro del sistema va



cambiando respecto del tiempo y, consecuentemente, se produce la

acumulacioéon de la sustancia dentro del volumen de control.

1.3.2 Balance de masa en estado estacionario

1.3.2.1 Mezcla de corrientes

Cuando dos o mds corrientes se encuentran en un volumen de control
definido, la concentracién resultante de su mezcla se calcula mediante la

mayor simplificacion de la ecuacion general del balance de masa:

Entrada = Salida Ec.[1.45]

El término entrada de la ecuaciéon [1.45] se compone minimo de dos
corrientes que se mezclan en un volumen de control especifico. No
obstante, el total de entradas puede ser cualquier nUmero entero superior

a dos. Asi,

Entrada 1 + Entrada 2 = Salida Ec.[1.46]

Q1€ + Q26 = QC Ec.[1.47]

A partir del sencillo balance de masa mostrado en la ecuacion [1.47], se
obtiene la expresidon para calcular la concentracion de un contaminante

del agua como resultado de la mezcla de dos corrientes:

GG+ QG

C = MR
0.+ 0, Ec.[1.48]

donde, Q1 + Q2 = Q; esto es, el caudal de salida es la suma de los caudales
de enfrada al sistema. Para mds de dos corrientes mezcldndose, la
ecuacion [1.48] puede ampliarse cada vez mds de acuerdo con el siguiente

formato

_ 230G

C =52t
22 Q

Ec.[1.49]



Por ejemplo, la concentracion resultante de la mezcla de tres corrientes se

expresa como

o Ul Qa6 + Q50
Q1+ 0, + 0;

Ec.[1.50]

Ejercicio 1.2

Un sistema de alcantarillado sanitario descarga las aguas residuales domésticas de una
poblacion urbana a razén de 40 I/s, las cuales contienen 80 mg/l de una sustancia
contaminante. Aguas arriba de la descarga, el rio fluye con un caudal de 1,10 m3/s vy
transporta el mismo contaminante arrojado por el alcantarillado, pero con una pequena
concentracion de 6 mg/l. Determine la concentracién del contaminante en el punto de
mezcla de las dos corrientes.

Solucion:

Siempre es Util representar los datos y condiciones del problema en un diagrama. Asi, el
enunciado del problema se puede ilustrar como sigue:

D Cl l:l Alcantarillado
I Q=do1s
- - 8oma1

Salida de la mezcla

Aguas arriba

/7~ Q=110ms eer Q=

C=6mg/l c=?

Por tratarse de un problema de mezcla de dos corrientes, se emplea la ecuacion [1.48]
para calcular la concentracidén del contaminante que sale del punto de mezcla:

o UC QG (11008) (6729) + (s01) (80™9) _ 9800 4
@+ 1100£+4oé 1140%

m
C= 8,60Tg

Ejercicio 1.3

Suponga que ademds del alcantarillado del ejercicio 1.2, el rio es el cuerpo receptor de las
aguas residuales de una industria localizada justo frente a la descarga municipal (en la otra
orilla), cuyos efluentes sin tratar van directamente al rio tfransportado una concentracion
del mismo contaminante igual a 110 mg/l. 3Cudl deberia ser el caudal de la descarga
industrial que permita cumplir el estdndar ambiental (limite mdximo permisible) del
contaminante en el rio, que establece que su concentracién no debe superarlos 10 mg/I2.




Solucion:

Se debe actualizar el diagrama para ilustrar la nueva situacioén en el punto de mezcla:

I:] D ‘:] Alcantarillado
[ Q=015
D E E C=80mg/l

Salida de la mezcla

Aguas arriba
/Qmtoms gumy T s omen
C=6mg/l Cina = 110,mg/1

Industria

Atendiendo a la notacién de la ecuacion [1.50] y asumiendo que la entrada uno es la
corriente aguas arriba del rio, la entrada dos es la descarga del sistema de alcantarillado
y la tercera descarga es el efluente industrial (o cualquier orden que se desee), se despeja
la variable Qs que representa el caudal de la descarga industrial. Entonces, su valor se
obtiene como se muestra a continuacién:

o _ QG+ 06 + 0
Q1 +Q:+0Qs
C(Q; +Qz +Q3) = Q1C; + Q,C;, + Q3G
Q,€—-0Q,C; =0Q,6, —Q,C+Q,C;, —Q,C
Q,(C—=¢3) =Q,(C; =€) +Q,(C; - C)
_ Ql(Cl - C) + Qz(CZ - C)
3 C-C,

! !
1100—(6@—10@) + 40 (80@— 10M)
s l s l
mg
I

1 s l
Q —
3 10#—110m

—1600%
Q, = —m
3 —100#

!
Q5 =160

1.3.2.2 Estado estacionario y sustancia no conservativa

Como se explicd en la seccidn 1.2 del presente capitulo, las reacciones se
rigen a una determinada ley de velocidad caracterizada por la
dependencia de la rapidez de aquella con respecto ala concentracion de
una sustancia, denominada orden de la reaccion. En este contexto, es
preciso recordar que cuando una sustancia no conservativa ingresa a un
cuerpo de agua puede experimentar reacciones de orden cero, primer

orden y segundo orden, principalmente. Cabe aclarar, ademds, que los




balances de masa que el ingeniero ambiental estudia en el medio acudtico
son aquellos donde la sustancia involucrada es un contaminante ambiental
y, por lo tanto, serd de interés la eliminacion de aquél, mds que su posible
generacion, si la hubiere; en otras palabras, el término generacion se suele
ignorar. Esto permite establecer tres casos posibles de balance de masa en
estado estacionario para una sustancia contaminante que reacciona en el

agua.
1.3.2.2.1 Sustancia no conservativa con reaccion de orden cero

Este caso de balance de masa en estado estacionario se describe como

0 = Entrada — Salida — Eliminacion Ec.[1.51]

Cuando la reaccion es de orden cero, el término r,; de la ecuacion [1.52]
puede expresarse como -k, de modo que la concentracion final o de salida

del sistema es

= 5V Ec.[1.53]
Se asume —kV

siempre que = Ec. [] 54]
Q=0

No obstante, si al volumen de control ingresa mds de una entrada, es facil
demostrar que a partir de la ecuacion [1.52] ampliada para abarcar, por
ejemplo, una segunda enfrada, la concentracion de salida del

contaminante se obtiene de la siguiente forma:

= gV Ec.[1.55]

_ Qi1Cin + Qi2Ciz — KV
Q

C Ec.[1.56]



Resulta evidente de la ecuacion [1.56] que la existencia de mds de dos
entradas implica simplemente la adicion de mds productos de la forma

QinCin en el numerador antes del férmino del producto negativo kV.
1.3.2.2.2 Sustancia no conservativa con reaccion de primer orden

El balance de masa en estado estacionario para una sustancia no
conservativa que experimenta una reaccion de primer orden (desaparece
del sistema de acuerdo con una cinética que depende de la

concenfracion de la sustancia) se expresa asi

Entrada — Salida — Eliminacion = 0

Ec.[1.57]
—kCV =0
= +1gV = — kCVv Ec.[1.58]
kVC = Ec. [1.59]
S.e asume c QCi E 1.61
ziegzre que = 0+ kv c.[1.61]

Asimismo, si al volumen de control ingresan dos corrientes, la ecuacion [1.61]

se amplia a

_ Qi1Ciz + Qi2Cy;
0+ kv

C Ec.[1.62]

Resulta evidente de la ecuacion [1.61] que la existencia de mds de dos
entradas implica simplemente la adicion de mds productos de la forma

QinCin en el numerador.
1.3.2.2.3 Sustancia no conservativa con reaccién de segundo orden

Cuando el balance de masa se plantea para evaluar el fransporte y destino
de una sustancia no conservativa que experimenta una reaccién de

segundo orden en estado estacionario, la ecuacion [1.52] cambia a



Entrada — Salida — Eliminacion = 0

Ec.[1.63
—kC?V=0 [ :
Y la concentracion de salida del sistema se expresa como

Ecuoci'éh
cuadrdtica de o kVC? =0 Ec.[1.64]
ax2+bx+c =0
em AT 2+ 4Q,C,kV
a=kv C:_Q+\/Q +4Q:Gi Ec.[1.65]
°2% 2kV

Aungue una ecuacion cuadrdatica puede tener dos soluciones distintas
dependiendo del signo de la raiz cuadrada del término discriminante
Vb2 — 4ac, la concentracién de salida siempre se calcula empleando la
solucion con el signo mdas antes del radical, tal como estd en la ecuacion
[1.65]; de lo contrario, seria posible obtener una concentracion de signo

negativo, que carece de sentido absoluto.

De manera similar a los dos casos anteriores, si hay una entrada adicional,
es sencillo demostrar, a partir de la ecuacion [1.64], que la concentracion

de salida se expresa como

KV C? =0 Ec.[1.66]

_ -0+ V@2 + 4(Qi1Ciy + Qi Cin)kV Ec.[1.67]

¢ 2kV

Resulta evidente de la ecuacion [1.67] que la existencia de mds de dos
entradas implica simplemente la adicion de mds productos de la forma
QinCin dentro del factor que forma parte del segundo término dentro del

radical.



Ejercicio 1.4

En una laguna de 100 000 m3 de volumen es alimentada permanentemente por un
riachuelo pristino que desemboca en ella con un caudal de 0,085 m3/s. La laguna es
utilizada como cuerpo receptor de la descarga de las aguas residuales de una industria
localizada en la cercania; tal descarga se produce a razén de 10 I/s y llevando un
contaminante con una concentraciéon igual a 100 mg/l. Si se puede suponer que se
produce la mezcla completa del contaminante dentro de la laguna y que no hay cambios
temporales en el sistema (estado estacionario), determine el valor de la constante de
reaccion, expresando el tiempo en dias (d), el volumen en litros (I) y la masa em miligramos
(mg), si se debe cumplir un estdndar ambiental de 2 mg/l, y el contaminante no
conservativo desaparece conforme a una cinética de (a) orden cero, (b) primer orden, y
(c) segundo orden.

Solucion:

(a) Se debe despejar la constante de la ecuacion [1.56], por haber dos entradas a la laguna
y tratarse de una reaccién de orden cero:

C= Qi1Ciy + Qi Cip — kV
Q

QC = Qi1 Cyy + Qi€ — KV

kV = Q;1Ciy + Qi2Ci, — QC

_ Qi1Ci1 +0i2C, — QC
|74

Luego, reemplazando los valores dados para cada variable se obtiene

o (855) (07 + (105) (10074) - (855+ 10) (27F)

k

100000 m?
m
81074 mg (86400 s
k= 10001 =8'1X10_651( 1d )
3 .
100000 m? (= 5-)
mg
“k=070—2
l.d

(b) Despejando la constante cinética de la ecuacién [1.62], la concentracion de salida se
calcula como sigue

C= Qi1Ci1 + Q12 C
Q+kV
Qi1Ci1 + Q12 Cy
ky =20 <22
Q+ C
K= Qulis + QC  Q
Ve %
Luego, reemplazando los valores dados para cada variable se obtiene
l mg l mg l [
_(855) (07F) + (105) (1007F) 55+ 105
10001 mg 10001
3 — 3
100000 m* (= ==) (272) 100000 m* (=)
l
10329 95- 1 1 1
k = S 5 -5x1076--10,95x10"6==4,05x 1075~
2x10%8mg 108} s s s
k = 4,905 x 10‘61(86400 S)
s 1d

~k=0,35d"t




(c) A diferencia de los dos casos anteriores en los que se despeja la constante cinética en
la ecuacién de la concentracion de salida, aunque ciertamente es posible hacerlo a partir
de la ecuacién [1.67], es mds sencillo despejar la constante utilizando la ecuacion
cuadrdtica igualada a cero, ecuacion [1.66], de modo que

kve? + QC — (Qi1Ciy + Q12C2) =0

_ (Qi1Ciy + Q12C;) — QC
V2

Luego, reemplazando los valores dados para cada variable se obtiene

(55)(02) + (108)(100%8) - (5L + 101) (22) __s1022

k

l S S

k = =
1000 [ mg\? mg?
3 —dJ 8
100000 m?* (=) (2552) 4 x 10874
| (86400 s
#k =4,05x 107 ( )
mg.s 1d
ke = 0175 —
T T T mg.d

1.3.3 Balance de masa en estado no estacionario

1.3.3.1 Estado no estacionario y sustancia conservativa (volumen

constante)

Como se recordard de la seccion 1.3.1, el estado no estacionario implica la
acumulacion de una sustancia dentfro del volumen de control, debido a
que hay un cambio temporal de la concentracion, esto es la derivada
localizada en el lazo izquierdo de la ecuacion [1.41], en este caso, tendrd
siempre un valor diferente de cero. Si el contaminante evaluado en el
sistema es conservativo y el volumen permanece constante, entonces la

ecuacion que da el valor de la concentracién final se obtiene asi

dc

- = Ec.[1.68

dC _ Q(C;—0)

= Ec.[1.69

dt G c.11.67]
oo e i £c. [1.70]

Seau = (C; — C, de modo que Z—Z = —1, resultando du = —dC. Luego, se hacen
las sustituciones correspondientes en el lado izquierdo de la ecuacion [1.70]

. s . d
para obtener la expresion integrable 7”; tome en cuenta que, para ello, es




necesario anadir un signo menos al diferencial de la concentracion (dC)
para que sea posible sustituirlo en el numerador por du y, ademds, cambiar
el signo de la fraccidon a negativo para no alterar su signo positivo original

(= x —=+4). Asi, los pasos deductivos sucesivos son:

—dC
_Tde Q4 Ec.[1.71]
u vV
C t
Integracién du Q
pOr separacion —=——=1dt Ec. [] 72]
de variables u |74
Co 0
C _ (Q\ t
Inuly = - (V)ﬂo Ec.[1.73]
Sustitucion de In(C c C Q 0
la variabl — =—(2)(t-
S n(G-Olg, =~ () ¢~ 0 e (174
original
Evaluacion d Q
aintegral In(C; — €) = In(C; — Co) = — (V) ¢ Ec.[1.75]
Propigdod del 1 Ci —C Q
o eationie, n <Ci = Co) =- (;) t Ec.[1.76]
Aplicociér? de Ci —C —(Q)t
s ropedod c—¢ ¢ Ec.[1.77]
Q
C;—C=(C — Co)e‘(v)f Ec.[1.78]

" C = Coe_(%)t +C [1 — e‘(%)t] Ec.[1.79]



Los cientificos utilizan las ecuaciones diferenciales como herramientas para la descripciéon
matemdtica de los procesos o fendmenos de interés para la ingenieria o la ciencia; en otras
palabras, las ecuaciones diferenciales son los modelos matemdticos utilizados para describir
fendbmenos naturales y procesos artificiales, bajo determinadas condiciones y supuestos.
Teniendo en cuenta que las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse de acuerdo con tres
criterios (tipo, linealidad y orden), cualquier interesado en la modelizacion matemdtica de
sistema hidricos debe saber que un buen niUmero de casos, como se verd a lo largo del libro,
puede abordarse desde la manipulacién de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
Este fipo de ecuaciones diferenciales ordinarias se define de la siguiente forma para la variable
dependiente y:

d
@, () 2+ ay(1)y = h(®)

Sin embargo, por su utilidad, se prefiere expresar las ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden en su forma estdndar o candnica

dy p _
o )y =gx)

Debe tenerse en cuenta que si la funcidén g(x) =0, entonces la ecuacion diferencial es
homogénea y facilmente pude resolverse mediante el método de separacién de variables. No
obstante, existe un método mds general que permite hallar la solucidon de la ecuacién
diferencial lineal de primer orden tanto cuando es homogénea como cuando es no
homogénea, esto es, cuando g(x) # 0. Este método se denomina del factor integrante que se
calcula mediante la expresién

efP(x)dx
El procedimiento de resolucion de una ecuacion diferencial lineal de primer orden mediante
el método del factor integrante requiere de multiplicar cada miembro de la forma estdndar

por el factor intfegrante, de modo que el lado izquierdo pueda expresarse como la derivada
del producto entre la variable dependiente y el factor integrante; esto es

efP(x)dx Z_i} + efP(x)de(x)y — efP(x)dxg(x)

d[efP(x)dxy]
dx

Integrando ambos lados de la ecuacién diferencial resultante de aplicar el método del factor
integrante, se obtiene una familia de soluciones de acuerdo con el siguiente formato:

— efP(x)dxg(x)

y = e~/ P(X)dx f efP(x)dxg(x)dx + ce~JP@ax

donde c es una constante de integracién, cuyo valor se define con base en condiciones
iniciales determinadas para cada situacion particular.

Fuente: Zill and Wright, 2015
Ejercicio 1.5

Una solucion de salmuera (sal disuelta en agua) ingresa a un tanque de dilucién con un
flujo volumétrico de 1500 cm3/s llevando una concentracién de sal igual a 20 g/l.
Previamente, el tanque contenia 10 m3 de agua y 5 kg de sal disueltos en ella. Asumiendo
qgue hay mezcla completa dentro del tanque, (a) evalle la variaciéon temporal de la
concentracién de sal dentro del tanque, (b) zcudnto tiempo deberd transcurrir para que
la concentracion de sal dentro del tanque sea la mitad de lo que ingresé?

Nota: la sal es una sustancia conservativa.



Solucion:

Recuerde que un diagrama representativo del problema ayuda a visualizar mejor los

detalles del problema
Q=1500 cm’/s
C=20g/l

+
o+

o

-+
+

L o+
&2

o+
o+

o
1

W

Q=1500 cm’/s
CHy=2g/

(a) Tome en cuenta que, si la mezcla es completq, la cantidad de sal dentro del tanque es
la misma que en la corriente de salida. Entonces, utilizando la ecuacion [1.79] se calcula la
concentracién de salida a varios instantes de tiempo para definir la tendencia de la
variacién; por ejemplo, a las 5 horas el resultado seria

1,5¢
103 g\ /1m? ‘<Wﬁ>5h(361°35)
) 1kg J\10%1)°

C(5h) = 18,69%

5kg
10m3

+20% 1-e

l
(—) (a0

C(5h)=(

Este cdlculo se repite tantas veces sean necesarias para trazar la curva representativa de
la variacién temporal de la concentracion de sal dentro del tanque:

t(h) [ O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
C(g/1)[0,50] 8,64 [13,38|16,14|17,75|18,69[19,24|19,55]19,74]19,85[19,91]|19,95[19,97[19,98|19,99]19,99|20,00{20,00
25 4
20 4
)
E
= 15 1
=
Q9
g
510 1
9
=
=
Q
5 -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tiempo (h)

Figura 1-3 Curva de concentraciéon resultante en el ejercicio 1.5.

Como se observa en el grdfico, la concentracion de sal dentro del tanque tiende a
estabilizarse alcanzando el valor de la concentracién de entrada de la salmuera (20 mg/l).
Esto siempre sucede en este caso.

(b) Para calcular el tiempo exacto cuando la concentracion de sal dentro del tanque es
igual a la mitad de la concentracion de entrada, la opcion es despejar la variable tiempo
de la ecuacion [1.79], o directamente de la ecuacion [1.76], vy hallar su valor cuando la
concentracioén final tiene tal valor; esto es




~Q

10m3 209 -05
t= In
1031)

1h
151(1m3 g>:44525(36005) =1,24h
s

t=1hy14min

o~
~

1.3.3.2 Estado no estacionario y sustancia conservativa (volumen variable)

Cuando el volumen del sistema cambia con el tiempo, es preciso
incorporarlo dentro de la derivada temporal que expresa la acumulacion

del contaminante. Esta condicion hace que la ecuacion [1.68] cambie a

d(Ve)
= Ec. 1.
n c.[1.80]
dc dv
VE+EC:QL.CL._QC Ec.[1.81]

La resolucion de la ecuacion diferencial [1.81] requiere hacer un balance

de volumen para determinar la expresion equivalente del volumen V:

v
E:Qi_Q Ec.[1.82]
v t
f v = (0, —Q)fdt Ec. [1.83]
Vo 0
V=V, = (0, — Q)t Ec. [1.84]
V=V, + (0, — Q)t Ec. [1.85]

Entonces, reemplazando las ecuaciones [1.82] y [1.85]enla[1.81] se obtiene

dc
[Vo + (Q; — Q)t]E +(Q; —Q)C =Q;C; —QC Ec.[1.86]

dc
[VO+(Qi_Q)t]E:QiCi_QC_QiC+QC Ec.[1.87]

L dc dt
Separaciéon de _

variables Q:iCi —Q:C Vo+(Q; —Q)t Ee. [1.88]
, 1\ d¢ dt e 1189
Factor comidn <al) C—C = Vo + (Ql —0)t C.[1.87]



_________________________________

: u=C(-C Dow=r+@ -t |
| du ) | dw |
: % - : dC _(Ql Q) :
| du = —dC L dw=—-(Q;—QydC |
- ) ( 1)—dC_< 1 )(Qi—Q)dt
Q/ u Bl Q-0 w
( 1)du ( 1 )dw
Ql u Qi Q
t
du Qi dw
Co
C
lnuIC0 =

_ (Qi% Q)lnwlé
Q

In(C;— Ol = = (=) Vo + @ — ellg

In(Ci = ©) = In(Gi = Co) = = (g 5) nlVo + (@ — Q)e] ~ nl¥ol)

Qi
G- C Qi Vo +(Q; —Q)t
In <C—CO) <Qi—Q)lnl 7 l
G-C [, -0l
Ci—Co_lV_o-l_ V, l
G;—C Q — Qt (a0
Ci —Co l * Vo l
Qi
Ct—C=(Ci—co)l1+(QlVQ)tl(l 2

Qi —
7Z

Q)tl (LQ )

"C:CL_(CL_CO)l1+
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.[1.99]

Ec.[1.100]



Ejercicio 1.6

Resuelva el gjercicio 1.5 suponiendo que el volumen dentro del tanque varie haciendo que
el caudal de salida sea la mitad del de entrada. 3Cudl deberia ser el volumen del tanque
para que contenga la mitad de la concentracién de salmuera que ingresa?

Solucion:

El diagrama representativo del problema se actualiza asi

Q=1500 cm’/s v
c=20g1 "

o,
ettt
|

Q=750 cm%/s
CHy=2gl

(a) Utilizando la ecuacién [1.100] se calcula la concentracién de sal dentro del tanque
(igual a la de salida por la mezcla completa) a varios instantes de tiempo para definir la
evolucién de la concentracién; por ejemplo, alos 5 h el resultado seria

1,5%
(15 é —0,75 é) 5 min (&?) _<1'5§—°Sr75§>

1 min
1031
1n3 —-
10 (1m3)

—202_ (202 _ 059
C(5h) = 207 (201 0'51) 1+

La variaciéon temporal de la concentracion de sal dentro del tanque con volumen variable
de solucién se muestra en la siguiente tabla y gréfico:

t (h) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
C(g/h| 0,50 | 7,91 |11,78[14,05|15,49|16,47|17,16]|17,67|18,05[18,34|18,58|18,76[18,92|19,04|19,15[19,24|19,31[19,38

25 4

Curva de volumen

20 4 constante
E}
£
E Curva de
= volumen variable
S 10 4
=
=
Q

5 -

0 T T T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Tiempo (h)

Figura 1-4 Comparacién entre las curvas de concentracién resultantes en los ejercicios 1.5y 1.6.

En comparacién con la curva de estado no estacionario de volumen constante para una
sustancia no conservativa, la curva de concentracién para un volumen variable muestra
una tendencia mds lenta para alcanzar el estado estacionario: en este caso la

concentracién dentro del tanque iguala a la de entrada (20 g/l) luego de muchas mds
horas.

(b) El tiempo exacto que debe franscurrir para que la concentracion de sal dentro del

tanque sea igual a la mitad de la concentraciéon de entrada es el obtenido a partir de la
ecuacion [1.100] tal como sigue:




Az C -\
t_(QL-—Q) (Ci—CO) -1

1,5£—0,75£
1om? (L2 9_ 109\ sl
m Tm3 ZOT—IOT 1,55

1,5£_0,75£ ZOQ—O,SQ
s s

t= —1|=1528565s=1,468h

l l

t=1hy28min

(c) El volumen necesario del tanque para contener una concentracién igual a 10 g/l se
calcula con la ecuacion [1.85] para el tiempo correspondiente:

V=10 3+(1sl 0751) 5285,65 5) [ T
= m s ’ s( /65 5) 1031

V=14m3

1.3.3.3 Estado no estacionario y sustancia no conservativa
1.3.3.3.1 Estado no estacionario para una reaccién de orden cero

Cuando una sustancia no conservativa reacciona (desaparece) en el
interior de un volumen de conftrol en estado no estacionario de acuerdo
con una cinética de orden cero, la ecuacion del balance de masa, a partir

de la ecuacion [1.42], se expresa de la siguiente forma:

dcC
= — Ec.[1.101
|4 7 kV [ ]
La resolucidon de la ecuacion diferencial [1.101] se puede desarrollar
mediante el método del factor integrante, para lo cual se debe expresarla
en la forma estdndar de una ecuacion diferencial lineal de primer orden,

Z—Z + P(x)y = Q(x). y determinar su factor integrante:

dc /0y . Q
E+<V)C—Vci—k Ec.[1.102]
iFnOTZ;:JnTe ej(%)dt = e(%)t Ec.[] 103]

De modo que, multiplicando ambos miembros de la ecuacion por el factor

de integraciéon tenemos




[C;_f + (%) C] o) = (QVCi — k) (D) Ec.[1.104]

Luego, el lado izquierdo de la ecuacion diferencial se expresa como una

derivada del producto, asi

a[or

dt

<QCi B k)e(%)t Ec.[1.105]

Al integrar ambos lados se obtiene

fd(ez. c) _ (QVCl- B k)fe,;t Ec.[1.106]

eﬁt.c:<QIfi—k) <%)eﬁt+1 Ec.[1.107]

El valor de la constante de integracion se determina a partir de las

condiciones inicialest =0 — C = C,. Entfonces,

et ¢, = (QVC" _ k) (%)e(o)t ny Ec.[1.108]
CO=<QVCi—k)<%)+I Ec.[1.109]
1=co—<?/—([’;i—g) Ec.[1.110]

Finalmente, reemplazando la constante de integracion en la ecuacion
[1.107], se obtiene la ecuacion que da la concentracion de salida del

volumen de control. Los pasos sucesivos son:

(%i_%)eﬁtJr[C"_(?f_%_%)] Ec.[1.111]

ebt ebt

C =

DGl e



C= (?/;‘ - g) + Coe Pt — (%j - g)e—ﬁt Ec.[1.113]

C = Cye Pt + (%" _ ;‘—;) (1 - bt Ec.[1.114]

¢ = e @4 |- _ K (1 o) Ec. [1.115]
TN

£ C = Cpe P 4 <Ci - %V) 1 - e_(%)t] Ec.[1.116]

1.3.3.3.2 Estado no estacionario para una reaccién de primer orden

Este caso de balance de masa también implica la formacion de una
ecuacion diferencial lineal de primer orden a partir de la ecuacion [1.42].
Por lo tanto, aplicando el método del factor integrante, el procedimiento

deductivo de la ecuacion de la concentracion de salida es el siguiente:

dcC
= — Ec.[1.117
V— kCV [ ]
ac Q Q
—==c-Xc- Ec.[1.118
=G C—kC [ ]
ac Q Q
—==c.-Cc(= Ec.[1.11
F
e(zfrgqncdorde la d—C+ <Q+ k)C = QCL-
ecuacion dt 4 4 Ec.[] ]20]
diferencial
lineal
dc  (Q (@ei)e _ Qo (Qen)e
[E-I_(V-I_k)c]ev _Vcl.ev Ec.[1.121]
(g+i)e ]
d[e Ve _ Q. (%) Ec.[1.122]
dt /A

f—:_(;, (&) Ec. [1.123]
V L



Cdlculo de la Q 1 Q
in:je%.ro.ld e(V+k)t C = %Cl 0 e(7+k)t +1 Ec.[1.124]
(7 +%)
ondiciones 1 :
%icis:es (= | et ¢, =§Ci N et 4] | Ec. [1.125]
0-C=0G) : (V+ k :
Co=—2Y 4 5
= —————— !
0 5 Ec.[1.126]
v (F+k) |
Q¢ :
I = CO - E
V(%+k) | Ec.[1.127]
86'1 e(%ﬂc)t Co — 8Ci
. v(g+k) . v(F+k) Ec. [1.128]
e(%ﬂc)t e(%ﬂc)t
C; C; Q
C= %+ Co —% e~ (H)e Ec. [1.129]
v (F+k) v (F+k)
QCi —(Q+k)t QCL —(Q+k)t
C=—=——+Che \V ——e \V
_ - Q+k t QCl - Q+k t
C = Cye (V ) +m[1—e(V )] Ec.[1.131]
vV
o C = —(Q+k)t QG [ _ —(Q+k)t]
C =Cye \V +Q+kV 1—e \V Ec.[1.132]

Ejercicio 1.7

Un estanque de 5x10° m3 de volumen, alimentado permanentemente por un riachuelo
pristino de 0,2 m3/s, recibe un derrame de aguas residuales con un flujo promedio de 0,05
m3/s durante un dia. El efluente derramado contiene 135 mg/I de un contaminante quimico
que se degrada a una tasa de 0,27 d-. Suponiendo mezcla completa y que précticamente
hay un flujo de salida del estanque igual al de entrada, calcule (a) la concentracién del
contaminante en el momento en que se detiene el derrame, (b) scudnto tiempo deberd
transcurrir para que el estanque recupere su pureza original, (c) si el derrame durase
muchos dias, 3en cudnto tiempo el estanque alcanzaria el estado estacionario?

Solucion:

(a) En primer lugar, dado que la ecuacion [1.132] estd disefada para admitir una sola
enfrada, es necesario calcular la concentracion del contaminante quimico como si el
estanque recibiese una entrada producto de la mezcla del agua residual con la corriente
del riachuelo:




o UG+ (200) %; (50%) (13557) _ 2700,
Q+Q 200 + 50

Luego, utilizando la ecuacién [1.132] y omitiendo el primer término por el hecho de que la
concentracién inicial del contaminante en cuestidn es cero dentro del estanque, porque
su fuente superficial de agua antes del derrame es el riachuelo limpio, se calcula la
concentracién al cabo de un dia de la siguiente forma:

: solCE0s)
mg | —=1d& 7 1027>|1d
. 250‘(27T) R e
T oAl . 1d 1031
2505+ (0277 ) (5 x 10°m°) (g1005) (1m3)
myg
6750 —< m
c(1d) = l—sl [1— e 03132] = 372 Tg (0,2689)
250 = + 1562,5~
S S
m
- c(1d) = 1,00 24

l

Sin embargo, una forma mds directa de resolver el literal (a) es utilizar una forma
modificada de la ecuacién [1.132], que admita dos enfradas al estanque, teniendo en
cuenta que Q = Q;; + Q;, . Esto es,

e Qi1Ci1 + Q12C;
C=Ce ( ) 4oL 7o vizmiz i1™i1 i [1 ]
0 (Qll + le) + kV
1786400 s
l mg l mg - M+0'271 1d
) - 2005 (072) + 505 (13577) . Lmsms(%) a
I I 1031
(2005 +505) + (0273 )(5 X 105m? )(86400 5) (1m3)
- C(1d) = 1,00 g

(b) En el momento en que se detiene el derrame (1 dia) la concentracion del contaminante
quimico dentro del estanque es 1 mg/l y la concentracion de entrada del contaminante
es nula, puesto sélo ingresaria la corriente del riachuelo pristino; de modo que, la ecuacion
[1.132] se reduce a

C = Coe_(%”‘)t

Luego, dando diferentes valores al tiempo, el estanque recuperard su pureza original a los
18 dias después de parar el derrame, tal como se indica en la tabla y grdfico siguientes:

t(d) 0|1 (2|3 ]|]4|5|6|7|8|9(10j11]12]13|14[15]16| 17 (18] 1920
C (mg/1)|1,00]0,7410,54/0,40]0,30{0,22{0,16|0,12]0,09|0,06|0,05|0,04{0,03[0,02|0,01]0,01{0,01{0,01|0,00]0,00{0,00
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Figura 1-5 Curva de concentracién resultante en el literal b del ejercicio 1.7.

(c) Aplicando la ecuacién [1.132], o su modificacion para dos entradas, a diferentes
instantes de tiempo en dias, se obtiene la tabla de resultados mostrada abajo cuyo gréfico
muestra la tendencia del estanque de alcanzar el estado estacionario a los 20 dias después
de iniciarse el derrame, con una concentracion estable del contaminante quimico de 3,72
mg/L:

t(d) Ol 1 1234|5678 9 [10]11[12]13]14]15]16] 17| 18] 19|20 21|22
C (mg/1){0,00]1,00]1,73]2,27]2,66]2,95]|3,16|3,31|3,42|3,50|3,56|3,61|3,64|3,66|3,68|3,69|3,70(3,71|3,71|3,71|3,72|3,72|3,72
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Figura 1-6 Curva de concentracién resultante en el literal ¢ del ejercicio 1.7.

1.4 Diseio de reactores homogéneos ideales

De acuerdo con la vigésima tercera edicion del Diccionario de la lengua
espanola, un reactor es un recipiente disenado para que en su interior se

produzcan reacciones quimicas o bioldgicas (Real Academia Espanolaq,




2014). Sin embargo, una definicion aun mejor puede enunciarse de la

siguiente forma:

Un reactor es un equipo, dispositivo o instalacion disenado para desarrollar
en su interior reacciones quimicas, bioldgicas, incluso nucleares, en
determinada fase de la materia, operados bajo condiciones confroladas, y
con el propdsito de obtener un resultado especifico de interés sobre el
comportamiento de la sustancia reaccionante para algun campo de la
ciencia o ingenieria.

En el campo de la ingenieric ambiental o hidroldgica, ejemplos de
resultados de interés en el diseno y uso de reactores son el fratamiento de
aguas residuales, la potabilizacion de agua para suministro humano, y los
procesos de contaminacion y/o autodepuracion de aguas superficiales y

subterrdneas.

La expresion reactores homogéneos ideales alude a aquellos reactores que
operan tedricamente en condiciones ideales de mezcla y dindmica de
fluidos, ademds de tener una sola fase (liquida o gaseosa). Estos reactores
pueden ser de dos clases generales, segun el modo de operacion: (a)

reactores discontinuos y (b) reactores continuos.
1.4.1 Reactor discontinuo o Baich

Los reactores discontinuos son tanques o recipientes agitados y cerrados
que operan en estado no estacionario y que, por lo tanto, experimentan
acumulacion de la sustancia reaccionante (la concentracidon cambia con

el tiempo), pero carecen de flujo de entrada y de salida.

X X

FLUJO DE FLUJO DE
ENTRADA SALIDA

Figura 1-7 Esquema general de un reactor discontinuo.



Su ecuacion de diseno se deduce a partir de la ecuacion general del

balance de masa, omitiendo los términos enfrada, salida y generacion:

Acumulacion = —Eliminacion
dc Ec. [1.133]
VE = —T'EV
Cancelacion dc
de los — = —T% Ec.[1.1 34]
volumenes dt

La velocidad de eliminacion ry, como se recordard de la seccion 1.2,
depende del orden de la reaccion. Ademds, el procedimiento deductivo
de las ecuaciones de diseno de un reactor batch es el desarrollado para
obtener las ecuaciones cinéticas de la seccion 1.2 que se utilizaron para
estudiar la velocidad y el orden de las reacciones en condiciones de
laboratorio; de modo que, aqui solo se presentardn las ecuaciones
despejadas para el producto kt, una forma muy Util en la resolucidon de

problemas de diseno de reactores:

Reaccion de orden cero

Ec, 1.15 kt=C,—C Ec. [1.135]

C=Cy—kt

Reaccidén de primer orden

C
SN Kkt =In (?O) Ec.[1.136]

Reaccién de segundo orden

Ec, 1.29 1 1
Co kt =——— Ec.[1.137]

C=Tkct G Co
1.4.2 Reactores continuos
1.4.2.1 Reactor de tanque de mezcla completa (RTMC)
Un reactor de mezcla completa es cualquier tanque cerrado (cuadrado,

rectangular o cilindrico) cuyo interior estd perfectamente mezclado y los

flujos de salida son iguales e invariables, pues se disenan para trabajar en



estado estacionario. No obstante, teniendo en cuenta su configuracion
geométrica, se puede afirmar que los sistemas acudticos cerrados tales
como lagos, lagunas y estanques, se pueden modelizar como si fuesen

reactores de mezcla completa ideales.

Q Q
FLUJO DE FLUJO DE
ENTRADA SALIDA

Figura 1-8 Esquema general de un reactor de mezcla completa.

Sus ecuaciones de diseno se deducen a partir de las ecuaciones obtenidas
en la secciéon correspondiente al balance de masa en estado estacionario
para una sustancia no conservativa, puesto que tales balances se han
realizado bagjo el supuesto de mezcla completa y sistemas completamente
agitados. Sin embargo, es preciso ahora presentar una nueva variable,
denominada tiempo de retencion hidraulica y denotada por 6, y que resulta
de dividir el volumen entre el caudal. Asi,

0 = Ec.[1.138]

%4
Q
De modo que, dependiendo del orden de la reaccion, se tiene que

Reaccion de orden cero

Ec, 1.54

oG-k C=C —k6 Ec.[1.139]

Q
Despejado
para el kO =C;—C Ec. []]40]
producto k6
Reaccidén de primer orden

Ec, 1.61 %

C=QQ+CLV C=—Q+k_v Ec.[1.141]

Q Q@




L C:
Sustit d
il C=rrh Fe. 11.142]
Despejado Ci
para el kB =—-1 EC[]]43]
producto k6 C
Reaccién de segundo orden
2 4QCkV
Ec. 1.65 —%+ %+ Qle
B R Tl C = 5 Ec. [1.144]
2kV 2 Ry
Q
Sefii”c?éi”{j%s o C = —14 le'c;_ ACik9 Ec.[1.145]

AqQui, no obstante, es conveniente utilizar la ecuacion [1.64] para obtener la

ecuacion de diseno despejada para el producto k8. Entonces,

Division de cada

término entre el
kVC: QC  Q,C;
caudal Q. | Al
emds +—- =0 Ec.[1.146
fedcuerdé que Q Q Q [ ]
Qi=0Q
kOC? = C; — C Ec.[1.147]
¢ 1
Division por C2 =_t__ Ec.[1.148
p ko6 2 C [ ]
1 /G
Factor comun =_(Z2_ Ec.[1.149
ko =~ ( - 1) [1.149]

1.4.2.2 Reactor tubular de flujo piston (RFP)

Un reactor tubular de flujo pistdn se caracteriza porque la concentracion de
la sustancia reaccionante estd uniformemente distribuida en la seccion
transversal de cada volumen diferencial que circula por su interior desde la
entrada hasta la salida; en otras palabras, el cambio en la concentracion
solo ocurre axialmente, esto es, en el sentido longitudinal impuesto por el
flujo. De manera similar al caso de los reactores de mezcla completa, si se
tiene en cuenta su configuracidn geométrica (que no sélo puede ser
cilindrica sino también, por ejemplo, prismas rectangulares o tfrapezoidales),

los cuerpos de agua superficial que fluyen en una determinada direccion,



tales como los rios, arroyos y riachuelos, o incluso canales artificiales, se

pueden modelizar mediante las ecuaciones de diseno de los reactores de

flujo piston.
Q Q
— AV
FLUJO DE FLUJO DE
ENTRADA SALIDA
Cx Cx+Ax

AX
Figura 1-9 Esquema general de un reactor de flujo piston.

Su ecuacion general de diseno se obtiene aplicando un balance en estado
estacionario para el volumen diferencial mostrado en la figura 1-9, donde
Cx es la concentracion de la sustancia que ingresa al volumen diferencial y
Cx+ax €5 la concentracion final o de salida del volumen diferencial. De modo

que

Acumulacion = Entrada — Salida — Eliminacion

Ec.[1.150]
0=0QC, = QCyinx — rExV
1, (AAX) = Q(Cy — Cyinx) Ec.[1.151]
A Cx x Cx
e, <5) R Ec.[1.152]
A dc
o (5) =-= Ec.[1.153]
Adx
dC = —rg <T) Ec. [] ]54]
av
dC = -1, (7) Ec.[1.155]

A partir de la ecuacion [1.155] se deducen las ecuaciones cinéticas
especificas para cada uno de los érdenes de reaccidon mds comunes en la

ingenieria ambiental. Tales ecuaciones son:



Reaccion de orden cero

C K |4
rg=k de:—ade EC[]]56]

Ci 0

k
C—C=——V Ec. [1.157]

Q
£C=C—kb Ec. [1.158]

O despejado

para el kO =C;—C Ec. [] ]59]

producto k6

Reaccidén de primer orden

C v
k dc k dv Ec.[1.160
e = kC —_— = ——=
f C Qf c.[I. ]
Ci 0
1 AW k v Ec.[1.161
2(5) =+ c. [1.161]
~C=Ce "0 Ec. [1.162]
O despejado C;
para el k6 = In <—1) Ec. [] . 63]
producto k6 C

Reaccién de segundo orden

Cc 14
k
k2 fc—ch _ _5f dv Ec. [1.164]
Ci 0
Recuerde 1 1
lucién d
resolucion de c= ko Ec. [1.165]
[1.24] t
Ci
O despejado 1 1
para el kO =—=—— EC[]]67]
producto k6 C Ci

Las ecuaciones cinéticas del reactor de flujo piston tienen la misma
estructura que las correspondientes a un reactor batch, con dos pequenas,

pero notables diferencias: en el primero la concentracion ¢, se sustituye por



C;, denominada concentracion de entrada, por tratarse de un reactor de
flujo continuo; y, ademads, en lugar del tiempo cldsico, las ecuaciones de

diseno del RFP incorporan el fiempo de retencion hidraulica.

La tabla 1-2 muestra un panorama general de las diferentes ecuaciones
cinéticas de diseno para los reactores homogéneos ideales considerados

en la presenta seccién:

Tabla 1-2 Ecuaciones cinéticas de disefio para los reactores ideales homogéneos

Orden de REACTOR BATCH RTMC RFP
reaccion
0 C=C,— kt C=C —kb C=C — ko
1 C =Cye C= G C=Ce*®
0 1+ k6 !
c _ - c
2 c=—2 = 1+/1+4Cko Co_ 1
1+ Cokt 2kO 1+ C;ko

Asimismo, en resumen, las ecuaciones cinéticas de los reactores ideales
homogéneos expresadas para el producto de la constante cinética por el
tiempo de retencién hidrdulica (o para el producto entre k y el tiempo

cldsico, en el caso del reactor discontinuo) se muestran en la tabla 1-3:

Tabla 1-3 Ecuaciones cinéticas de disefo para los reactores ideales homogéneos expresadas para

el producto de la constante cinética por el tiempo

Orden de REACTOR BATCH RTMC RFP

reaccion

0 kt=Cy—C ko =C,—C ko=C, —C

] kt =1 (CO) ko=S_1 ko =1 (C")

—M\T T -\

1 1 1/C; 1 1

2 kt=——— =—<—‘—1) ko= — — —

c ¢, ko=c\tc c G
Ejercicio 1.8

Un flujo de aguas residuales de 1 m3/s debe ingresar a una unidad de tratamiento que se
pretende disenar de modo que la eficiencia en la remocion del contaminante alcance el
90%. Si el contaminante es no conservativo y se degrada a una tasa de 0,54 d-!, determine
(a) el tamano necesario de la unidad de fratamiento si fuese un RTMC, (b) el tamano
necesario si fuese un RFP, (c) compare el tamano entre las dos opciones.

Solucion:



(a) Por tratarse de un flujo de aguas residuales con una sustancia no conservativa de primer
orden, el tamano (volumen) del rector de mezcla completa necesario para su tratamiento
se puede calcular directamente de la ecuacién [1.143], por la definicion del tiempo de
retencidn hidrdulica. Ademds, aungue no se reporta el valor de la concentracién de salida
del tratamiento, es posible establecer una relacion entre las concentraciones a partir de la
eficiencia (si se elimina el 90% del contaminante del agua residual, entonces en la corriente
de salida aun habrd un remanente de 10%), de modo que

_ (100 — 90)%C;

100% 0,10¢;
“_ 1 _q
¢ 010
Por lo tanto,
k(g)=2-1
Q c
Q (C Q
v=g(z-1)=ga0-

(9 _ s \T1d
V_g(E)_g 0,54d-1

V =1,44 x 105m3

m3 (86400 5)

(b) De la misma forma, pero empleando ahora la ecuacién [1.163], se obtiene el tamano
necesario para el reactor de flujo pistdn

() -3

1 m® (86400 5)
v =00y = =\ Td 0
k 0,54d1
V = 368414 m?

(c) La comparacién entre los tamanos tedricos de los dos reactores considerados permite
establecer cudn grande o pequenio es uno en relacién con el otro, informacidén que podria
ser Util dependiendo de la disponibilidad de espacio o de recursos. Luego,

Verme 1,44 X 106m3

Verp 368414 m3

“ Verme = 3,9Vrep

Por lo tanto, se concluye que el RTMC deberia ser casi cuatro veces mayor que el de un
RFP para conseguir la misma eficiencia en el fratamiento del flujo dado de aguas
residuales.

Ejercicio 1.9

El sistema de alcantarillado de una ciudad descarga las aguas servidas de la poblaciéon en
el rio que la atraviesa con un flujo volumétrico igual a 100 I/s con una concentracién de un
contaminante de 40 mg/Il. Aguas arriba de la descarga del alcantarillado, el rio fluye con
un caudal de 2 m3/s y su nivel de contaminacién es despreciable. Si la velocidad media
del rio es de 5 cm/s y la evolucién del contaminante que desaparece a una tasa de 0,21
d1, se puede modelizar como si el rio fuese un reactor de flujo pistdn, determine (a) zcudll
es la concentracion de tal contaminante 20 km aguas abajo, donde se localiza una
poblacién; (b) Si no hubiese mds fuentes de contaminacion aguas abajo, sa qué distancia
habrd desaparecido el 80% del contaminante en la corriente?




Solucion:

(a) En primer lugar, se debe calcular la concentracion de la mezcla en el punto de
descarga del sistema de alcantarillado

o GGt 00 (20005) (074) + (100) (4074) _ g _ c

Qi+ Q. zoooé + 100é !

Es preciso también expresar el tiempo de retencion hidraulica de forma alternativa para
ajustarse a los datos, sustituyendo el volumen y el caudal por expresiones equivalente, de
modo que

V Ax «x

9 === —

Q Av v
Luego, aplicando la ecuacién [1.162], la concentracién del contaminante a la distancia
indicada es

o 21d_1[ 20000 m ]

C = Cie"‘(%) = (1,90 @) e R
l
C = 1,17#

(b) Para encontrar la distancia indicada, se debe despejar tal variable de la ecuacién
[1.163], sustituyendo el tiempo de retencion hidrdulica por el cociente entre la distancia y
la velocidad. Ademds, se debe tener en cuenta que la condicién de haber desaparecido
el 80% del contaminante a la distancia buscada debe expresarse como en el caso del
ejercicio 1.8 (C = 20%Ci = 0,20 C;, o de ofro modo, Ci/C = 5). Entonces,

€3 =1n(2)
86400 s

m
0,05—
x = S( _1d ) In(5)
0,21d-1

x =33159m

1.4.3 Reactores en serie

En multiples situaciones de la ingenieria, los reactores continuos son
utilizados en serie, esto es, un arreglo sucesivo de reactores, cuyo objetivo
suele ser optimizar la eficiencia del sistema, de modo que la concentracion
final o de salida cumpla cierto estdndar o valor de interés. El arreglo en serie
de reactores ideales puede componerse de un solo tipo de reactor (RTMC
o RFP) con tamano igual o diferente, o incluso, una combinacion de los dos

tipos indicados.

Considere el caso de un nUmero n de RTMC conectados en serie (ver Figura
1-9), de igual volumen (6 = & = 6 = 6, = 6), y todos operando a la misma

temperatura (k; = k2 = ks = kn = k), con una cinética de primer orden:




Gi C C2 Csi Cni Ca

C———> | RIMC )| RTMC2 )| RTMC3 C———> | RIMCn —
Q v Q v Q Vv Qi v

Figura 1-10 Esquema de un sistema de reactores de mezcla completa en serie de igual tamano.

Entonces, teniendo en cuenta la ecuaciéon [1.142], la concentracion de
salida del primer reactor, C;, se expresa como
Ci

_ Ec. 1.1
G =T ko c.[1.168]

Luego, C; se convierte en la concentracion de entrada al segundo reactor
y, de forma similar, ahora la nueva concentracion de salida, Ca, tiene la
siguiente expresion resultante de sustituir la ecuacion [1.168] en la ecuacion

[1.142] adaptada para el segundo reactor:

= Ec.[1.169
G =15 ko c.11-1e7]
G
. _I%ko Ec. [1.170]
27 1+ k6
C;
CZ :m EC[]]7]]

Para un tercer reactor de mezcla completa en serie de tamano igual a los

dos primeros, de manera similar, su ecuacion de diseno serd

G,
= Ec.[1.172
G =1+vko [ :
Sustitucion de
C2 G
expprggif'bun 1+ ;(9)2 E 1.173
dadaenla C,=———— C.[ ) ]
ecuacion 3 1+ k6
[1.171]
C;
63_—(1+k9)3 Ec.[1.174]



En el caso de un indeterminado numero de reactores, es facil advertir que
la concentracion de salida del Ultimo reactor, Ch, que es también la

concentracion final del sistema, se expresa mediante la ecuacion

C:

_ L
Cn = (1+ ko)

Ec.[1.175]

Una conclusiéon interesante de la ecuacion [1.175], se obtiene de despejar
el tiempo de retencidon hidrdulica y escribir una ecuacion para el volumen

total del sistema de reactores en serie. Esto es,

n|C;
1+k9=\/c:l Ec.[1.176]

0 = " 1 Ec.[1.177
k C, c.[1.177]

V= L1 Ec.[1.178
k C, c.[1.178]

" k C, 111771

La conclusion es que a medida que se incrementa el nUmero de reactores
de mezcla completa en serie que operan de acuerdo con una cinética de
primer orden (cuando n — «), el volumen total requerido se aproxima al de

un solo reactor de flujo piston.

Por ofra parte, si el sistema estuviese intfegrado por reactores en serie de
diferente famano o volumen, tal como estd representado en la figura 1-11,
la ecuacion de diseno tendria que diferenciar entre los distintos tiempos de

retencion hidrdulica de cada uno de los reactores de mezcla completa.

Ademds, si el interés estuviere relacionado con el nUmero de reactores

necesarios en un sistema en serie para cumplir algin estdndar o meta de



eliminacion de contaminantes, la ecuacion resultante es aquella que
produce el procedimiento de despejar n de la ecuaciéon [1.175], de la

siguiente forma:

Ci
1+ k)" —C— Ec.[1.180]
C;
In(1 + k6)" =ln<C—) Ec.[1.181]
C;
nin(1 + k6) = In (C—) Ec.[1.182]
C;
_ ﬁ Ec.[1.183]
In(1 + kB)
Ci Cl C2 C3 Cnl Cn
——> | rRTMC 1 —>| RTMC?2 —)| RTMC3 L | rRTMCn =
Q Vi Q V2 Q V3 Q : Va

Figura 1-11 Esquema de un sistema de reactores de mezcla completa en serie de diferentes

tamanos.

La condicion impuesta por la figura 1-11 produce, luego de un
procedimiento andlogo al anterior, considerando otfra vez una cinética de
primer orden, las siguientes ecuaciones de diseno del sistema en cuestion,
dependiendo del nUmero de reactores (esta vez incluso pudiendo operar a
diferentes temperaturas, de modo que la constante de reaccién sea distinta

entre los diferentes reactores):

Para dos RTMC en serie
2 [1 +k, (%)] [1 +k, (%)] Ec.[1.184]

Ci

C, = Ec.[1.185]

Para tres RTMC en serie



C;
C. =
3T (1 + k01 + ky0,)(1 + ky65)

Ec.[1.186]

Para mas reactores solo se deberd anadir los factores (1 + k;6;)
necesarios.

Ejercicio 1.10

Un grupo de ingenieros decide probar distintas configuraciones de sistemas reactores de
mezcla completa en serie para el tfratamiento del flujo promedio de aguas residuales
domésticas de una ciudad (1270 m3/d), las cuales tfienen un contaminante cuya
concentracion alcanza los 120 mg/l y que se degrada de acuerdo con una cinética de
primer orden a razén de 0,34 d-! a la temperatura de trabajo de los reactores. Los ingenieros
buscan responder las siguientes preguntas: (a) 3Cudl seria la concentracion final de
tratamiento si se utilizara solo un RTMC de 2400 m32; (b) squé pasaria si se utilizaran dos
RTMC en serie de igual tamano (cada uno igual con un volumen igual a la mitad de RTMC
del caso ag; (c) smejoraria la eficiencia del tratamiento si se utilizaran tres RTMC en las
mismas condiciones del literal b (cada reactor tendria un tercio del volumen del RTMC
Unico del caso a; (d) scudntos RTMC serian necesarios para conseguir que la
concentracién final sea la mitad de la que ingresa al sistema, suponiendo que los reactores
tengan un tamano de 300 m3 cada uno?; (e) scudl deberia ser el tamano o volumen de
cada reactor si se utilizaran fres RTMC en serie para conseguir la misma meta de
tratamiento de las aguas residuales?

Solucion:

(a) La concentracioén final de tratamiento utilizando un solo RTMC se obtiene empleando la

ecuacion [1.142]
mg
1207 g

m
C= =73,06—

2400m3

m3
12707

(b) Para determinar la concentracién al final de un sistema de dos RTMC en serie se debe
utilizar la ecuacion [1.171], y tener en cuenta que el volumen de cada reactor es ahora la
mitad del volumen original; de modo que

1+ (0,34d"1)

P 120# = 68,744
2T (1+k0)2 2 = PSR
3
1+ (0,34d-1) Lomnﬁ
1270 %

d

(c) Si se utilizaran tres RTMC en serie, cada uno con un volumen de 800 m3, entonces la
ecuacioén [1.174] da como resultado

L 120# = 67,0424
T (1+kH)3 3T U
3
1+ (0,34d-1) %
1270 %

d

Resulta evidente que, a medida que se incrementa el nUmero de reactores en serie, el
sistema se hace mds eficiente para remover el contaminante (disminuye la concentracion
de salida del sistema).

(d) De la ecuacioén [1.183], se obtiene el nUmero de RTMC necesarios para cumplir con la
meta de tratamiento (que la concentracién de salida sea por lo menos la mitad de la
concentracién de entrada al sistema). Luego,




mg

1 120T
) N\ ——smma
In (ﬂ) 6OM
c,) _ l _
n= = = 9 reactores
In(1 + k6)

B 300 m3

In|1+(034d™) | — 5

12707

(e) Finalmente, la ecuacioén [1.178] permite determinar el volumen necesario para cada
RTMC en un sistema en serie, en este caso particular, de tfres RTMC en serie; de modo que




Problemas propuestos

Orden de la reaccidén

1.1 Con base en los siguientes datos de laboratorio tabulados, aplique el método integral
y determine el orden de la reaccién.

(a)
t (d) 0 3 5 7 9 1
C (mg/l) 35,6 29,8 21,1 13,3 7.2 3.4
(b)
t (d) 0 2 5 7 14 16
C (mg/l) 45,2 23,3 10,1 2,1 0.8 0,7

Estado estacionario

1.2 Un rio tiene un caudal promedio de 4,48 m3/s, y el sistema de alcantarilado de una
ciudad descarga las aguas servidas en él a razdén de 630 m3/h, con una concentracion de
un contaminante de 138 g/m3. Si en el rio se produce un mezclado total, la sustancia es
conservativa y la concentracién del contaminante, aguas abajo, es de 10 mg/I, scudl era
la concentracién del contaminante aguas arriba?

1.3 Una industria descarga un flujo promedio de aguas residuales igual a 50 I/s en un rio que
aguas arriba tiene una concentracion de un contaminante conservativo igual a 5 mg/I. La
descarga de la industria lleva el mismo contaminante, pero con una concentracién de 325
mg/l. 3Cudl es el valor del caudal con que fluye el rio antes del punto de mezcla, si aguas
abajo se cumple con el estdndar ambiental de una concentracion mdéxima de 10 mg/12

1.4 En un rio con un caudal promedio de 3,24 m3/s que tiene una concentracion de fondo
de un contaminante ambiental igual a 10 mg/l, desembocan dos esteros, uno frente al
otro. El primero de ellos fluye con un caudal de 0,211 m3/s; el segundo estero tiene un
caudal de 30720 I/min. Suponiendo que el segundo estero se encuentra doblemente
contaminado que el primero con la misma sustancia presente en el rio aguas arriba, y que
la mezcla de las corrientes produce una concentracion igual a 12,85 mg/I, determine la
concentracién del contaminante en cada uno de los tributarios.

1.5 Un lago con un volumen de 3,25x10¢ m3 se alimenta permanentemente de dos
riachuelos montanosos de 250 I/s y 300 I/s de caudal, respectivamente, ambos llevando
una concentracién de un contaminante no conservativo igual a 2,0 mg/Il. Una PTAR vierte
un promedio de 14256 m3/d de efluentes tfratados en el lago, los cuales tienen el mismo
contaminante de los riachuelos, pero en una concentracion de 91 mg/I. Si el contaminante
experimenta una de tasa de degradacién de 0,10 d-!, y se asume que el contaminante
estd completamente disuelto en el lago, determine la concentracién estable del
contaminante en el lago.

1.6 Resolver el problema anterior, suponiendo que la reaccion es de orden cero y que la
constante cinética se expresa ahora como 0,05 mg/I.d.

1.7 Resolver el problema anterior, suponiendo que la reaccidén es de segundo orden y que
la constante cinética se expresa ahora como 0,05 I/mg.d

Estado no estacionario

1.8 Una unidad de tratamiento de potabilizacién de agua consiste en un tanque de 500 m3
de capacidad. Desde el inicio de su operacion, un flujo de entrada de 20 I/s ha producido
una concentracion estable de cloruros dentro del tanque igual a 10 mg/I. Sin embargo, un
dia se incrementa la concentracién de cloruros en la corriente de entrada hasta 30 mg/I.
Con base en esta informacién y suponiendo mezcla completa dentro del tanque de



tratamiento y que el flujo de salida es igual al de entrada, determine (a) la concentracién
de cloruros dentro del tanque a las 12 horas, vy (b) la nueva concentracién estable de
cloruros.

1.9 Suponga que el tangque de tratamiento del problema 1.8 tiene un volumen efectivo de
500 m3, pero que su capacidad total alcanza los 1000 m3. Si el flujo de salida es la mitad del
flujo de enfrada zcudl serd la concentracion de cloruros en el momento en que se alcance
la capacidad mdaxima del tanque?

1.10 Considere la situacién descrita en el problema 1.5. Suponga que el agua del lago se
utilizard ocasionalmente para riego de cultivos cercanos y que, por lo tanto, deberd
cumplir un limite mdximo permisile de 3,0 mg/l. Para cumplir con este objetivo, las
autoridades suspenden la descarga de la PTAR en el lago. Entonces (a) gcudl serd la
concentracion del contaminante transcurridos veinte dias? y (b) scudl serd la nueva
concentracién de equilibrio en la laguna y cudnto tiempo transcurrird hasta alcanzar tal
valore

1.11 Suponga gue el estdndar ambiental del contaminante no conservativo del problema
1.10 es de 1,0 mg/I. (a) Cudl deberia ser la concentracién del contaminante que ingrese
a la laguna para conseguir tal objetivo a mds tardar a los veinte dias, manteniendo todos
los demds valores iguales? (b) scudl es la nueva concentracién de equilibro del
contaminante?

1.12 Resolver el problema 1.11, suponiendo que el contaminante se degrada de acuerdo
con una reaccién de orden cero, cuya constante cinética tiene un valor de 0,01 mg/I.d.

1.13 Deduzca la ecuacidn cinética de estado no estacionario y sustancia no conservativa
para una reaccion de primer orden si se tuviesen dos corrientes de entrada, en lugar de
una sola.

1.14 Deduzca la ecuacidn cinética de estado no estacionario y sustancia no conservativa
para una reaccién de orden cero si se tuviesen dos corrientes de entrada, en lugar de una
sola.

Reactores ideales

1.15 En un rio se descargan aguas residuales desde dos industrias localizadas a una y ofra
orilla en el mismo punto. El caudal rio corriente arriba del punto de descarga es 93 m3/min.
Las descargas ocurren a 28800 I/h desde la industria A, y a 360 I/min desde la industria B,
con una contaminacién orgdnica cuya concentracién es de 400 mg/I, en la primera, y de
225 mg/! en la segunda. Suponga que la DBO corriente arriba es de 16 g/ma. Si el rio fluye
con una velocidad de 12000 cm/min, scudl es la concentracién de DBO 185 km corriente
abajo del punto de mezcla? (Se elimina la DBO a una tasa de decaimiento de 0,01 h-'.

1.16 Hallar el caudal que ingresa a un reactor de flujo pistdn cuyo volumen es 1000 ms3, si se
utiliza para dar tratamiento a un agua residual con una concentracién de DBO de 100
mg/I. El contaminante experimenta una reaccién de decaimiento de acuerdo con una
tasa de 0,01 I/mg.min, de modo que al final del tratamiento se obtiene una concentracion
de sélo 0,17 mg/I.

1.17 Un sistema de cuatro RTMC en serie se emplea para el fratamiento de un caudal de
aguas residuales de 220 I/s con una concentracién de DBO de 400 mg/I. El volumen de los
reactores es 25000 m3, 20000 m3, 15000 m3, y 10000 m3, respectivamente. Si la DBO
desaparece a razén de una constante de decaimiento de 0,02 h-!, scudl es la eficiencia
del sistema de tratamiento?
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2.1 Procesos de transporte en el agua

Los contaminantes que ingresan a
corrientes de agua, o a cuerpos de
agua en general, experimentan
diversos procesos de fransporte desde
su fuente emisora, siendo de especial

interés su fransporte hasta los lugares

donde se manifiestan sus efectos
adversos tanto en el ecosistema
acudtico como en el entorno

anfropogénico vinculado a él. El
transporte de tales sustancias implica
no soélo su mero traslado o movimiento
de un lugar a ofro en el cuerpo de
sino  también, vy

agua  receptor,

principalmente, el cambio en su

concentracion.

Los Procesos de fransporte,

denominados también como

transporte hidrodindmico (Ji, 2017),
incluyen la adveccion, la difusion y la
dispersion(Chin, 2013). No obstante, Ia
mayoria prefiere englobar  los
fendmenos de fransporte de masa en
dos categorias: adveccion y dispersion,
considerando que esta Ultima abarca

todos los posibles casos de transporte

Historia complementaria

El establecimiento de la ley de Fick, como
pionera  formulacién  matemdtica  del
fendbmeno de ftransporte difusivo, tuvo su
origen en el frabajo cientifico del médico vy
fisilogo alemdn Adolf Eugen Fick, nacido en
la ciudad germana de Kassel el 3 de
septiembre de 1829, como el noveno hijo de
Friedrich Fick y Nanni Sponsel. A pesar de ser el
miembro mdas joven de una familia de eruditos,
donde dos de sus hermanos, Ludwing vy
Heinrich, fueron profesores universitarios, de
anatomia y leyes, respectivamente, su
preeminencia intelectual familiar quedd
patentada en la historia por su diversa
contribuciéon cientifica entre la fisiologia vy la
fisica (Shapiro, 1972).

No obstante, el germen de la contribucion de
Fick se remonta a los estudios cuantitativos de
la difusién en gases realizados por el quimico
escocés Thomas Graham (1805-1869), quien
luego extendid sus estudios a la difusidon de la
sal en liquidos. Este Ultimo frabajo de Graham
le sirvié de guia a Fick para establecer una ley
del fendmeno de difusidon, basdndose en la
analogia de este con la conduccidn térmica,
expresada mediante la ley de Fourier. En su
articulo de 1855 On liquid difusién, publicado
en The London, Edinburgh, and Dublin
Philosophical Magazine and Journal of
Science, Fick enuncié el fundamento de su
naciente ley: “"De acuerdo con esta ley, la
transferencia de sal y agua que ocurre en una
unidad de tiempo, entre dos elementos del
espacio lleno de soluciones de la misma sal de
concentracion diferente, debe ser, caeteris
paribus, directamente proporcional a la
diferencia de concentracién, e inversamente
proporcional a la distancia de los elementos
entre si" (Fick, 1855).

En la actuadlidad, el trabajo de Fick, quien
fallecid en 1901, a 13 dias de cumplir los 72
anos, se resume en lo que se denomina la
primera y la segunda ley de difusién, siendo la
primera, la definicion matemdtica del flujo de
masa en el agua, y la segunda, la ecuacion de
difusiéon. Estas ecuaciones constituyen su mds
valioso aporte al estudio del fendbmeno de la
difusiéon, incluyendo ademdas la definicidn del
coeficiente de difusion. La ley de Fick es una
ecuacién diferencial parcial lineal de segundo
orden, y sus primeras soluciones fueron
aportadas por los matemdticos Joseph
Stephan 'y Franz Neumann (Mehrer and
Stolwijk, 2009) .
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impulsados por la mezcla del contaminante en el agua: difusion molecular,
difusion  turbulenta, dispersion  longitudinal y  dispersion  lateral
(Nirmalakhandan, 2002; Ji, 2017). Por su naturaleza relacionada por el
fendbmeno de la mezcla, tanto la difusion como la dispersion pueden

estudiarse a partir de la ley de Fick de la difusion (Fick, 1855):

J&=-D <a_c) Ec. [2.1]
0x;

donde, J¢ es la densidad superficial del flujo mdsico de la sustancia

transportada por difusion o dispersion (M/L2T) en la direcciéon i, D es el

coeficiente de difusion isotropica, o independiente de la direccion (L2/T), C

es la concenfracion de la sustancia; y xi es la coordenada de distancia

medida sobre una determinada direccion espacial (L). En sentido estricto,

la ecuacion 2.1 es la primera ley de Fick.
2.1.1 Adveccion

Una descripcion detallada de los procesos de transporte identificados
previamente requiere el tratamiento diferenciado entre la adveccion, por
un lado, y los fendbmenos vinculados con los distintos mecanismos de
transporte impulsados por la mezcla de los contaminantes en el agua
(difusion y dispersion), por otro. El criterio de la mezcla es, precisamente, el
aspecto diferenciador fundamental entre el transporte advectivo y el resto,
pues, a diferencia de todos los demds, la adveccion sélo provoca el
movimiento o fraslado de las sustancias a causa del impulso del flujo natural
del agua, sin dilucion significativa de aquellas. Esto implica que la
adveccion serd el proceso primario de transporte en rios y arroyos, debido
a que, hidrodindmicamente, estos ecosistemas estdn confrolados
principalmente por el caudal o flujo volumétrico de la corriente. La siguiente
definicion aporta una aproximacion mas detallada sobre las caracteristicas

de la adveccion como fendmeno de transporte:
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Definicion 2.1

La adveccion es el transporte horizontal sin mezcla de masa, impulsado por
el movimiento natural o flujo de un cuerpo de agua, y cuya intensidad esta
regulada por el perfil de velocidad caracteristico del sistema acudtico, de
modo que, en rios, arroyos y estuarios, donde resulta mds significativa,
tendrd un valor maximo en el centro de la corriente y un valor minimo hacia
las orillas.

Adveccioén minima

Adveccioén minima

Figura 2-1 Fendmeno ideal de adveccidn en corrientes superficiales (rios, esteros, estuarios).

La figura 2-1 ofrece una explicacion visual idealizada del fendmeno de la
adveccion en cuerpos de agua de flujo laminar. Como se indicé en la
definicion 2.1, la variabilidad lateral de la velocidad de la corriente hace
que el flujo del agua sea mas rapido en el centro que en las cercanias de
las orillas; por tanto, la adveccion de masa serd mayor cuando esta se
mueva impulsada por su caudal a lo largo del centro de la corriente, y
minima cuando la masa se fraslade cercanamente a sus orillas. Cabe
senalar que el transporte descrito se denomina mds especificamente
adveccion longitudinal, precisamente por estar relacionada con el flujo
horizontal del agua; sin embargo, puede ocurrir también la adveccion
lateral, aunque ésta suele ser poco importante en este tipo de sistemas.
Ademds, esimportante puntualizar que Ia masa no experimenta ningun fipo
de alteracion significativa en su traslado desde su posicion inicial al tiempo

t =0 hasta una ubicacion posterior aguas abajo a un tiempo f.
2.1.2 Difusién

Cuando el fransporte de materia en el agua implica movimiento y
mezclado a la vez, el esparcimiento de masa puede ocurrir tanto a nivel

microscopico como macroscopico, pero a diferencia del movimiento
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advectivo regulado por un gradiente de energia mecdnica o de energia
potencial gravitatoria que impulsa la corriente, y arrastra la masa, en una
determinada direccion, el transporte por difusion estd vinculado a un
gradiente de concentracion, esencialmente aleatorio. Esta aleatoriedad es
una caracteristica distintiva de la difusion, que cuando se manifiesta a nivel
microscopico produce la difusion molecular de una sustancia, impulsada
por el movimiento browniano de sus moléculas; pero cuando ocurre a nivel
macroscopico, causa la difusion turbulenta de las sustancias, impulsada por
remolinos o fluctuaciones aleatorias de la velocidad de la corriente en los
cuerpos de agua. Cuando la mezcla de masa en el agua no esté
infermediada por el azar, el mecanismo de fransporte no es difusivo, sino

dispersivo, como se verd mds adelante.

Definicién 2.2

La difusion es el transporte aleatorio de una sustancia en el agua, o en el
ambiente en general, que provoca el esparcimiento espacial y la mezcla
de la masa de la sustancia obedeciendo a la tendencia de minimizar el
gradiente de concentraciones enfre un lugar y otfro, de modo que el
fransporte se hard desde las regiones de alta concentracion a las de baja
concentracion de la sustancia en el medio. Dependiendo de la escala
espacial de la aleatoriedad del movimiento, la difusion serd molecular o
turbulenta, a nivel microscopico y macroscopico, respectivamente.

t=0 t1 t2 t3 t —o0

Figura 2-2 Fendmeno ideal de difusién a) molecular; b) molecular + turbulenta.

La figura 2-2 ofrece una perspectiva idealizada del proceso de transporte
difusivo en cuerpos de aguas. En el caso a) la masa de la sustancia en el
agua es esparcida espaciotemporalmente y mezclada solo a causa de su
movimiento browniano, de modo que se promueve asi un transporte pasivo

y homogéneo de la masa, siguiendo la fendencia de minimizar el gradiente
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de concentracion; en el caso b), la masa es transportada como resultado
de una combinacidon de mecanismos moleculares y furbulentos de la
difusion, porlo que la aleatoriedad sumada por remolinos y las fluctuaciones
azarosas de la velocidad configura una difusion mds irregular y cadtica,
pero mds rapida. No obstante, como resulta evidente, hacia un ftiempo
suficientemente grande, en condiciones ideales, se esperaria que la
concenfracion de la sustancia estuviere uniforme y equitativamente
distribuida en el cuerpo de agua. Enrios, arroyos y corrientes superficiales en
general, la difusion turbulenta es un mecanismo de transporte mads

importante que la difusion molecular.
2.1.3 Dispersion

La dispersion es un proceso de fransporte de masa relacionado también
con la mezcla, sin embargo, a diferencia de la difusidon, que ocurre
bdasicamente por el movimiento aleatorio de las particulas en el fluido, esta
es el resultado de la existencia de gradientes de velocidad en el fluido
(especificamente agua, en el contexto de interés de este libro). Tal
variabilidad espacial de la velocidad media en un cuerpo de agua
produce el esparcimiento y mezcla de sustancias en forma de rasgado, con
el tirdn de mayor intensidad a lo largo del eje de mayor velocidad del agua.
Por su dependencia de la velocidad de la corriente, la dispersion es
predominante como mecanismo de mezcla en rios, arroyos y estuarios, en
los cuales, la dispersion longitudinal es mucho mads importante que la

dispersion lateral.

Definicién 2.3

La dispersion es el proceso de transporte de masa en un fluido debido a la
variacion espacial de la velocidad media, que produce la mezcla de una
sustancia con mayorintensidad y amplitud de esparcimiento en las regiones
y hacia las direcciones de mayor rapidez de las corrientes. Cuando la
dispersion se produce en el sentido del flujo se denomina dispersion
longitudinal; y cuando ocurre en forma perpendicular a éste, toma el
nombre de dispersion lateral.
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Figura 2-3 Transporte y mezcla dispersiva (difusion molecular-difusién turbulenta +

dispersién).

La figura 2-3 representa la mezcla resultante de un proceso de transporte
dispersivo en una corriente unidireccional con gradiente lateral de
velocidad (rio, arroyo, etfc.). La masa de la sustancia que ha ingresado al
cuerpo de agua experimenta inicialmente un mezclado difusivo, de
naturaleza predominantemente turbulenta; no obstante, a medida que
transcurre el tiempo, el transporte de la sustancia adquiere un cardcter
cada vez mas dispersivo como resultado delimpulso diferenciado imprimido
por la variaciéon espacial de la velocidad en el flujo del agua; asi, cuando
el mecanismo de dispersion longitudinal empieza a prevalecer por encima
de la difusion, se configura un mezclado desigual con esparcimiento
estirado o rasgado hacia las direcciones de mayor velocidad de la
corriente, tomando la forma idealizada general que se observa al final del

grdfico, descrita usualmente como forma de cizalla.

Finalmente, en el desarrollo de los temas posteriores, se entenderd que la
dispersion serd el término valido para referirse al transporte superficial con
mezclado en corrientes estrechas y fluidas (no estancadas), como en rios
de moderado y pequeno cauce, arroyos y estuarios; por ofro lado, en el
caso de lagos, lagunas, embalses y bahias, lo correcto serd emplear el
término difusion para referirse al fransporte de masa en ellos, ya que en ese
tipo de cuerpos de agua predominard el mezclado difusivo por la accion
de diferentes agentes que aleatorizardn el movimiento de una sustancia en

el fluido que la fransporta, entre ellos el viento.
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2.2 La ecuacién de adveccion-difusion (dispersion) (ADE)

A partir de la ley de conservacion de la masa, para un volumen de confrol
en un cuerpo de agua que transporta una sustancia o contaminante
ambiental, y luego de manipular adecuadamente la primera ley de la
difusion de Fick o ecuacion [2.1], incluyendo la aplicacion del teorema de
la divergencia que relaciona una integral doble (de superficie) con una
integral triple (de volumen), es posible modelizar el transporte general por
adveccion-difusion. No obstante, para tal efecto, en primer lugar, se debe
contar con una expresion que describa el flujo mdsico debido a la
adveccion, ya que las sustancias en el agua, ademds de mezclarse por
difusion molecular o turbulenta, son transportadas por adveccion o el

impulso del caudal de las corrientes. Asi, tal expresion viene dada por

donde, J# es la densidad superficial del flujo mdsico de la sustancia
transportada por adveccion (M/L2T) en la direccion i, v; es la velocidad
macroscopica de la corriente (L/T) en la direccion i, y C, como ya se indico

anteriormente, representa la concentracion (M/L3).

El hecho de que las sustancias en el agua sean transportadas tanto por
adveccion como por difusidon permite relacionar las ecuaciones [2.1] y [2.2]
para obtener la densidad superficial del flujo mdsico total, mediante la

sumda

aC
J=Jt+]f=vC-D (W) Ec.[2.3]

Debido a que la difusion es un mecanismo de transporte que puede ocurrir
en las tres dimensiones del volumen del cuerpo de agua donde se
encuentra la sustancia, una expresion mdas general para la ecuacion [2.3]

podria ser
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ac ac ac)] e 4]

T o T il
Jryz =il [D<ax+ay+az

Sin embargo, utilizando la notaciéon de Gibbs, conviene ahora expresar la
relacion establecida por la ecuacion [2.4], en forma vectorial incorporando

el operador nabla v

j=vC—-DVC Ec. [2.5]

donde, j es el vector tridimensional de flujo mdsico superficial y v es el vector

de la velocidad macroscopica.

El siguiente paso consiste en estudiar la evolucidn de un sistema o volumen
de agua que se mueve en el espacio (volumen fluido) atravesando un
volumen de control fijo en el espacio (Figura 2-4); esto es, serd necesario
establecer una relacion matemdatica para evaluar el comportamiento de
una canfidad escalar (en este caso serd la concentracidn de un
contaminante) vinculando el sistema y su volumen de control. Para esto, se
debe calcular la variacion temporal de la cantidad escalar dentro del
volumen de agua, lo cual se hace mediante la derivada temporal de la

integral triple o de volumen, expresada como

ly

dt v, At—0 At

Ec.[2.6]

Vi Vit

v

VI(At) — F 1 VII(A()

mMmuminmum

:‘#'__-'---_--E‘=‘~'

Figura 2-4 Relacion entre un volumen de control y un sistema (fluido) en movimiento, en los

FETEL]
- -
14441 1113

instantes t y t+4t.
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Figura 2-5 Diferencial de superficie del volumen en

En la figura 2-4 resulta evidente que es valida la relacion entre los volumenes

fluidos y el volumen de control dada por

Vivar = Ve + Virar) = Viao Ec.[2.7]

donde V: es el volumen fluido al instante t, que coincide con el volumen de
control (igual tamano); Vit es el volumen fluido al instante t+4t, que estd
formado por la parte final del volumen fluido dentro del volumen de control
y un volumen nuevo que se generard externamente al volumen de confrol
al final de un intervalo de tiempo 4t; Vi es el volumen desocupado por el
sistema dentro del volumen de control fijo; y Viuy es el nuevo volumen
generado por el volumen fluido durante el intervalo de tiempo At. En ofras
palabras, es posible interpretar la ecuacion [2.7] afirmando que el volumen
del sistema o volumen fluido (que estd al mismo tiempo dentro y fuera del
volumen de control) a un instante posterior cualquiera t+4t, es igual al
volumen fluido igual en tamano al volumen de control mds la diferencia
entre el nuevo volumen generado (regidon sombreada Il fuera del volumen
de control) y el viejo volumen desocupado (regidon sombreada | dentro del
volumen de control). Es Util expresar ahora la ecuacion [2.7] en forma
infegral para evaluar la variacion de la concentracion de un contaminante

dentro del agua como

)

Luego, reemplazando la ecuacion [2.8] en [2.6] se tiene que

CevacdVi — f CeracdV) Ec. [2.8]

Vi

CrracdV + f

Vi

CracdV = f

t+At Ve
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d _ th CrracdV + fV“(M) CeracdVi — fVI(M) CrvardVy — fvt Crdv
afw cdv = Algrhl w Ec. [2.9]
Y separando los limites resulta
i cdv - lim J‘ [ AL — ] av — fV”(M) CeyncdVi — fVI(At) CeracdV; Ec. [2.10]
dt v T At-0 At—»o At T
a cdv J a—dV ~lim fVII(At) CevntdVy — fVI(M) CeracdVy Ec [2 : ]]
at J, v, Ot ALS0 At T

Por ofro lado, se debe considerar también la relacion entre un diferencial
de volumen y un diferencial de superficie a medida que el volumen fluido
se mueve. Como se observa en la figura 2-5, un diferencial de volumen dV
se puede expresar en funcidon de la longitud del volumen barrido por el

diferencial de superficie a partir del cual se genera; esto es

dV = LdA Ec.[2.12]

Sin embargo, debido a que hay un dngulo que fija la orientacion del
movimiento del volumen fluido con respecto al vector normal a la superficie
(n), y que afecta la relacion entre los diferenciales de volumen y superficie

considerados, de modo que la ecuacion [2.12] se puede ampliar a

dV = +Lcos8 dA Ec.[2.13]

Luego, es posible sustituir la longitud por una expresion equivalente
resultante de multiplicar el médulo del vector velocidad de la corriente (v)

por un intervalo de tiempo (4f), por lo que

dV = tcos 8 |v|AtdA Ec.[2.14]

Asimismo, el término frigonométrico cosf puede reemplazarse por el
producto entre el vector direccion de la velocidad y el vector normal a la

superficie del volumen (n); entonces la ecuacion [2.14] cambia a
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dV = +invAtdA Ec.[2.15]

La expresion final del diferencial de volumen en funcién del diferencial de
superficie se obtiene luego de introducir el vector velocidad media (que no
es mds que el producto de su mddulo por el vector direccidn) del volumen

fluido en la ecuacion [2.15]; esto es

dV = +7.nAtdA Ec. [2.16]

Si se sustituye la expresion final del diferencial del volumen en los
diferenciales de volumen correspondientes a las regiones | (con signo
negativo por fratarse de un flujo entrante) y Il (consigno positivo por ocurrir
en ella un flujo de salida con respecto al volumen de control) en la ecuacion
[2.11] resulta

d aC f Cf+Atﬁ' nAtdA” - - f Ct+Atﬁ' TLAtdAI
E cdV = f Edv _ Al%glo I Viiar A(t Vi ) EC. [2.-' 7]
Ve Ve
d aC i 5 -
EJV cdv =JV adV - Al%r_r}o JV Criptl.ndA, +JV Ceiac.ndA; Ec.[2.18]
t t 1I(At) I(At)

Ahora bien, la ecuacion [2.18] requiere el cdlculo de dos limites para un
intervalo de fiempo que fienda a cero; en este caso vemos que si se
calculan tales limites la concentracion al tiempo t+A4t (c,,,) S€ convierte en
concentracion al tiempo t (¢,) y, consecuentemente, los diferenciales d4; y
dA,; estarian dentro de los limites del volumen de control, debido que al
tiempo t, el sistema o volumen fluido coincide en tamano (estd
exactamente dentro) del volumen de control; asi, la suma de los
diferenciales dA,; y dA, representaria el diferencial del area al tiempo t, o

dAt. Con base en esto, la ecuacion [2.18] se tfransforma de esta forma

d ac

4 azv:f —dV+f Cii.n dA Ec. [2.19]

at ), o i
t t t
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La ecuacion [2.19] se conoce como el teorema del transporte de Reynolds
(obviamente, no en su forma general, sino aplicado al estudio de la
propiedad extensiva concentracion) y puede interpretarse de la siguiente
forma: la tasa a la que un contaminante se infroduce dentro del volumen
de conftrol es igual a la tasa de acumulaciéon del contaminante dentro del
volumen de control mds la tasa a la que el contaminante sale de él. Por lo
que, expresando el balance de masa en estado estacionario, tal como se

lo hizo en el capitulo uno, se fiene que

ac d B
f Cawv=21 cav- f Cit.n dA Ec. [2.20]
iy § i

t t

t

Acumulaciéon = Entrada - Salida

En este punto, es necesario volver nuestra atencién sobre el objetivo de esta
seccion que es la obtencion de una expresion matemdatica que describa el
transporte de contaminantes en el agua mediante adveccion y difusion a
partir de la primera ley de Fick. En este contexto, si se recuerdan las
dimensiones del vector tridimensional del flujo mdasico superficial j (ML2T-1),
se caerd en la cuenta de que el producto entre la concentracion y el vector
velocidad en el término representativo de la salida en la ecuacion [2.20]
tiene también aquellas dimensiones [(ML3)(LT!) = ML2T1]; esto es, son
infercambiables. Ademds, en la misma ecuaciéon el primer término de la
derecha (entrada) representa la tasa de ingreso del contaminante desde
alguna fuente, por lo que puede expresarse también mediante la variable
representativa de las fuentes o sumideros Sm (el simbolo S proviene de las
palabras inglesas source para fuente y sink para sumidero), cuyo subindice
m establece la posibilidad de ocurrencia de un aumento o disminucion de
la concentracion del contaminante por accidén de una carga
contaminante que entre o salga del sistema. Por lo anterior, la ecuacion

[2.20] puede expresarse como

ac
f —dvzf sde—f j.ndA Ec.[2.21]

t
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Es posible, y necesario, ahora simplificar la ecuacion [2.21] recurriendo al
teorema de la divergencia, de modo que la integral de superficie (salida)
se convierta en una integral de volumen, a fin de agrupar todos los
volUmenes obtenidos asi en una sola integral, como se verd mds adelante.
Asi, la aplicacion del teorema de la divergencia permite escribir la ecuacion

[2.21] de la siguiente forma:

acC
f —def s.dv— | wjav Ec. [2.22]
Ve ot Ve Ve

Luego, agrupando los términos e igualando a cero, se obtiene

ac
f (— b V- Sm) av =0 Ec. [2.23]
. \at

NOTA DE INTERES

El teorema de la divergencia, denominado usualmente también como teorema de
Gauss-Ostrogradsky, es uno de los tres teoremas mds importantes del cdlculo
vectorial junto con el teorema de Green y el de Stokes. Como lo sugiere su nombre,
fue enunciado originalmente por el matemdtico alemdn Carl Friedrich Gauss en 1813,
aungue su publicacién definitiva no se produjo sino hasta 1839; asimismo, de manera
independiente, el fisicomatemdtico ruso Mijail Vasilievich Ostrogradsky en 1826 habia
demostrado ya el teorema, aungue su publicacién formal “Proof of a theorem in
Integral Calculus" tardd hasta el afo 1831 (Katz, 1979). Algunas fuentes sugieren
incluso que también el matemdtico britdnico George Green contribuyd al desarrollo
del tfeorema, cuyos resultados se divulgaron hacia el ano 1828.

Aunque surgid en estudios relacionados con la electrostdtica y los campos
electromagnéticos, sus mds importantes aplicaciones incluyen la mecdnica de
fluidos. En esencia, el teorema de la divergencia relaciona (convierte) la integral
triple de un sdélido cerrado y acotado en el espacio tridimensional o volumen finito
con la integral de superficie de su frontera o drea que limita el volumen considerado.
Su expresion matematica se suele escribir como (Purcell, Rigdon and Varberg, 2007)

ffs F.ndS=ffJ;VFdV

Sin embargo, una forma mds formal de interpretar la ecuacidon anterior es que el
teorema de la divergencia estd relacionado con el flujo de un campo vectorial F a
través de una superficie cerrada S que es igual a la integral de la divergencia de F
sobre el volumen encerrado por la superficie S. Otra notacion del teorema es la
siguiente

f F.ndS:f VF dV
s

14
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Es evidente que la ecuacion [2.23] se resuelve cuando el integrando se

iguala a cero, esto es

aC
P Vj—S,=0 Ec. [2.24]

Finalmente, reemplazando la ecuacion [2.5] en [2.24] se obtiene

aC

5+ V.(uC = DVC) =S, = 0 Ec. [2.25]
Propiedad del ac
erencial =+ (VO.v+ (Vv)C = DV2C = Sy EC. [2.26]
nabla t
Para fluidos ac
incompresibles T (VC).v = DV3C + S, Ec. [2.27]
Vv=20

Si el operador nabla se sustituye por su expresion diferencial equivalente,
finalmente, se obtiene la denominada ecuacion de adveccion-difusion en
condiciones isotropicas (tal como se establecié al principio de esta

seccion).

Ec. [2.28]

ac+< oc_oc ac)_ 0°c  9*C 0%C\
at \”"ax Yy " V24, 6x? " 3y? " 9z2) " "

[ ) ! .
ADVECCION DIFUSION

O de una forma compacta, la ecuacion de adveccion-difusion en

condiciones isotropicas se expresa como

3 3
ac ac 9%C
ac 9C _ Ec.[2.2
aﬁZVlaxl- D,Zax.ﬁsm ¢ [2.29]
1=

i=1 L

No obstante, la forma mds general y comuin corresponde a la ecuacion de
adveccion-difusion en condiciones anisotfropicas (cuando el coeficiente de

difusion varia con la direccidn), tal como se indica a continuacion
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ac+< aC+ aC+ aC)—DaZC+D azC+D azC+S Ec.[2.30
at v\"ax ”yay Yz 9z _} ’f\axz Y 0y? Za}zz m - [23]

| . )
ADVECCION DIFUSION

O en su forma compacta,

lea ZDla Ec. [2.31]

Donde el subindice i indica cada una de las tres direcciones del espacio

tridimensional x, y, z.

En el caso del transporte de sustancias conservativas y no conservativas
(que experimentan un decaimiento de primer orden en su concentracion),
el término fuente/sumidero S, es igual a cero 0 o igual al producto -kC,

respectivamente, y, por lo tanto, la ecuacion de adveccion-difusion toma

la forma
IC ~ aC < _ 82C
Para sustancias
conservativas E + z Vi E = z Di m Ec. [232]
i=1 T !

Para sustancias

no z P z D>~ Ec. [2.33]
conservativas a a

2.2.1 Soluciones de la ecuacion de adveccidn-difusion

2.2.1.1 Difusidon en una dimension

La difusion en una dimensidon ocurre bajo el supuesto de que la sustancia
transportada en el agua estd bien mezclada en la seccidon transversal
limitada por el plano yz, y que la mezcla difusiva se desarrolla Unicamente
a lo largo de la direccidon longitudinal x, esto es, si se tfrata de una corriente
unidireccional como un rio o arroyo, en el sentido impuesto por su flujo, de

aguas arriba hacia aguas abagjo. Luego, la ecuacion de partida resulta de
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ignorar la adveccion y eliminar los términos difusivos de las direcciones

distintas a x en la ecuacion [2.30], de modo que

aC—D o°C Ec.[2.34
E_ *\ By C.[. ]

Su solucién requiere las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

Condiciones iniciales Condiciones de frontera

C(x,O):%é‘(x) C(+o0,t) =0

Donde M es la masa del contaminante descargado desde una fuente
instantdnea en el cuerpo de agua (cuandox=0yy =0), A es el drea de la
seccion transversal (plano yz), y §x) es la funcion delta de Dirac, definida

como

+ oo

(oo six=0 _
5(x)_{0 20 fS(x)dx—l

—00

Ademds, se debe tener presente que la condicion de frontera establece
que la concentracion del contaminante siempre serd cero a grandes

distancias (x = ) para los intervalos de tiempo t correspondientes.

Para resolver la funcidon concentracion C(x,t), se puede calcular su

transformada de Fourier y su funcion inversa tal como sigue

[0/
Transformada

de Fourier de la F(x, t) = f C(x,t)e"™* dx Ec.[2.35]
funcién C(x.t)

Funcién inversa

de la -1 _ _ 1 —iocx
transformada Fh=Ct) = o F(x, t)e d x Ec. [2.36]

de Fourier

Luego, si se toma la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion

diferencial parcial [2.34]
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fal= (%)

se obtiene, por propiedad de la transformada (véase siguiente nota de

Ec.[2.37]

interés), la siguiente ecuacion diferencial lineal homogénea de primer

orden

dF
— = —D,a?F(x, t) Ec.[2.38]
dt

dF

E + DvaT(OC, t) =0 Ec. [239]

Siendo el factor integrante igual a ePx<*t, |a solucidn de la ecuacion [2.39]

es

F(a,t) = [e~Pxta Ec. [2.40]
donde | es la constante de integracion de la soluciéon general.

La expresion equivalente a la constante de integracidon en la ecuacion

[2.40] se obtiene mediante el cdlculo de la tfransformada de Fourier de las
condiciones iniciales, puesto que al tiempo t = 0, e Px@*t=0, vy

consecuentemente, | es igual a la referida transformada; entonces,

[oe]

I = F(a,0) = f%ﬂX)dx Ec. [2.41]
I :% Ec. [2.42]

Por lo que, sustituyendo la ecuacion [2.42] en [2.40], se obtiene la

transformada de Fourier resultante para las condiciones iniciales dadas,

M
F(a,t) = Ze‘Dxt“Z Ec. [2.43]
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El siguiente paso consiste en determinar la inversa de la transformada de

Fourier, sustituyendo la ecuacion [2.43] en [2.36]

[0e]

1 M 2 .
Fl=C(xt) = o f Ze‘Dxt“ e e do Ec. [2.44]
M [ .
F-l= C(x,t) = ﬂ f e~ Dxta”—ixa gy Ec.[2.45]

La resolucion de esta ecuacion requiere de completar el frinomio cuadrado

perfecto en el exponente del término exponencial, de acuerdo con laregla

ax2+bx+c = a(x+h)?+k, donde h =b/2a y k = c — (b%/4a). De modo que,

. 2 . 2
ix (ix)
—D,ta? —i =—Dt<+ )+ Ec
xta T a ¢ 2D,t 4D, t
Luego, la sustitucion de la ecuacion [2.46] en |la [2.45] produce,
M < _ ix \? (ix)?
Fl=C(x1t) = A f e Dxt(aJrZDxt) 4D, d « Ec
TT
M < _ ix \2 (ix)?
Fl=C(x1t) = A f e Dxt(aJrZDxt e4Dxt d Ec
Haciendo que 1 —%)i —u2
U=\/D_xt(oc+%it) F =C(x,t)=ﬁe x fe d < Ec
. Mo o1,
= bt Fl=C(xt) = e4Dxt fe‘” du Ec
2mA D,t

. [2.46]

. [2.47]

. [2.48]

. [2.49]

. [2.50]

La ecuacion [2.50] contiene la denominada intfegral de Gauss, o la integral

. . .7 . 2 .
impropia de la funcién gaussiana e™*" que, aungue no es posible

su funcidon primitiva en una solucion analitica por medio del

obtener

segundo

teorema fundamental del cdlculo, el resultado de su evaluacidn en limites

infinitos es archiconocido:
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f e~ dx =vr Ec.[2.51]

Por lo tanto, si se aplica la integral gaussiana a la ecuacion [2.50], luego de
algunas manipulaciones matemdticas (que se muestran) se obtiene
finalmente la ecuacion que da la concentracion de un contaminante
C(x,t) a una distancia x y un instante cualquiera t en un proceso de difusion

unidimensional,

Mo 1
C(x,t) = T X /s Ec.[2.52]
Definicion de ( ) M @ E [2 53]
unidad C(x,t) =———e 4Dxt C. [<4.
imaginaria A /47TDxt
M _x2
2 Clxt) = ————e it Ec. [2.54]

A\/4nD,t

No obstante, si se asume que la velocidad de la corriente es constante, el
uso de una variable sustituta x’ puede incorporar la velocidad media dentro
de la ecuacion [2.34] para producir la ecuacion de adveccion-difusidon en

una dimension,

o _p (%C Ec. [2.55
ot~ \ox C. [2.99]

donde x’ representa la posicion relativa de las particulas del contaminante,

Vt, con respecto a su posicion media x, siendo su expresion

x'=x—uvt Ec.[2.56]
Por lo que, aplicando un método similar al ufilizado para deducir la
ecuacion unidimensional de la difusion; esto es, con las mismas condiciones
iniciales y de frontera, ademds del uso de la transformada de Fourier y su
inversa, se obtiene la solucion de la ecuacion de adveccion difusién en una
dimension:
M _(x—vt)?
2 C(x,t) = ———=e 4Pt Ec. [2.57]

A\/4nD,t
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NOTA DE INTERES

Jean-Baptiste Joseph Fourier, uno de los fisicos y matemdticos mds grandes de la historia, nacidé en la
ciudad francesa de Auxerre el 21 de marzo de 1768, y su mayor contribucién a la ciencia fue su estudio
del fendmeno de conduccién térmica en metales, basdndose en el estudio de Bernouilli sobre las
cuerdas vibrantes, resumido en la ecuacién del calor, frabajo que fue propuesto originalmente a la
Academia Francesa de Ciencias en 1807, pero que fue rechazado por cientificos de la talla de Pierre
Simon Laplace y Joseph Louis Lagrange, quienes tuvieron fuertes reparos en relacién con la “falta de
rigurosidad” en la propuesta de Fourier de recurrir a expansiones infinitas de funciones trigonométricas,
las posteriormente denominadas series de Fourier, aunque el auténtico mérito se hallaba en la solucidn
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante el método de separacién de variables
basdndose en tales series. Sin embargo, el tiempo fue su mejor aliado vy, finalmente, luego de ganar el
premio de la Academia en 1812 (sin aun merecer su publicacion para el jurado), y publicar en 1822 su
legendaria obra Théorie Analytique de la Chaleur, consiguid publicar su trabajo en las Memorias de la
Academia Francesa de Ciencias en el ano 1826 (Herivel, 1975; Cérdoba, 2016).

La serie de Fourier que, bdsicamente es una forma de expresar una funcién periédica como una serie
infinita de funciones trigonométricas seno y coseno, tiene la siguiente forma (Zill and Wright, 2015):

fx) = % + i [ancos (Y;Tn x) + b, sen (n?r[ x)]

Siendo a,, a, y b, las denominadas férmulas de Euler, cuyas expresiones son
p 14 14
- [ feoa > [ feocos (Sx)ax bu=1 [ 00 sen(x)a
Ay = — xX)ax a, =— X)CoS|—X X = — xX)sen|\—x X
“p J rld p ) p

Sin embargo, cuando se trata de funciones no periddicas, existe una forma generalizada de las series
de Fourier, denominada integral de Fourier, cuya expresion es

1 [ee]
fx) = Ef [A(@)cos(ax) + B(a)sen(ax)] da
0
Siendo A(a) y B(a) los coeficientes de la integral de Fourier, cuyas expresiones son
Ala) = ff(x)cos (xa)dx B(a) = ff(x)sen (xa)dx

Finalmente, de la integral de Fourier se deriva una de las fransformadas integrales, un tipo especial de
transformacion de una funcién en otra mediante el uso de integrales y un ndcleo de dos variables, mdas
importantes y Utiles en la solucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, la transformada
de Fourier, denotada por F y cuya expresidon es

FIY @] =F(@ = [ e fGdeo
donde f(x) es una funcidn integrable como integral de Lebesgue, no como integral de Riemann, y el
término ei@* es el nUcleo o kernel de la transformada.

La funcién inversa de la transformada de Fourier, muy Util para solucionar ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, se expresa como

[ee)

FF(@)] =% f el (@) d(a)

—00

Es importante puntualizar que, por la similitud matemdtica en la descripcién de los fendbmenos de
conduccidon del calor vy la difusidn quimica, la transformada de Fourier y su inversa tienen una gran
aplicacién en la modelizacién de fendmenos de transporte difusivo, y en otras dreas de la mecdnica
de fluidos y los modelos de calidad del agua.
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Ademds, si el contaminante transportado en el agua no es conservativo, y
desaparece segun una cinética de primer orden, entonces, de manera
similar, anadiendo el término de sumidero del contaminante S, = —kC a la

ecuacion [2.34], se puede demostrar que

Me kt  _(x-vt)?
2 C(x,t) = ———=e 4Pt Ec. [2.58]

A\/4nD,t

Un accidente industrial produce el derrame instantdneo de 50 kg de un contaminante
conservativo en un rio de 30 m de ancho y 2 m de profundidad media (seccion
rectangular) que fluye a razén de 3 m3/s. Si el coeficiente de difusion en el sentido de la
corriente es igual a 2 m2/s, determine (a) la concentracién mdxima del contaminante que
se alcanzard a una distancia de 900 m, donde se localiza una toma de captaciéon de agua
para suministro de una poblacién rural cercana; (b) el tiempo que debe transcurrir para
que la concentracién del contaminante en la toma no supere mads el estdndar ambiental
de 1 mg/l; (c) grafique la variaciéon temporal de la concentraciéon del contaminante a la
velocidad del rio supuesta constante.

Solucion:
Antes de la aplicacidén de la ecuacién [2.55] se requiere calcular la velocidad de la
corriente del rio y el drea de la seccidn transversal a través de la cual se supone la mezcla
instantdnea del contaminante derramado

A=w.h=(B0m)(2m) = 60m?

3

0 3%
S m
=—= =0,05—
A 60m?2 s

(a) Luego, la concentracién mdxima que ocurrird en el punto donde se localiza la toma de
agua se calcula haciendo que el exponente del factor exponencial de la ecuacion [2.54]
sed cero, lo que se consigue igualando el producto de vt con la distancia x, obteniéndose
asi el fiempo al cabo del cual se alcanzard tal concentracion a la distancia indicada:

tor, =2 22000m  on00s=5h
X =70 — = - = = S =
" v 0052
S
6
50 kg (1(1’,:”9)
g mg
€(900,t,,) = _ =124
60 mz\/él-n (2 m—) (18000 s) (&3)
N 1m

(b) El tiempo al cabo del cual la concentracién del contaminante dejard de ser peligrosa
en el punto de ubicacion de la toma de agua se calcula empleando el método de
iteracién de punto fijo, a partir de la ecuacién implicita para el tiempo:

x+ [4D,tIn S —
AC 4D, t

v

Tal como se observa en la tabla de resultados correspondiente (pdgina siguiente) la
convergencia determina un tiempo igual a 21031 s 0 5,84 h. Por lo tanto, se deberd esperar
5 hy 50 min para que la captacion de agua desde el rio sea segura para el suministro a la
poblacién rural.
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Iteracion ti Lado derecho | Error relativo
1 18000 21513 19,518
2 21513 20935 2,687
3 20935 21049 0,544
4 21049 21027 0,103
5 21027 21031 0,020
6 21031 21031 0,004
7 21031 21031 0,001
8 21031 21031 0,000
9 21031 21031 0,000
10 21031 21031 0,000

(c) La concentracién del contaminante conservativo en funcién de la distancia y el tiempo
experimenta una variacion normal, luego de aplicar para distintas distancias y tiempos la
ecuacion [2.55], cuyos resultados se resumen en la tabla siguiente:

X (m)

t(h)
-300(-200|-100( O | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 |1000(1100/1200(1300(1400|1500

0,5 (0,00]0,01]0,32(2,23]3,89|1,69(0,18] 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00]|0,00]| 0,00 0,00]|0,00|0,00(0,00]| 0,00
1,0 | 0,00(0,02]0,1810,90(2,22]2,73|1,68(0,52]0,080,01|0,00]|0,000,00]0,00|0,00(0,00]|0,00|0,00( 0,00
1,5 10,00(0,01]0,10[0,42(1,16]2,02 2,22 1,53]0,66(0,18|0,03]0,000,00]|0,00|0,00(0,00]|0,00| 0,00 0,00
2,0 ({0,00]0,01]0,05(0,21]0,61|1,26(1,84]1,91|1,39|0,72]0,26(0,07]|0,01]0,00(0,00]0,00]|0,00(0,00] 0,00
2,5(0,00(0,00|0,03(0,11]0,32]|0,74(1,28]1,69|1,69]1,28]0,74(0,32|0,11]0,03 0,00 0,00|0,00(0,00] 0,00
3,0 {0,00]0,00(0,01]0,05)0,17(0,42]0,82|1,27(1,57]1,53(1,19]0,73]0,36(0,14| 0,04| 0,01 0,00 0,00 | 0,00
3,5 (0,00]0,00(0,01]0,03]0,09(0,24]0,50|0,88(1,25]|1,47(1,41{|1,11]0,72(0,38|0,17]0,06 (0,02 0,00| 0,00
4,0 | 0,00 0,00|0,00(0,02]0,05(0,13]0,30]0,57(0,91]1,22|1,38(1,31]1,05(0,70( 0,40]0,19( 0,07 0,03] 0,01
4,5 | 0,00 0,00 0,00(0,01]0,03]|0,07(0,18]0,360,62]0,93]|1,19(1,30|1,23]0,99( 0,68 0,40 0,20 | 0,09 | 0,03
5,0 | 0,00 0,00 0,00 (0,00|0,01]|0,04(0,10]|0,22|0,41|0,66|0,94(1,16]|1,24|1,16(0,94]0,66|0,41(0,22]0,10
5,5 (0,00 0,00 0,00 0,00|0,01]0,02{0,06|0,13|0,26|0,45]0,69(0,94]|1,12|1,18(1,09]0,89|0,64(0,41]0,23
6,0 | 0,00 0,00|0,00(0,00]0,00(0,01]|0,03]0,08(0,16]0,30|0,49(0,72]0,94|1,09(1,13]1,04(0,85]0,63|0,41
6,5 | 0,00 0,00 0,00 (0,00 0,00|0,01]0,02]0,05(0,10]0,19]0,33(0,52]0,74 (0,93 1,06]|1,08(0,99]0,82]0,61
7,0 | 0,00 0,00 0,00 (0,00 0,00|0,00(0,01]0,03|0,06]0,12]0,22(0,37|0,55]0,75(0,92]1,03|1,04(0,95]0,79
7,5 | 0,00 0,00 0,00 (0,00 0,00|0,00]|0,01]0,02(0,04]0,07|0,14(0,25]0,40|0,57(0,76] 0,91  1,00| 1,00 0,91
8,0 | 0,00 0,00 0,00 (0,00 0,00|0,00(0,00]|0,01]0,02]|0,05]|0,09(0,17]0,28]0,420,59]0,760,90( 0,97 0,96
8,5 (0,00 0,00 0,00 | 0,00 0,00| 0,00 0,00|0,01]0,01]0,03]0,06(0,11]0,19]0,30(0,45]0,61|0,770,89]0,95
9,0 | 0,00 0,00 0,00 (0,00]|0,00|0,00(0,00|0,00|0,01]0,02|0,04(0,07]|0,12]0,210,33]0,47|0,62(0,77 0,87
9,5 (0,00 0,00 0,00 0,00/ 0,00| 0,00 0,00|0,00|0,00]0,01]0,02(0,04]|0,08|0,14(0,23]0,35|0,49 (0,63 ]0,77
10,0 { 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,01 | 0,01 [ 0,03]0,05(0,09|0,16]0,25(0,37|0,50| 0,64
11,0 { 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,01 0,02 {0,04|0,07| 0,12 (0,19 0,29 0,40
12,0 ( 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,01 { 0,02 |0,03]0,06(0,09|0,15]0,23
13,0 ( 0,001 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 {0,01|0,01]0,02(0,04|0,07]0,12
14,0 ( 0,001 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 { 0,00 | 0,00 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,06
15,0 ( 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,01 0,01 0,03
16,0 ( 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 [ 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 (0,00 0,01]0,01
17,0 { 0,001 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 { 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
18,0 ( 0,001 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 { 0,00 | 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00

El gr&fico resultante, mostrado en la siguiente pdgina, se compone de una serie de curvas
acampanadas para cada uno de los tiempos mostrados, que revelan el hecho de que, a
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medida que se incrementa el tiempo desde el momento del derrame, la concentracion
mdxima se desplaza hacia distancia cada vez mds lejanas del origen:

3,00 4

2,00 4

1,50

Concentraciéon (mg/l)

1,00

-400 -200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
Distancia (m)

et = ] h t=2h emm=t=3) es—t=4h e——t=5h e——t=(h e—t=7) e——t=8) e——t=9h

Figura 2-6 Variacién temporal de la concentracion del contaminante debido a su difusién en el
ejercicio 2.1.

Considere la situacién planteada en el gjercicio 2.1, pero suponga ahora que la sustancia
contaminante derramada es no conservativa. Determine (a) la concentracién méxima del
contaminante en la toma de captacion de agua; (b) el valor que deberia tener la
constante de reaccién para que la concentracidon mdéxima del contaminante coincida
con su esténdar ambiental de 1 mg/l en la captacién.

Solucién:

(a) Debido a la reaccidén de primer orden que experimenta el contaminante, su
concentracién mdxima a los 200 m ahora es un poco menor; de hecho, a medida que el
valor de la constante de reaccidon aumenta, el valor de la concentracién mdxima
disminuye proporcionalmente:

6 _ d
50 kg (1(1) ]:ng) e—(0,23d 1)(18000 s)(m) m
CO00tn) = — o T

(b) Despejando la variable k en la ecuacidén [2.55], se obtiene la tasa a la que deberia
eliminarse el contaminante no conservativo para que su concentracién méxima iguale la
de su estdndar ambiental:
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[900 m—(0,0S%)(lSOOO s)]2

_(x—vl.‘)2
" 1l Me  4Dxt 1
=—In =
t 1d 2
CA\/4nD,t S5h (m) (1'00 #) (60 mZ)\/4ﬂ (2 mT) (18000 s)

4-(2mT2)(18000 s)

(50 kg)e

s~k =1,03d7t

2.2.1.2 Difusion en dos dimensiones

Cuando el transporte difusivo se realiza en dos dimensiones, se entiende que
la sustancia liberada en el agua estd uniformemente mezclada en una sola
direccion espacial, generalmente vertical (eje z), y que el transporte de la
sustancia (mezcla difusiva) ocurrird sélo en las dos direcciones del plano xy.
Asi, la ecuacion de difusion anisotropica para una sustancia conservativa
se expresa como una simplificacion de la ecuacion [2.30], eliminando el

término correspondiente a la adveccion y también las fuentes o sumideros:

€ _p (26 4 p (2 Ec. [2.59
ac . \ax ) T oy C. [2.57]

Su solucion para una fuente lineal instantdnea requiere condiciones iniciales
y de frontera similares a las impuestas para el caso anterior pero ampliado
a dos dimensiones, incluyendo una variable Z, que representa la longitud
(profundidad) de la fuente puntual a lo largo de la cual la masa M de la
sustancia contaminante estd uniformemente mezclada, y el uso de (%, y),
que es la funcion delta de Dirac bidimensional. Asi, bajo las condiciones
indicadas, la solucidon de la ecuacion de difusidon anisotropica bidimensional

para una sustancia conservativa es

M (_L_L)
Clx,y,t) = ————=e" *Pxt 4Dyt Ec.[2.60]
4nZt,/D,D,
Es preciso puntualizar que la ecuacion de difusion de dos dimensiones
permite resolver un mayor nimero de problemas de vertidos o derrames en
el agua, debido a que la ecuacion unidimensional estd restringida, por

ejemplo, a corrientes de cauce muy largo pero angosto, y a estimaciones
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de la concentraciéon del contaminante a grandes distancias de la fuente

de emision.

Asimismo, si el contaminante fuese una sustancia no conservativa que se
degrada mediante una cinética de primer orden, la ecuacion [2.60] se

ampliaria a

Me Xt (_4)5;_%;)
47t /Dny

2.2.1.3 Difusion en tres dimensiones

C(x,y,t) = Ec.[2.61]

La ecuacion de difusion en tres dimensiones para una sustancia
conservativa emitida por una fuente puntual se obtiene eliminando los

términos adveccion y fuentes/sumideros de la ecuacion [2.30]:

aC—D o°C +D o°C +D o°C Ec.[2.62
ac - *\ax )T \ay ) T2\ a2 c.[2.62]
Su solucién fundamental obtenida a partir de condiciones iniciales y de

frontera similares a los casos anteriores, pero ampliadas al espacio

fridimensional, es

2 2

2
M e(x y z)

4Dyt 4Dyt 4Djt
~/ (47Tt)31/DnyDZ

C(x,y,z,t) = Ec.[2.63]
Asimismo, si el contaminante fuese una sustancia no conservativa que se
degrada mediante una cinética de primer orden, la ecuacion [2.63] se

ampliaria a

Me~kt ( x?  y? Z? )
e

4Dyt 4Dyt 4Djt
~/ (47Tt)31/DnyDZ

Clx,y,2zt) = Ec.[2.64]
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2.2.2 Dispersion longitudinal

La dispersion longitudinal, que suele ser importante en rios y arroyos, se
expresa a partir de la ecuacion [2.65], considerando un flujo unidimensional
(el sentido de la corriente), una velocidad vx constante en el espacio y el
tiempo, y el cambio del coeficiente de difusion por el de dispersion

longitudinal K, ; de modo que,

acC ac d2%C
= S Ec.[2.65
at+vx(,jx K, 6x2+5m [ ]

Aunqgue las estimaciones del K. hechas en campo mediante el uso de
trazadores constituyen el método mds exacto para su determinacion (Chin,
2013), su aplicaciéon suele exigir grandes gastos en planificacion, personal
técnico y andlisis posterior, debiendo tenerse en cuenta, ademds, que los
resultados tendrdn validez solo si las condiciones de flujo se mantuvieran
muy similares a las existentes en la corriente en el momento en que se
realizara la medicion (Diaz Lozada et al., 2015). En este contexto, diversos
autores han propuesto férmulas empiricas para la determinacion de K, y
aungue también adolecen de ser aplicables solo a las condiciones para las
cuales se ajustaron, representan un método mds prdactico y sencillo. La

expresion general de tales ecuaciones empiricas es

K_. (E)” (Z) Ec. [2.66]

donde, h es la profundidad media de la corriente, u es una velocidad de
corte (o velocidad de estiramiento dispersivo de la nube de contaminantes
que se dispersa en el agua), v es velocidad promedio del flujo longitudinal
de la corriente; y a, b y ¢ son pardmetros de calibraciéon. Algunas de las
ecuaciones empiricas mas comunmente utilizadas para la estimacion de K,

son:
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K 0,5 2
Liv (1977) E_L =0,18 (g) <%) Ec. [2.67]
u
, K 2 2
'(:;S;h;r et al E_L =0,011 (E) <%) Ec. [2.68]
u
K v 0 w 1,5 w 1,5
Iwasa y Aya L
= =20(-) (:) =2,0 (:) Ec. [2.69]
(1991) , ,
hu u h h
K 143y 0,62
Seo y Cheong L
(1998) T 5,92 (ﬂ) <f) Ec.[2.70]
Koussis y K 0 2 2
Rodriguez- __L =0,6 (Z) <Z) =0,6 <£) Ec. [27]]
Mirasol (1998) hu u h h
) ) K 12 /w13
Li, Huang vy Li L
(1998) T 0,2 (a) <f) Ec.[2.72]

Un rio de 20 m de ancho tiene una seccién recta promedio de 30 m2. La velocidad
promedio de flujo se estimé luego de hacer mediciones puntuales de velocidad a lo ancho
de su seccidon media cada cierta distancia (por ejemplo, cada metro), resultando, luego
del cdlculo respectivo, un valor de 0,75 m/s. Si se asume que la velocidad de corte es igual
a 0,05 m/s, estime el valor del coeficiente de dispersiéon longitudinal utilizando las
ecuaciones empiricas mds comunmente utilizadas.

Solucion:
En primer lugar, se debe calcular la profundidad media h tal como sigue:
A 30m?

E:—:
w 20m

=15m

Luego, se despeja K, de las ecuaciones [2.67] a [2.72] y se sustituyen los valores promedios
de seccién y velocidad de flujo en las expresiones resultantes para obtener su valor
correspondiente:

0 5m 0,5

05 2 _ , 75— 20 2

Liu (1977) K, = 0,18 (g) (%) fiu = 0,18 (0 - ,ﬁ) (1 5m> @5m) (0,05 ) = 9,3%
aaary

2

2
m
2 2 _ 0,75— 20
Fischer et al. (1979) KL=0,011<5) (%) hu=o,011<—5,§l> (15m> @5m) (0,05 ) 233%
0,050
N

w15 _ m?
Iwasa y Aya (1991) K, =20 (ﬁ) hu = 7,3T

DNLA3 7 062 _ m2
Seoy Cheong (1998) K, =592 () (ﬁ) Fu = 10637

w\2 _ m?
Koussis y Rodriguez — Mirasol (1998) K, =06 (ﬁ) hu = ST

12 ;unl3 m2
Li, Huang y Li (1998) K, = 0,2 <E) (ﬁ> hu=112—
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Problemas propuestos

2.1 Un accidente industrial produce el derrame instantdneo de 25 kg de un contaminante
no conservativo en un arroyo de 8 m de ancho, 1 m de profundidad media (seccidn
rectangular), pendientes laterales de 2:1, y que fluye a razdén de 1,2 m3/s. Si el coeficiente
de difusidn en el sentido de la corriente es igual a 2,5 m2/s, determine (a) el valor de la
constante de reaccién de modo que la concentracién mdxima del contaminante que se
alcanzard a una distancia de 1500 m tenga un valor de 4,63 mg/I; (b) el tiempo que debe
transcurrir para que la concentracién del contaminante en la toma no supere mds el
estédndar ambiental de 1 mg/I.

2.2 Investigue la deduccién de la ecuacion de difusidn bidimensional.

2.3 Investigue la deduccién de la ecuacién de difusidon tridimensional.

2.4 Demuestre que la velocidad de corte se puede calcular en funcidon de un factor de
friccion f y la velocidad longitudinal de la corriente v, mediante la expresion u = \/év.

2.5 Un estudio de la calidad del agua en un arroyo de 8 m de ancho comprendidé la
medicién de profundidades y velocidades medias a intervalos de 1 m de una orilla a ofra.
Si los resultados obtenidos son los mostrados en la tabla adjunta, estime el coeficiente de
dispersién longitudinal caracteristico de la corriente utilizando las seis ecuaciones empiricas

presentadas en la seccién 2.2.2. Suponga, ademds, que el factor de friccién tiene un valor
de 0,04.

y (m) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
h (M) 0.0 0.3 0.5 0.9 1,2 1.0 0.7 0.4 0.0

v 0.0 0.4 0.5 0.7 1.0 0.8 0.6 0.4 0.0
(m/s)
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3.1 Introduccion

El nUcleo del manejo de la calidad del
agua se encuentra en la relacion entre
la descarga de aguas residuales en
cuerpos naturales de agua vy la
consecuente alteracion de la calidad
Esta

relacion ha sido, desde hace décadas,

de tales sistemas receptores.

una de las mas relevantes

preocupaciones cientificas de
multiples profesionales alrededor del
mundo, principalmente  ingenieros
ambientales y sanitarios, debido a que
los rios, arroyos, estuarios, lagos, entre
ofros sistemas de agua dulce,
constituyen fuentes de abastecimiento
de agua para las poblaciones
humanas, y para la safisfaccion de
necesidades humanas de desarrollo
industria.

como la agricultura y la

Ademds, el agua, en fodos sus
ecosistemas existentes en la Tierra, es
soporte de vida, y su adecuada

calidad garantiza el equilibrio.

Lo anterior resume el gran desafio que

implica enfrentarse a esta
problemdtica ambiental. Sin embargo,

entre todas las formas de abordarla, la

Historia complementaria

El manantial de los modelos matemdaticos de
calidad del agua brotard siempre de las
entranas cognitivas de Harold Warner Streeter
y Earle Bernard Phelps.

Streeter, nacido un 22 de junio de 1884 y
fallecido el 7 de agosto de 1961, alos 77 anos,
fue un ingeniero sanitario y coronel que
trabajaba para el Servicio de Salud PUblica de
los Estados Unidos (USPHS, por sus siglas en
inglés), una dependencia del Departamento
de Salud y Servicios Humanos. Su conftribucidn
en el campo de la contaminaciéon del agua
fue reconocida mediante la medalla Charles
Elvin Emerson, galarddn que le fue concedido
en el ano 1945, por la Water Pollution Control
Federation (WPCF), de la cual Streeter fue
miembro honorario en 1941 (WPCF, 1981). Su
nombre fue inmortalizado en un buque de
investigacion construido en 1962 por orden de
la  Administracion Nacional Atmosférica vy
Ocednica (NOAA, por sus siglas en inglés), el
Harold W. Streeter NOAA-F4501 (NWFSC, 1998).

Su companero de férmula, Phelps, un quimico
y experto en temas sanitarios, nacié el 10 de
julio de 1876 en Galesburg, lllinois, y fallecid el
29 de mayo de 1953 en Gainesville, Florida, a
los 76 anos. Phelps tuvo una amplia
participacion y experiencia en actividades
relacionadas con los servicios sanitarios desde
su graduacién como Licenciado en Ciencias
Quimicas por el Instituto Tecnoldgico de
Massachusetts (MIT, por sus siglas en inglés) en
1899. Los hilos del destino hicieron que Phelps,
anos después, se convirtiera en el director de
la divisidn quimica del Laboratorio de Higiene
de los Estados Unidos, con sede en Washington
D.C., estamento dependiente del USPHS.
Phelps fue galardonado en 1953 por su
contribucién en el campo de la salud publica
y saneamiento, con el premio Albert Lasker,
creado en 1945. Su nombre quedd honrado
en los edificios de laboratorios de la
Universidad de Florida (APHA, 1954).

Juntos, en 1925, con la publicacion del Boletin
146, sentaron las bases matemdticas para la
evaluacién de la capacidad de
autodepuracidn de las corrientes en el
contexto del agotamiento del oxigeno.
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modelizacidn matemdtica es una herramienta muy prdctica, aunque
requiere la integracion de muchas disciplinas, pues depende de la
hidrologia y la hidrodindmica para describir el movimiento del agua y los
mecanismos de mezcla; de la climatologia y la meteorologia para
especificar condiciones en la interfaz aire-agua; de la cinética quimica y la
bioguimica para determinar el destino de los contaminantes; de la biologia
y ecologia para el estudio de las diferentes formas de vida que albergan los
ecosistemas acudticos y su interrelacion con el entorno. Asi, hoy en dia se
reconoce a los modelos matemdaticos cada vez mds como elementos

necesarios en la gestion ambiental y de recursos (Orlob, 1983).

Un modelo puede entenderse como una expresion matemdtica propuesta
para representar el comportamiento de un determinado fendmeno,
proceso o sistema real, bagjo ciertas condiciones o supuestos que
simplifiguen adecuadamente la realidad (Pazmino Rodriguez et al., 2018).
Las dos razones principales para realizar la modelizacion de sistemas
acudticos son (1) comprender mejor los procesos fisicos, quimicos vy
biologicos y (2) desarrollar modelos capaces de representar de manera
realista las aguas superficiales, de modo que los modelos puedan usarse
para apoyar la gestion de la calidad del agua y la toma de decisiones (Ji,
2017). En el contexto de la modelizacion de la calidad del agua, la historia
recoge el trabajo pionero de dos profesionales norteamericanos,
empleados del Servicio de Salud Publica de los Estados Unidos (USPHS, por
sus siglas en inglés), los ingenieros Harold Streeter y Earle Phelps, quienes
durante los anos 1914 y 1915 realizaron una investigacion exhaustiva de la
contaminaciéon y purificacion natural del rio Ohio, bajo la supervision del Dr.
Wade Hampton Frost, un epidemidlogo que trabajo para el USPHS, desde
1903 hasta 1929. Estos estudios se realizaron en la Estacion de campo
Cincinnati del USPHS, una de las varias que se establecieron en aquel
tiempo para estudiar la contaminaciéon de las corrientes naturales. Asi, en
1925 se publicd una teoria general de la purificacion de las corrientes

naturales basada en en el examen de los procesos de oxidacion en el rio
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Ohio, cuya formulacion matemdtica se conoce hasta la actualidad como
el modelo de Streeter-Phelps, o curva sag del oxigeno disuelto, que
representd el primer modelo cuantitativo disponible para analizar los
cambios en la calidad del agua (Streeter y Phelps, 1925; Lilienfeld, 1983; Tarr,
1985).

Sea como sea que se aborde el problema de la calidad del agua:
observacion, andlisis tedrico o modelizacion matemdtica (Ji, 2017), se
necesitard medir y tener en consideracion pardmetros fisicos, quimicos y
bioldgicos, que permitan disponer de informacién cuantitativa y confiable
para evaluar la calidad de las aguas. Tales pardmatros son, principalmente
para fines de este libro: el oxigeno disuelto, la temperatura, la DBO vy el

nitrogeno.
3.2 Fuentes y sumideros del oxigeno disuelto

Los rios tienen una capacidad limitada de eliminar la contaminacion vertida
en su cauce, denominada autodepuracion, bdsicamente debido al trabajo
degradador que realizan las bacterias presentes en el agua sobre la materia
orgdnica putrescible o biodegradable de los vertidos. Ademds, si esta
capacidad de autodepuracion es superada, entonces el rio empezard a
presentar signos de contaminacion, principalmente turbidez y malos olores.
En este sentido, la concentracion de oxigeno disuelto es el indicador
general de contaminacion utilizado para evaluar el proceso de

autodepuracion de los rios (Gil, 2006).

El balance de oxigeno en el agua se establece en términos de fuentes y
sumideros o consumidores. Las fuentes y sumideros se deben entender
como los procesos 0 mecanismos mediante los cuales el oxigeno ingresa o
se elimina el oxigeno de la corriente, respectivamente. Asi, si el aporte de
las fuentes de oxigeno disuelto es menor que la cantidad extraida por los
sumideros, entonces se tendrd un déficit de oxigeno en el cuerpo de agua.

Mdas especificamente, el déficit de oxigeno disuelto es la diferencia entre la
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concentracion de oxigeno disuelto de saturacion y la concentracion

existente en el cuerpo de agua (Ji, 2017).

Las principales fuentes de oxigeno disuelto: (1) la reaireacion, que ocurre
desde la atmdsfera en proporcion directa con el déficit de oxigeno disuelto
en el cuerpo de agua; (2) la fotosintesis de las plantas acudticas, las cuales
con adecuadas cantidades de luz solar, consumen nutrientes del agua y
producen oxigeno, pudiendo ocurir incluso condiciones de
sobresaturacion de oxigeno disuelto cuando las tasas de la fotosintesis son
muy altas, por ejemplo durante un incremento excesivo de algas (Ji, 2017).
Adicionalmente, (3) el aporte de oxigeno disuelto a una corriente puede

provenir desde sus tributarios (Sierra, 2011).

Por ofra parte, los principales sumideros de oxigeno disuelto son: (1) la
oxidacion de la materia orgdnica carbonosa, (2) la oxidacion de la materia
orgdnica nitrogenada o nitrificaciéon, (3) la respiracion de las algas, (4) la
demanda de oxigeno bentdnica, producto del consumo de oxigeno
ejercido por el material depositado en el lecho del cuerpo de aguq, y (5) la
demanda quimica de oxigeno producto de sustancias reducidas que se

liberan desde el fondo de sedimentos (Ji, 2017).

Oxidacion del C (DBOC)

N

A Reaireacion Oxidacion del N> 8
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—
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(;ﬁ Fotosintesis de algas Cuerpo de agua Respiracion de algas g
Z i
a =
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Tributarios Demanda bentonica %
DQO sustancias>

Figura 3-1 Fuentes y sumideros que determinan el balance del oxigeno disuelto en cuerpos de agua

superficial.
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Los niveles de oxigeno disuelto en el agua tienen repercusiones directas
sobre el equilibrio ecosistémico, principalmente en lo relacionado con la
capacidad de albergar vida acudtica. En este contexto, los expertos
consideran que concentraciones de oxigeno disuelto superiores a 5 mg/I
son aceptables para la mayoria de las especies acudticas, mientras que
niveles inferiores a 3 mg/Il producen hipoxia, una condicidn de bajo oxigeno
disponible que provoca la migracidon de peces y otras especies moviles, la
alteracion de los ensamblajes bidticos y la biogeoquimica de los
ecosistemas acudticos, la reduccion de la biodiversidad y productividad de
lagos y corrientes; incluso la muerte por asfixia de los animales residentes del
ecosistemna cuando el oxigeno cae por debajo de 1 mg/l. En condiciones
extremas, el agotamiento del oxigeno disuelto en el agua, denominado
anoxia, crea zonas muertas, donde ningUn proceso aerobio es posible
(Jergensen, 2009). No obstante, algunos autores como (Padilla, 2011)
diferencian entre hipoxia de agua dulce para niveles inferiores a 5 mg/I, e
hipoxia en ambientes marinos y costeros (estuarios) para niveles de oxigeno

inferiores a 2-3 mg/I.
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3.3 Demanda bioquimica de oxigeno (DBO)

Historia complementaria

La relacion entre la remocién del oxigeno en
el agua contaminada como consecuencia
de la actividad metabdlica de las bacterias
aerobias sobre las sustancias biodegradables
presentes en ella recién empezd a ser
considerada y entendida hacia los inicios de
la segunda década del siglo XX, con la
publicaciéon en el ano 1912 del octavo reporte
de la Royal Commission on Sewage Disposal,
establecida en 1898, que infrodujo el
concepto de DBO y propuso, entre otros, el
ensayo de DBO, replicado por otfros paises y
vigente hasta la actualidad, constituyéndose
en un hito en la historia de la gestién de las
aguas residuales y las ciencias ambientales en
general. Asi empezd la época de los
estdndares ambientales estrictos  (Orozco,
2005; Lofrano y Brown, 2010).

La Royal Commission on Sewage Disposal,
recomendd el reemplazo del antiguo método
del valor del permanganato por el ensayo de
DBO, por aqguel entonces denominado
“Dissolved Oxygen Absorption Test”, el cual se
debia redlizar a una temperatura de 65°F
(18°C) por el hecho de que esa era la
temperatura mdxima de los rios durante el mes
mds caliente en Reino Unido. Ademds, debido
a que se suponia que el tiempo de vigje del
agua que fluia en los rios de Inglaterra, desde
su nacimiento hasta su desembocadura en el
mar, era mdximo cinco dias, tiempo después
el ensayd pasd a denominarse de manera
estdndar como DBOs, aungque en la
actualidad se redliza a una temperatura
estdndar de 20°C. Estos antecedentes
confirman la magnitud del hito fijado por el
octavo reporte de la Royal Commission on
Sewage Disposal, denominado Standards and
tests for sewage and sewage effluent
discharging fo rivers and streams (Calvert,
1898), el cual se considera contiene los
aportes mds famosos e importantes, de todos
los diez reportes que presentd la referida
comision britdnica, siendo uno de ellos
también el famoso estdndar 20:30, que
establecid un estdndar de 20 mg de DBO por
litro y de 30 mg de sdlidos suspendidos por litro
para las descargas de efluentes desde las
instalaciones de fratamiento de aguas
residuales (Johnstone y Horan, 1996; Cooper,
2001).

3.3.1 Contexto e introduccidén

La presencia de materia orgdnica
en aguas residuales domeésticas e
industriales es la responsable de la
reduccion de los niveles de
oxigeno en el cuerpo de agua
receptor y del impacto sobre la
vida acudtica, incluso de hacerla
inadecuada para consumo
humano por la proliferacion de

microorganismos patdgenos que

suelen contener. La materia
orgdnica se compone de al
menos 90% de proteinas vy

carbohidratos, provenientes de las

heces y orina de los seres

humanos, de los  residuos
alimenticios que escapan por los
lavaplatos, y de cualquier otro tipo
de suciedad orgdnica
procedente de los banos vy
lavadoras, incluyendo el uso de
jobones y detergentes. Esta
materia orgdnica se denomina
biodegradable (Henry y Heinke,
1999; Mihelcic y Zimmerman, 2012;

Chin, 2013).

La mayoria de los métodos para

determinar la materia orgdnica en
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aguas lo hacen de manera indirecta, basdndose en la cantidad de oxigeno
necesario para convertir el material biodegradable en productos finales
estables, tales como CO2 y H2O. Asi, siendo el oxigeno consumido por los
microorganismos, proporcional a la materia degradable aerdbicamente, la
DBO constituye el pardmetro mdas importante en el control de la

contaminaciéon orgdnica del agua (Henry y Heinke, 1999).

Definicion 3.1

La demanda bioquimica de oxigeno (DBO) es una medida indirecta de la
cantidad de materia orgdnica biodegradable presente en el agua, que
representa la cantidad de oxigeno que consumen las bacterias en los
procesos de degradacion aerobia de la materia orgdnica oxidable
bioldgicamente, por accion de su metabolismo durante la respiracion
aerobia, que ftransforma los compuestos putrescibles de carbono y
nitrogeno en productos finales estables, tales como el CO2, H2O y el NOs.

Como se advierte en la definicion, la materia orgdnica biodegradable
puede ser de naturaleza carbonosa o nitrogenada, aungue en algunos
casos podria contener cantidades importantes de fosforo y ofros elementos
orgdnicos. Sin embargo, en la mayoria de los procesos de contaminacion
de las aguas superficiales, el carbono y el nitrdgeno constituyen el sustrato
(alimento) principal de las bacterias aerobias. Esto ha hecho que se
diferencie entre la cantidad de oxigeno necesaria para que las bacterias
degraden la materia orgdnica carbonosa (demanda bioquimica de
oxigeno carbonosa, DBOC) y la cantidad de oxigeno requerida para
transformar el nitrdgeno orgdnico en nitratos, en un proceso denominado
nitrificacion (demanda bioquimica de oxigeno nitrogenada, DBON). La
cantidad total de oxigeno que se necesitaria para degradar tanto la
materia carbonosa como la nitrogenada toma el nombre de demanda

bioquimica de oxigeno total (DBOT).




100 CAPITULO 3

3.3.2 Cinética de primer orden de la DBO

3.3.2.1 Demanda bioquimica de oxigeno carbonosa (DBOC)

Desde el frabajo de Streeter y Phelps en 1925, la cinética de la DBO se ha
estudiado suponiendo una reaccion oxidativa de la materia orgdnica de
primer orden. En la pagina cinco del boletin 146 de la USPHS, se establecia
lo que ahora se conoce como la ley de Phelps: “La velocidad de oxidacion
bioquimica de la materia orgdnica es proporcional a la concentracion
remanente de materia sin oxidar”, y su formulacion matemdatica original
corresponde a la siguiente ecuacion diferencial para una reaccion

monomolecular (Streeter and Phelps, 1925):

L

—-——= Ec. [3.1
i kL c.[3.1]

donde, L es la DBO remanente; k, es una constante que define la tasa a la
que se produce la reaccion de oxidacion; y t, es el tiempo franscurrido en

la reaccion.

Definicién 3.2

La demanda bioquimica de oxigeno remanente, denotada por L, es la
cantidad de oxigeno que aun estd disponible para ser consumida por las
bacterias aerobias, a un tiempo dado del desarrollo de la reaccion de
oxidacion de la materia orgdnica biodegradable.

Debido a que experimentalmente la reaccidon se estudia midiendo la
cantidad de oxigeno disuelto disponible (DBO remanente, L, en mg/l), en
declinacion progresiva a medida que tfranscurre la reaccidon, en un sistema
por lotes o reactor batch cuyo volumen es V, entonces, producto del

balance de masa (acumulacion = - eliminacion), se tiene:

dL
Vo= —kVL Ec. [3.2]

dL
o Ec.[3.
1t kiL c. [3.3]
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donde k; es la constante de reaccidn de la botella o reactor. O

simplemente,

dL
- Ec. [3.4
- = —kal C.[3.4]

que bdsicamente es la misma ecuacion [3.1], con la especificacion de que

la constante de reaccion, ahora denotada por kg, se denomina constante

de desoxigenacion, por representar la
NOTA DE INTERES

. . Las fuentes de error mas importantes
orgdnica carbonosa real en la corriente. | en el ensayo de la DBO son las

siguientes (Radojevic¢ y Bashkin, 2006):

tasa a la que se degradard la materia

Sin embargo, debe tenerse presente
e Metales pesados (reducen el valor

que solo en rios profundos y lentos, ki final de la DBO);
T . e Bacterias anaerobias de las aguas
coincidirad  con kq; pero en otras servidas y lodos de rios (reducen el

valor final de la DBO);

e Condiciones de oscuridad en la

(Chapra, 2008). prueba en el laboratorio (las algas
que crecen a la luz del sol pueden

morir en la oscuridad de del

La especificacion sobre la constante de equipo de incubacién, y amentar

el valor de la DBO);

reaccion tiene justificacion por el hecho |e Variaciones de temperatura (un

cambio de + 1°C produciria un

corrientes kg tiende a ser mayor

de que, durante los cinco primeros dias, error de + 4,7% en el valor de la
, DBO);

la demanda de oxigeno, denotada e Residuos de cloro (se recomienda

como DBOs es ejercida prdcticamente eliminarios de las muestras).

en su ftotalidad por las bacterias
aerobias heterotroficas que descomponen la materia orgdnica carbonosa,
porlo que generalmente se asume que el valor de la DBOs es representativo
de la DBOC. Como se verd mds adelante, hay otro tipo de microorganismos,
las bacterias nitrificantes, las cuales degradan los compuestos de nitrogeno
de la materia orgdnica en descomposicion, pero éstas necesitan un tiempo
de 8 a 10 dias para alcanzar una poblacidon suficientemente numerosa que
haga significativo su aporte a la DBO; ademds, se ha determinado que a la
temperatura del ensayo (20°C) la poblacidén de estas bacterias en aguas
residuales domésticas es baja y su tasa de reproduccion es lenta; no

obstante, es posible que algunas muestras de rios contengan cantidades
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significativas de estos microorganismos. Estos hechos respaldan la
suposicion anterior de igualar la DBOs con la DBOC (Radojevi¢ y Bashkin,
2006). Una reaccion general que exprese la DBO ejercida para degradar la
materia orgdnica carbonosa, como los carbohidratos (por ejemplo, la

glucosa), es:

CeH1,06 + 60, = 6H,0 + 6CO, + nuevas células Ec. [3.5]

Reorganizando convenientemente la ecuacion [3.3], e integrando por

separacion de variables, se obtiene

L dL t
& —klf dt Ec. [3.6]
L, L 0
L
In (—) _— Ec. [3.7]
L,
WL =Lye kat Ec.[3.8]

donde, Lo es la demanda bioguimica de oxigeno Ultima o final (mg/l).

Definicion 3.3
La demanda bioquimica de oxigeno Ultima, denotada por Ly, esla cantidad
de oxigeno que serd necesaria para degradar el total de la materia

orgdnica presente almomento de empezar su biodegradacion aerobia. Por
tal razon, también suele denominarse como DBO remanente inicial.

No obstante, la DBO que se suele medir en el laboratorio como DBOs,
aungue es posible determinarla a cualquier dia del periodo que dure la
reaccion, generalmente 20 o 21 dias; incluso hasta 30 dias (Jayawardena,

2014), es la diferencia entre Ia DBO Ultima y remanente:

DBO, =1L, — L Ec. [3.9]

Luego, sustituyendo la ecuacioén 3.8 en la ecuacion 3.9 se obtiene

LO - DBOt = LO e_klt EC. [3.]0]
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DBOt == Lo - LO e_klt EC. [3.] ]]

: DBO, = L,(1 — e~k1t) Ec.[3.12]

donde, DBO, representa la DBO ejercida (mg/l) a un tiempo t, y es mds

especificamente la DBOC:.

Definicion 3.4

La demanda bioquimica de oxigeno ejercida, denotada por DBO, es la
concentracion de oxigeno consumido por las bacterias aerobias durante el
proceso de descomposicion de la materia orgdnica carbonosa, siendo
equivalente a la cantidad de sustrato (materia orgdnica) que ha
reaccionado o se ha degradado a un tiempo dado.

La figura 3-2 muestra la relacion entre los tres tipos de DBO definidos:

DBO ultima (Lo)

DBO e¢jercida (DBOy)

DBO (mg/fl)

DBO remanente (L)

Tiempo (d)
Figura 3-2 Relacion entre la DBO ejercida, DBO remanente y DBO Ultima.

En corrientes pristinas, la DBOs suele tener valores menores de 1 mg/I,
mientras que, en corrientes moderadamente contaminadas, la DBOs oscila
entre 2 y 8 mg/Il. En relacion con las aguas residuales, si estas son crudas
pueden llegar a tener aproximadamente una DBOs de hasta 600 mg/I; pero
se han pasado por tratamiento terciario, esos niveles pueden bajar hasta 20
mg/! (Jayawardena, 2014). Comparando entre niveles de desarrollo en el
mundo, en los Estados Unidos la DBOs presente en las aguas residuales no
tratadas es tipicamente de 220 mg/I, pero en los paises en vias de desarrollo

suele ser mayor, con un valor promedio de 320 mg/l (Chapra, 2008).
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3.3.2.2 Demanda bioquimica de oxigeno nitrogenada (DBON)

La materia orgdnica biodegradable suele contener también compuestos
de nitrégeno, los cuales, por intermediacion metabdlica de cierto grupo de
microorganismos quimiolitrotréficos, pueden ejercer una demanda de
oxigeno adicional a la de las bacterias aerobias que degradan las
sustancias carbonosas, denominada demanda bioquimica de oxigeno
nitrogenada (DBON). Estos compuestos nitfrogenados experimentan
transformaciones bioquimicas a fravés de una serie de etapas gobernadas
por determinados grupos de bacterias, en el lamado ciclo del nitrdgeno.
Las etapas del referido ciclo son la amonificacion (conversion del nitrdgeno
presente en la materia orgdnica descompuesta en amoniaco, NHz), la
nitrificacion (formacidén de nitritos y nitratos a partir del amoniaco o del ion
amonio NH4*), y la desnitrificacion (devolucion de nitrogeno a la atmdsfera
en forma de nitrdgeno molecular, N2, u oxido nitroso, NO,, por accion de
bacterias anaerobias facultativas). Como se verd mds adelante, la
nitrificacion es un proceso oxidante (consumidor de oxigeno) y la
desnitrificacion, un proceso reductor. La amonificacion, por su parte, es un
proceso que no requiere oxigeno y puede ser realizada por una amplia
variedad de plantas, animales y microorganismos aerobios y anaerobios;
como ejemplo, la produccion de nitrdgeno amoniacal a partir de la
descomposicion de la urea, un producto terminal del metabolismo de las
proteinas presente abundantemente en la orina y las heces de seres
humanos y animales puede representarse mediante la siguiente reaccion

(Rolddan y Ramirez, 2008):

NH, — CO — NH, + H,0 ——3 2NH; + CO, Fc.[3.13]

O expresada para la formula molecular de la urea

CO(NH,), + Hy0 ——5 2NH, + CO, Ec.[3.14]
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Concretamente, la DBON se ejerce a medida que el nitrdbgeno amoniacal
presente en el agua es oxidado, secuencialmente, a nitritos y a nitratos, por
medio del metabolismo de las bacterias nitrificantes. Este proceso de
nitrificacion se verifica en dos etapas, segun la siguiente estequiometria
(Gaudy and Gaudy, 1980):

Nitrosomonas
NH} + 1,50, ———— 2H* + H,0 + NO; Ec. [3.15]
NOZ_ n 0’502 Nitrobacter NO,; EC. [3] 6]

La razédn de que la primera etapa de la nitrificacion se haya representado
a partir de la reaccion del ion amonio y no del amoniaco es que, a valores
normales de pH en el agua, el nifrdbgeno amoniacal se presenta en forma
ionizada. En efecto, a valores de pH neutro o dcidos, el ion amonio
predominard, y servird de nutriente para las algas y plantas acudticas,
ejerciendo, consecuentemente, demanda o consumo de oxigeno;
mientras que a valores de pH mayores a 9, predominard la forma no
ionizada, es decir, el amoniaco, un gas tdoxico para los peces y que se
volatiliza facilmente desde los cuerpos de agua (Chin, 2013). Esta
dependencia del pH para la predominancia de una u otra forma del

nitrdgeno amoniacal se expresa mediante la siguiente relacion:

NH;} + OH™ 2 NHs + H,0 Ec. [3.17]

En otras palabras, en cuerpos de agua donde el pH tenga un valor de 7 o

menor, el amoniaco serd inestable y se disociard en ion amonio e hidroxilo.

En la primera reaccion (Ec. 3.15), el género de bacterias Nifrosomonas
consume 3,43 g de O, para convertir cada gramo de nitrédgeno en nitrito,
mediante la oxidacidn del amonio; y en la segunda (Ec. 3.16), las bacterias
del género Nifrobacter requieren 1,14 g de O, para convertir cada gramo
de nitrdbgeno en el proceso de conversion de nitritos en nitratos. Por lo tanto,
el proceso completo de nitrificacidon necesita de 4,57 g de Oz por cada

gramo de nitrogeno oxidado. Sin embargo, debido a que cierta cantidad
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de nitrdgeno amoniacal se utilizard eventualmente para la produccion de
células bacterianas, la demanda de oxigeno nitrogenada consume
realmente 4,2 gO2/gN2 oxidado (Chapra, 2008). Por otro lado, aunque en la
primera etapa de la nitrificaciéon, Nitrosomonas es el género bacteriano mas
frecuentemente identificado, también es posible encontrar poblaciones de
los géneros Nitrosococcus y Nitrosospira; en la segunda etapa, al género
Nitrobacter suelen acompanar los géneros Nitrospina, Nitrococcus, y
Nitrospira, en la oxidacion autotrofica del nitrdgeno amoniacal (Watson,
Valois and Waterbury, 1981).

La reaccidon global que describe el proceso unificado de nitrificacion se

resume en la siguiente ecuacion:

.
NH} + 20, 22 NO, + 2H* + H,0 Ec. [3.18]

La degradacion bioldgica del nitrdgeno en el agua mediante el proceso de
nitrificacion, ademdas de convertir el amonio en nitratos, implica la utilizaciéon
de carbono a partir de aniones de bicarbonato para la sintesis de nuevas
células bacterianas, con la consecuente formacion de dcido carbodnico.
Esto ocurre, bdsicamente, porque las bacterias nitrificantes son autdtrofas,
por lo que, a diferencia de las bacterias aerobias o heterdtrofas
responsables de la DBOC, las bacterias nitrificantes obtfienen energia
quimica a partir del carbono inorgdnico. Estos aspectos permiten reescribir
las ecuaciones anteriores de la nitrificacion de una forma mdas abarcadora,

de la siguiente forma (Lin, 2014):

Nitrosomonas
55NH; + 760, + 109HCO; » CsH,NO, + 54NO; + 57H,0 Ec.[3.19]
+ 104H,C0;4

Nitrobacter
400NO; + NH; + 4H,C0; + HCO3 + 1950, - CsH,NO, Ec. [3.20]
+ 400NO; + 3H,0
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B.nitrificantes

NH; + 1,830, + 1,98HCO5 »0.021 CH,NO, + 0.98NO5 Ec. [3.21]
+1,041H,0 + 1,88H,C0;
Por otra parte, teniendo en cuenta que la cantidad total de nitrédgeno
susceptible de ser biodegradado en la materia orgdnica presente en el
agua es la suma del nitrdgeno orgdnico y el nitrdbgeno amoniacal, la
demanda bioguimica de oxigeno nitrogenada Ultima, denotada por LY, se
expresa mediante la siguiente ecuacion, la cual incluye al nitrogeno

referido como nitrogeno total Kjeldahl (NTK):

LY = 457NTK Ec. [3.22]

Asi, el modelo cinético de la DBON puede expresarse de forma similar al de

la DBOC indicado anteriormente, reemplazando L, por LY y kg por kn:

DBON; = LY (1 — e~ ¥nt) Ec. [3.23]
donde, k, es la tasa de oxidacidn durante la nitrificacion.

Finalmente, la figura 3-3 muestra la relacion entre la DBOC y la DBON, como
la suma de la dos para dar la Demanda Bioguimica de Oxigeno Total

(DBOT):

DBOT = L,(1 — e *at) + LN (1 — e~*nt) Ec. [3.24]

4 DBO ultima total (Lo™)

DBOT =DBOC + DBON

DBO (mg/I)

Tiempo (d)

Figura 3-3 Representacién grdfica de la DBOC y DBON.
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Un equipo de investigacion realizé una evaluacion de la contaminacion orgdnica
producida por la descarga de lixiviados desde el vertedero de desechos sélidos de
la ciudad de Quevedo. Uno de los pardmetros determinados fue la DBO,
obteniéndose una DBOs promedio de 2568 mg/l y una DBO Ultima igual a 3749
mg/|. Determine (a) el valor de la constante de reaccion, (b) trace las curvas que
representen la variacion de la DBO remanente y ejercida a lo largo de la
degradaciéon de la materia orgdnica, y (c) el tiempo que deberd transcurrir para
que estas sean iguales.

Solucién:

Es preciso tomar como punta de partida la ecuacién que relaciona la DBO: con la DBO
ultima (Lo), es decir la ecuacién 3.12

DBO, = L,(1 — Lye~*at)

(a) Luego, se debe despejar la constante de reaccion (la incégnita); el resultado del
despeje y el cdlculo de su valor se presenta a continuacion

ky =1 ( Lo )
¢ = ¢ "\L, ~ DB,

1 374974
k, =—1In
¢ 5d 374974 — 2568754

~ kg =0,231d"?

(b) Para graficar las curvas indicadas, uno de los caminos a seguir es utilizar ademds de la
ecuacion 3.12, también la ecuacién 3.8, y luego de asignar diferentes valores a la variable
tiempo, obtener los valores correspondientes de DBO:t y L. Sin embargo, L puede ser
calculada mediante el atajo establecido en la ecuacién 3.9. Asi, los resultados obtenidos
deben ser los mostrados en la siguiente tabla

t DBOt L
(d) | (mg/) | (mg/)
4000
0 0 3749 2500
3 1874 1875 3000
5 | 2568 | 1181 e
7 | 3005 | 744 2 oo
9 | 3280 | 469 2 oo
11| 3454 | 295 1000
13 | 3563 | 186 <
15 3632 117 0
0 5 10 15 20
17 3675 74 Tiempo (d)
19 | 3702 47 Figura 3-4 Curvas de DBO ejercida y remanente del ejercicio 3.1.
21 3720 29

(c) Dado que son iguales al tiempo que se busca, es posible igualar sus ecuaciones
cinéticas, asi:

L = DBO,
Loe ™ = Ly(1 —e™*)
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Loe ™% =Ly — Lye™*t
2Lge ™"t =L,
Se despeja el término que tiene el tiempo vy se tiene que
1

—kt _ _

€ 2

Luego,
ke =1n(2)
= In 2
In(2)
t =
k
Por lo tanto, la DBO ejercida y la remanente son iguales cuando
In(2
t= n( )1 =3,01d
0,233
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3.3.3 Oftros modelos cinéticos de la DBO

Poco fiempo después del establecimiento de la cinética de primer orden

para evaluar la DBO, no todos los expertos en la materia se mostraron

conformes con la capacidad predictiva de tal modelo cinético. Varios

investigadores han advertido tales dificultades, principalmente en relacion

con el cdlculo de los valores de k y Lo, incluyendo la gran variabilidad de k.

La siguiente tabla presente informacion relacionada con las criticas y

algunas alternativas cinéticas propuestas en el contexto de esta

problemdtica:




Tabla 3-1 Criticas y alternativas al modelo cinético de primer orden para la DBO

Low Temperatures

Investigadores | Titulo de la publicacién Observacién/Conclusién
Se puede representar adecuadamente la DBOC mediante un modelo unimolecular como el de Phelps y Theriault
Long-Time Biochemical siempre que se tenga en cuenta de un periodo de refraso en la curva de consumo del oxigeno, aungue a
Moore (1941) Oxygen Demands at temperaturas menores o iguales a 5°C parece ocurrir un aumento secundario en la demanda de oxigeno. La fase

nitrogenada de la DBO también puede ser descrita mediante un modelo monomolecular que incluya un periodo
de retraso, pero a altas temperaturas.

Orford e Ingram

Deoxygenation of

La ecuaciéon monomolecular es una expresion deficiente para el andlisis de la oxidacién bioldgica, debido a que
sus dos pardmetros, k y Lo, no son constantes. Esta variacion temporal de tales pardmetros hace que tengan muy
poco significado fisico y bioldgico como medidas de velocidad y fuerza contaminante.

Polkowski (1972)

Biochemical Oxygen
Demand Parameter

(1953) Sewage La ecuacioén logaritmica propuesta se adapta tan bien a los datos observados como la ecuacidén monomolecular,
pero se adapta mejor al fendbmeno de oxidacién biolégica, y elimina las dificultades vinculadas a la inestabilidad
de las constantes y sus cdlculos complicados.

No existe una razdn tedrica por la que se prefiera un modelo de segundo orden a otro, por ejemplo, un tercer o
Woodward Deoxygenation of cuarto orden o incluso una ecuacion de accidn de orden fraccional. El modelo cinético de segundo orden se

(1953) sewage:a discussion ajusta bien a los datos con el uso de solo dos pardmetros y facilita la determinacion de tales pardmetros a partir de
los datos.

La DBO Ultima en la reaccidn de primer orden varia con la temperatura, mucho mds a temperaturas superiores a 20
° C que para temperaturas inferiores.

Waste water

Zanoni (1967) deoxygenation at Los datos de DBO se ajustaron mejor a una cinética de segundo orden que a la ecuacién monomolecular o de

different temperatures primer orden, a todas las temperaturas consideradas, pudiéndose describirse con bastante precisién la variacion de
la constante de de reaccidn de segundo orden mediante la ecuacién de Arrhenius, aunque en confrapartida con
las obtenidas para la cinética de primer orden, las DBO Ultimas calculadas resultaron mds altas.

Evo/uqhon.of Methods El modelo de primer orden describe adecuadamente los datos de DBO investigados en el estudio, pero se

Marske y for Estimating

recomienda que su uso se limite a valores de k iguales o inferiores a 0,20. Sin embargo, para valores de la constante
de reaccioén superiores a 0,20, la cinética de segundo orden describe mejor los datos de DBO.

Hewitt y Hunter
(1975)

A comparison of the
methods used to
calculate first order bod
equation constants

Se compararon siete métodos para la determinaciéon de los valores de k y LO en muestras de agua de rios, utilizando
una cinética de primer orden, entre ellos el procedimiento referencial denominado Reed.Theriault. encontrdndose
diferencias de hasta 57% en los valores calculados de k y de 51% en L0, con respecto a los métodos simplificados.
Sin embargo, los siete métodos se adaptan adecuadamente a datos de DBO en funcidn del tiempo. En virtud de
ello, se concluyd que las diferencias se deben no a deficiencias en los métodos de cdiculo, sino a la resistencia del
proceso de oxidacién de la materia orgdnica a ser descrito mediante una cinética de primer orden.
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Investigadores | Titulo de la publicacién Observacién/Conclusién
Se determind que mediante el método respirométrico es posible obtener datos de consumo de oxigeno
. . coincidentes con el método convencional de determinacién de la DBO. Estos valores de DBOS5 mostraron un buen
Tebbutty Respirometric ajuste con los modelos cinéticos tanto de primer como de segundo orden; sin embargo, se afirma que un modelo
Berkun (1976) determination of bod y P 9 ’ ge. que v

de primer orden, por ser mds sencillo, podria describir aceptablemente la oxidacién bioldgica de sustratos
complejos, al menos en el rango normal de valores que puede adquirir la DBO en aguas residuales crudas.

Hewitt, Hunter y

A multiorder approach

Se determind y graficd el oxigeno consumido durante el andlisis de 20 muestras obtenidas de 8 corrientes de New
Jersey, calculando el valor de k y LO mediante el ensayo de modelos de orden 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5y 4, los cuales

Sanders (1992)

half order bod kinetics

Loal;v;g)od fo bod kinetics demostraron reducir el error progresivo en el ajuste de los datos observados, a costa de incrementar casi al doble el
valor calculado para LO al pasar de una cinética de primer orden a una de cuarto orden.
Se desarrolld una ecuacién para estudiar el agotamiento del oxigeno disuelto en corrientes superficiales, utilizando
Adriany Oxygen sag equation for un modelo de DBO basado en una cinéfica de medio orden, la cual hizo posible que la DBO decaiga a cero en un

tiempo finito, algo no observado con modelos de primer orden. Asi, concluyen que la ecuacion del oxigeno disuelto
basada en un modelo de orden medio para la DBO es mds aplicable al estudio de desechos orgdnicos de rdpida
degradacién, y conteniendo principalmente glucosa y dcido glutdmico.

Borsuk y Stow
(2000)

Bayesian parameter
estimation in a mixed-
order model of bod
decay

Un modelo de orden mixto para la cinética de la DBO tiene el potencial de representar mejor el ensambilaje de
procesos que contribuyen al consumo de oxigeno durante la degradacion de la materia orgdnica. Para los datos
evaluados, se determind que los modelos distintos a la cinética de primer orden presentan un mejor gjuste, aunque
el modelo de segundo orden propuesto con frecuencia podria no ser la alternativa mds adecuada. Concluyen
que, para un uso prdctico, el modelo de orden mixto da como resultado una mejor respuesta a las observaciones y
produce predicciones mds redlistas de DBO Ultima que el modelo de primer orden.

Fuente: Elaborado por el autor con base en las citas de la primera columna




La declinaciéon progresiva del valor de la constante de reaccion aludida
por algunos autores en la tabla 3-1 se explica en términos de que los
compuestos orgdnicos mads facilmente biodegradables se estabilizan
primero, seguidos de aquellos que exhiben una resistencia cada vez mayor

a la degradacioén biodegradable (Ellis, White y Warn, 1989).

Adrian y Sanders (1998) senalaron que es muy importante tener en cuenta
que siempre que se utiliza la cinética quimica para representar la reaccion
de la DBO, el modelo resultante es una expresion empirica elegida por
conveniencia, mds que una descripcion de las complejas transformaciones
que ocurren a medida que se estabiliza la materia orgdnica. Con base en
esto, argumentaron que no es sorprendente que se haya empleado una
cinética de primer orden para determinar la tasa de desoxigenacion de la
mayoria de las aguas residuales municipales. Complementariomente a
esto, Borsuk y Stow (2000) puntualizaron que la cinética de primer orden es
estrictamente aplicable a reacciones quimicas en entornos controlados, a
diferencia de Ilo que ocurre en enftornos naturales, donde la
descomposicion de la materia orgdnica representa una interaccion
compleja entre un sustrato orgdnica heterogéneo y una gran diversidad de

bacterias.

Como ejemplo de propuestas de érdenes diferentes a uno para la cinética
de la DBO, se presenta el modelo de segundo orden desarrollado por Young
y Clark (1965):

dL
— = —kI? Ec.[3.25
T kL c.[ ]

La variable L es reemplazada por su expresion equivalente dada por la

ecuacion [3.9]

d(L, — DBO
("Tf) = —k(L, — DBO,)? Ec. [3.26]
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La ecuacion cinética resultante se obtiene siguiendo el siguiente
procedimiento deductivo mediante integraciéon por separacion de

variables:

DBO; .
d(Lo — DBO,) _
(Lo —DB0)? fdt Ec. [3.27]
DBO¢=g p
DBO; .
dLy — dDBO,
(L, —DBO,)? —kfdt Ec. [3.28]
DBO¢=g p
DBO; .
—dDBO,
(L, —DBO,)? —kfdt Ec. [3.29]
DBO¢=g p
T T e :
: du _ :
: dDBO, |
: du = —dDBO, !
DBO;
t
f z = kOl Ec. [3.30]
DBO¢=g
1| DBoO,
ulDBO,_, = ~kE=0) Fc. [3.31]
1 DBO,
- <m) DBO,., = ¥ Ec. [3.32]
1 ( 1) = —kt Ec. [3.33
L, — DBO, L) C.[3.33]
1 =kt Ec. [3.34
Ly L,—DBO, C.[3.34]
Ly(Ly — DBO,) c. [3.35]
B0 Lyt Ec. [3.36
Lo—DBo, 7 ° C. [3.36]
—DBO; — DBO:kLot = —kLo"t Ec. [3.37]

DBO,(1 + kLyt) = kLy*t Ec. [3.38]
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kLy%t
= Ec. [3.39
DBO, 1+ kLot ¢ 1557
DBO, = ‘
1 L1, Ec. [3.40]
kL(-_,2 Ly

La ecuacioén [3.40] es el modelo de DBO de segundo orden propuesto por
Young y Clark (1965), quienes afirmaron que tiene la misma precision que el
modelo de primer orden a temperaturas de 20°C y 35°C; sin embargo, ellos

hicieron una Ultima modificacion a fin de hacer posible la linealizaciéon del

modelo, donde a sea igual a kLl >y b sustituye a Li De modo que
0 0

DBO,; = Ec.[3.41]

a+ bt

Dpg. = @t bt Ec. [3.42]

Los valores de a y b se pueden determinar mediante el andlisis de minimos

cuadrados, con las siguientes ecuaciones:

Xt
a+b (%) - % =0 Ec. [3.43]
~ [Zt
a+b (Z%) - % =0 Ec. [3.44]

No obstante, a pesar de las mdltiples criticas adjudicadas al modelo
cinético de primer orden en la relativo a su capacidad para describir
satisfactoriamente las reacciones de oxidacion bioldgica, principalmente
en la determinacion de k y Lo que permitan ajustar adecuadamente los
datos observados de DBO, aun el modelo de primer orden sigue siendo el
mas utilizado, probablemente debido a que los modelos alternativos

propuestos no han podido demostrar una superioridad indiscutible (Hewitt,
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Hunter y Lockwood, 1979). Apoyando este argumento, Gray (2004) afirma
que aun hay algunas dudas en relaciéon con la capacidad del modelo
cinético de segundo orden para describir mejor la fase de crecimiento
exponencial en la curva de DBO, haciendo énfasis también en que ningun
valor fijo de cinética ha podido describir apropiadamente las complejas
interacciones bacterias-sustrato que representan el decaimiento de la DBO
en el ambiente, y que se prefiere la ecuacion de primer orden por describir
con mayor precision la suma de todas las tasas de crecimiento que
configuran al curva de DBO. Asi, se justifica que la ecuacion de primer orden
sed la mds ampliamente utilizada en los modelos de calidad del agua para
describir la oxidacion bioldgica de la materia orgdnica presente en las
aguas residuales y naturales. Hasta la fecha, ninguno de estos argumentos

ha podido ser desvirtuado.
3.3.4 Constante de desoxigenacion

En la seccidon 3.2 se identificd a la oxidacion de la materia orgdnica como
uno de los sumideros del oxigeno disuelto en los cuerpos de agua. Este
proceso se verifica en dependencia del valor de la constante de
desoxigenacion, que como ya se sabe, se denota por k; si corresponde al
valor determinado en condiciones de laboratorio, o por kqg si representa el
ejercicio de la DBO real en el cuerpo de agua en condiciones naturales. Tal
dependencia quedd establecida en las ecuaciones [3.3] vy [3.4], que
revelan su papel dentro de la tasa de desoxigenacion o, en otras palabras,
la tasa a la que los microorganismos aerobios consumen el oxigeno en la
descomposicion de la materia orgdnica. Como se verd mds adelante,
conviene expresar la tasa de desoxigenacion utilizando la notacion del

capitulo 2, como un sumidero del oxigeno disuelto en el agua, esto es

donde Sq es el sumidero causado por la oxidacion de la materia orgdnica,

es decir la tasa de desoxigenacion.
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La constante de desoxigenacion depende de tres factores fundamentales:
la composicion del residuo, la habilidad de los microorganismos autdoctonos
para degradar la materia orgdnica, y la temperatura del agua (Chin, 2013).
Los valores representativos de la constante de desoxigenacion a 20°C en

dependencia del tipo de cuerpo de agua se muestran en la tabla 3-2:

Tabla 3-2 Valores tipicos de la constante de desoxigenacién a 20°C por tipo de corriente superficial

Tipo de corriente ka (d-D
Corrientes 0.10-0.50
profundas

Corrientes someras 0,50 - 3,00

Rio contaminado 0,10-0,25

Rio no <0,05
contaminado

Fuente: Thomann y Mueller (1987); Chin (2013).

Complementariamente, el valor de la constante de desoxigenacion en
aguas residuales crudas oscila entre 0,35 y 0,70 d-1; y en aguas residuales

tratadas, el rango es de 0,10 - 0,35 d-'.
3.3.4.1 Métodos para la determinacion de k;

Recuérdese que la variabilidad de la constante k y de Lo ha sido uno de los
argumentos mds comunmente esgrimidos por los detractores de la cinética
de primer orden para la DBO. No obstante, desde la segunda década del
siglo XX numerosos investigadores han propuesto métodos para determinar
su valor, aungque aplicados a un mismo conjunto de datos, la variacion suele
ser considerable. La tabla 3-3 ofrece una revision rapida de los primeros

infentos en este contexto que, sin embargo, siguen vigentes hoy en dia:
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Tabla 3-3 Métodos pioneros de determinacion de ki y Lo en la ecuacion de DBO de primer orden

Investigadores

Publicacion

Denominacion y descripcion

Reed y Theriault

The Statistical Treatment
of Reaction-Velocity,
Data. ll. Least-Squares

Método de los minimos cuadrados de Reed-
Theriault: Originalmente se publicd en el boletin 172
de la USPHS del ano 1927, bajo el titulo The oxygen
demand of polluted Waters. Fue reconocido como

Stage Bio-Chemical
Oxygen Demand Curve

(1931) Treatment of the el método mds exacto para la estimacion de la
Unimolecular Expression: Y | constante k y Lo, pero con la desventaja de ser
=L(1-e*k), tedioso y requerir cdlculos laboriosos consumidores
de fiempo.
The Log—leferepce Método de la diferencia logaritmica: Requiere que
Method of Estimating the la DBO egjercida sea medida a intervalos regulares
Fair (1936) Constants of the First-

de tiempo. Aungue matemdticamente es sencillo,
es dificil de resolver (Lin, 2014).

Thomas (1937)

The "Slope" Method of
Evaluating the Constants
of the First-Stage
Biochemical Oxygen-
Demand Curve

Método de la pendiente: Es matemdticamente tan
sencillo como el método de Fair, sin embargo,
arroja valores de k y Lo mds cercanos a los
estimados mediante la férmula de Reed-Theriault.
Su procedimiento requiere el cdilculo de los
minimos cuadrados de la pendiente mds probable
correspondiente a la reaccidn monomolecular de
la DBO. No obstante, en 1972, Marske y Polkoswky
concluyeron que este método subestima el valor
de k y sobreestima el valor de Lo.

Thomas (1950)

Graphical determination
of BOD curve constants

Método de Thomas: Es matemdticamente tan
sencillo como el método de Fair, sin embargo,
arroja valores de k y Lo mds cercanos a los
estimados mediante la férmula de Reed-Theriault.
Su procedimiento requiere el cdlculo de los
minimos cuadrados de la pendiente mds probable
correspondiente a la reaccidn monomolecular de
la DBO. No obstante, en 1972, Marske y Polkoswky
concluyeron que este método subestima el valor
de k y sobreestima el valor de Lo.

Moore, Thomas
Jr.y Snow,
William Brewster
Ruchhoft (1950)

Simplified Method for
Analysis of B.O.D. Data

Método del momento: Es un método menos
laborioso que los precedentes, a causa del menor
consumo de tiempo en los cdlculos. Pronto se
convirtié en la técnica mds utilizada para el cdlculo
de las constantes de la curva de la DBO,
bdsicamente por su confiabilidad y precisién para
analizar los datos de DBO (Lin, 2014). El método se
apoya en tres grdficos, en funcién de los cuales se
estima el valor de las dos constantes, para datos de
DBO de 3, 5y 7 dias.

Elaborado por: el Autor con base en las citas de la primera columna
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NOTA DE INTERES

Las series matemdticas son herramientas esenciales para resolver multiples problemas en las
ciencias, especificamente aquellos que implican patrones o reglas de sucesidn de
elementos de un conjunto de datos. Bdsicamente, son representaciones de funciones reales
mediante la suma de los términos de una sucesidon determinada de sus valores, pudiendo
ser finita o infinita, dependiendo del nimero de términos de la sucesidén. Se denotan
mediante la siguiente notacién

®
Z a,=a, +a,+az++a,
=0
Dos de las series infinitas mds importantes son las series de Taylor y Maclaurin, que constituyen
en esencia un caso especial de las series de potencias. La serie de Taylor generada para
una funcién en x = a , nombrada asi en honor al matematico inglés Brook Tayler (1685-1731),
se expresa como sigue

) " "
R o o B . PO R i )

(x—a)®+
n=0
La serie de Maclaurin, llamada asi en honor al matemdtico escocés Colin Maclaurin (1698-
1746) es un caso especial de la serie de Taylor, donde a = 0
i 0O f”( ) 2 [ O
n!

= f(0)+ f'(0)x + 2+ 3 x3+ -

n=0

De todos los métodos descritos en la tabla 3-3, uno de los mdas empleados,
incluso en la actualidad, para determinar k y Lo es el método grdfico de
Thomas, cuya formulacion matemdatica se deriva a partir de la serie de

Maclaurin de la funcién exponencial natural

x? x3 x*

Z’;— =Lt e Ec. [3.46]
Es posible arreglar la ecuacidon [3.45], asumiendo que la variable x
representa el producto negativo kt, de modo que el lado izquierdo sea igual
al factor binomial de la ecuacion [3.12]; esto es, el factor (1 — e *1t) de la
ecuacion cinética de primer orden de la DBO carbonosa, con el reemplazo
de kg por k; por tratarse de un método basado en mediciones en

laboratorio. Los pasos sucesivos de este arreglo son

LWat)® Gat)’ | Rat)*

Ec.[3.47]
2! 3! 4!

ekt =1 — kit +
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_ (ke t)?  (kqt)® (kqt)*
1—efat = f t — ;! + ;! — [1“ 4o Ec.[3.48]
kit (kt)?  (kqt)
— p~ kit — — —1 L — !
1—e kit|1 > + < 52 + Ec. [3.49]

Luego, es posible demostrar que una funcidn en particular genera una serie
de Maclaurin similar a la representada en la ecuacion [3.49]. Tal funcion y
su representacion literal mediante su serie infinita se presenta a

continuacion:

-3

kit (0 “(0
k1t<1 + %) = £(0) + £ (0)t oL 2(' )tz L 3(' )t3 + o Ec. [3.50]

Como resulta evidente, es preciso calcular las derivadas sucesivas de la
funcion en dependencia del Ultimo término que se considere mostrar de la
sucesion infinita; en este caso, se considerard hasta el término que incluya
la cuarta derivada de la funcion dada. Utilizando la notaciéon de Leibniz, las

derivadas resultantes son

d kit\ 3 ky kot~ * ky kot\~*

- 1)y - g2t 2y =2 £ Ec. [3.5]1
dt<1+6) 3(6)<1+6) 2<1+6) 551
d? keen?  d[ ky kot ~* ky* kit\ >

— ) =222 =) == = Ec. [3.52
t2<1+6) dt | 2<1+6) l 3<1+6) c. [3:52]
d3 k2 d[ ki? k,t\ "] 5k,° kot\~©

@ bty _ 4 (_F it e Ec. [3.
t3<1+6) dt| 6<1+6) l 18 <1+6) c.[3:53]

d* k,t\"2  d[5k3 kt\"®
_<1+L) :El 1 <1+L) Ec. [3.54]

5k,* k,t\~’
= 1(”%
18 6

18 6

Luego, el procedimiento requiere la evaluacion de las derivadas para f(a),
a partir de [3.51], [3.52], [3.53] y [3.54], y sureemplazo en la ecuacion [3.50].

De modo que,
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A f kéz ng: 51?:
-1 — _2 2 3 _
k1t<1 ' 6) B R T T A TR T

t* +-|  Ec.[3.55]

2 6 * 108 432

1+ Ec. [3.56]

k oty "3 kit (kt)2 5(kt)® 50k t)*
k1t< é) :kltll 1 (kqt) (1)_(1)+___

Comparando los segundos miembros de las ecuaciones [3.50] y [3.56],
resulta evidente que los primeros tres términos de la serie coinciden
exactamente, y el cuarto término muestra una diferencia muy pequena
entre las dos series. Esta observacion permite establecer la siguiente

ecuacion

-3

kot
1— e kit = fo,t (1 + %) Ec. [3.57]

Sustituyendo el lado izquierdo de la ecuacidn [3.57] por su expresion

equivalente dada por la ecuacion [3.12], se obtiene

DBO kit\ ™3
- £ — k1t<1 + %t) Ec. [3.58]

k,t\®
t (1 + T) Ec. [3.59]
DBO, kL,

Finalmente, la linealizacion de la ecuacion [3.59] resultante de extraer la raiz
cUbica en ambos lados, produce la ecuacion que constituye la formulacion

matemdtica del método de Thomas. Asi,

1 31/
t /3 kit 3
= -1 g Ec. [3.60
<DBOt) [(le") (1 "% ) l =)
1 k
<D;O ) - (kyLy)~ /3 (1 +%t) Ec.[3.61]
t
1 2
t /3 1 k /3
= - / L
(D p Ot) (kL) 5 + A Ec. [3.62]
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Teniendo en cuenta la forma de la ecuaciéon lineal y =a+ bx, por
correspondencia, la pendiente y el intercepto se calculan mediante las

siguientes ecuaciones:

a=(kL,) /3 Ec. [3.63]
2
/
b= ky 1; Ec. [3.64]
6L, /3

. s ope 1
Consecuentemente, si se tfraza un grdfico de (t/y) /3 versus t, el valor de Lo

y ki1, se obtendrdn por medio de las siguientes expresiones:

1
LO = k1a3 EC. [3.65]
ky = % EC. [3.66]

En un andlisis de laboratorio se registré la DBO ejercida por los microorganismos en
una muestra de agua, durante cinco dias consecutivos. Determine k; y Lo Ultima
mediante el método de Thomas, si los resultados obtenidos fueron los que se
muestran en la siguiente tabla:

t (d) 1 2 3 4 5
DBO 5 9 13 16 19
(mg/l)
Solucién:

Y
. . .z t 3
El primer paso consiste en calcular los valores de la expresion (ﬁ)

t

£(d) 1 2 3 4 5
1
( t ) ’ 0,585 0,606 0,613 0,630 0,641
DBO,

%/3

k .
L—t. Luego, se debe aplicar una
6Lo /3

Y
Recuerde la ecuacién lineal (#Ot) *= (kL)) s +

k2

'

regresion lineal para calcular el intercepto a = (leo)‘1/3 y la pendiente b = asi, se

6Lo

tiene que
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0,65
0,63
y =0,0136x +0,5742
R?=0,9807

H\m 0,61
2
- |2

0,59
Q
~—

0,57

0,55

0 1 2 3 4 5 6

t (d)

Figura 3-5 Aplicacion del método de Thomas en el gjercicio 3.2.

a=0,574
b =0,0136
De modo que, aplicando las ecuaciones [3.65] v [3.66], los valores de la constante de
desoxigenacién y de la DBO Ultima son
_6b _6(0,0136)
™ a 0574
1 1

kia®  (0,142d-1)(0,574)3 mg/

=0,142d™!

Lo

Ademds de los métodos descritos en la tabla 3-3, en orden cronoldgico se
puede citar al método logaritmico de Orford e Ingram (1953), que relaciona
la DBO ejercida con el logaritmo del tiempo de medicion, cuya curva
resultante se aproxima a una linea recta mediante la ecuacion general y, =
mlogt + b; y el método de las diferencias finitas de Fujimoto (1964) que utiliza
la ecuacion ygip —107*y, — L(1 —107*") = 0. Pero como se observa,
implican modificaciones de la ecuaciéon original unimolecular de primer

orden.
3.3.4.2 Métodos para determinar kq
Bosko (1966), citado por Zison et al. (1978) desarrolld la siguiente relacion

para obtener kg en funcidon de ki:

ky =k, +n (g) Ec. [3.67]
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donde, n es el coeficiente de actividad del lecho y representa la
importancia de los organismos del lecho que utilizan la DBO, V es la
velocidad de la corriente (ft/s), y D es la profundidad (ft). Los valores del
coeficiente n son proporcionados por Zison et al. (1978) como funcién de la

pendiente en la tabla 3-4:

Tabla 3-4 Valores del coeficiente de actividad del lecho mediante la pendiente de la corriente

Pendiente de la corriente
ft/mi m/100 m "
2,5 0,05 0,10
50 0,10 0,15
10,0 0,20 0,25
25,0 0,50 0,40
50,0 1,00 0,60

Cuando se frata de cuerpos de agua poco profundos, de manera similar a
como ocurre con la sedimentaciéon, la descomposicidon debida a las
bacterias en el fondo se vuelve mds pronunciada. Asi, Chapra (2008) senala
que esta tendencia ha sido ajustada mediante una ecuacién tomada de

Hydroscience (1971), para dos intervalos de profundidad, H, de la corriente:

-0,434

) Si0<H<24m Ec. [3.68]

k, = 0,3(
a 2,4

k;=0,3 sSiH>24m Ec. [3.69]
3.3.5 Constante de remocién total de la DBO (k)
La remocidn de la DBO en cursos de agua no sélo puede deberse a la
descomposicion de la materia orgdnica, sino fambién a la sedimentacion,

por lo que la tasa de remocion total de DBO, k,., se expresa de la siguiente
manera (Chapra, 2008; Chin, 2013):

k, =k, +k, Ec. [3.70]
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donde, k, es la tasa de remocion de DBO debido a la sedimentacion con
valores tipicos desde 0 a 3,5 d!, y puede calcularse relacionando la
velocidad de sedimentacion de la materia orgdnica v, (m.dl), y la

profundidad media del agua, h (m). Su expresion es:

ko= Ec. [3.71
s T C.[3.71]

La concepcidn de una tasa que incorporase la remocion de la DBO no solo
por oxidacion sino por sumideros tales como la sedimentacion, la
floculacion o la desaparicion bioldgica de la materia depositada en el
lecho, se atribuye a los trabajos de Thomas (1948) y Baca y Arnett (1976),
quienes propusieron, a su manera, que tal tasa se defina como la suma de
la constante de desoxigenacidon medida en el laboratorio mds una
constante adicional ks, que abarcaba el fendmeno de la sedimentacion de

la materia orgdnica en la columna de agua (Zison et al., 1978).

Complementariamente, Chapra (2008) explica que la sedimentacion de los
solidos orgdnicos presentes en el agua es significativa en corrientes someras,
de menos de un metro de profundidad. Por ofro lado, con respecto a su
determinacion, Sierra (2011) propone que k; puede calcularse mediante
balances de masa que utilicen mediciones de DBO en el sitio. Al respecto,
sugiere dos métodos para su determinaciéon: el primero requiere utilizar
concentraciones entre dos sitios de muestreo, y la segunda utiliza cargas
contaminantes. Sus expresiones, en ese orden, advirtiendo que la DBO
medida aguas arriba debe ser mayor que la DBO medida aguas abajo, son

las siguientes:

Ec.[3.72]
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In Qq * Ly

K, =v| —92*le Ec. [3.73]

Xy — X

donde, L; y Lz son los valores de DBO medidos aguas arriba y aguas abajo,
respectivamente, en una seccion de la corriente; Q1 y Q2 son los caudales
de la corriente aguas arriba y aguas abagjo, respectivamente; x2 y x; son las
distancias a los puntos de muestreo considerados, desde la cabecera de la
corriente; y v es la velocidad promedio de la corriente en el tramo

considerado.

En relacidon con los valores tipicos que puede tomar k, Novotny (2003)
puntualiza que su rango de variacion va de 0,1 d' a 5 d', en dependencia
de dos factores: el grado de biodegradabilidad del contenido de materia
orgdnica que se descarga al cuerpo de agua receptor, y las caracteristicas

hidraulicas de la corriente.
3.3.6 Correccion de la constante de desoxigenacién por la temperatura

Es un hecho cientifico que la temperatura influye en el desarrollo de las
reacciones quimicas y bioldgicas; de modo que, en las ecuaciones
cinéticas que las describen, sus efectos determinan la variabilidad de las
constantes de reaccion. Especificamente en relacion con la cinética de la
DBO, dado que su determinacion en el laboratorio se hace de forma
estandarizada a una temperatura de 20°C, usualmente es necesario
corregir el valor de la constante de desoxigenacion para obtener su valor
correspondiente a la temperatura real de un cuerpo de agua particular en
condiciones determinadas. Esta correccidon se hace utilizando una
expresion matemdtica deducida a partir de la ecuaciéon de Arrhenius, con

la siguiente notacion:

de = kdzoeT—ZO EC [374]
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donde, T es la temperatura en el curso de agua (°C), kg, Y kg,, son los
valores de la constante de desoxigenacion a las temperaturas T y 20 °C,
respectivamente, y 8 es un coeficiente de temperatura adimensional, cuyo
valor es 1,047 (Tchobanoglous y Schroeder, 1985; Schnoor, 1996), aunque

Thomann y Mueller (1987) sugieren usar el valor de 1,04.
3.4 Readireacion

En la seccidon 3-2 se identificd a la reaireacion como una de las fuentes de
aporte del oxigeno disuelto en los cuerpos de agua, ademds de la
fotosintesis de las plantas acudticas. En este apartado, se revisard el
fendbmeno como tal desde su concepcion tedrica hasta los diferentes
modelos que se han propuesto para determinar el valor de la constante de
reaireacion que, como se verd en la siguiente seccion, forma parte,
juntamente con la constante de desoxigenacion, de un modelo de calidad

del agua basado en el balance de oxigeno disuelto.

Definicion 3.5

La reaireacion es un fendmeno natural que consiste en la absorcion fisica
del oxigeno en el agua desde la atmdsfera en contacto, o la tasa de
fransferencia masica de oxigeno desde la atmdsfera hacia un cuerpo de
agua con superficie libre, que ocurre en la interface aire-agua, y que hace
posible la reposicion, generalmente parcial, del oxigeno que ha sido
consumido durante la descomposicion aerobia de la materia orgdnica
biodegradable.

3.4.1 Formulacidon matematica

AUn en la actualidad, el fendmeno de reaireacion se prefiere explicar en
términos de la teoria de las dos peliculas de Lewis y Whitman (1924),
consistente en la interaccidon entre dos superficies supuestas estacionarias
(una gaseosa y otra liquida), las cuales constituyen los limites de interaccion
de una masa gaseosa y una masa liguida en régimen turbulento,
conectadas mediante una interfase gas-liquido. El proceso se verifica en
dos etapas: en la primera, el gas atraviesa la superficie de la fase gaseosa

y satura la interfase gas-liquido; luego, en la segunda etapa, las moléculas
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del gas atraviesan la pelicula liquida y se difunden en el seno de la masa
liguida. Se supone que la etapa limitante es la segunda, debido a que el
paso por la pelicula liguida opone mayor resistencia al paso del oxigeno

que la pelicula gaseosa (Martinez y Rodriguez, 2005).

Para llegar a la ecuacion que expresa la tasa de transporte o transferencia
de oxigeno al agua, es preciso indicar que (Lewis y Whitman, 1924)
asumieron que la difusion molecular era el Unico mecanismo que influia en
la tfransferencia de materia a través de las peliculas interfaciales, y que tal
proceso obedecia la primera ley de Fick. De modo que, partiendo de la

ecuacion [2.1], que representa la primera ley de Fick como
J=-D (%), entfonces si se asume la linealidad del gradiente de
concenfracion % y la densidad superficial del flujo mdasico (J) se sustituye

por una expresion equivalente, entonces la ley de Fick se puede expresar

como

q AC c—c,

9__p (A __ Ec. [3.

7= ~Pn(z5) = 2 (5 c. 13.75)
q = ADy, (C; C) Ec. [3.76]

Donde g es la tasa de fransferencia del oxigeno a través de la superficie
(MT1), Cs es la concentracion de saturacion del oxigeno disuelto (ML3), C es
la concentraciéon del oxigeno en la masa de agua (ML3), Dm es el
coeficiente de difusividad del oxigeno en el agua (L2T-1), A es el area de la
superficie que atraviesa el oxigeno (L2), y x representa el espesor de la

pelicula (L).

Luego, reemplazando el cociente D, /x por un nuevo coeficiente al que se

denominard coeficiente de transferencia de oxigeno (Ki), se obtiene

q = AK, (C, — C) Ec. [3.77]
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De acuerdo con Zison et al. (1978) la ecuacion [3.77] se puede utilizar para
determinar el flujo de oxigeno disuelto desde la atmdsfera a un cuerpo de
agua receptor sin importar si este se encuentra bien mezclado o no. Sin
embargo, si se suponen que el cuerpo de agua estd bien mezclado
verticalmente, entonces la tasa tasa de transferencia del oxigeno a través
de la superficie g, puede expresarse como una tasa de acumulaciéon de
oxigeno disuelto debida a la reaireacion; de modo que, para estas

condiciones ideales, la ecuacion [3.77] puede convertirse en

dc
v (E) = AK,(C, - C) Ec. [3.78]

Si se divide cada término de la ecuacion [3.78] por el volumen, el cociente
resultante A/V puede concebirse como la profundidad media H, de modo

que

dc
= = KH(C = O) Ec. [3.79]

El producto K, H se suele expresar como un coeficiente, cuya notacion
historica ha sido k2 0 ka, Y que constituye el denominado coeficiente de
reaireacion. En consecuencia, la tasa de reaireacion podrd calcularse en

funcion del coeficiente de reaireacion y el gradiente de concentracion:

dc
T — Ec.[3.
7 k,(Cs—C) c. [3.80]

Como se indico al principio de esta seccidn, en el contexto del balance del
oxigeno disuelto en el agua, la reaireacion es una fuente de oxigeno, por lo
que, por conveniencia de la notacidon aceptada en este libro para la
ecuacion general del transporte, la ecuacion [3.80] se deberd expresar

como sigue

S, = ky(Co—C) Ec.[3.81]
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La constante de readireacion depende de la velocidad del agua, la
profundidad, el drea superficial expuesta a la atmadsfera, y la cantidad de
materia orgdnica biodegradable en la corriente (Spellman y Whiting, 2005).
También influyen la turbulencia, la temperatura, la velocidad del viento y la

presencia de rdpidos o caidas de agua (Sierra, 2011).
3.4.2 Métodos para determinar kq

Para la estimacion de la constante de reaireacion, se han propuesto
diversos modelos, la mayoria de los cuales relacionan la velocidad de la
corriente y la profundidad del agua, tal como Streeter lo propusiera en el
ano 1926, en su articulo The Rate of Atmospheric Reaeration of Sewage
Polluted Streams (Streeter, 1926). No obstante, el punto de partida de los
modelos mas utilizados incluso hoy en dia para la determinacion de la
constante de reaireacion fue el tfrabajo de Walter J. Jr. Webber, quien, en
el ano 1972, en su libro titulado Physicochemical processes for water quality
control (Weber, 1972), mediante el método del andlisis dimensional,
demostrd que la constante de reaireacion es una funcidn de dos variables
hidrodindmicas: la profundidad y la velocidad de la corriente, cada una de

ellas elevada a cierta potencia (Zison et al., 1978).

Aunque se han utilizado varios métodos para la determinacion de la
constante de reaireacion, entre ellos los modelos conceptuales, los modelos
semiempiricos y los modelos empiricos; estos Ultimos suelen ser los mads
utilizados en situaciones comunes de modelizacion de la calidad del agua.
El primero de ellos fue establecido por Streeter y Phelps (1925) cuya

ecuacion se formuld de la siguiente forma:

n

— Ec. [3.82]

k, =7

donde, Z es un coeficiente cuyo valor es funcidon de un factor de
iregularidad que cuantifica el nUmero de cambios en la pendiente inferior

de un canal que produce una elevacion de 1 pie en el nivel del canal; n es
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un coeficiente que se calcula mediante la expresion n = (6 —0,17)/(6 —
1,17), siendo n una medida del incremento medio de la velocidad por cada
1,5 m de aumento del nivel; y H' es la profundidad minima en condiciones
de estigje. Los pardmetros indicados son dificiles de estimar
adecuadamente, y H' no se considera un pardmetro de flujo verdadero,
por lo que la ecuacion [3.82] no fiene una capacidad predictiva

generalizada (Bennett y Rathbun, 1971).

Dada la situacion descrita, posteriores modelos mejoraron la prediccion de
los valores de kq y las principales propuestas pertenecen a O'Connor y
Dobbins (1958), Churchill, Eimore y Buckingham (1962), y Owens, Edwards y

Gibbs (1964), cuyos modelos se presentan en ese orden a continuacion:

0,5

O’Connor vy v

DObbiINS k, = 3,93ﬁ Ec.[3.83]
Churchill, v

Elmore y k, = 5'026W Ec. [3.84]
Buckingham

Owens, 1067

Edwards vy k, = 5,32 Ec.[3.85
Gibbs ¢ H185 155

La tabla 3-6 expone las condiciones bajo las cuales fueron establecidas las
formulas de la constante de reaireacion, incluyendo una brevisima
descripcion de su método, los caudales de las corrientes consideradas, vy los
rangos de profundidad, denotada por H, y de velocidad, v, a los cuales son

aplicables:
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Tabla 3-5 Métodos y valores representativos de aplicacién para las formulas empiricas mds

comunes

Autores Método Q (m3/s) H (m) v (m/s)

Con base en el modelo conceptual
denominado Modelo de renovacion
superficial, cuya ecuacion para la
tasa de transferencia de oxigeno es
K, = \/nD, propusieron que la tasa de
renovacion superficial n era
O’Connory | equivalente al cociente U/H, vy 0,30 - 0,15 -

Dobbins apoyados en mediciones — 9,14 0,49
experimentales  llegaron a la
ecuacién final de su modelo con Ia

notacion K, = \/E(g) utilizando un
valor de 2,09x105 cm2/s para el

coeficiente de difusividad del
oxigeno D.

Realizaron 109 mediciones de ko en 30
situaciones  diferentes de  flujo
promedio, a lo largo de 16 framos de
cinco rios localizados aguas abajo de
Churchill, represas en condiciones de DBO
Elmore y despreciable y déficit de OD. Al final, | 27 - 489
Buckingham | aunque aplicaron muchos andlisis de
regresidn mulitple, seleccionaron la
ecuacién mds simple, debido a que
ninguna de los modelos predictivos
resultd ser estadisticamente superior.

0.61 - 0,55 -
3.35 1,52

Hicieron 21 mediciones de ko en 21
tframos de seis corrientes en Inglaterra,
utilizando el método de
desoxigenacioén de equilibrio
alterado. Sin embargo, incluyeron
Owens, también seis valores determinados
Edwardsy | por Gameson, A. L. H. Truesdale y
Gibbs Downing (1955), y 38 de Churchill,
Elmore y Buckingham (1962), esto es
un total de 68 observaciones de kq
para obtener la ecuacion [3.82]
mediante un andlisis de regresidon
multiple.

0,04 - 0.12- 0.03 -
10,2 0.73 0,55

Fuente: Bennett y Rathbun (1971); Chapra (2008)

Realizando una comparacion entre las formulas citadas, basdndose en
graficos generados en el estudio de Andrew P. Cover publicado en el ano
1976 bajo el titulo Selecting the Proper Reaeration Coefficient for Use in
Water Quality Models (Covar, 1976), es posible recomendar que (a) la

ecuacion de O'Connor y Dobbins se utilice en corrientes profundas y de
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velocidad entre moderada y alta; (b) la ecuacion de Churchill se deberia
emplear también para corrientes de gran profundidad, pero de mayores
velocidades que en el caso anterior; y (c) la ecuacion de Owens aplica
cuando se evalUe la constante de reaireacion de corrientes someras (Zison
et al., 1978; Chapra, 2008).

Otra de las formulas empleadas para la determinacion de kq €5 la propuesta
por Langbein y Durum (1967), empleados del US Geological Survey, quienes
resumieron el frabajo precedente de O'Connory Dobbins (1958), y Churchill,
Eimore y Buckingham (1962), y combinaron sus resultados con datos de
laboratorio obtenidos por Krenkel y Orlob (1963), y Streeter, Wright y Kehr
(1936). Luego, concluyeron que la mejor formulacion para determinar el
factor de reaireacion debia ser aquella que utilizara informacidon sobre las
velocidades y secciones transversales de la corriente, proponiendo el

modelo siguiente (Bennett and Rathbun, 1971; Lin, 2014):

ko =513 (5153) Ec. [3.86]

Ademds de las formulas empiricas

NOTA DE INTERES

En relacidn con los modelos
propuestos para calcular k,, es
importante advertir que estos
arrojan valores cercanos d cero a | basado en un balance de masa para el
medida que la profundidad del
curso de agua se incrementa, lo | oxigeno disuelto. Asi, menciona que
que significaria que para corrientes . )
muy profundgs la reaireacidn es ChUFChI”, E|mOI’e Y BUCkInghOm (]962),
despreciable; no obstante, esto no
es cierto, ya que cuando la
corriente  es lenta, el viento
predomina como el factor
promovedor de lareaireacionenel | dos puntos diferentes en una corriente de
agua. Por talrazén, la constante de
reaireacion tiene un valor minimo | agua superficial, mediante la ecuacion
en 06/h, donde h es la o i
profundidad media del cuerpo de [384], donde Do es el déficit de oxigeno

agua (Hydroscience, 1971; Chin, . - e .
2(%%)' (Fy ! n aguas arriba del sitio (mg/l), Dt es el déficit

citadas, Zison etal. (1978)propone un

método para estimar el valor de kg,

con este criterio expresaron kq en términos

del déficit de oxigeno disuelto medido en

de oxigeno aguas abajo (mg/l), y t es el

tiempo de vigje entre los dos puntos (d):
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_InDy —InDy

a " Ec.[3.87]

Finalmente, cuando la temperatura de la corriente sea diferente de 20°C se
utilizard una ecuaciéon de tipo Arrhenius con el formato de la [3.74] para
ajustar el valor de la constante de reaireacion, utilizando un valor de 1,024

para el coeficiente de temperatura 6, como sigue

kay = kq,,(1,024)7-20 Ec. [3.88]

3.4.3 Valores representativos y correccion por la temperatura

El valor de la constante de reaireacion es mds alto en corrientes someras y
rapidas, y por lo tanto, dicha corriente se purifica mas rapidamente de lo
que lo hard una corriente profunda y lenta (Spellman y Whiting, 2005). No
obstante, los valores tipicos de la constante de reaireacion a 20 °C, se

presentan en la tabla 3-7:

Tabla 3-6 Valores tipicos de la constante de reaireacion

Cuerpo de agua Ka a 20 °C (d-1)
Estanques pequenos y remansos 0,10-0,23
Corrientes lentas y~logos de gran 0.23-0.35

tamano
Grandes comep’res de baja 0.35— 0,46
velocidad
Grandes corrientes de velocidad 0.46 — 0,69
normal
Corrientes rdpidas 0,69-1,15
Cascadas y torrentes >1,15

Fuente: Tchobanoglous y Schroeder (1985)

3.4.4 Saturacion del oxigeno disuelto

En el diseno y aplicaciéon de modelos de calidad del agua basados en el
balance del oxigeno disuelto, uno de los elementos mds determinantes en
su capacidad predictiva es la concentracion de saturacion que se expresa

en porcentaje. En consecuencia, y ftomando en cuenta la ecuacion [3.81],
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de la precision de su determinacion dependerd Ila minimizacidn del error en

la estimaciéon de la tasa de reaireacion.

Definicién 3.6

La concentracion de saturaciéon de oxigeno disuelto es la cantidad
porcentual de oxigeno existente en disolucion en el agua bagjo
determinadas condiciones de temperatura, salinidad y presion atmosférica,
en relacion con la capacidad tedrica limite de solubilidad del oxigeno en
un cuerpo de agua, o 100% de saturacion, que ocurre cuando este se
encuentra en equilibrio completamente saturado con la atmdsfera.

Resulta evidente de su definicion, que el porcentaje de saturacion de
oxigeno disuelto de esos tres factores ambientales. En este contexto, es un
hecho cientifico que la solubilidad del oxigeno en el agua es inversamente
proporcional tanto a la temperatura como ala salinidad; esto es, una mayor
temperatura y una concenfracion alta de sales implica una menor
concentracion de oxigeno disuelto en el agua, y viceversa. Por el conftrario,
la concentracion de saturacion del oxigeno disuelto varia de forma directa
con la presion atmosférica o, en otfras palabras, en cuerpos de agua a nivel
del mar la solubilidad del oxigeno serd mayor que en las regiones

geogrdficas altas.

Uno de los modelos matemdticos mds empleado en la determinacion de la
concentracion de saturacion del oxigeno disuelto es la denominada
ecuacion de Benson-Krause, quienes la propusieron en 1980 como resultado
de su trabajo de investigacion de disolucion de gases en el agua dulce en
equilibrio con la atmdsfera, aplicable a un rango de temperatura entre 0°C
y 40°C y un intervalo de presion atmosférica de 0,5 a 1,1 atm. Sin embargo,
esta ecuacion fiene su origen en una expresion logaritmica del tipo funcion
generalizada de Valentiner, que propusieron en un trabajo previo de 1976,
para el cdlculo de constantes de equilibrio, bajo la forma (Benson y Krause,
1980)
a; 4a; as

+ =+t Ec. [3.89]

lnk=a0+7 2ttt
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Aplicando la expresion anterior al cdlculo de la saturacion del oxigeno
disuelto en el agua, Benson y Krause (1980) establecieron la siguiente

ecuacion:

1,575701 x 10° 6,642308 x 107
In0OD; = —139,34411 + -
T I Ec. [3.90]

1,243800 x 1010 8,621949 x 101
+ T3 B T4

donde, 0D, es la concentracion de saturacion del oxigeno disuelto, y T es

la temperatura absoluta del agua, en K.

Indudablemente, para determinar el valor de ODs a partir de la ecuacion
[3.90], se debe aplicar la funcidon exponencial en ambos lados, de modo

que

1,575701 x 10°  6,642308 x 107
T T2
1,243800 x 1010 8,621949 x 101
+ T3 B T4

0D = exp |—139,34411 +

Ec.[3.91]

No obstante, como ya se indicd, la presion atmosférica también modifica el
valor de saturacion del oxigeno en el agua, entonces la correccidon de valor
de saturacion se puede calcular mediante la ecuacion propuesta también

por (Benson y Krause, 1980):

(o-F)a-ur

ODP = 0D_P
s s (1 - Pwv)(]- - 90)

Ec. [3.92]

donde, 0D! esla concentracion de saturaciéon de oxigeno disuelto a una
presion atmosférica particular P (atm), Pwy €s la presion parcial del vapor de
agua (atm), y 9, es el segundo coeficiente de presidon en la expansion virial
del comportamiento de gas real del oxigeno, que los autores citados
utilizaron con base en los resultados de un reporte de tres investigadores del

Centro Arnold de desarrollo de ingenieria de la Fuerza Aérea de los Estados
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Unidos (AEDC, por sus siglas en inglés) bajo el fitulo Pressure-Volume-
Temperature Relationships of Gases: Virial Coefficients (Sengers, Klein vy
Gallagher, 1971). Como resulta evidente, el cdiculo de 0D! con la ecuacion
[3.92] requiere la determinacién previa de Pwy y 6,, para lo cual Benson y

Krause (1980) establecieron las siguientes expresiones, respectivamente:

3840,70 216961
P, = exp [11,8571 - ( ) - ( )] Ec. [3.93]
T T?
0, =9,75x 107* — 1,426 X 107°T + 6,436 x 1078T?2 Ec.[3.94]

3.5 Modelo de Streeter-Phelps

Como se recordard de la informacion contextual preliminar sobre los
modelos matemdticos de calidad del agua presentada en la introduccion
del presente capitulo, como resultado de una investigacion de la
contaminacién y capacidad de autodepuracion del rio Ohio, Harold
Streeter y Earle Phelps propusieron en el ano 1925 un modelo matematico
basado en el balance del oxigeno disuelto en una corriente concebido
simplemente como el resultado neto de la interaccion de una fuente y un
sumidero: la reaireacion y la desoxigenacion, respectivamente. Con el paso
de los anos, el modelo se amplié para abarcar ofros sumideros que influyen
en el balance, tales como la demanda benténica de oxigeno, que se

revisard brevemente en pdginas posteriores.
3.5.1 Formulacion matemadtica del modelo clasico de Streeter-Phelps

La deduccion del modelo de Streeter-Phelps se desarrolla a partir de la
ecuacion de adveccion-dispersion [2.65], considerando que el término Sm
(fuentes y sumideros) representa el flujo total de oxigeno en el agua,
concebido como la suma de las tasas de desoxigenacion y reaireacion, Sq

y Sa, respectivamente, de acuerdo con las ecuaciones [3.45] y [3.81]:

ac ac d%C
il R * Ec.[3.95
o +v e K, 22 + (Sg +S,) [ ]
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aC ac 0%C

- - Ec.[3.96
™ 7% = Kia k4L + k,(Cs = C) [3.76]

Uno de los supuestos bdsicos del modelo es el estado estacionario del
sistema; ademdas, es posible ignorar el transporte dispersivo de la corriente
por ser despreciable en comparacion con la adveccioén; por lo tanto, la

ecuacion [3.96] se simplifica como sigue

ac
V=" = —kal + ko(C; = €) Ec. [3.97]

Definicién 3.7

El déficit de oxigeno disuelto, denotado por D, es la diferencia entre el valor
de saturacion del oxigeno disuelto y su valor real medido en un cuerpo de
agua; o, en ofras palabras, es la cantidad de oxigeno disuelto que hace
falta en el agua para alcanzar los niveles tedricos de saturacion, y se
produce cuando la tasa de desoxigenacion es mayor que la tasa de
reaireacion.

Como se observa en la definicion 3.7, es posible sustituir la diferencia ¢, — C
de la ecuacion [3.97] por una nueva variable denominada déficit de
oxigeno disuelto D, que, consecuentemente, sustituird a C en el término

izquierdo de la derivada parcial; entonces se tiene que

aD
v— = K,L — K,D Fc. [3.98]
0x

La ecuacion diferencial parcial [3.98] puede expresarse para una derivada
total, advirtiendo que la concentracion del déficit de oxigeno disuelto sélo
variard en funcion de la distancia aguas abajo en la corriente; luego, si

ademds se divide cada término por la velocidad de la corriente se obtiene
dD k k
v _ <_d) L_ <_) D Ec. [3.99]
dx v v

Recuerde que L es la demanda remanente de oxigeno, cuyo valor se

calcula mediante la ecuacién [3.8], L = Lye~*at; sin embargo, si ésta se

amplia para abarcar, no sélo la remocion de DBO por desoxigenacion, sino
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también por sedimentacion, entonces la constante de reaccion k,; se
reemplaza por k,, y si ademads el tiempo t se sustituye por una expresion
equivalente como el cociente entre la distancia aguas abagjo x y la

velocidad de la corriente v, entonces se tiene que

L= Lye () Ec. [3.100]

Luego, introduciendo la ecuacion [3.100] dentro de [3.99], la derivada del

déficit con respecto a la distancia adquiere la forma

aD — (k_d) Loe_kr(%) - (E)D Ec. [3.101]

dx v v

Conviene ahora expresar la ecuacion [3.101] bajo el arreglo de una

. . . . . , d
ecuacion diferencial lineal de primer orden en su forma estadndar d—z+

P(x)y = Q(x); asi que

Z_l; N (%)D _ (’?)Loe—kr(%) Ec. [3.102]

Asi expresada la ecuacion [3.102] se resuelve empleando el factor de

=4 adx kax

integracion e/ P@dx = ¢ = e v , mediante el procedimiento cuyos pasos

sucesivos se muestran a continuacion:

+(6)5(5)- (ucri() o
i(D,e%") _ (deO) ( _'f’fx)< fax Ec. [3.104]

fd (D.e%x) - (kif")f [ew] dx Ec. [3.105]
D <ek7x) _ (deO) (k ik ) [ew] np Ec. [3.106]

kax deO (kg—Fky)x
D(ev)=<k _k)[e v ]+c Ec. [3.107]
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El valor de la constante de integracion ¢ se calcula para condiciones de

contorno donde D = D, cuando x = 0, asi que

kqLo
ka - kr

Do(e®) = ICHER: Ec. [3.108]

Luego, despejando ¢, el valor de la constante de integracion se expresa

literalmente como

kqLo )

L EC. [3.109]

Infroduciendo la expresion de la constante de integracidon en la ecuacion
[3.107], el procedimiento final de la resolucidon de la ecuacion diferencial
para el déficit de oxigeno disuelto se desarrolla consecutivamente de la

siguiente forma:

ka_x _ deO (ka_kr)x deO
D<e v )— <ka_kr)[e v ]+DO_<ka_kr) Ec.[3.110]

()] (%)
— v D —
p =Ko=K 0o _ Mgk Ec.[3.111]

%3 L FoX

() () (F)

deO —krx —kgx deO —kagx

D_<ka—kr)<e ’ )+D°<e ' )_<ka—kr)<e ' )
_kax deO
o= ) (2

La ecuacion [3.113] constituye el modelo original de Streeter y Phelps (1925),

m
0

[3.112]

—kyx —Kkagx
)[eT—e : ] Ec. [3.113]

el primer modelo matemdtico propuesto para describir el agotamiento o
decaimiento del oxigeno disuelto en corrientes, asumiendo que la
oxidaciéon de la materia orgdnica ocurre de acuerdo con una cinética de
primer orden. No obstante, la validez del modelo se sostiene en los siguientes

supuestos bdsicos:

a) la fuente predominante de aporte de oxigeno es la reaireacion;
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b) el sumidero predominante para la eliminacion del oxigeno disuelto en

la corriente es la oxidacion de la materia orgdnica carbonosa;

c) aunque ofros mecanismos del balance del oxigeno disuelto en el
agua puedan resultar importantes, el modelo original ignora el efecto
de la nitrificacion, la demanda de oxigeno por los sedimentos del lecho

(demanda bentdnica), la respiracion, y la fotosintesis;

d) el modelo funciona para una fuente puntual simple de DBO, por lo

que las posibles fuentes no puntuales o distribuidas son omitidas;

e) la corriente se encuentra en estado estacionario y, concebida como
un canal recto unidimensional, se puede modelizar mediante la cinética

de un reactor de flujo piston;

f) las caracteristicas hidrodindmicas y geométricas de la corriente
permanecen constantes o experimentan variaciones de magnitud

despreciable.

La grdafica de la ecuacion de Streeter-Phelps se conoce con el nombre
de la curva sag de oxigeno, y representa el perfil de variacion del OD
como funcion de la distancia desde una fuente puntual de DBO, x
(Figura 3-6). Su forma explica coémo el oxigeno comienza a consumirse
desde que la materia orgdnica ingresa a la corriente de agua 'y, por lo
tanto, el déficit de oxigeno inicial, D,, incrementa su valor a D,,
proporcionalmente a la tasa de reaireacion, hasta una distancia x,,
conocida como punto critico, donde se igualan la tasa de reaireacion
y la tasa de desoxigenacion y, consecuentemente, el oxigeno disuelto
alcanza su valor minimo de concentraciéon. A partir de este punto, el
oxigeno empieza a recuperarse debido a que la tasa de reaireacion
supera a la de consumo, tendiendo hacia el valor de saturacién en un
proceso denominado comuUnmente como capacidad de

autodepuracion de las corrientes naturales.

OD; Concentracion de saturacion del oxigeno disuelto
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Oxigeno disuelto (OD)

IOD in

Sa = Sa

Xe
Punto critico
Distancia (x)

Figura 3-6 Curva sag tipica del oxigeno disuelto.

El trazado de la denominada curva sag requiere convertir los valores de
déficit de oxigeno disuelto obtenidos mediante el modelo de Streeter-
Phelps en concentraciones en funciéon de la distancia, mediante la siguiente

relacion:

0D, = 0D, — D, Ec.[3.114]

3.5.2 Tiempo y déficit criticos

La figura 3-6 reveld el significado y la ubicacion del punto critico, también
llamado distancia critica, en la curva sag del oxigeno disuelto. No obstante,
es posible desglosar el punto critico en dos componentes: el tiempo vy el

déficit criticos.

Definicién 3.7

El punto critico, o distancia critica, es la longitud existente entre el punto de
la descarga de aguas residuales y la coordenada aguas abgjo (xc) que se
corresponde con el valor minimo del oxigeno disuelto (ODmin) en la
corriente, como resultado del descenso de su concentracion causada por
el consumo de oxigeno en el proceso de degradacion aerobia de la
materia orgdnica que ingresa a la corriente en la fuente de contaminacion.

El tiempo critico, denotado por fc, es el tiempo de viaje de la corriente
desde la fuente de contaminacién (descarga de aguas residuales) hasta el

punto critico. Su valor se calcula mediante la ecuacion que se deduce a
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partir del modelo de Streeter-Phelps (ecuacion [3.113]), igualando a cero la
derivada del déficit con respecto al tiempo, dD/dt, con base en el teorema
de los valores extremos, una de las aplicaciones mds importantes de la
derivada, que permite encontrar el valor minimo de una funcidn derivable.
Por lo tanto, haciendo cero el valor de dD/dt, se obtiene secuencialmente

lo siguiente:

dD_ d D —kagx deO er —kgx E 3]]5
E‘E["("”’)“L(k —k, ( _e”)] c.[3.119]

0= D(,j—x<e—'§“x) + (kde‘;c )%( = e_'?x) Ec.[3.116]
=5 ) () [ () () s
T ek

)G

Ec.[3.118
<e I:Jax) (_ka) kqLg [ |
v
(2
e v ) Do (kg — ki
(e pmew
<e o )ka alo
X _ k Dy(kq — k;)
v(ka ky) — (22 0 r
e (k) [1 T l Ec. [3.120]
e ety fkal)  Dolke — kr) Ec. [3.121
ne =1In k. k. C. [3.121]
X _ 1 ka DO(k r)
; = ka — kr In {k_r ll deO l} Ec. [3]22]
. . 1 ka DO(k 1")
o= ln{k_rll — l} Ec. [3.123]

La distancia critica se obtiene despejando x de la ecuacion [3.122]; esto es

v =Y nlkaly _ Polke = ki) Ec. [3.124
X = n k_r deO C. [3.124]
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Otro de los componentes del punto critico es el déficit critico De, cuya
ecuacion se deduce a partir de la ecuacion [3.101], haciendo que Z—i sea
igual a cero, de modo que el déficit D se convierta en el déficit critico De, vy
que la distancia se sustituya por la ecuacion [3.124] de la distancia critica.
Los pasos sucesivos del procedimiento deductivo se muestran a

continuacion:

dD k c k
@2 <_d) Loe (%) - (i) D, =0 EC. [3.125]
dx v v
—ky . (ka[. Dolkq—ky)
<k_a) D, = <E) Loeka—Fr ln{k_r[l “Kalo } Ec. [3.126]
v v
(kq=k) || Far
kql., Do(kq—ky)\\Ka—kr
D, = (%) PO (= o v Ec. [3.127]
—Kky
D — kaLo (kq 1— Do(ka — kr)[|*a=kr Ec. [3.128]
=k, |k koL,

Sin embargo, si se cuenta con el valor de la distancia critica, conviene
simplificar la ecuacion del déficit critico, expresadndola en funcion de tal
valor a partir de la ecuacion [3.125]. En consecuencia, una forma rdpida de

la ecuacion del déficit critico es

_ Kako ()

D=~ Ec. [3.129]

Finalmente, el valor minimo de oxigeno disuelto (ODmin) se podrd calcular
restando el déficit critico del valor de saturaciéon, esto es, adaptando la

ecuacion [3.114] a la situacidon de valores criticos. Por lo tanto,

ODpin = ODs — D, Ec. [3.130]

Una industria descarga sus efluentes en un rio a razén de 50 I/s, con una DBOy de 200 mg/I,
una temperatura de 35°C y una cantidad despreciable de OD. Antes de la mezcla con las
aguas residuales (aguas arriba) el rio fluye con un caudal de 1,15 m3/s y una velocidad de
5 cm/s; ademds sus aguas se caracterizan por valores promedios de DBOy, OD vy
temperatura de 5 mg/l, 7 mg/l y 25°C, respectivamente. Si la constante de reaireacion a
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20°C tiene un valor de 0,25 d-', la constante de desoxigenacién es 0,30 d-!, también a 20°C,
y la remocién de la DBO debido a la sedimentacion es insignificante, determine (a) la
distancia critica, (b) el tiempo critico, (c) el déficit critico y (d) el OD minimo.

Solucion:

En primer lugar, se debe aplicar un balance de masa en el punto de encuentro de la
corriente del rio con la descarga de aguas residuales, utilizando la ecuacion [1.48] del
capitulo 1, obteniéndose asi los valores iniciales de DBO y OD, incluyendo la temperatura
resultante de la mezcla:

m3\ (. mg m3 mg
_ Q,-DBO, +Q4.DBO, _ (1'15T) (577%) + (O'OSOT) (200%7) _ mg
DBO, = 50 - = = = 13,132
r+Qa 1,157 4+ 0,050 ™
S S
m3\ (. mg m?\ ¢, mg
Q0D +Qq.0D, (1'15T) (77) + (O'OSOT) (07 __.mg
oD ="0,+¢ - m3 m? =67t
r+Qa 1,157 + 0,050 7%
S S
m3 . m3 o
0T 0uTs (1,157) (25°C) + (0,050 T) (35°) .
3 = 3 3 - )
Qr +Ca 1,157 + 0,050 7

Las constantes de desoxigenacién y reaireacién deben corregirse a la temperatura del rio
después de la mezcla, mediante las ecuaciones [3.74] y [3.88], respectivamente. Entonces
se fiene que

kap = kq,,(1,047)772° = 0,30 d~1(1,047)?52720 = 0,38 d*

Kap = kq,,(1,024)772° = 0,25 d~1(1,024)?52720 = 0,28 d "

ar

k, =ky=038d"?

(a) La distancia critica se calcula mediante la ecuacion [3.124] como sigue

0052 (300 (g284-1[ 15474 (02841 03847
_ _ = 11921
X = 0,28d-1-038d1 " )0,38d" (0384 (13,1329) m

(b) El tiempo critico se puede calcular mediante la ecuacion [3.123]; sin embargo, hay un
atajo vdlido y sencillo que consiste en calcularlo mediante la division entre la distancia
critica y la velocidad de la corriente; esto es

X 11921m 2764
_?_0052(864005)_ ’
s 1d

(c) El déficit critico se puede calcular tanto con la ecuacién [3.128] como con la [3.129],
pero, en este caso, se lo hard mediante la Ultima ecuacion indicada por haberse calculado
previamente la distancia critica y el hecho de que sea la expresién mds sencilla de las dos.
Luego,

11879 m

0,38d1) (13,13 m) 00500 mg

7 -0,38 d_l[ )]
D, = e s\1d ) =6,24—
¢ 0,28d-1 l

(d) EI OD minimo se obtiene mediante la diferencia entre su valor de saturacion y el déficit
critico, tal como lo expresa la ecuacion [3.130]. Para ello, previamente, es preciso aplicar
la ecuacion Ec. [3.91] para calcular la concentracion de saturacién del oxigeno disuelto
en relacién con la temperatura resultante después de la mezcla expresada en kelvin. De
modo que,
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1,575701 X 10°  6,642308 x 107  1,243800 x 10*° 8,621949 x 10!

ODs = exp | =139 34 + = o T k)~ (29857 K) T (29857K)7° (29857 K)"
oD, = 8,209
Consecuentemente,
ODppin = 8,20% — 6,24#
o 0Dy = 1,96 29

l

Los puntos que forman la curva sag resultante y su relacién con el déficit y tiempo de viaje
de la corriente deben corresponder a los siguientes valores:

0D (mg/l)

5000
10000
15000
20000
25000
30000
35000
40000
45000
50000

Distancia (x)

Figura 3-7 Perfil de oxigeno disuelto con ubicacidn del punto critico resultante del ejercicio 3.3.

El trazado de la curva sag mostrada estd basado en los cdlculos mostrados en la siguiente
tabla, donde se muestra la variacién del oxigeno disuelto en funcidon de la distancia,
incluyendo la variacién del déficit de oxigeno y el tiempo de vigje de la corriente:
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x (m) t(d) D (mg/l) OD (mg/l)
0 0,000 1,49 6,71
1000 0,231 2,47 5,73
2000 0,463 3,29 491
3000 0,694 3,98 4,22
4000 0,926 4,55 3,65
5000 1,157 5,02 3,18
6000 1,389 5,40 2,80
7000 1,620 5,69 2,51
8000 1,852 5,91 2,29
9000 2,083 6,07 2,13
10000 2,315 6,17 2,03
11000 2,546 6,23 1,97
12000 2,778 6,24 1,96
13000 3,009 6,22 1,98
14000 3,241 6,17 2,03
15000 3,472 6,10 2,10
16000 3,704 6,00 2,20
17000 3,935 5,89 2,31
18000 4,167 5,76 2,44
19000 4,398 5,62 2,58
20000 4,630 5,47 2,73
21000 4,861 5,31 2,89
22000 5,093 5,14 3,06
23000 5,324 4,97 3,23
24000 5,556 4,80 3,40
25000 5,787 4,63 3,57
26000 6,019 4,46 3,74
27000 6,250 4,29 3,91
28000 6,481 4,12 4,08
29000 6,713 3,95 4,25
30000 6,944 3,79 4,41
31000 7,176 3,63 4,57
32000 7,407 3,47 4,73
33000 7,639 3,31 4,89
34000 7,870 3,17 5,03
35000 8,102 3,02 5,18
36000 8,333 2,88 5,32
37000 8,565 2,74 5,46
38000 8,796 2,61 5,59
39000 9,028 2,49 5,71
40000 9,259 2,37 5,83
41000 9,491 2,25 5,95
42000 9,722 2,14 6,06
43000 9,954 2,03 6,17
44000 10,185 1,93 6,27
45000 10,417 1,83 6,37
46000 10,648 1,73 6,47
47000 10,880 1,64 6,56
48000 11,111 1,56 6,64
49000 11,343 1,48 6,72
50000 11,574 1,40 6,80
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Un rio es segmentado en tres framos para evaluar la calidad del agua en términos de OD
y DBO. El primer framo inicia en la descarga del sistema de alcantarillado sanitario de la
ciudad y se extiende 20 km aguas abajo hasta la ubicacién de la desembocadura de un
estero (arroyo), a partir del cual el framo dos se prolonga a lo largo de otros 15 km; el Ultimo
tramo, el tercero, que se ha establecido por el cambio significativo de la velocidad de la
corriente y la profundidad en relacién con el framo anterior, se extiende desde tal punto
hasta los 60 km aguas abajo medidos desde el inicio del tramo uno. La caracterizacion
fisicoguimica e hidrodindmica de la corriente, junto con su fuente puntual de
contaminacién y el tributario, se muestran en el siguiente diagrama:

Alcantarillado Q = 0,160 m*/s 0=0,35m%s
sanitario OD =0 mg/l OD = 8,5 mg/l
DBOs =200 mg/l Arroyo DBOs = 10,0 mg/l

T=30,0°C tributario T=23,0°C ~
Aguas ki=0,40d"
arriba
\/%/_\ v=0,5m/s
0=125mYs | b e h=30m L v=03mss
OD=75mg/l : ’ ve=0,5m/d -0
» meit vs=0,5 m/d k=022 d h=55m
DBOs = 60,0 mg/E; ki =025 d ; Vo= 0.5 m/d
T=245°C | ki =0,20 d!
ki=025d" | _
0 km 20 km 35km 50 km

Para la situacién planteada, aplique el modelo de Streeter-Phelps y determine (a) el perfil
del OD (curva sag) a lo largo de los tres tramos, y (b) el perfil de la DBO.

Nota: Asuma que (a) la constante de desoxigenacion determinada en el laboratorio es
igual tanto para el arroyo tributario como para aguas arriba del rio; (b) la pendiente del
cauce es 0,0005; y (c) el contenido de nitrégeno tanto en las corrientes naturales como en
la descarga es despreciable.

Solucioén:
A) Cdlculos generales

Note que el valor de la constante de desoxigenaciéon reportado para la corriente principal,
la descarga y el fributario corresponde al obtenido con datos de laboratorio (ki), porlo que
se puede utilizar para calcular la DBO Ultima (Lo), expresando la ecuacion [3.12] para un
periodo de medicién de cinco dias por el hecho de haberse medido la DBOs (recuerde
que para aplicar el modelo de Streeter-Phelps requiere valores de Lo, no de DBOs):

DBOg = L,[1 — e7¥16D)]

mg
Descarga — DBOS — 200 L =231 30@
0 1 —eki(58d) 1 — p—(0,40d"1)(54) ’ l
myg
Aguas L = DBOS _ T _ mg
arriba 071 _e-ki(5d) ~ 1 — g—(025a"D)(5a) 8'41T
myg
Arroyo L = DBOS _ 10T =14 Ong
tributario 0T I —gkaGd) 1 — ¢-(025a-D(5a) - 4 T

Luego, debido a que el modelo de Streeter-Phelps incluye la constante de desoxigenacion
real de la corriente (kq), los valores de k; dados en los datos deben ser convertidos a kg, lo
cual puede hacerse mediante alguno de lo métodos presentados en la seccion 3.3.4.2. En
este caso, se utilizard el método propuesto por Bosko (1966), ya que se dispone de la
pendiente del cauce natural (0,0005 = 0,05 m/100 m):




148  CAPITULO 3

0,62

framot ky=025d"+0,10( —= | = 0,27d?
2,5m
05%

Tramo 2 kd =0,22 d-1+ 0,10 30m = 0,24 d-1
0,3%

Tramo 3 k, =0,20d"1 + 0,10 =021d!
55m

Asimismo, el valor de la constante de reaireacién para cada uno de los tramos de la
corriente se calcula empleando las cuatro férmulas empiricas presentadas en la seccion
3.4.2, seleccionando entre ellas en dependencia de la velocidad de la corriente y la
profundidad, observando que los valores de tales variables quepan dentro de los intervalos
establecidos como criterios de seleccidn en la tabla 3-6. De este modo, resulta evidente
que la ecuacién de Churchill et al. es la que debe emplearse para el cdiculo de kq en los
dos primeros tramos, y la ecuacién de O'Connor y Dobbins es la correcta para obtener el
valor de kq en el tercer tramo. Los cdlculos indicados son:

Tramo 1 m
0,6? .
ka = 5,026W = 0,65 d
Tramo 2 0’5% )
ka = 5,026W = 0,40 d

Tramo 3 (
k, = 3,930

0,5
03%) )

B) Cdlculos del tramo uno

Condiciones iniciales: Se debe readlizar un balance de masa para determinar las
condiciones iniciales del tframo uno en el punto de la mezcla de la descarga con la
corriente aguas arriba:

m3 mg m3 mg
sty (250 (o0 ),
° Qr + Qu B m?3 m3 2T
1,25—+ 0,160 —
s S
m3 mg m3 mg
Q. 0D, + Q4. 0D, (LZST) (7557) + (0'160 T) (0%) mg
0D, = = 3 3 = 6'65T
Qr +Qa 1,25 40,1607
s S
m3 m3
0.T.+0.T, (1,25 T) (24,5°C) + <0,160 T) (30°C)
m = r- T d — m3 m3 — 25,120C
Qr + Qd 1,25T + 0,160T

1,575701 X 10°  6,642308 x 107  1,243800 x 10*° 8,621949 x 10!

0D, = exp |—139,34411 -
s = exp t 29827 K) 29827K)?2 | (29827 K)° (298,27 K)*
m
= 82529
l
m m m
D, = 0D, — 0D, = 8,259 _ 6,659 — 1,60 24

l l l

Correccion de las constantes cinéticas y determinacion de k:: Luego de establecer las
condiciones iniciales, se procede a corregir el valor calculado de kg Y ka, en relaciéon con
la temperatura resultante de la mezcla mediante las ecuaciones [3.74] y [3.88], y a calcular
kr en funciéon de la velocidad de sedimentacion y la profundidad:




MODELIZACION DE LA CALIDAD DEL AGUA SUPERFICIAL 149

ka, = ka,,(1,047)7720 = 0,27 d~1(1,047)%512720 = 0,34 d"?
Koy = kq,,(1,024)772° = 0,65 d~1(1,024)2512720 = 0,73 4"

) 057 )
k, =ky+k,=034d toEm 0,54d

Aplicacién del modelo de Streeter-Phelps: Se emplea la ecuacion [3.113] para calcular el
déficit de oxigeno disuelto en funcién de la distancia a lo largo de toda la longitud del
framo uno (hasta los 25 km desde el punto de mezcla); luego se debe calcular la
concentraciéon de OD correspondiente mediante la ecuacion [3.114]. A continuacion, se
muestra un cdlculo de Dx y ODx a modo de ejemplo, pero los valores de tales variables, a
cada una de las distancias consideradas en el framo, se muestran en la tabla posterior all
referido cdlculo:

D D —kgx deO —krx —kgx
o= o[+ (i) [ -

mg —o.vz«rl[%l (034d (337072 70.5401*1[%
D1000m:1,GOT e Ts\ 1d + e TS\ 1d

—0,73 d*l[%l
—_ Us 1d
073d1—0,54d1 €
m m

Dio0om = 1,60 l‘g (0,98602) + 60,31 lg (0,98964 — 0,98602)

mg
. :D1000m = 1,80 T

Luego, 0D;990m = ODs — D1goom = 8,25% - 1,79#
mg
':0D1000m = 6,46T

Adicionalmente, se debe calcular también la variacién de la DBO Ultima con la distancia
mediante la ecuacién [3.100]

054d-1 1000 m
mg B E(864005) mg
Ligoom = 33701 ¢ 50T )} = 33352
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x (m) D (mg/l) OD (mg/l) | DBO (mg/l)
0 1,60 6,65 33,70
1000 1,80 6,45 33,35
2000 1,99 6,26 33,01
3000 2,17 6,08 32,66
4000 2,35 5,90 32,32
5000 2,53 5,72 31,99
6000 2,70 5,55 31,66
7000 2,87 5,38 31,33
8000 3,03 5,22 31,01
9000 3,19 5,06 30,68
10000 3,35 4,90 30,37
11000 3,50 4,75 30,05
12000 3,64 4,61 29,74
13000 3,78 4,47 29,43
14000 3,92 4,33 29,13
15000 4,05 4,20 28,83
16000 4,18 4,07 28,53
17000 431 3,94 28,23
18000 4,43 3,82 27,94
19000 4,55 3,70 27,65
20000 4,67 3,58 27,36

C) Cdlculos del framo dos

Condiciones iniciales: Esta vez el balance de masa para determinar las condiciones
iniciales en el framo dos debe realizarse entre los datos de la segunda entrada al sistema
(el arroyo tributario) y los valores de las variables al final del primer framo (a los 20000 m);
por lo tanto,

(1'41%3) (27.3672) + (0,35 m;) (14.0279)

L +Q,. L m
Lo = Qr1-Lor1y + Qa- Lo(a) _ l 4 S l _ 24‘717‘9
Qr1+Ca 1417 40,351
S S
m3 mg m3 mg
Ops. 0Dy, + Q,0D, (1,41 T) (3,587) + (0'35T) (8,507) mg
ODO = = 3 3 = 4,567
Qr1+Ca 1417 40,351
S S
m3 m3
Q). Tr +0Q.T, (1,41 T) (25,12°C) + (0'35T> (23,00°C) O
Ty = = — 3 = 24,70°C
Ory + Q4 141 + 0355
S S
op. - 13034411 4 1575701 X 10° 6642308 x 107 1,243800 x 10%° _ 8621949 x 10"
s = exp ’ (297,85 K) (297,85 K)?2 (297,85 K)? (297,85 K)*
m
- 83129
I
m m m
Dy = 0D, — 0D, = 8,3ng - 4,56Tg = 3,7sTg

Correccion de las constantes cinéticas y determinacion de k:: El valor calculado de ka Y Ka,
se debe corregir a la temperatura del framo uno, y k- se estima para el valor de velocidad
de sedimentacion y profundidad correspondiente al framo dos:
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ka, = ka,,(1,047)7720 = 0,24 d~1(1,047)%*7°72° = 0,30 d"*

Koy = kq,,(1,024)772° = 0,40 d~1(1,024)2479720 = 0,45 d*

azo

052

k, =k, +k,=030d" + 30—‘1 =0,47d"
Aplicacion del modelo de Streeter-Phelps: A semejanza del cdlculo para el framo uno, se
calculan el Dx y ODx con el modelo de Streeter-Phelps, pero teniendo en cuenta que el
valor que se utilizard para x corresponde a la diferencia entre la distancia medida desde
el punto de mezcla (0 km) y la coordenada a la que termina el framo uno (20 km); esto es
al calcular el Dx y ODx, por ejemplo, a la distancia que hard el cdlculo ejemplo para este
tramo (35000 m), x tendrd el valor 12000 m, resultante de la resta entre 32000 m y 20000 m:

m [ e || @30 (207179) [ comerf | o e
D320()0m:3,75T e s\ 1d + e ~s\U 1d —e s\ 1d

045d1—-047d?!

mg mg
D3z000m = 3,75~ (0,88250) — 370,65 —~ (0,87761 - 0,88250)

mg
"'D32000m = 5,12 T

Luego, 0D35000m = ODs — D3z000m = 8,31% - 5,12%

mg
. 0D32000m = 3,19 T

Asimismo,

12000m

—0,47 d" Y| —F e
[0 52(864003 mg

mg s\ 1d )} =21'69T

L3200m = 24,71T e

x (m) D (mg/l) OD (mg/l) | DBO (mg/l)
20000 3,75 4,56 24,71
21000 3,88 4,43 24,44
22000 4,01 4,30 24,18
23000 4,13 4,18 23,92
24000 4,25 4,06 23,66
25000 4,37 3,94 23,40
26000 4,49 3,82 23,15
27000 4,60 3,71 22,90
28000 4,71 3,60 22,65
29000 4,82 3,49 22,41
30000 4,92 3,39 22,16
31000 5,02 3,29 21,92
32000 5,12 3,19 21,69
33000 5,22 3,09 21,45
34000 5,31 3,00 21,22
35000 5,40 2,91 20,99

D) Cdilculos del tramo tres

Condiciones iniciales: En el tercer tramo, las condiciones iniciales deben establecerse
considerando que, aungue no hay una nueva entrada a la corriente principal, las
caracteristicas hidrodindmicas y geométricas cambian sustancialmente, de modo que, sin
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mediar balance de masa alguno, los valores iniciales de las variables en el tramo ftres
quedan fijadas por sus valores correspondientes al final del framo dos; esto es,

Ly = 20,99?
0D, = 2,91%
T,, = 24,70°C
oD, = 8,31#
D, = 5,40#

Correccién de las constantes cinéticas y determinacién de k:: Por el hecho de no existir una
nueva entrada al rio, el valor calculado de kq y ka, se corrige a la temperatura del tramo

dos; k- se estima para el valor de velocidad de sedimentacidn y profundidad
correspondiente al tramo tres:

kap = kq,,(1,047)772° = 0,21 d~1(1,047)2479720 = 0,26 d~*
Kap = kq,,(1,024)772° = 0,17 d~1(1,024)2479720 = 0,19 d*

m
0,57
kr = kd + ks = 0,26 d_1 + 5’5—m = 0,35 d_l
Aplicacion del modelo de Streeter-Phelps: Dy y ODx se calculan con el criterio establecido
para al framo dos en relacion con el valor de x:
15000 m
035 (77

-0,19d7t
—e

mg ’0'19‘171[%1 (0,26d71) (20,99 g) ~035 a*l[%
D =521——<e 035 1a) + e 035 (Z1g)
so000m = 21— 01947 -03541

mg mg
Dsgooom = 521~ (0,89588) — 34,11 —=(0,81665 — 0,89588)

mg
. :DSOOOOm = 7,54 T

Luego, 0Dsp000m = ODs — Dsoooom = 8,31# - 7,54%

mg
. 0D50000m = 0,77 T

Asimismo,

mg

m (86400 s mg
LSOOOm = 19,13T e

s ?(T)] = 17'14T

035 a—l[ 15000 m
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X (m) D (mg/l) OD (mg/l) | DBO (mg/l)
35000 5,40 2,91 20,99
36000 5,57 2,74 20,71
37000 5,73 2,58 20,43
38000 5,89 2,42 20,16
39000 6,05 2,26 19,89
40000 6,21 2,10 19,62
41000 6,35 1,96 19,36
42000 6,50 1,81 19,10
43000 6,64 1,67 18,84
44000 6,78 1,53 18,59
45000 6,92 1,39 18,34
46000 7,05 1,26 18,09
47000 7,18 1,13 17,85
48000 7,30 1,01 17,61
49000 7,42 0,89 17,37
50000 7,54 0,77 17,14

Finalmente, la curva sag o el perfil del oxigeno disuelto resultante de la aplicacion del
modelo de Streeter-Phelps a la situacién planteada es la siguiente:

OD (mg/1)
[\ w B~ (9] [@) 3 [oze] O

—_

[

0
5000
10000
15000
20000 -
25000 -
30000
35000
40000
45000 -
50000 3

Distancia (m)

Figura 3-8 Perfil de oxigeno disuelto resultante de la resolucién del ejercicio 3.4.

3.5.3 Condiciones anaerobias

El modelo de Streeter-Phelps revela que la materia orgdnica en
descomposicion presente en el agua causa el descenso de la
concenfracion de oxigeno disuelto hasta un valor critico de déficit, luego
de cual empieza a subir a causa de la capacidad natural de
autorrecuperacion por reaireacion. Sin embargo, en ocasiones, el valor de

la DBO que ingresa a la corriente natural desde una fuente puntual de
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contaminacién es tan alto que provoca que los valores del déficit de
oxigeno disuelto calculado mediante la ecuacion [3.113] sean superiores al
nivel de saturacion, lo cual es posible matemdaticamente, aunque el hecho
de que, consecuentemente, se obtengan valores negativos de OD bajo las
condiciones indicadas, significa que el modelo de Streeter-Phelps debe ser
modificado para representar correctamente el agotamiento total del
oxigeno, ya que en su forma original sélo es vdalido para describir la variacion
del oxigeno disuelto en la corriente para valores del déficit superiores o

iguales a su concentracion de saturacion.

Autores como Chapra (2008) y (Chin, 2013) recomiendan modificar el
modelo de Streeter-Phelps de acuerdo con el planteamiento de
Gundelach y Castillo (1976), un par de ingenieros civiles por aquel entonces
de la Universidad de Chile, quienes, entre sus investigaciones en el drea de
la ingenieria sanitaria, propusieron una expresion general para modelizar las
condiciones anaerobias en el proceso de purificacion natural de las
corrientes de agua. En su articulo titulado Natural Stream Purification under
Anaerobic Conditions, en primer lugar, establecieron una ecuacion para
representar el decaimiento de la DBO (L) en condiciones aerdbicas
partiendo de la ecuacion [2.30], en una dimensidon, con el uso del
coeficiente de difusion turbulenta E, bajo la forma de una ecuacion de
adveccion-difusion incluyendo dos sumideros (la oxidacion bioldgica de la
materia orgdnica, k,L,y la reduccion de la DBO debido a la sedimentacion,
k.L) y una fuente de adicion de materia orgdnica, p, que representa la
reflotacion o nueva suspension de la materia orgdnica depositada en el
fondo de sedimentos; tal ecuacion es
daL JL 0%L
= (m>—de—er+p Ec. [3.131]
Luego, suponiendo estado estacionario Gundelach y Castillo (1976)

obtuvieron la referida ecuaciéon de fase aerdbica, tal como sigue:
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E(dz—L>—vﬁ—de—er+p=O Ec. [3.132]
dx? dx

Sin embargo, al adaptar la ecuaciéon [3.132] a condiciones anaerobias,
resulta evidente que cuando el oxigeno se agota completamente en la
corriente, el decaimiento de la DBO, o tasa de desoxigenacion debida a la
biodegradacion, ya no puede continuar expresdndose de acuerdo con la
ecuacion [3.4], sino que a partir del punto en que se haya agotado el

oxigeno, su valor dependerd solo de la tasa de reaireacion; esto es

— = —kyL = —k,C, Ec. [3.133]

Porlo que, incluyendo un término denotado por a que representa la adicion
de oxigeno por la actividad fotosintéticas de algas y plantas acudticas en
la propuesta de Gundelach y Castillo (1976), los investigadores chilenos
expresaron de la siguiente forma la ecuacidn para modelizar las

condiciones anaerobias:

d?L dL
E E —va—kaCs—a—er+p=0 Ec. [3]34]

La ecuacion [3.134] se puede expresar como una ecuacion diferencial

lineal no homogénea de segundo orden, de modo que

Ec. [3.135]

d?L (v) dL kL _koCs+a—p
dx? \E/dx E E
Luego, considerando que la solucidn de la ecuacion [3.135] es la suma de
su funcidon complementaria (yn) y una solucion particular (yp), en primer
lugar, se obtendrd yn, que no es mdas que la combinacion lineal de funciones
gue constituyen la solucidn general de la parte homogénea de la ecuacion
[3.135]; el procedimiento detallado de lo indicado se muestra a

continuacion:
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Formacién de
la ecuacion
auxiliar

Aplicacion de
la férmula
general

Factor comuUn
del radicando

Primera
solucion (m;)

Primera
solucion (mg)

d?L vndL k.L
RS G Bt Ec.[3.136
dx? (E)dx E 0 [ ]
mz—(z)m—&zo Ec. [3.137]
E E
v v? k,
rt _2+4'(f) Ec.[3.138]
my, = >
v v? 4k, E
Ei\[ﬁ(” =) Ec. [3.139]
my, = >
LAY P P Ec. [3.140
my =2 2 C.[3. ]
L P P Ec. [3.141
m, °E 2 C. [3.141]

Ahora, la solucion particular de la ecuacion no homogénea se obtiene

mediante el método de los coeficientes indeterminados, aunque de

manera muy sencilla, puesto que la expresidon del lado derecho [3.135] es

una funcién constante, cuya derivada es cero. Entfonces, el procedimiento

es el siguiente:

Igualamiento de
términos
correspondientes

Obtencién de la
solucion
particular

yp == Ao EC. [3.]42]
k., k,Cs+a—1p
(—E)AO —Zee 2P Ec. [3.143]
p—k,Ci—a
Yp = Ao = — Ec. [3.144]

De modo que, la solucion general de la ecuacion diferencial lineal no

homogénea [3.135], entendida como la suma y;, + y,, s& expresa como

+p_kaCs_a

L =ce™* + c,e™2*
ky

Ec. [3.145]
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L= cle%(IWHM;E)" %(“4“4155’3)" P kals—a Ec. [3.146]

Ky

Sin embargo, debe advertirse que por el hecho de que m2 es positiva para
todo el intervalo cuando x — o, la constante toma un valor de cero (esto

es, L diverge). Asi, la ecuacion [3.146] se reduce a

v 4k,E x _ _
L Cleﬁ(l_\/H o ) N P"z# Ec. [3.147]

Con la ecuacion reducida [3.147], se calcula el valor de la constante ¢y,

utilizando la condicion inicial L = Lj cuando x = x;. Entonces,

(1155 i p—koCi—a Ec. [3.148]

L; =ce

Ec. [3.149]

donde, L y xi representan el valor de la concentracion de DBO en el inicio
de la zona anaerdbica y la coordenada o distancia medida desde el punto

de mezcla donde ocurre tal valor, respectivamente.

La forma definitiva de la ecuacion general propuesta por Gundelach y
Castillo (1976) se obtiene reemplazando la ecuacion [3.149] en [3.147]. Por

lo fanto,

Ec. [3.150]

v 4k E\ _
(1 ot am) e _keGtasp e sy
T

Ahora bien, para efectos de considerar la zona anaerobia en el contexto

de la aplicacion del modelo clasico de Streeter-Phelps, la ecuacion [3.151]
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debe simplificarse a partir de los supuestos de hacer cero E, a, y p, ya que

estos pardmetros no forman parte de la ecuacion [3.113]; asi, recurriendo a

la regla de L'Hopital para evitar una indeterminacion en el cdlculo del

exponente, se obtiene

v 4 %lv— 1 +45rE
. T T
limag( 1= 1+ | = In—
1E (2E)
_ 1 (4kr
4k E | \V?
211+ vrz
lim—|1— |1+ rz = lim
Fo0 v E—0 2
v 4k E k
lim—|1-— |1 r2 = lim — L = —
E—0 2E E—0 1 + 4krE
2

Ec. [3.152]

Ec. [3.153]

Ec. [3.154]

Consecuentemente, la ecuacion que describe el decaimiento de la DBO a

lo largo de la zona anaerobia de la corriente y que, obviamente, permite

calcular la concentracion de la DBO al final de esta, en la coordenada x,

es

kaCs)

L=\L;
(5

Ec. [3.155]

No obstante, de manera similar se puede demostrar que, si se ignora la

sedimentacidon como mecanismo de eliminacion de la DBO, la ecuacion

[3.151] se reduce a

L =L —k,C, (?)

Ec. [3.156]

Por ofra parte, la longitud de la zona anaerobia se calcula considerando

que al final de estq, la tasa de aporte de oxigeno a la corriente mediante
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reaireacion, ignorando la fotosintesis, iguala a la tasa de desoxigenacion;

esto es

kaCS == de

Ec.

[3.157]

Luego, sustituyendo la ecuacion [3.157] dentro de la [3.155] se obtiene que

Despeje del

término
exponencial

Propiedad de

logaritmos

Inversion de
argumento del

logaritmo
multiplicacion
por Kg

Y

k,Cs (L N ) r(x x) k,Cs
kd kr
k,Cs kg,
+
(x xl) _ kd
k,
L; +
i kr
k,Cs + k,CS]
k k k
——(x—x)=In|—2—"
v L. + kaCs
l kT‘
v |kali +_kd11§;le
“x—x;=7—In
e k,Cs +—kd],‘f“65
T

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

[3.158]

[3.159]

[3.160]

[3.161]

La ecuacion [3.161], ademds de dar la longitud de la zona anaerobiag,

evidentemente, permite determinar la distancia aguas abajo en la corriente

(despejando x) a partir del cual el oxigeno disuelto serd superior a cero vy,

consecuentemente, su comportamiento podrd ser estimado mediante el

modelo cldsico de Streeter-Phelps.

Asimismo, de manera similar a lo anterior, se puede demostrar que cuando

es despreciable la sedimentacién como mecanismo de eliminacién de la

DBO, esto es kg = ki, la longitud de la zona anaerobia se calcula, luego de

sustituir la ecuacion [3.157] en la [3.156], mediante la siguiente expresion:

Ec.

Ec.

[3.162]

[3.163]



160 CAPITULO 3

X — Xy m e — — Ec. [3.164]

Finalmente, es necesario puntualizar que la forma de determinar el valor de
la distancia de inicio del framo anaerobio (x;) es la ecuacion resultante de
igualar el oxigeno disuelto de saturacion con la ecuacion [3.113], puesto
que, en tal punto, el hecho de que el déficit de oxigeno sea numéricamente
igual a su concentracion de saturacion da como resultado un valor de

concenfracion cero de oxigeno disuelto en el agua. Por lo tanto,

—KaXi deO —krxi —KkaXi
0Ds = D, <e v ) + (—) [e v —e v Ec.[3.165]
ka - kr

Sin embargo, es evidente que la forma de encontrar el valor de xi es
mediante algun método numérico, pues al intentar despejarla se obtiene

una expresion implicita.

Considere el ejemplo 3.3, pero ahora suponga que la industria ha empeorado la calidad
de sus aguas residuales que se descargan al rio receptor, de modo gque en el punto de
mezcla la DBO se ha incrementado a 25,0 mg/l, el oxigeno disuelto ha disminuido a 5,5
mg/l, y la temperatura resultante ha cambiado a 27°C. Si se mantiene invariable tanto el
caudal del rio después de la mezcla en el referido problema como la velocidad de la
corriente, y los valores de las constantes cinéticas a 20°C también se conservan, determine
(a) la forma correcta de la curva sag para las nuevas condiciones en la corriente y (b) el
perfil de decaimiento de la DBO Ultima.

Solucion:

Condiciones iniciales: A diferencia de los problemas precedentes, debido a que los datos
danlos valores de las condiciones iniciales producto de la mezcla, ya no es necesario hacer
un balance de masa. Por lo tanto, las condiciones iniciales, incluyendo el cdlculo de la
concentracién de saturacién y el déficit de oxigeno disuelto son:

Ly = 25,0072 0D, =550=% T, =27°C 0D, = 79772 Dy =24772
Correccion de constantes cinéticas: Las constantes de desoxigenacion y reaireacion

deben corregirse a la temperatura resultante de la mezcla, mediante las ecuaciones [3.74]
y [3.88], respectivamente.

ka, = 0,30 d™1(1,047)%5072° = 0,41 d~*
kap = 0,25 d™1(1,024)%5072° = 0,30 d~*
k, =k, =0/41d"!

Determinacién del punto critico: El cdlculo de la distancia y el déficit criticos es el criterio
para demostrar o descartar la ocurrencia de condiciones anaerobias en el algun tramo de
la corriente.




MODELIZACION DE LA CALIDAD DEL AGUA SUPERFICIAL 161

0052 (3009 (o304-1[ 1547L (03041 04147
_ _ = 11240
X = 030d1—-041d1 " )04ldT (0414-1) (25,0079) m
(0,41d7%) (25,0052) -0 d‘l[%] mg
D. = 1d = 11,76—
c 03041 ¢ ’ I

Luego, debido a que D, (11,76%) > 0D, (7,97 %), se confirma que hay una zona anaerobia

en la corriente. Tome en cuenta que, si se calcula el ODmin, éste dard como resultado un
valor de —3,79 #, aunque en realidad lo que ha ocurrido es que se ha agotado todo el

oxigeno disuelto en el agua, en otras palabras, todos sus valores negativos, incluso el critico
corresponde a una concentracion de 0#.

Andlisis de la zona anaerobia: Una vez se ha confirmado la existencia de un tramo
anaerobio, el siguiente paso es determinar la distancia correspondiente al inicio de este
(xi). Entonces, utilizando la ecuacién [3.165], la expresion implicita resultante de despejar x;,
que asegura la convergencia en la sucesidn de posibles valores que se probardn, es

( —(0,30d Dx; )
m
70729 _ 24789, #2073 )
l l —(0,30d Vx;
4320d 0™
X =— —In mg +e N
041d (0,41d7Y) (25,0 T)
030d ! —0,41d7!
\ )

Luego, por el método de iteracién de punto fijo, utilizando como valor inicial de iteracién
la mitad de la distancia critica (5620 m), que siempre es una buena primera aproximacion
al valor verdadero que se busca, se obtiene que xi = 3329 m. Note que sila precision hubiese
sido de una centésima de metro (1 cm), el valor exacto habria sido 3328,82 m; sin embargo,
se trata de una diferencia despreciable dentro de la longitud completa de la corriente en
estudio (50 km), asi que se acepta un valor entero de la distancia. Los resultados de tal
iteraciéon admitida para un error de 0,001% son los siguientes:
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Iteracion xi Lado derecho Error relativo
1 5620 5221 7,106
2 5221 4888 6,371
3 4888 4612 5,647
4 4612 4384 4,953
5 4384 4195 4,303
6 4195 4039 3,706
7 4039 3912 3,168
8 3912 3806 2,689
9 3806 3720 2,269
10 3720 3649 1,905
11 3649 3591 1,592
12 3591 3543 1,326
13 3543 3504 1,101
14 3504 3472 0,911
15 3472 3446 0,753
16 3446 3425 0,621
17 3425 3407 0,511
18 3407 3393 0,420
19 3393 3381 0,345
20 3381 3372 0,283
21 3372 3364 0,232
22 3364 3358 0,191
23 3358 3352 0,156
24 3352 3348 0,128
25 3348 3345 0,105
26 3345 3342 0,086
27 3342 3339 0,070
28 3339 3337 0,057
29 3337 3336 0,047
30 3336 3335 0,038
31 3335 3334 0,031
32 3334 3333 0,026
33 3333 3332 0,021
34 3332 3331 0,017
35 3331 3331 0,014
36 3331 3331 0,011
37 3331 3330 0,009
38 3330 3330 0,008
39 3330 3330 0,006
40 3330 3330 0,005
41 3330 3329 0,004
42 3329 3329 0,003
43 3329 3329 0,003
44 3329 3329 0,002
45 3329 3329 0,002
46 3329 3329 0,002
47 3329 3329 0,001
48 3329 3329 0,001
49 3329 3329 0,001

wn
o

3329 3329 0,001
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Con el valor de x; se calcula la DBO en el punto de inicio del tramo anaerobio mediante
una adaptacién de la ecuaciéon del [3.100] a las condiciones indicadas; entonces

mg

L= Loe_kr(%) =250—e g

) = 18,23 —
l

—oa1a-1(3329m
’ 4320%

El tercer paso del andlisis anaerobio consiste en calcular la longitud de tal tramo mediante
la ecuacion [3.164], de modo que

v v (4320 7)(182372) 4320 % a0t

k,Cs kg B (0‘30 d—l) (7’97 #) 041d-1

Del resultado anterior se desprende que la distancia a la que termina la zona anaerobia
dentro de la corriente es x = 22401 m + x; = 22401 m + 3329 m = 25730 m

X —X;i =

El andilisis anaerobio concluye con el cdlculo de la DBO a la distancia x, esto es, al final del
tramo de oxigeno disuelto cero, mediante la ecuacion [3.156], entonces

X — X; m m 22401 m m
L=1L,— kaCs( l) = 182329 _ 03041 (7,97—‘9) 2 M) _ 5839
v ! L7\ 4320 % !

Correccion de la curva sag: Como resultd evidente del cdlculo de las condiciones criticas,
si se emplea el modelo de Streeter-Phelps para representar el perfil del OD, sin tomar en
cuenta las ecuaciones de la zona anaerobia, se obtendrdn valores negativos a lo largo de
tal tramo. Los cdlculos se muestran en la siguiente tabla, donde se ha incorporado la
distancia del inicio y final de la zona anaerobia:
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X (m) D(mgl) | OD (mgl) x (m) D(mgl) | OD(mgl)
1000 4,49 3,48 25730 7,92 0,05
2000 6,18 1,79 26000 7,82 0,15
3000 7,57 0,40 27000 7,48 0,49
3329 7,97 0,00 28000 7,15 0,82
4000 8,71 -0,74 29000 6,82 1,15
5000 9,62 -1,65 30000 6,51 1,46
6000 10,33 2,36 31000 6,20 1,77
7000 10,88 2,91 32000 5,90 2,07
8000 11,27 -3,30 33000 5,60 2,37
9000 11,54 3,57 34000 5,32 2,65
10000 11,69 3,72 35000 5,05 2,92
11000 11,75 -3,78 36000 4,79 3,18
12000 11,74 3,77 37000 4,54 3,43
13000 11,65 -3,68 38000 4,30 3,67
14000 11,50 -3,53 39000 4,07 3,90
15000 11,31 3,34 40000 3,86 4,11
16000 11,08 3,11 41000 3,65 432
17000 10,81 2,84 42000 3,45 4,52
18000 10,52 2,55 43000 3,25 4,72
19000 10,21 2,24 44000 3,07 4,90
20000 9,89 1,92 45000 2,90 5,07
21000 9,55 -1,58 46000 2,74 5,23
22000 921 -1,24 47000 2,58 5,39
23000 8,86 -0,89 48000 2,43 5,54
24000 8,51 -0,54 49000 2,29 5,68
25000 8,17 -0,20 50000 2,16 5,81

No obstante, de la tabla anterior se desprende que la distancia final del tramo anaerobio
(25730 m) no arroja una concentracion exactamente de cero para el oxigeno disuelto si se
utiliza el modelo de Streeter-Phelps; en realidad tal modelo predice que la zona anaerobia
concluye a una distancia de 25571 km (realizando una iteracién similar a la empleada para
el cdiculo de x;, esto es, la longitud de las condiciones anaerobias calculada mediante el
método de Gundelach y Castillo (1976) difiere de la obtenida mediante el modelo de
Streeter-Phelps en 159 m.

Por ofro lado, como resulta evidente en la tabla siguiente, los valores de oxigeno disuelto
obtenidos para distancias mayores a 25730 m (considerando tal punto como un nuevo
inicio para el funcionamiento normal del modelo de Streeter-Phelps) son sensiblemente
menores de los que se habian calculado previamente con el modelo sin la correccion de
la zona anaerobia:
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OD corregido OD no
x (m) D (mg/l) (mg/1) corregido
25730 7,97 0,000 0,05
26000 7,97 0,002 0,15
27000 7,93 0,04 0,49
28000 7,85 0,12 0,82
29000 7,73 0,24 1,15
30000 7,59 0,38 1,46
31000 7,42 0,55 1,77
32000 7,23 0,74 2,07
33000 7,03 0,94 2,37
34000 6,81 1,16 2,65
35000 6,59 1,38 2,92
36000 6,36 1,61 3,18
37000 6,12 1,85 3,43
38000 5,89 2,08 3,67
39000 5,65 2,32 3,90
40000 5,42 2,55 4,11
41000 5,19 2,78 4,32
42000 4,96 3,01 4,52
43000 4,73 3,24 4,72
44000 4,51 3,46 4,90
45000 4,30 3,67 5,07
46000 4,10 3,87 5,23
47000 3,89 4,08 5,39
48000 3,70 4,27 5,54
49000 3,51 4,46 5,68
50000 3,33 4,64 5,81

Es preciso aclarar que los valores del déficit de oxigeno disuelto mostrados en la tabla
anterior y que producen las concentraciones correspondientes se obtienen mediante el
modelo de Streeter-Phelps, pero utilizando los valores 7,97 mg/l y 5,83 mg/I para el Do y Lo,
respectivamente; ademds se debe tener en cuenta que el valor de la distancia x es la
diferencia entre una distancia posterior al final del tramo anaerobio y el valor
correspondiente a tal término (25730 m). Un ejemplo de cdiculo se presenta a

continuacion:
_ —1|40000 m-25730 m 1 mg _ _1(40000 m-25730 m _ _1[40000 m-25730m
mg 0304 [ 0,41d71) (5,83 —) {e 041d [ 4320 e 0.30d [ 43207 l}

_ 4320 1
Daoooom = 7,977 ¢ ‘ 030d-1—0,41d-1

mg
"'D4-0000m = 5,42T
Luego, 0Dy,o000m = 7,97# — 5,42% =2,55mg/l.

Finalmente, el gréfico de abajo muestra la diferencia entre la curva convencional de OD
obtenida mediante la ecuacién cldsica de Streeter-Phelps y la curva corregida para las
condiciones anaerobias analizadas mediante el método de Gundelach y Castillo (1976):
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Figura 3-9 Comparacién de los perfiles de oxigeno disuelto obtenidos en la resolucién del ejercicio

3.5.

Decaimiento de la DBO: La zona anaerobia también produce una modificacidén en la
variacién de la DBO, ya que, a lo largo de ésta, su valor depende solo depende la
constante de reaireacién, tal como lo establece la ecuacion [3.156], que es la aplicable
para el caso en que la sedimentacién es despreciable. A modo de ejemplo se muestra su
cdlculo en el framo anaerobio a los 5000 m:

m m 6000m — 3329 m m
Leooo = 18,23Tg — (03047 (7,97 —g) = 16,7529

l m l
43200 i

Después del framo anaerobio, la DBO una vez mds decae de acuerdo con la ecuaciéon
[3.97], utilizando como valor inicial de DBO el correspondiente a la distancia xr. El siguiente
es un ejemplo de cdlculo:

om d1<4oooo m

m E) m
g 4320077 :1'5179

L= Loe_kr(%) =1823—|e

El decaimiento de la DBO a lo largo de la longitud total de la corriente (50 km) se muestra
en la siguiente tabla, teniendo en cuenta que, desde el punto de mezcla hasta el inicio del
tramo anaerobio, la DBO se debe calcular también con la ecuacion [3.100], pero utilizando
como Lo el obtenido en las condiciones iniciales:
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DBO corregida DBO no
x (m) (mg/l) corregida
2000 20,68 20,68
3329 18,23 18,23
4000 17,86 17,10
6000 16,75 14,15
8000 15,64 11,70
10000 14,54 9,68
12000 13,43 8,00
14000 12,32 6,62
16000 11,22 5,48
18000 10,11 4,53
20000 9,00 3,75
22000 7,90 3,10
24000 6,79 2,56

30

25

20

15

10

DBO (mg/l)

Perfil de DBO sin correccion

Perfil corregido de DBO

DBO corregida DBO no
x (m) (mg/l) corregida
25730 5,83 2,17
26000 5,68 2,12
28000 4,70 1,75
30000 3,89 1,45
32000 3,22 1,20
34000 2,66 0,99
36000 2,20 0,82
38000 1,82 0,68
40000 1,51 0,56
42000 1,25 0,46
44000 1,03 0,38
46000 0,85 0,32
48000 0,70 0,26

2000 A

4000 A

6000 -
8000

10000 A

12000 A

14000 A
16000
18000 A

20000 A

24000 A
26000

o
o
o
o~
(o'}

Distancia (x)

28000 A

30000 A1
32000 1

34000 A

36000 1
38000 A1
40000 1
42000 1
44000
46000
43000
50000

Figura 3-10 Comparacion de los perfiles de DBO obtenidos en la resolucidn del ejercicio 3.5.
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3.6 Nitrificacion

La degradacion de la materia orgdnica con contenido de nitrdgeno es un

mecanismo adicional de consumo de oxigeno en los cuerpos de agua. Si

se ignora la nitrificacion, su omision puede pagarse con un error bastante

significativo en la estimacion de una completa demanda de oxigeno. Una

de las alternativas mds comunes para incorporar la nitrificacion en el

modelo de Streeter-Phelps es el modelo de la demanda bioquimica de

oxigeno nitrogenada (DBON) que, bdsicamente, sigue el mismo proceso

cinético que la DBOC vy, consecuentemente, a semejanza de las
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ecuaciones [3.100]y [3.113], el modelo DBON se representa por el siguiente

par de ecuaciones:

Ly = nge‘kn(%) Ec. [3.166]
~kaX kLo —knx  —kex
DN=D0<e v )+<k _k)[e v —e v Ec.[3.167]

donde, como se recordard de la seccién 3.3.2.2, LY es la DBO Ultima
nitrogenada vy k, es la tasa de oxidacion durante la nitrificacion. De modo
que, cuando se considera el efecto de la descomposicion aerobia de la
materia orgdnica nitrogenada ademads de la carbonosa en el contexto del
modelo de Streeter-Phelps, éste puede ser ampliado para ser expresado
como la suma de ambos componentes; consecuentemente, las
ecuaciones [3.100] y [3.113] se tfransforman en las expresiones para calcular
la demanda de oxigeno total (L7) y el déficit de oxigeno disuelto causado

por el ejercicio de la DBOC y la DBON (Dc¢n), tal como sigue

Ec.
Lr=L+Ly= Loe_kr(%) + nge_kn(%) [3.]62]

—Kax deO —krx —KaX knLO —knx —kgx
Dr =D (e v ) + (—) [e v —e v ] + (—> [e—v —e v Ec.
T ko —kr ko — kn [3.169]

No obstante, con el paso del tiempo este enfoque ha sido descartado
como método vdlido para representar el efecto de la nitrificacion en el
balance del oxigeno disuelto en un cuerpo de agua. Este rechazo de la
comunidad cientifica se explica en términos de fres defectos que provocan
el fallo del modelo DBON para representar satisfactoriomente el aporte de
la nitrificacion al déficit del oxigeno disuelto: (a) la cuantificacidon conjunta
del nitrdgeno orgdnico y el amoniacal dentro de la DBON tiende a provocar
la omision de un tiempo de retardo en el proceso a medida que crece la
cantidad de nitrédgeno orgdnico inicial, (b) aunque la nitrificacion es un
proceso que ocurre en dos etapas consecutivas, el modelo DBON lo
simplifica a una reaccion de primer orden con una tasa de descomposicion

global; y (c) el modelo ignora el impacto de factores potenciales de retraso
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e inhibicion del proceso tales como la concentracion de bacterias
nitrificantes, el pH, y la concentracion de oxigeno disuelto que deberia ser
superior a 2 mg/l (Chapra, 2008; Chin, 2013).

Por todo lo anterior, numerosos esfuerzos se han realizado para describir
satisfactoriomente el efecto de la nitrificacion en el decaimiento del
oxigeno disuelto. Una de estas alternativas es el modelo propuesto por
(Chapra, 2008), que considera por separado la razdn de cambio de la
concentracion con respecto al tiempo de las diferentes especies
involucradas en la nitrificacion: nitrdbgeno orgdnico, amonio, nitritos vy

nitratos. Tales derivadas estan dadas por

ANy g
Slorg _ _ Ec. [3.170
dt koNorg [ ]
dNH
n % = kyNoyg — ke NH, Ec. [3.171]
dNO
R 2 = k,,NH, — k;NO, Ec.[3.172]
dNO
n > = k,No, Ec. [3.173]

donde, ko, km y ki son las tasas de oxidacion del nitrdgeno orgdnico a

amonio, del amonio a nitritos y de nitritos a nitratos, respectivamente.

La solucion de las ecuaciones [3.170], [3.171], [3.172] y [3.173] da la
concenfracion de cada una de las cuatro especies de nitrdgeno
involucradas en la nitrificacion, y se obtiene aplicando los métodos
precedentes que se utilizaron para estudiar la cinética de reacciones vy el
modelo de Streeter-Phelps. El procedimiento detallado por especie se
presenta a contfinuaciéon, bdsicamente con la intencion de reforzar la
habilidad de deduccion, pues los métodos ya se han aplicado y descrito

claramente con anterioridad:



170

CAPITULO 3

Concentracién de N,,.,: La deduccidn se realiza mediante separacion
de variables para una cinética de primer orden, tal como se realizd
en casos anteriores

Norg t
dNorg
=k, | dt Ec. [3.174]
N Norg 0
org,
Norg = Norgoe_kot Ec. [3] 75]

Concentracion de NH,: Por tratarse de una ecuacion diferencial lineal
de primer orden, su solucidon se desarrolla a semejanza de la
deduccion del modelo de Streeter-Phelps.

Sustitucion  de d]\[H4 i 3
ecuacion = kot _ Ec.[3.176
eouac T = koNorg e kn,NH, [ ]
Arreglo a la ANH
forma estdndar 4 —
- o o + kmNH, = koNorg € kot Ec.[3.177]
lineal
Multiplicacién d(NH4. ekmt)
por el factor B S —kot pkmt Ec.[3.178
integrante dt kONOT«goe e [ ]
Integracién de
miembros;  ley NH,.e*mt = k,Ny,g fe(km_k")t dt Ec. [3.179]
de exponentes 0
Divisién por el k N e (km—ko)t
factor NH, = 2 %9 T + ce~kmt Ec.[3.180]
integrante km — kO ekmt
Cdiculo de la k,N k,N
constante de  NH, = 2 190 ) g-kot 4 NH, — 2 790 ) p-kmt  Ec. [3.181]
integracion km - ko 0 km - ko
k,N
NH, = NH, e Fmt 4 2 %90 (e kot — g=kmt) | Ec. [3.182]
0 km - kO




NO;

Concentracion de NO,: su obtencidn requiere también la solucion de una ecuaciéon diferencial lineal de

primer orden, a semejanza del procedimiento aplicado para la concentracion del amonio.

dNO ko N
m o
dNOz —kort koNorgO —kAt —knt
7 =k, lNH4Oe + (m (e —e )
d(NO,.ekit) kot koNorgo —kot —kmt\| pkit
—agr = o |[NHage i {2 (et e e

k N
NO,.e*t =k, |NH, fe‘kmt ekit 4 [ 22790 f(e‘kot — e kmt) kit
0 km - ko

(ki—kolt (ki—km)t
N02 = k_m{% e(ki_km)t + (kONOT'g()) le — € l + Ce_kit}
ekit |k, — k,, k,—k,) | ki—k, k;—kp

k NH4O —km +<k k No‘rg >l e—kot B e_kmt l+ lo kmNH40 kmkoNng()( 1 _ 1 ) e—kit
ki—k, ki—ky

ki -k, k,—k, )|ki—k, Kk —k, ki—k, k,—k,

l (k NH4O> kit kmkoNorg0< e"‘it e‘kit )
e —
k., —k, \k,—k, k —k,
e km —ki —ki
IR )
i m i~ Mo i~ "'m

NO :M(e—kmt e~ ki t)+ k k Norg —kit B e kmt B e kit
2 ki —kp, m — Ko k—ko i_ko ki—k, k —ky

_ knNH,, okmt 4 KinkoNorg \ [ e7*o o —kmt
k — ko, kym — ko ) |ki — — ko,

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

Ec.

[3.183]

[3.184]

[3.185]

[3.186]

[3.187]

[3.188]

[3.189]

[3.190]

[3.191]
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ke NH,
B ki - km

kkaNOTgO e_kot — e_kit e—kmt _ e—kit
NO,

k,, — kg B

(e—kmt__e—k¢)4_<
ki — ko k; — ko

Ec. [3.192]

e Concentracion de NO5: por su forma, la ecuacion [3.173] se resuelve también por separacion de variables,
pero luego de expresar el producto kINO2 por la expresion resultante de despejar tal producto en la

ecuacion [3.172].

dNO; dNO,

= NH
dt mie dt

dNO; _ dNoyy dNH, dNO,

dt dt dt dt

NOs3

t
dNoy dNH, dNO,
dNOrof(_ dt dt  dt )dt

Norg,+NHy

t

t t
dNorg dNH, [dNO,
N03_(N"T~"°+NH“°)=_I dt dt_o e ) dt dt

0

t

t t
AN 1 dNH, (dNO,
N03_(N"T~"°+NH“°)=_I dt dt_o e ) dt dt

0

k,N,, k,,NH,

= - - - - 0

 NO3 = Nypg + NHyy — Norgoe kot — NH 4 e~ kmt — (k—lz) (e kot — g~kmt) T k. (e

m m
(kmkoNorg> e_kOt — e_kit e_kmt — e_kit]

k., — ko ki—ky  ki—ky,

—kmt — g=kit)

Ec.
[3.193]

Ec.
[3.194]

Ec.
[3.195]

Ec.
[3.196]

Ec.
[3.197]

Ec.
[3.198]
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Con todos los elementos anteriores, es posible realizar un balance centrado en el déficit de oxigeno disuelto y
obtener una ecuacion que permita calcular tal déficit en funcidon de la concentracion de las formas de nitrégeno
involucradas en la formacion de nitratos, mediante la solucidon de una ecuacion diferencial semejante a [3.98], que
incluye esta vez, ademds de una fuente de oxigeno, que sigue siendo la reaireacion, dos sumideros de éste (la

oxidaciéon del amonio y la oxidacidn del nitrito). Tal balance estd dado por

dD, Ec.
? = romkmNH‘l- + roikiNOZ - kaD [3] 99]

donde, 1,,, Y 1,; representan la cantidad de oxigeno consumido por las bacterias en la formacién de nitratos a partir
de la oxidacion del amonio y la oxidacion de los nitritos, respectivamente. Sus valores son 3,43 gO2/gNy 1,14 gO2/gN.

El procedimiento de solucion de la ecuacion [3.199] se detalla en los siguientes pasos sucesivos:

dDy koNorg
sustitucion  de ——+ k,D =1,k { NH, e *mt + (—0 (e Fot — g=kmt)
ecuaciones dt “ om m{ “o ke — ko Ec.
[3.182] y [3.192] —kot _ kit —kmt _ ,—k;t
en [3.199] + roiki M(e—kmt _ e_kit) + kmkoNorg e "o e _ e e [3200]
ki —km K — ko ki — ko ki — K
dDN kONO

koN, k. NH
rg o'Vorg m 4
——+k,D=r1,k NH, e kmt 41 [k <—0>e‘k°t—r k <—°>e"‘mt+r Tk, ——0 p—kmt
Eliminacién de dt : o *o o km = kO omm km - ko ort ki - km

signos de ke ki NH,, L kmkoNorgO e~ kot o kmkoNorgo kit e
signos de oi'i ki = km oLl km _ kO ki _ ko oi'i km — ko ki — ko [3.201]

agrupacion kmkoNorg e ~kmt kmkoNorg e kit
—1,:k; > + 1,:k; 9
ml( km — ko )(ki_km> Oll< km — ko )(ki_km>
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Agrupacion
por factor
comun

Uso de variable
sustituta 1

Uso de variable
sustituta 2

Uso de variable
sustituta 3

dt

dDy koNorgo kkaNorgo
| — 70 1. —kot
koD = {TOmkm (km — k0> Toiki l(k — ko) (k; — ko)l} €

koNorg k,,NH, kinkoNorg
+ 3T mkm NHy . — Tomkom O) 4y k, ——=0 O—r-k-l 0 l}e‘kmt
{ om=m 40 om (k ko) ot k -k ort (km - 0)(kl m)
N k k NH4_0 . k + - k kmkoNngo e_k t
Ok — kO (ky — ko) (k; — k)| — ko) (k; — kyn)

N, = rok (20780 o [ mooray
0 = Tomftm o U — ko) e — Ieg)

ko koN,

org

km - ko
koNorgo kmNH40 kmkoNorgo
N romk NH40 omkm (km — k0> + roikim - Toiki l(km _ ko)(kl _ km)l
v o fmNHay kinkoNorg,, ok, kmkoNorgo
L= Toi g T o e e Nk, — k)| — ko) (ki — k)

N _ _ s
T + kaD = Noe k0t+Nm€ kmt + Nie kit

d(Dy. e*at)

r = (N e Kot 4N e~Fmt 4 N;e~kit)ekat

fd(DN.ekat) = f(Noe‘k°t+Nme_"mt + Nie~Fit)ekatdt

Dyeket = N, f eka=koltqt 4 Nmfe("a‘km)tdt + N; f e(ka=kitqy

Ec.
[3.202]

Ec.
[3.203]

Ec.
[3.204]

Ec.
[3.205]

Ec.
[3.206]

Ec.
[3.207]

Ec.
[3.208]

Ec.
[3.209]
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N e(ka_ko)t N. e(ka_km)t_ N: e(ka_ki)t
Dy = kot m I + ce~kat Ec.
ekat | ko —k, | ekt |k, —k, | ek |k, —k; [3.210]
colevlo el b Mo eliakot] N, [elkakm)] N [elkaki!] N [D N, Ny N, ]e_kat Ec.
anon O efatlka—ko | €Mt lkg —kn ] efatlko—ki] L ka—ko ka—km ko—k; [3.211]
v () -G E)-E )G -G e
k, —k, k, —k, k, —k, k, —k, k, —k; k, —k; [3.212]
N N N; Ec
. — —kqgt o —kot _ ,—kqgt m —kmt _ ,—kqt l —kit _ ,—kqt .
&~ Dy = Dye +ka_k0(e e )+ka_km(e e )+ka_ki (e e ) (3.213]

Finalmente, se si precisa determinar el déficit mdximo de oxigeno disuelto que ocurre en el punto critico, uno de los
mejores métodos para ello es el de Newton, el cual requiere el cdlculo de diferentes valores posibles D;,; hasta

obtener el valor de convergencia final; esto es

A (D) Ec.
i+1 — Y D”(t) [32]4]

donde D’'(t) y D"'(t) son las primera y segunda derivada, respectivamente, de la ecuacion del déficit de oxigeno
disuelto por nitrificacion (Dy) y se expresan como

I kgt o _ —kot __ —kqt m _ —kmt _ —kqt t —J.p— kit _ —kqt :
D" = —Dyk,e + k., —k, [ koe kqe I+ k, — k,, [ ke kqe 1+ k, —k; | kie kqe ] [32] 5]
"_ 2 kgt 0 2 kot 2 kgt m 2 —kmnt 2 —kgt v 2 —kit k 2 —kgt .
D" = Doka"e™ et 45— [ko e ™t kg e el | b R [l o ke o ke e [3.216]
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El efluente de una planta de fratamiento de aguas residuales municipales que no incluye una
unidad de eliminacion de nitrégeno se descarga a un rio a razén de 300 I/s, una temperatura
de 20°C, una concentracion de oxigeno disuelto igual a 3,00 mg/l y con un contenido de
nitrégeno orgdnico y de amonio igual a 20 mg/l y 35 mg/, respectivamente. La corriente
receptora, antes de la descarga, se caracteriza por valores promedio de caudal, velocidad,
profundidad, oxigeno disuelto y temperatura iguales a 1,45 m3/s, 0,15 m/s, 1,50 m, 7 mg/l y
20°C, en ese orden; ademds, su contenido de compuestos de nitrégeno se puede considerar
despreciable. Para medir el impacto del nitrdgeno en la corriente natural, un grupo de
ingenieros ambientales determind en el laboratorio el valor de las constantes cinéticas
incluidas en el modelo de nitrificacion por especies, obteniendo los resultados ko = 0,50 d-!, km
=0,40 d'y ki = 0,60 d-'. Con base en esta informacién, determine (a) el perfil de OD o curva
sag producida por el proceso de nitrificacion; (b) la concentracién minima de oxigeno
disuelto que se producird en elrio, y (c) trace las curvas de concentraciéon de las cuatro formas
de nitrégeno en funcién de la distancia aguas debajo de la mezcla.

Solucioén:
A) Obtencién de la curva sag

Condiciones iniciales: Se debe realizar un balance de masa para determinar las condiciones
iniciales de la corriente receptora en el punto de mezcla.

m3\ (., mg m3 mg
op, — 90D +0Qu-0Dy _ (1'45T) (757) + (O'3OOT) (3007) _e31 ™
o Qr +Qq B m3 m3 - !
1,457+ 0,300 -
S S
m3\ (. mg m3 mg
v Norg, + QaNorg, (1'45T)( )+ (0'3(’0?) (200077) _a43™d
orgn - 3 3 — 0T
0 Qr+Qua 1,45 4+ 0,300 :
S S
m3\ (. mg m3 mg
NH, = Qr.NH,, +Q4.NH,, _ (1'45T) (0 T) * (0'300T) (35'00T) =6 00@
40 = 0, + 0, - m3 m3 S
r 1,45 4+ 0,300
S S
op. 13034411 4 575701 X 10° 6642308 X 107 | 1243800 x 101 8621949 x 10"
s T e ’ (293,15 K) (293,15 K)? (293,15 K)? (293,15 K)*
mg
=9,10—=
[
m m m
Dy = 0D, — 0Dy = 9,10 =2 — 6,31 =2 = 2,79 =2

l l l

Cdlculo y correccion de las constantes cinéticas: Se calcula la constante de reaireaciéon
utilizando los datos proporcionados de velocidad y profundidad, que corresponden a la
férmula empirica de O'Connor y Dobbins; sin embargo, no es necesaria la correccién de su
valor porgue la temperatura resultante de la mezcla es 20°C.

(0152

(1,5 m)Ls

Cdiculo de las cantidades No, Nm y Ni: Sus valores se obtienen sustituyendo los datos en las
ecuaciones [3.203], [3.204] y [3.205].

k, = 3,93 =0,83d!
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(0,50 d~1) (3 43 lg)

040d-*—-0,50d?

N, = 3,43(0,40 d~1)

(0,40 d)(0,50 ™) (34372) mg

L = 70452

-1
+ 114060 4™ ) | G T =050 4D (0,60 4T = 050 4 D) Id

= (3,43)(0,40 d~1) (6,00 #) — (3,43)(0,40 d1) L

040d-*—-0,50d1

(0,50 d~1) (3 43’”9)

(0,40 d~1) (6 oomlg)

060d-1—-0,40d1

+ (1,14)(0,60 d°1)

(0,40 d=1)(0,50 d- 1)(343m9) mg

L = 63432

_ -1
(1,14)(0,60d7) (0,40 d-1 — 0,50 d-1)(0,60 d~* — 0,40 d~1) l.d

(0,40 d~1) (6 00 lg)

.= -1
Ni= @A O0.60 d™) | 5 T 060 a1

(0,40 d=1)(0,50 d- 1)(343 lg)

(0,40d-T— 0,50 d-1)(0,60 d-* — 0,50 d-1)

—(1,14)(0,60 d°1)

) (0,40 d™)(0,50 d") (3,4379) ] mg
- =1525—~
+LIN0.60 4™ | G T =050 4 (0,604 T — 040 D) I.d

Cdiculo del déficit y concentracion de oxigeno disuelto: El déficit de oxigeno disuelto causado
por la nitrificacién se calcula mediante la ecuacion [3.213] para diferentes distancias a partir
del punto de mezcla; como ejemplo, se presenta el cdiculo correspondiente a una distancia
de 4000 m:

(o Coman(20) sl [ emen(805)  aman( 2
Dy 2,79—)e a/ + : e a/ —e d
l 0,83d-1-0,50d1

mg [ _1n[ 4000 m B _n[ 4000m \]
n 634317 1.d o (0404 )<12960%> e (08347 1296077
0,83d-1-0,40d1
mg [ _1n[ 4000 m B _n[ 4000m \]
n 152577 1.d o (0604 )<12960%> e (0834 )<12960%>
0,83d1-0,60d1
m
- Dy = 44229

l

Luego, la concentracién de oxigeno disuelto resultante a esa distancia se calcula mediante
una expresidén similar a la ecuacién [3.114], esto es, restando el déficit causado por la
nitrificacién de la concentracion de saturacion del oxigeno disuelto:

mg mg mg

ODyo00 = 9,10—= = 4,42— = 4,68—~

La siguiente tabla muestra el cdiculo del déficit y el oxigeno disuelto hasta una distancia de
100 km desde el punto de mezcla con los que se graficard la curva sag correspondiente:




178

CAPITULO 3

X (m) t(d) D (mg/l) OD (mg/l)
0 0,000 2,79 6,31
2000 0,154 3,65 5,45
4000 0,309 4,42 4,68
6000 0,463 5,10 4,00
8000 0,617 5,70 3,40
10000 0,772 6,22 2,88
12000 0,926 6,67 2,43
14000 1,080 7,05 2,05
16000 1,235 7,36 1,74
18000 1,389 7,62 1,48
20000 1,543 7,83 1,27
22000 1,698 7,99 1,11
24000 1,852 8,11 0,99
26000 2,006 8,19 0,91
28000 2,160 8,23 0,87
30000 2,315 8,23 0,87
32000 2,469 8,21 0,89
34000 2,623 8,17 0,93
36000 2,778 8,10 1,00
38000 2,932 8,01 1,09
40000 3,086 7,90 1,20
42000 3,241 7,77 1,33
44000 3,395 7,63 1,47
46000 3,549 7,48 1,62
48000 3,704 7,32 1,78
50000 3,858 7,16 1,94
52000 4,012 6,98 2,12
54000 4,167 6,80 2,30
56000 4,321 6,62 2,48
58000 4,475 6,43 2,67
60000 4,630 6,24 2,86
62000 4,784 6,05 3,05
64000 4,938 5,86 3,24
66000 5,093 5,67 343
68000 5,247 5,48 3,62
70000 5,401 5,29 3,81
72000 5,556 5,10 4,00
74000 5,710 4,92 4,18
76000 5,864 4,74 4,36
78000 6,019 4,56 4,54
80000 6,173 4,39 4,71
82000 6,327 4,22 4,88
84000 6,481 4,05 5,05
86000 6,636 3,89 5,21
88000 6,790 3,73 5,37
90000 6,944 3,58 5,52
92000 7,099 3,43 5,67
94000 7,253 3,29 5,81
96000 7,407 3,15 5,95
98000 7,562 3,01 6,09
100000 7,716 2,88 6,22
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Figura 3-11 Perfil del OD producido por el proceso de nitrificacién en el ejercicio 3.6.

B) Determinacién del punto critico

La distancia critica se halla mediante el método de Newton empleando las ecuaciones [3.215]
y [3.216]. Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

t (d) D (¢) D'(t) D"(t)
2,000 8,18 0,28 1,43
2,194 8,23 0,02 1,26
2,208 8,23 0,00 -1,24
2,208 8,23 0,00 1,24

Resulta evidente que la sucesidn alcanza un valor méximo del déficit de oxigeno disuelto a un
tiempo de 2,208 d, el cual representa el tiempo critico. Luego, la distancia critica es

m
X, =v.t, = (12960 E) (2,208 d) = 28616 m

El déficit critico se obtiene sustituyendo directamente el valor del tiempo critico en la ecuacion
[3.213]

D.= (2 79 @) -(083a7")(2208a) 1 704 % [ ~(050a7%)(22084) _ o~(0,83d7)(2.208 ]
c=\&7"7)e 083d1—-050d ' ’
mg
N 63,43 Td [e—(0,40 a—1)(2,208 d) _ e_(0_83 d~1)(2,208 d)]
083d1-10,40d?
mg
N 15,25 Td [e—(0,60 a—1)(2,208 d) _ e_(0_83 d~1)(2,208 d)]
0,83d1—10,60d!
m
2D, =823

l
Consecuentemente, el valor minimo de oxigeno disuelto es

m m m
0Dy = OD, — D, = 9'1ng - 8'23Tg = 0'87Tg

C) Variacién de las cuatro formas del nitrégeno aguas abajo del punto de mezcla

La concentracién del nitrdgeno orgdnico, amonio, nitritos y nitratos a una determinada
distancia se obtiene reemplazando las condiciones iniciales y el valor de las constantes
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cinéticas en las ecuaciones [3.175], [3.182], [3.192] y [3.198]. Los resultados hasta una distancia
de 100 km desde el punto de mezcla, y su grdfico, se presentan a continuacién:

x(m) | Ny (mg/h) | NH, (mgl) | NO,(mg/) | NO, (mg/l)
0 3,43 6,00 0,00 0,00
2000 3,18 5,89 0,35 0,02
4000 2,94 5,76 0,66 0,06
6000 2,72 5,63 0,94 0,14
8000 2,52 5,49 1,18 0,24
10000 2,33 534 1,40 0,36
12000 2,16 5,19 1,59 0,50
14000 2,00 5,03 1,75 0,65
16000 1,85 4,88 1,88 0,82
18000 1,71 472 2,00 1,00
20000 1,59 4,56 2,10 1,19
22000 1,47 4,40 2,18 1,39
24000 1,36 424 2,24 1,59
26000 1,26 4,09 2,29 1,80
28000 1,16 3,93 2,32 2,01
30000 1,08 3,78 2,34 2,23
32000 1,00 3,63 2,35 2,45
34000 0,92 3,49 235 2,66
36000 0,86 334 235 2,88
38000 0,79 321 2,33 3,10
40000 0,73 3,07 231 331
42000 0,68 2,94 228 3,53
44000 0,63 2,81 2,25 3,74
46000 0,58 2,69 222 3,94
48000 0,54 2,57 2,17 4,15
50000 0,50 2,46 2,13 435
52000 0,46 2,34 2,08 4,54
54000 0,43 2,24 2,03 4,73
56000 0,40 2,13 1,98 4,92
58000 0,37 2,03 1,93 5,10
60000 0,34 1,94 1,88 5,28
62000 031 1,85 1,82 545
64000 0,29 1,76 1,77 5,61
66000 0,27 1,68 1,71 5,77
68000 0,25 1,59 1,66 5,93
70000 0,23 1,52 1,60 6,08
72000 0,21 1,44 1,55 6,23
74000 0,20 137 1,49 6,37
76000 0,18 1,30 1,44 6,50
78000 0,17 1,24 1,39 6,63
80000 0,16 1,18 1,34 6,76
82000 0,15 L12 1,29 6,88
84000 0,13 1,06 1,24 7,00
86000 0,12 1,01 1,19 7,11
38000 0,12 0,96 1,14 7,22
90000 0,11 0,91 1,09 7,32
92000 0,10 0,86 1,05 742
94000 0,09 0,82 1,01 7,52
96000 0,08 0,77 0,96 7,61
98000 0,08 0,73 0,92 7,70
100000 0,07 0,70 0,88 7,78




MODELIZACION DE LA CALIDAD DEL AGUA SUPERFICIAL 181

Nitrégeno (mg/l)

5000
10000
15000
20000
25000
30000
35000
40000
45000
50000
55000
60000
65000
70000
75000
80000
85000
90000
95000

100000

Distancia (m

-

Figura 3-12 Curvas de concentracion de las diferentes formas de nitrdgeno en el gjercicio 3.6.

3.7 Modelo de Streeter-Phelps modificado o total

Esta Ultima seccion del capitulo presentard muy brevemente tres nuevos
componentes del balance del oxigeno disuelto en el agua, que permite
modificar o ampliar el modelo convencional de Streeter-Phelps. En este
contexto, es necesario puntualizar que, en su forma original, tal como se
recordard de las secciones precedentes, el modelo de Streeter-Phelps supone
que el consumo o eliminacidon del oxigeno disuelto en las corrientes
superficiales es causado sélo por la degradacion de la materia orgdnica
medido como DBO, y que la Unica fuente de recuperacion de oxigeno es a

fravés de la reaireacion desde la atmodsfera.

Desde un enfoque mds amplio se sabe que, por un lado, ademds de la
reaireacion, existe ofra fuente de OD para las corrientes, denominada
fotosintesis (de plantas acudticas), proceso realizado principalmente por las
algas u otro perifitdn, aunque también puede ser realizado por organismos del
fitoplancton, tal como las cianobacterias o algas verdiazules. Por otra parte,
los sumideros del OD pueden incluir también (a) la respiracion de plantas
acudticas, (b) la DBO distribuida o difusa, que proviene de fuentes no

puntuales de contaminacion, y (c) la demanda bentdnica de oxigeno (SOD,
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por sus siglas en inglés), la cual consiste en la oxidacion de la materia orgdnica sedimentada en el fondo de los
cuerpos de agua, proceso que puede verificarse principalmente en condiciones anaerobias dentro del manto de
lodos, pero también puede ser aerobio cuando se produce en la parte superior de los depdsitos bentdnicos que

estdn en contacto con la columna de agua.

Con base en lo anterior, el modelo de Streeter-Phelps convencional se puede ampliar hasta configurar una forma
denominada modelo total o modificado de Streeter-Phelps (Thomann y Mueller, 1987), cuya expresion para el déficit
de OD es

—kax kyL —krx —kax R—P+S k k;S —krx —kax
by = 0y (75 o (R0 ) [P - 7 4 B Sy oy 4 g oy RS [t e e
ka - kr ka krka kr(ka - kr) [3 21 7]
Modelo convencional Respiraciéon/fotosintesis/SOD DBO distribuida )

donde, R y P son las tasas volumétricas de respiracion y fotosintesis de las plantas acudticas, respectivamente, y
expresadas generalmente en g/m3d, aunque sus unidades pueden ser cualesquiera coherentes con su expresion
dimensional ML3T1; Sy es la tasa volumétrica de consumo bentdonico de oxigeno (ML3T1) y su valor puede ser
corregido por efecto de la temperatura utilizando una expresion similar a las empleadas en la correccion de las

constantes cinéticas del modelo de Streeter-Phelps, pero con un valor del coeficiente 6 igual a 1,065.

No obstante, el término Sy de la ecuacion [3.217] se calcula de la siguiente forma:

s, =2b Ec. [3.218]
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donde, S, es la demanda superficial bentdnica de oxigeno disuelto (ML2T1), cuyos valores tipicos pueden variar de
1,5 a 4 g/m3d en lodos de aguas residuales municipales; y h es la profundidad promedio de la corriente.

En el componente de la DBO distribuida, el término S, representa la tasa a la que la DBO es ejercida desde una

fuente distribuida (ML3T1).
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Problemas propuestos

3.1 Una serie de muestras de agua tomada en un rio contaminado se llevaron al laboratorio
para medir su DBOs; el valor promedio resultante fue de 240 mg/I. Ademds, se determind en
el laboratorio que la constante de desoxigenacion tiene un valor de 0,20 d-'. (a) Calcule el
valor de la DBO Ultima, (b) trace las curvas que representen la variacién de la DBO remanente
y ejercida hasta 21 dias, y (c) squé podria concluirse si la constante de reaccidén fuese mayor
(0,30 d') o si fuese menor (0,10 d-1)2

3.2 Resolver el problema 3.1 suponiendo que la DBO se degrada de acuerdo con una cinética
de segundo orden y que la constante de reaccién se expresa ahora como 0,20 I/mg.d. Nota:
utilice el modelo de Young y Clark (1965).

3.3 Suponer que en las muestras de agua del problema 3.1 se ha medido también la presencia
de nitrégeno, obteniéndose concentraciones de nitrégeno orgdnico y amoniacal de 30 mg/I
y 50 mg/|, respectivamente. Si la constante de oxidacion por nitrificacién tiene un valor de 0,
15 d1, determine (a) la DBON Ultima y (b) la DBO total diaria hasta los 21 dias; (c) trace las
curvas resultantes de la DBOC, DBON y DBO total.

3.4 En un andlisis de laboratorio se midié la DBO ejercida por los microorganismos en una
muestra de agua, durante siete dias consecutivos. Determine ki y Lo mediante (a) el método
de Thomas, (b) el método de la pendiente y (c) el método de la diferencia logaritmica, si los
resultados obtenidos fueron los que se muestran en la siguiente tabla:

t(d) 1 2 3 4 5 6 7
DBOs 56 74 88 96 102 107 11
(mg/l)

3.4 Para la situacion de contaminacién puntual de una corriente superficial descrita en el
diagrama, apligue el modelo de Streeter-Phelps y grafique el perfil del oxigeno disuelto (curva
sag) y de la DBO:

0=0,55m’/s
Descarga 0=0.25m’s OD =4,0 mg/l
puntual, OD =0 mg/l DBOs = 8,0 mg/I
L=250 mg/l T=30,0°C _~
Aguas T=33,0°C Arroyo
arriba tributario

v=0,45m/s v=0,70 m/s
0=245m/s h=30m h=2,0m v=10,60 m/s
OD =10 mg/ ka=0,54d" (20°C) ka= 0,44 d" (20°C) h=10m =
L=17,0mg/l k=2 ka kr=2 ka ka=0,221d"(20°C)
T=25,0°C k=2 ka

0 km 6 km 12 km 18 km

3.5 Para la situacién de contaminacién de una corriente superficial por dos fuentes puntuales
de contaminacién descrita en el diagrama, y el aporte de oxigeno por un arroyo tributario,
aplique el modelo de Streeter-Phelps y grafique el perfil del oxigeno:

0=0,87m%s .
Descarga  0=0,17m%/s OD = 9,00 mg/l 0=0,12m’/s
puntual OD =0 mg/l DBOs = 3,0 mg/l OD =0 mg/l
DBOs =320 mg/l T=29,0°C DBO;s = 82,0 mg/l
T=30,0°C Arroyo ki =0,15 d" (20°C) T=300°C _
fi=0,45 &' (20°C) tributarig ki=0.35 d" (20°C)
Aguas ’
arriba
0=4.25m%s v=0,55m/s v=0,25m/s
OD =17,50 mg/1 h=25m h=15m | v=0,15m/s
DBOs=5,5 mg/l ka=0,30 d! (20°C) ka=0,30d" (20°C) h=2,0m : )
T'=24,5°C vs= 0,25 m/d vs= 0,25 m/d ka=10,30d" (20°C)
ki =020 d’ (2OOC) _/\ﬂd/'
\-/\

0 km 20 km 30 km 50 km
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3.6 La mezcla de un flujo de aguas residuales y la corriente de un rio producen una DBO Ultima
de 29,20 mg/l, una concentracién de OD igual a 7,45 mg/l, y una temperatura de 20,90°C.
Ademds, se ha determinado que la velocidad media de la corriente es de 5 cm/s, y que las
constantes de reaireacion y desoxigenacion tiene valores correspondientes de 0,25 d-1, 0,30
d-'. Suponiendo que k: tiene un valor triple al de ka corregida, determine (a) la distancia critica,
(b) el tiempo critico, (c) el déficit critico, (d) el OD minimo, y (e) la forma de la curva sag.

3.7 Después de la mezcla con una descarga de aguas residuales industriales, la corriente de
un rio presenta una DBO de 35 mg/Il, una velocidad de 8 cm/s y una temperatura de 26,5°C.
Si las constantes de desoxigenacién y reaireacion tienen un valor de 0,24 d' y 0,18 d,
respectivamente, pero la sedimentacién es despreciable, determine (a) la concentracién
minima de OD en la corriente y (b) la concentracién de OD que se debid producir en el punto
de mezcla para que ocurra el valor minimo determinado en el literal a.

3.8 Un sistema de alcantarillado descargas las aguas servidas andxicas de una ciudad arazén
de 1501/s con una concentracion de DBO de 400 mg/l y una temperatura promedio de 35°C,
en un rio, que aguas arriba de la descarga, fluye con un cuyo caudal promedio de 4,5 m3/s,
y presenta valores medios de DBO, OD y temperatura iguales a 6 mg/l, 8 mg/l y 25°C,
respectivamente. Por ofro lado, se ha estimado que la DBO se elimina de la corriente de
acuerdo con una constante de desoxigenacion medida en el rio igual a 0,27 d-' (20°C), pero
que el efecto de la sedimentacion de la materia orgdnica es despreciable, mientras que la
reaireaciéon se produce a una tasa de 0,18 d-' (20°C). (a) Aplique el modelo de Streeter-Phelps
y verifique si se presentan condiciones anaerdbicas; (b) si existe un tramo anaerobio,
determine su longitud y corrija la forma de la curva sag.

3.9 Sila solucion para eliminar la zona anaerobia en el rio producida en el problema 3.8 por la
descarga de aguas servidas a través del alcantarillado es la construccion y operacion de una
planta de tratamiento de aguas residuales para disminuir el impacto de la carga orgdnica en
los niveles de oxigeno disuelto, determine (a) la concentracion de la DBO Ultima que deberia
haber en el efluente tfratado para que no se forme ningUun tramo anaerobio, y (b) la
concentracién de DBO Ultima que deberia producir el fratamiento en la Planta para cumplir
con el estdndar ambiental de una concentracion de OD mdaxima permisible de 5 mg/I en el
rio.

3.10 Una industria procesadora de carnes genera un flujo volumétrico de 90 I/s de aguas
residuales con una temperatura de 30°C, una concentracién de oxigeno disuelto de 2,00 mg/I
y un contenido de nitrégeno orgdnico y de amonio igual a 40 mg/ly 50 mg/, respectivamente.
La corriente receptora, antes de la descarga, se caracteriza por valores promedio de caudal,
velocidad, profundidad, oxigeno disuelto y temperatura de 1,10 m3/s, 0,08 m/s, 0,75 m, 6,5
mg/l y 25°C, en ese orden; ademds, su contenido de compuestos de nitrégeno se reparte en
4,0 mg/! de nitrégeno orgdnico y 6,0 mg/l de amonio. Ademds, se ha estimado que el valor
de las constantes cinéticas correspondientes al modelo de nitrificacion por especies es ko =
0,35d1, km=0,25d'y ki=0,45 d-'. Con base en esta informacidn, determine (a) el perfil de OD
o curvasag producida por el proceso de nitrificacion; (b) la concentracidon minima de oxigeno
disuelto que se producird en elrio, y (c) trace las curvas de concentraciéon de las cuatro formas
de nitrégeno en funcién de la distancia aguas debajo de la mezcla.

3.11 Si se utilizara el método del modelo DBON con una constante de nitrificacién igual a 0,30
d' a 20°C, squé resultados se obtendria en la evaluacion del impacto de la descarga de la
industria de carnes del problema 3.10 en la calidad de la corriente receptora?
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