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Prefacio

La matematica es una ciencia esencialmente relacional, estudia las
relaciones entre objetos matemaéticos, pero al mismo tiempo es
sistematica, es decir tiene organizacion en el sentido de tener forma y
estructura y regirse por leyes, es una ciencia formal, razén por la cual
la validacién de sus principios implica su demostracion; su estudio,
por tanto, contribuye al desarrollo del pensamiento formal en cada

uno de los estudiantes en su etapa de formacion.

El célculo proporciona a ingenieros y tecnologos conocimientos
necesarios para operar y aplicar funciones matematicas con variable
real en el planteamiento y solucion de situaciones practicas que llegan
a presentarse en su ejercicio profesional. La diferenciacién, se
considera un eje fundamental para el planteamiento y desarrollo de
conceptos que permiten entender y asimilar conocimientos de casi
todas las areas de la ingenieria y la tecnologia aplicada, especialmente
la fisica, para finalmente abordar tematicas generales del saber

especifico en el campo profesional.

El dominio de célculo infinitesimal también permite que el estudiante

empiece a relacional y dar explicacion a ciertos fendmenos que



acontecen a su alrededor como la velocidad de un vehiculo, razon de
cambio, esbozar graficas de ciertas funciones que permiten predecir el
comportamiento de algin fendémeno como el crecimiento o
decrecimiento poblacional, entre otras aplicaciones de gran utilidad en

el desempeno profesional.

Ademas, permite adquirir las destrezas necesarias para continuar la
preparacion de los estudiantes en otras asignaturas relacionadas con
el dominio matematico que permitiran plantear modelos matematicos
que permitan el estudio de comportamiento de casos de estudio de
conformidad a cada una de las profesiones de interés para plantear las

soluciones con sus posibles consecuencias.

Los Autores



Introduccion

El libro Introduccion al calculo Diferencial esta desarrollado para ser
empleado en el curso inicial del cédlculo infinitesimal destinado a
estudiantes que empiezan sus estudios de tercer nivel en el area de las
ingenierias y profesiones que requieran del calculo en su etapa de
formacion profesional. El objetivo de este texto es conseguir que el
alumno/a domine el calculo diferencial, herramienta basica en todas
las ramas de la ciencia y la tecnologia, fortaleciendo el dominio de las
matematicas que es requisito en cada una de las carreras de formacion
profesional con mayor énfasis en las ingenierias como son: eléctrica,
mecanica, telematica, industrial, agroindustrias, entre otras que
ofertan las instituciones de educacion superior del pais como la
Universidad Técnica Estatal de Quevedo a través de la Facultad de

Ciencia de la Ingenieria.

Sin abandonar el rigor formal en la exposicion, se ha procurado hacer
asequible cada tema mediante ejemplos practicos empleado un gran
numero de ejercicios resueltos y dejando otros propuestos para
cumplir con el proceso de aprendizaje en un intento de que los

estudiantes rompan con su rol habitual de espectadores-oyentes,



cumplidores de actividades mecanicistas, y consigan una dindmica

nueva de trabajo.

Para el estudio del contenido de este texto no se presupone ningin
conocimiento previo de calculo, motivo por el cual se empieza con
analisis de los axiomas de campo y orden haciéndolo asequible a todos
los alumnos/as desde el primer momento. Es decir, un estudiante con
interés puede seguir las explicaciones con facilidad. Se han incluido las
demostraciones basicas de aquellos resultados considerados
formativos y que desarrollan la capacidad de razonamiento légico y de

analisis critico.

Los ejercicios resueltos en este libro como los resueltos en las aulas de
clase junto a los alumnos podran ser validados a través de
herramientas informaticas como lo es “MATLAB” o “Wolfram
Mathematica”, que poseen herramientas intuitivas para la solucion y
validacion de problemas relacionados con el céalculo, ademas cada
seccion finaliza con una lista de ejercicios propuesto que ayudara a
cimentar los conocimientos adquiridos, ademas servira como
instrumento de evaluacion del proceso de aprendizaje de cada

capitulo.



Capitulo 1. Funciones reales

Las matematicas forman parte de nuestra vida cotidiana, motivo por
el cual existe un campo amplio de aplicaciéon siendo uno de este la
creacion de modelos matematico que permitan satisfacer la necesidad
de comprender, analizar e interpretar fenomenos que suceden en
nuestro entorno. Antes de dar inicio al calculo diferencial, se hara un
analisis de las funciones reales empezando por el conjunto de los
numeros reales en los que se estudiaran los axiomas de campo y de
orden, propiedades del valor absoluto, intervalos, las desigualdades o

también llamadas inecuaciones y el algebra de funciones.

1.1.Conjunto de nameros reales

Una de las herramientas de las matematicas es el calculo y esta basa su
estudio en dominio del conjunto de los ntimeros reales, motivo por el
cual de relevancia empezar analizando axiomas y propiedades de los
numeros reales, empezando por el conjunto de los ntimeros mas
sencillos, los cuales permiten contar personas, animales, cosas, etc. y

son los nimeros naturales representado por N y definido por:

N={1;2;3;4;5;....}



Si a este conjunto de los nimeros reales le incorporamos los numero
negativos y el cero, obtenemos en conjunto de los nimeros enteros

representados por Z y definido por:

Z ={.;-2,-1,0;1;2;....}

Para ciertas magnitudes como longitud, peso, velocidad, entre otras el
conjunto de los nimeros enteros no es suficiente para expresar su
precision y es necesario el uso del conjunto de los niimeros racionales

representado por Q y definido por:

1 1 1 4
;0;_11)

Q={.....—2,—1,—E,—§ 3 §,2,}

Considerando la gran cantidad de posibilidades que presentan el
conjunto de los nimeros racionales, los antiguos griegos alrededor del
siglo V a. C. demostraron que no son suficientes y dieron paso al
conjunto de los nimeros irracionales, representados por I y definido

por:

I={....;\/§;\/§;n; ...... }

Considerando la unién de los conjuntos de los niimeros racionales e

irracionales con sus negativos e incluyendo el cero, como lo indica la



figura 1 se conoce como el conjunto de los nimeros reales,

representados por R, definido por:

R={..;—-1;0;V2;V3;2;3;m; ...}

Figura 1: Conjunto Numérico

La Recta de los Reales. Es una representaciéon de un conjunto de
puntos sobre una linea recta en el que se representa el cero en el centro
de la recta llamada origen, a lado derecho los nimeros positivos y en
el lado izquierdo los nimeros negativos, como lo ilustra la figura 2, y
en ambos extremos se incluyen fechas que indican que se extiende

hasta el infinito positivo e infinito negativo.



) | 1

A 4

Figura 2: Recta de los Reales
1.2. Axiomas
Los axiomas son considerados un principio légico sobre el que se
construye una teoria, y podemos tener axiomas de identidad, de campo

y de orden como los descritos a continuacion:
1.2.1. Axiomas de identidad
vVx,y,z € R
Dicha expresion matematica se lee para todo x, y, z que pertenece al

conjunto de los nimeros reales, se tiene los siguientes axiomas de

identidad:

> Reflexivo: x=x
» Simétrico: six=y,->y=x

» Transitivo: six =y,ademidsy =z,-x =z

1.2.1.1.Axiomas de campo para la suma

» Clausurativo: Vx,yeR,»x+yeR
» Asociativo: Vx,y,zeR->x+y)+z=x+y+2)

» Conmutativo: VX, yeER, > x+y=y+x



> Existencia del neutro aditivo: (3aeR)—>x+a=a+x=x,
por lo tanto, a = 0
> Existencia del inverso aditivo: (VxeR)(FaeR)—>x+y=

y +x = a, porlo tanto,a=0

1.2.1.2. Axiomas de campo para el producto

» Clausurativo: Vx,yeR,»x*yeR

» Asociativo: Vx,y,z e R - (xxy)*z=xx*(y*2z2)

» Conmutativo: VX,yER, > x*xy=y*x

> Existencia del neutro multiplicativo: (3a€eR) > x*xa =a*
x = x, por lo tanto,a =1

» Existencia del inverso multiplicativo: (V x € R\{0})(3 a€e R) -
x*y =7y *x = a,porlotanto, a = 1y x pertenece al conjunto de

los reales excluido el cero.

La propiedad distributiva permite relacionar la suma con el producto,

por lo tanto

Vx,y,Z e Rox*x(y+z)=x*xy+x*z

Vx,9,Z€e R>(x+y)xsz=x%xz+y*z



1.2.1.3. Propiedades de campo

» Leyconmutativa: x+y=y+x; X*Y=Y*X
2+3 = 3+2; (2)(3)=(3)(2)
5=5; 6=6

» Leyasociativa: x + (y +2) = (x +y) + z;

(x*xy)+z=xx(y*2)

2 + (3 +5) = (2+3)+5; 2%3)5=2(3%5)
2+8=5+5 6 *5=2%15
10 = 10 30 = 30

» Leydistributiva: x*x(y+z)=xxy+x%*z

2(3 +5) = 2%3 + 2%5

2¥8 =6+10

16 = 16
» Elementos neutros: x + 0 = x; xx(1)=x
2+0=2 2%1=2

> Inversos: x+ (—x) = 0; xx(xH=1



2 + (-2)=0 2 (21)=2(1/2)=1

1.2.2. Axiomas de orden

Los axiomas de orden son importantes porque permiten identificar
numeros positivos y negativos, y estos son considerados un
subconjunto del conjunto de los nimeros reales, estos son denotados

por R* y R~ que satisfacen los siguientes axiomas:

> (Vx,yeR") > (x+y€eR" A (x xy € R")
» (Vx € R"), para todo x que pertenece al conjunto de los reales
positivos, solo puede cumplir una de las siguientes condiciones:
% x €eR*
% —x €R*

o x=0

A partir de ahora el lector esta en la capacidad de determinar cudndo
un nimero es mayor o menor que otro, para esto, sean x,y dos
numeros que pertenecen al conjunto de los numeros reales. Un
ntimero real x es menor que y, se notara x < y, en consecuencia (x —

y € RY).

Si un ntimero real y es mayor que x, se notay > x



Ademes, existen cuatro simbolos que permiten establecer la relacion

que existen entre niimeros, y estos son:

» <, el cual se lee, menor que
» >, el cual se lee, mayor que
» <, el cual se lee, menor o igual que

» >, el cual se lee, mayor o igual que

Teorema. Un teorema es un enunciado que debe ser verdadero o
falso (pero no pueden ser ambos), que tienen que deducirse
logicamente de las definiciones, de los axiomas o de otros teoremas. A

este proceso se la llama demostracién.

Teorema: Sea x, un namero que pertenece al conjunto de los

numeros reales cumple:

» x> 0, siy solo six es un numero positivo
» x < 0,siysolo six es un numero negativo
» x>0,siysolosi—x <0

» x<0,siysolosi—x >0

Teorema: Sea x,y, z, w, nGmeros que pertenecen al conjunto de los

numeros reales, se cumple:

10



» Six<y)AN(y<z)-»x<z

» Si(x<y)-x+z<y+z

» Six<y)AN(z<w)-x+z<y+w
» Six<y)Nz>0)->x*xz<y*z

» Si(x<y)Nz<0)->x*z2>y*z

» Si0<x<yY)ANO0<z<w)Do<x*xz<y*w

Teorema: Sea x,y, z, w, nGmeros que pertenecen al conjunto de los

numeros reales, se cumple:

» Six>y)AN@y>z)-»x>z

» Si(x>y)>x+z>y+z

» Six>y)AN(z>w)-»x+z>y+w
» Si(x>y)Nz>0)>x*xz2>y%*z

» Si(x>y)Nz<0)->x*xz2<y*z

» Si(x>y>0)NANz>w>0)->x*xz>y*xw>0

1.2.2.1. Propiedades de los axiomas de orden

Tricotomia:

x<y xX=y x>y

2<5 2=5 2>5

11



Transitividad:

x<y A y<z - x<z
2<5 A 5<9 - 2<9
Aditiva:
x<y o x+z<y+z
2<5 © 2+3<5+3
5 < 8
Multiplicativa:
x<y A z>0 - X+*Z<Yy*Z
2<5 A 8>0 - 2*8< 5*8
16 < 40
x<y A z<0 - X*Z>Y*2Z
2<5 A -8<o - 2(-8) > 5(-8)

-16 > -40
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1.3. Valor absoluto

El valor absoluto es considerado como la distancia que existe desde el
origen (el cero en la recta de los ntimeros reales) a cualquier otro
punto, ya sea hacia la izquierda o derecha. No existen distancias

negativas; se denota mediante |x| y se define como:

Vx € R),|x| =0

Teorema: Para todo x, que pertenece al conjunto de los nimeros

reales, se cumple:

» |x|=0,siysolosix =0
> |x|? = x?
> Vx2 = |x|

» —lx| < x < |x|

Teorema: Para todo a,x,b, que pertenecen al conjunto de los

numeros reales, donde b > 0, se cumple:

> |x| <b, siysolosi—-b<x<bh
» |x—a|<b, siysolosi—-b<x—a<bh

> |x| =b, siysolosi x<-b, o x=h

13



Propiedades del valor absoluto.

e |ab| = |a| *|b] * |a/b| =1al/|D]|
DD =12+ =3|=2+3=6 | —4/2| = —4l/I12] = 4/2 =2
e la+b[< a]+]b]| e [a—=b[ > [la] — |b]|
| =3+2] < |=3]+][2] 12 =3[ > [12] = 3]

1.4. Ecuaciones

Dentro del area de las matemaéticas al termino ecuaciones hace
referencia a la relacion de dos expresiones algebraicas, y la relacion
esta dada por el singo de igualdad “=", y a esas expresiones se las llama
miembros de la ecuaciéon, ademas las expresiones algebraicas tendran
numeros e incognitas relacionadas entre si por operaciones

matematicas.

1.5. Intervalos

Los intervalos son subconjunto de los nimeros reales, empleados en
matematicas para identificar un conjunto de valores que puede tomar

una determinada variable de una ecuacién o representar dominio o
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recorridos de funciones reales los cuales representa los valores que
puede tomar la o las variables independientes de una funcion y los
valores que pueda tomar la variable dependiente de la funcién. Los
Intervalos pueden ser intervalos cerrados, intervalos abiertos o
intervalos semiabiertos que son representados como un segmento de

recta en la recta de los nameros reales

1.5.1. Intervalos cerrados

Los Intervalos cerrados son aquellos conjuntos en los cuales incluyen
sus valores extremos y son representados por los niimeros extremos
entre corchetes y de forma geométrica se incluyen dos pequenos

circulos rellenos para indicar que son intervalos cerrados.

—5<x<10

[—5,10]

I
N
o
o
-—h
o
—
wn

Figura 3: Intervalo Cerrado
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1.5.2. Intervalos abiertos

Los Intervalos cerrados son aquellos conjuntos en los cuales incluyen
sus valores extremos y son representados por los niimeros extremos
entre corchetes invertidos o entre paréntesis y de forma geométrica se
incluyen dos pequefios circulos sin relleno para indicar que son

intervalos cerrados.

—-5<x<10

(—5,10)

]-5,10[

=5 0 5 10 15

Figura 4: Intervalo Cerrado

1.5.3. Intervalos semiabiertos

Los Intervalos cerrados son aquellos conjuntos en los cuales incluyen
uno de sus dos valores extremos representados por un corchete y del

extremo que es considerado con el corchete invertido o un paréntesis

—5<x<10

(—5,10]

16



-5<x<10 [—5,10[

[-5,10)

-5 0 5 10

Figura 5: Intervalos Semiabiertos

1.6. Desigualdades

Desigualdad: Es una expresion que indica que una cantidad es

mayor o menor que otra.

Inecuacion: Es una desigualdad en la que hay una o mas cantidades
desconocidas (incognitas) y que so6lo se verifica para determinados
valores de las incognitas. Las inecuaciones también se llaman

Desigualdades Condicionales.

Ejemplo: La desigualdad 2x - 3 > x + 5 es una inecuacion porque

tiene la incognita x.

Es condicional, porque es cierta para cualquier valor de x mayor que

8, pero es falsa si x es menor o igual que 8.

Propiedades fundamentales:

e Sia>b y b > c entonces a > c

17



e Sia > bentonces a+c >b+c ya—c >b—c

e Sia>b y c>0entonces a*xc > bx*c y a?>

als

b
c

e Sia>by c < 0 entonces ax*c <b*cya:<

Inecuaciones simultaneas. Son inecuaciones que tienen

soluciones comunes.

Ejemplo: ¢Para qué valores de x se verifican simultaneamente las

inecuaciones 10x — 15 < 0 y 5x > 3?

Resolviendo las inecuaciones, la primera se cumple parax < 3/2,yla
segunda, para x > (3/5); por consiguiente, los valores mayores que
3/5 y menores que 3/2, verifican simultdneamente ambas

inecuaciones.
Este resultado se escribe asi: 3/5 < x < 3/2

Ejemplo: Para qué valores de x se verifican la inecuacion: 6x - 10 >

3x + 5
Pasamos los términos semejantes de un lado: 6x- 3x > 5 + 10

Reduciendo términos queda: 3x > 15

18



Despejando x: x > 15/3

Haciendo la divisién obtenemos: x > 5

o
<

v

Figura 6: Intervalo de solucion
El intervalo de solucién es (5, ), que también se lo puede escribir
como: |5, oo
Ejemplo: Resolver la desigualdad x> —5x-6 > 0
SOLUCION: Se factoriza el trinomio (x - 6)(x + 1) > 0

Se buscan los valores que hacen cero el producto. En este caso son 6 y

-1, con estos valores se determinan los intervalos:

(= o,—-1),(—1,6),(6,0)

Después se comprueba, sustituyendo un valor de cada intervalo en los
factores, para determinar los signos de estos. Posteriormente se aplica
la ley de los signos para el producto tomando como solucién el

intervalo o los intervalos que cumplen con la desigualdad.

a) Paraelintervalo (— o, —1)
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Se toma, por ejemplo, el valor de x = -4 y se sustituye en cada

factor.

(-4—-6)(—4+1) = (—10)(—3) = 30, paralo cual el producto

es positivo
b) Para el intervalo (—1, 6)
Se toma un valor como el de x = 0y se sustituye en los factores
(0—-6)(0+1) = (—6)(1) = —6, el producto es negativo
c) Para el intervalo (6, ©)
Se toma el valor de x, como x = 7y se sustituye en cada factor

(7—-6)(7+1) = (1)(8) = 8, para lo cual el producto es

positivo

Los intervalos soluciéon son aquellos en los cuales el producto es

positivo, es decir, (— o, —1) U(6, )

Ejemplo: Resolver la desigualdad ﬁ <0
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Soluciéon: El numerador es positivo, entonces para que la
desigualdad sea negativa (menor que cero) el denominador debe ser

negativo, es decir: 3x - 6 < 0

Despejando x queda x < 6/3 conlo cual se obtiene que x < 2, por

lo tanto, el intervalo de solucién es (—o, 2) .

Ejemplo: Resolver la desigualdad 1 < %

{ 2x <0
1—x"
1—3x<0
1—x —
{1—3xS0 x2§
{1—3x20 xs§

el

Ejemplo: Resolver la desigualdad 3x% — 7x + 14 > 10
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3x2 —7x+14—-10>0

3x2—-3x—4x+4>0

3x(x—1)—4(x—1)=0

(x—1x(Bx—4)=0

{x—120 xZ}‘
3x—4>0 xZ;
{x—1so xs}‘
3x—4<0 xS;

% € J—00,1] U E,+oo)[

1 >—1

Ejemplo: Resolver la desigualdad —— > —

>
18—-2x 3x+6

1 N 1 >0
18—-2x 3x+6

3X+6+18-2X -
(18 =2X)X(3X +6) —
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X+ 24 -0
(18 = 2X)X(3X +6) —

{ X+24>0
(18 —2x)x(3x+6) >0

{ x+24<0
(18 -2x)x(3x+6) <0

>_
{x— 24 e (=29)

x € (—2,9)

x < —24
{x € (—o0,—2) U (9, +x)

X € (—oo, —24]

X € |—00,—24] U ]-2,9]

. 1
Ejemplo: Resolver < 13

Solucion: Se agrupan los términos en un solo miembro de la

desigualdad y se realiza la operacion indicada, obteniendo asi: 0

i<0

x—2

Sumando las fracciones tenemos:
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3(x —2)—-1(2x+3) 3x —6—2x—3) 0 x—=9
2x13)x-2) T x 3yx-2 ST 2 3 -2

<0

Se determinan los intervalos para analizar la desigualdad, de la
siguiente manera: El denominador debe ser diferente de cero por tanto
x # —3/2 yx # 2. Luego, el numerador se hace cero cuando x =

9, entonces los posibles intervalos solucion son:

(_ 0, _3/2)' (_3/2' 2)' (2'9)' (9' Oo)

Cuando se presentan varios intervalos es util la metodologia que se
muestra en la siguiente tabla, es una de las formas de poder resolver
una inecuaciéon por medio de los signos entre los intervalos que se
sacan, tomando valores entre los intervalos y verificando qué signos
son los que quedan cuando se aplican en las ecuaciones que se

obtienen al factorizar.

Tabla 1: posibles intervalos de solucién

Intervalo (—o,—=3  (-3/2,2) (2,9) (9, o0)
x—9 - - - +
2x + 3 - + + +
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X — 2 -

x—9
(2x+3)(x—2)

Como la condicién de la desigualdad es los menores a cero, por lo

tanto, la solucion de la desigualdad es (—o0, —3/2) U (2,9)

El valor absoluto de un nimero real x denotado por |x| se define por:

xsix > 0
x| ={—xsix < 0
Osix =0

Ejemplo:
15 = 5
=71 = =7 =7

| = 1/91=-(=1/9) = 1/9

1098 | = 0.98
|0] = 0

Si x esun numero realy a > 0, entonces:
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a) x| <a © —a<x<a
b) x| >a & x>a 6 x < —a
Otra forma de ver el valor absoluto
a) x| <aeo —a<s<x<a

b) |x]| Z2a e x=>ao0x < —a

Ejemplo: Resolver |x| = 7

Por la definicién de valor absoluto, tenemos: x = 7 o x = —7

Ejemplo: Resolver |2x + 8| = 5

2x +8=5 0 2x + 8 = =5
2x = 5-8 0 2x = —8-5
2x = —3 0 2x = —13
x =-3/2 0 x = —=13/2
Ejemplo: Resolver |[x — 1| = =5
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Como el valor absoluto nunca es negativo, esta ecuacion no

tiene solucion.

Ejemplo: Resolver [3x+ 15| > 10

3x+15>10,3x+15=>0

—(3x+15)>103x + 15 < 0

e[ > +0)
- — [ole)
X 3
e< 25]
_w__
X , 3

Ejemplo: Resolver 10 < |x + 5|

|x + 5| > 10
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x+5>10,x+5=0

—(x+5)>10,x+5<0

x>5x>=>-5

x < —15,x < =5

x € (5, +)

x € (—oo0, —15)

x € (—oo0,—15) U (5, +0)

Ejemplo: Resolver |[2x+ 3| < 10|x|

|2x + 3] — 10x|x| < 0

2x+3—-10x<02x+3=20,x=0

—(2x+3)—10x<02x+3=>0,x=>0

2x+3—-10x(—x) < 02x+3=>0,x<0

—2x+3)—10x(—x) < 02x+3<0,x<0
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x>—,x=2—=,x=20

N w

> 1 < 3 >0
X 4,x Z,x_

< 1 > 3 <0
X 4,x_ 2,x

<3 < 3 <0
X 8,x 2,x

x>§,x€[0,+00) xE(Z,+°°>

x>—i,x€(2) XEQP

x<§,xe<—00,—§> X € (=00, —=)
8 2
€ (—o0,— 1) U (2, +00)
—00, — — — 400
x Ty Vg

Ejemplo: Resolver |%| >1

x—1
x+1

>1,x+ -1
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x—1>1x—1>0
x+1" Tx+1"

x—1>1x—1<
x+1 "x+1

0

x<—1,x € (—o0,—1) U [1, +0)

x € (—1,0),x € (—1,1)

x € (—oo0, —1)

x € (—1,0)

x € (—oo0,—1) U (—1,0)

1.7. Ejercicios propuestos de desigualdades

Encontrar el conjunto de solucién que satisfagan las siguientes

desigualdades
1) 7x—=5>0 5)§>2
2) 4x2—-8x+4<1 _
) 6) =>x
1-x
3) x2—-2x>1
7) x —4 < 1_57x
4) 3x —-5< 2
*2 (x=7)(5-%)
8) ————=>0

(x=2)
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x“+2x+1 x+9 x+2
) —/——<x—4 20) ! |7|
10) < - = 21)—2 < x — 3 < 10
8—x 1-x

11) [x — 9| >3 22)5>2x+7>-10

12)|3 —2x| > 5 23)-9 < |x — 5| > 12

13)|x2—x—6| =6 24)5 > |x — 5| > —12

14) |25 — 9x2| = 65 25)—12 < |-x+12| > 1

26)4 > |-x — 5| > —14

15) ﬁ > 2

27)0 < g <10
16) Z%X <3

28) —4>22> —10
17) S <2

29)-2 < | ==2| < 10

2—X 2

18)[ 53] > |5 B

30) 0>-——>-8
1 ) 7 > |i +ax
o 3—-x 1-x

1.8. Algebra de funciones

El estudio de las funciones y sus graficas ha sido de gran interés por la
humanidad y se conoce que Descartes y Fermat estudiaron en
profundidad las curvas y sus ecuaciones, y lograron despertar el
interés de muchos matematicos a lo largo del siglo XVII realizaran
estudio hasta los estudios realizados por Newton y Leibniz que

proporcionaron técnicas que permitian estudiar con las mismas
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herramientas los problemas de fisica y geometria. El calculo
diferencial e integral lograron un destacado desarrollo de las
matematicas con resultado que se publicaron durante los siglos XVIII

y XIX.

El nombre de “funcién” proviene del matematico Leibniz, y su estudio
sobre funciones fue estimulado por su interés geométrico de analizar,
matematicamente, los puntos de las curvas donde éstas alcanzan su
méaximo y su minimo valor y dar un método general para determinar
las rectas tangentes en estos puntos. Estos calculos se realizan
mediante el célculo de las funciones derivadas y forman parte

importante del calculo diferencial.

1.8.1. Definicion de funcidon:

Es un tipo de relacion (correspondencia) que existe entre dos
variables, con la condicién de que a cada valor de la variable
independiente (Dominio) le corresponde un sé6lo valor de la variable

dependiente (Rango).

Para construir una funcion es necesario tener dos conjuntos Dy Ry
una regla de correspondencia, como se ilustra en el siguiente

diagrama.
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Dominio  Regla de Rango
correspondencia

Elementos para poder definir
A una funcion

Figura 7: Definicién de Funcion

1.8.2. Caracteristicas de una funciéon

>

YV V Vv VY VYV

Dominio: Conjunto de valores que pueden asignarse a la
variable independiente para los cuales la funcién existe o esta
definida.

Rango: Conjunto de valores que puede tomar la variable
dependiente en una funcién.

Valores positivos y negativos:

({3

Ceros de la funcidn o interseccién con el eje “x
Interseccion con el eje “y”
Maximos y minimos.

Concavidad (Hacia arriba o hacia abajo)
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» Asintotas horizontales y verticales.

1.8.3. Clasificacion de una funcién

Figura 8: Clasificacion de Funciones

1.8.3.1. Funcioén algebraica.

Es aquella que puede expresarse como un numero finito de sumas,
diferencias, multiplos, cocientes y radicales que contienen x. Algunos

ejemplos son:

f(x)=Bx+2)+(5x-8)
g(x) =(x+2)-(x-6)
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h(x)=%;—j;
0=+ —4x+2)§ =¥ —ax+2
Ejemplo: Si f(x) = x* -1 f(=5).f(=V3), fB® y  f(6)
f(=5)=(-5)?—-1=24
f(—V3)=(—V/3)2-1=3-1=2
f3=0B)?-1=8
f(6) =(6)>—1=35

1.8.3.2. Funcion polinémica

Las funciones polinomicas o también llamadas polinomiales tienen la

siguiente notacion:

f(xX)=ax"+a, x"" +...+ax+a,

cona, #0,y con coeficientes reale de grado n,

Ejemplo: Si f(x) = 2x* + x ; f(=5),f <_ %), fy £

F(5) =2(=5)2+5=2(25) + 5 = 55
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(Y bre(3) =a) (4) -
F(2)=22)2+2=8+2=10
F(7) =2(7)2 +7 =105

1.8.3.3. Funcién racional

Es aquella que puede escribirse como el cociente de dos polinomios.

De modo especifico, una funcion es racional si tiene la forma:

fx)= %; donde qg(x) #0

Y p(x),q(x) son polinomios

3x

Ejemplo:  f(x) = fD, ), fDy /@

x2+1
o 3y =3
-1 = (12+1 2
_ 30 _o_
f(0) (0)2+1 Y

3(1) 3

1) = B

fF (H2+1 2
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3(v2)

Ejemplo:  f(x) = 2 FVDLFDF Oy FG)
=y 2 _
f=v2) = (Voy +2 iz V2
_ =1
fD= 7 =5
_ (0’ 0
f(O) - (0)3 _ 2 E 0
1
1 ? 2
fG) = = 1z
2 (%)3 5 15
Ejemplo: Encuentre el dominio de f(x) = xz(:i)
x(x—3)=0 10
x=3 5
x—3= 70 5 10
x—3+3=3
x=3
Figura 9: Grafica de flx)= (2x-5)/(x(x-3))
x=03
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Dominio

(—00,0) U (0,3) U (3,00)

*/x #0,3}

Ejemplo: Encuentre el dominiode f(x) = xzx_ 1

10 - 0 5 10

-0

x=1-1 Figura 10: Grdfica de f(x)=x/(x"2-1)
Dominio
(=0, -1) U (=1,1) U (1, )

*/x #1,-1}

1

Ejemplo: Encuentre el dominio de f(x) = ZTonras

x> —10x+25=0

x2—10x+5°=0
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2ab=2x*xx*—=5
2ab = —10x
Trinomio cuadrado perfecto:

a’ — 2ab + b? = (a — b)?

a=x b=5

(x—5)2=0

x—5=

x—5+5=5

x=5

Dominio

(=0,5) U (5,0)

{*/x # 5}

1.8.3.4. Funcién irracional

Figura 11: Grafica de f{x)=1/(x"2-10x+25)

Las funciones irracionales son aquellas cuya expresion matematica

f (x) presenta un radical de la forma: f(x) = }/g(x)
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Donde g(x), es una funcién polinémica o una funcién del tipo racional,
Ademas si n, es par el radical esta definido para g(x) > 0; dato que se
debe considerar para calcular el dominio de f(x) que contenga un
radical, es decir se debe imponer una condicion al conjunto de partida

del f(x)
Ejemplo:
Sif)=Va+l  SfEDSO, @y fO)
fCD=YED+1=0
fO =0 +1=1
fA=V®+1=2

f6) =JG)+1=,/(6)

Ejemplo:

Sif(x) =V2x+4 J(—%),f@), f@)y f(4)

40



Q) fipr-
(©)- Jr-s

f@ =20 +1=/012)=2J®3)

Ejemplo: Encuentre el dominio de f(x) = v4x —2

. . 1
Dominio: [E ; ©0)

Ejemplo: Encuentre el dominio de f(x) =+v15 — 5x

0>15-5x

5x > 15
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Dominio: [3; x)

1.8.3.5. Funcién trascendente

Son todas aquellas funciones que ademaés de contener las operaciones
aritméticas bésicas, contienen los operadores trigonométricos,

logaritmicos y exponenciales. Por ejemplo:

f(x)=2sen(x)+4
g(x)=In(x* +1)
h(x)=2""

1.8.3.6. Formas de representar a una funcion

En forma de enunciado: Por ejemplo: El area de un circulo es igual a

pi por su radio al cuadrado. Férmula o Ecuacion: A= 7%’

Tabla 2: Tabulacién de datos de una funcion

radio Area
I A
I2 A,
I3 A3
Ty Ay
I'n An
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Formas de representar a una funcion:

a) Grafica o geométrica:

20

15

Figura 12: Representaciéon Grafica de Funciones

b) En forma de conjunto:

Dominio Rango

Variable
Independiente

Figura 13: Representacién de Funciones en forma de
Conjuntos
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1.8.4. Funcion lineal

Puede ser considerada como caso particular de funcién polinomial, las
funciones lineales representan graficamente una recta, y son de la
forma f(x) = mx + b, donde m esla pendiente de larectay b es el valor

de la ordenada al origen o la interseccion con el eje “y”.

YYo=

Figura 14: Funcién Lineal

1.8.5. Funcion constante:

Este tipo de funciéon es un tipo de funcion lineal paralela al eje de las

X.

Figura 15: Funcion Constante
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1.8.6. Funcion cuadratica

Es un caso particular de funcién polinémica también conocidas como
funciones parabolicas, las funciones cuadraticas son aquellas cuya

caracteristica principal es que su grado maximo es 2 y son de la forma:

fx)=ax’ +bx+c

donde a,b,c son numeros reales con a # 0

sib=0 obien c=0,entonces la funcion esincompleta
y tiene la forma:

f(x)=ax’ +bx (funcién mixta)

f(x)=ax*+c (funcién pura)

1.8.7. Funcidén exponencial.

Las funciones exponenciales generalmente tienen la forma:

fGx) =a*

Doénde: a se le llama base y es una constante y x se le denomina
exponente y es una variable. La definicion de funcion exponencial

exige que la base sea siempre positiva y diferente de uno.

El dominio de la funcién exponencial esta formado por el conjunto de

los niimeros reales y su rango esta representado por el conjunto de los
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numeros positivos. Con base en esto observamos las siguientes

propiedades:

v La funcion existe para cualquier valor de x.

v" En todos los casos la funcién pasa por un punto fijo (0,1).

v Los valores de la funcion son siempre positivos para cualquier
valor de x.

v' La funcion siempre es creciente o decreciente (para cualquier
valor de x) dependiendo de los valores de la base “a”. La funcion
es creciente sia > 1,y es decrecientesi0 < a < 1

v El eje x es una asintota (hacia la izquierda si a > 1 y hacia la
derechasia <1

v' A continuacién, se presentan algunas graficas de funciones

exponenciales:
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® & 0 ¢
o

d 05"
4 ® o7
® 03"
® 01"

Figura 16: Funcién Exponencial

1.8.8. Funcion logaritmica.

La funcion logaritmo tiene la forma

y(x) = logg|x],

Donde a se llama base y es un ntimero real positivo distinto de uno. La
funcion logaritmo de base se define como la inversa de la funcion
exponencial, es decir; el logaritmo de base “a” de un niimero “x” es el
exponente al cual debe elevarse la base “a” para obtener el mismo

({2

numero “x”.

y =log,lx| ® a¥ =x
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Figura 17: Funcién Logaritmica

Propiedades de la funcion logaritmo para a > 1

v" Su dominio son todos los nameros reales positivos.
v Su rango son todos los niimeros reales

v" Son continuas y crecientes en todo su dominio.

v Su grafica siempre pasa por el punto (1,0) y (a, 1).
v El eje “y” es una asintota vertical

v La funcion es negativa para valores de “x” menores que 1

v La funcion es positiva para valores de “x” mayores que 1

Propiedades de la funcion logaritmo, para0 < a < 1

v Su dominio son todos los nimeros reales positivos.
v Su rango son todos los niimeros reales

v" Son continuas y decrecientes en todo su dominio.
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v Su grafica siempre pasa por el punto (1,0) y (a, 1).
v El eje “y” es una asintota vertical

({2

v La funcion es negativa para valores de “x” mayores que 1

[P

v La funcion es positiva para valores de “x” menores que 1

1.8.9. Operaciones de Funciones
1.8.9.1. Suma de funciones

Sean f y g dos funciones reales de variable real definidas en un mismo
intervalo. Se llama suma de ambas funciones, y se representa por f +

g, a la funcién definida por:

(f +9)8x) = f(x) + g(x)

1.8.9.2. Resta de funciones

Del mismo modo que se ha definido la suma de funciones, se define la
resta de dos funciones reales de variable real f y g, como la funcion.
Para que esto sea posible es necesario que f y g estén definidas en un

mismo intervalo.

(f —9)8x) = f(x) — g(x)
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1.8.9.3. Producto de funciones

Sean fy g dos funciones reales de variable real, y definidas en un
mismo intervalo. Se llama funcién producto de fy g a la funciéon

definida por

(f *9)8x) = f(x) x g(x)

1.8.9.4. Cociente de funciones

Dadas dos funciones reales de variable real, f y g, y definidas en un
mismo intervalo, se llama funcién cociente de f y g a la funciéon
definida por (La funcién f/g esta definida en todos los puntos en los

que la funcion g no se anula.)

foy_ TG
g(x)_g(x)

Ejemplo: Encuentre f(x), f(2a), f(a?),f(—5x),f(2a + 1) f(x + h)
fO = -2(0% +30
fQa) =-2(22) +3(28) = —2(4a?) +62

f(a?) = -2(2a*) +3(2a*) = 2(a?) + 3a® =a?(2a%*+3)
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f(=5x) = —=2(—5x?) +3(-5x) = —2(25x?) — 15«x

= —50x2? — 15x = x(—50x — 15)

f(2841) = =2 a?+1)? + 322+ 1)

= —2(4a*+4a*+1)+62+3

= —8a* —8a* +62+1

fx+h)==-2(x+h)*> + 3(x+h)
= —2(x%*+ 2xh + h®*) 4+ 3x + 3h

= —2x% —2h? —4xh+3h + 3x

1.8.10. Funciones trigonométricas

También llamada circular, es aquella que se define por la aplicacion de
una razon trigonométrica a los distintos valores de la variable
independiente, que ha de estar expresada en radianes. Existen seis
clases de funciones trigonométricas: seno y su inversa, la cosecante;
coseno y su inversa, la secante; y tangente y su inversa, la cotangente.
Para cada una de ellas pueden también definirse funciones circulares
inversas: arco seno, arco coseno, arco tangente, arco cotangente, arco

secante y arco cosecante.
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Tabla 3: Propiedades de las Funciones Trigonométricas

Funcion  Abreviatura Equivalencia en radianes
Seno sen sen(a) = 1 cos (E 3 a) _ cos(a)
~cesc(a) 2 ~ cot(a)
coseno cos cos(a) = 1 sen (E B a) _sen(a)
“sec(a) 2 ~ tan(a)
tangente tan 1 i sen(a)

t = = t —_— =

an(a) cot(a) co (2 a) cos(a)
cotangente cot cot(a) = 1 tan (E B a) _ cos(a)
" tan(a) 2 ~ sen(a)
secante sec sec(a) = 1 cse (E B a) _ tan(a)
"~ cos(a) 2 "~ sen(a)
Cosecante cse ese(a) = 1 sec (z B a) _ cot(a)
~sen(a) 2 "~ cos(a)

1.8.10.1. Funcién seno

Se denomina funcion seno, y se denota por f (x) = sen (x), a la
aplicacion de la razén trigonométrica seno a una variable
independiente x expresada en radianes. La funcién seno es periddica,
acotada y continua, y su dominio de definicion es el conjunto de todos

los numeros reales.
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Figura 18: Funcién f (x) = sen (x),

v

v

Dominio: R.

Recorrido: [—1, 1].

El periodo de la funcion seno es 2.

La funcién y = sen (x) es impar, ya que sen(—x) = —sen(x),
para todo x€ER.

La grafica de y = sen x intercepta al eje X en los puntos cuyas
abscisas son:x = (0 + mK) para todo nimero entero k.

El valor maximo de sen(x) es 1, y el minimo valor es —1. La
amplitud de la funcion y = sen(x) es 2.
Creciente...U(—r/2,m/2) U(3n/2,51/2) U...

Decreciente ... U(r/2,3n/2) U (51/2,7m/2) U...

Maximo (/2 + 2wk, 1) KEZ.

Minimo (37/2 + 2k, —1 KEZ.
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1.8.10.2. Funcién coseno,

Se denota por f (x) = cos (x), es la que resulta de aplicar la razéon
trigonométrica coseno a una variable independiente x expresada en
radianes. Esta funcion es periddica, acotada y continua, y existe para

todo el conjunto de los niimeros reales.

Figura 19: Funcién f (x) = cos (x),

v" Dominio: R.

v Recorrido: [—1,1].

v" Es una funcion perioddica, y su periodo es 27.

v' La funcién y = cos(x) es par, ya que cos(—x) = cos(x), para
todo X€ER.

v' La gréfica de y = cos(x) intercepta al eje X en los puntos cuyas
abscisas son x = (/2 + k).

v El valor maximo de cos(x) es 1, y el valor minimo valor es —1.

La amplitud de la funciéon y = cos(x) es 2.
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v Creciente...U(—m,0) U (w,2m) U...
v Decreciente...U(0,m) U (27, 3m) U...
v' Maximo (2nk,1) KEZ.

v" Minimo {n(2k + 1), -1} KEZ.

1.8.10.3. Funcion tangente

Se define funcion tangente de una variable numérica real a la que
resulta de aplicar la razon trigonométrica tangente a los distintos
valores de dicha variable. Esta funcién se expresa genéricamente
como f(x) = tan(x), siendo x la variable independiente

expresada en radianes.

Figura 20: Funcion f (x) = tan (x),
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v" Dominio:R — {(2k + 1)t /2,KEZ

v Recorrido: R

v' La funcién tangente es una funcion periddica, y su periodo es 7.

v Lafuncion y = tan(x) es una funcion impar, ya que tan(—x) =
—tan (x).

v' La gréfica de y = tan(x) intercepta al eje X en los puntos cuyas
abscisas son: x = km , para todo ntimero entero k.

v Creciente R.

v" No tiene maximos ni minimos

1.8.10.4. Funcién cotangente

Conocida también como funcion inversa de la tangente por ser

1
tan(x)

Cotg(x) =

v" Dominio R — {kn, KEZ}.

v Recorrido R.

v Continuidad: Continua en X€R — {rk, KEZ}.
v Periodo:m.

v Decreciente en: R.

v No tiene maximos ni minimos
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v Funcion Impar: cotg(—x) = —cotg(x).

v Intersecciones con el eje X = {m/2 + k}.

Figura 21:Funcion f (x) = cot (x),

1.8.10.5. Funcién secante

Conocida también como funci6én inversa de la funcion coseno por ser

1

cos(x)

sec(x) =

v" Dominio: R — {(2k + 1)/2,KEZ}.

v Recorrido: (— o0, —1] Unién [1, «).

v Periodo: 27.

v" Continuidad: Continua en XER — {(t/2 + Km)}.
v' Crecienteen:...U(0,7/2) U (n/2,m) U...

v Decreciente en: ... U(m,3n/2) U (3n/2,2) U...
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v' Maximos: (2rk,—1) KEZ.
v" Minimos: {r(k + 1,—1)}KEZ.
v" En una Funcion Par: sec(—x) = sec(x).

v La gréfica no tiene intersecciones de corte con el eje x

Figura 22: Funcion f (x) = sec (x),

1.8.10.6. Funcién cosecante

Conocida también como funcién inversa de la funcién seno por ser

1

sin(x)

csc(x) =
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Figura 23: Funcién f (x) = csc (x),

Dominio: R — {Km, KEZ}.

Recorrido: (— o, —1] Unién [1, o).

Periodo: 2m.

Continuidad: Continua en XER — {rk, KEZ}.
Crecienteen:...U(n/2,m) U (7,3 /2) U...
Decreciente en: ... U(0,/2) U (3n/2,2m) U...
Maximos: (37/2 + 2k, —1) KEZ.

Minimos: (/2 + 2k, —1) KEZ.

Es una Funcién Impar: cosec(—x) = —cosec(x).

La grafica no tiene intersecciones de corte con el eje x
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1.8.11. Funciones trigonométricas inversas

La grafica de una funcién inyectiva y sobreyectiva y=f(x) y de su
inversa y = f~1(x), tienen la caracteristica de que si (a,b), es un
punto de la grafica de la funcion y = f(x), entonces el punto de
coordenadas (b,a), es un punto de la grafica de su inversay =
f~(x) y que estos puntos (a,b), y (b,a), estdn situados
simétricamente respecto a la grafica de la recta y = x, esto es, que la
grafica dey = f~1(x) es una reflexion de la gréfica de la funciéon y =

f(x) respecto de la recta y = x.

Las funciones trigonométricas no son inyectivas, motivo por el cual se
debe restringir su dominio para hacerlas biyectivas y poder definir su
inversa como funcion. En la funcién y= sen (x), su dominio y su
rango D = |—oo, +oo[, es decir todo el conjunto de los nimeros reales
y el rango o recorrido de la funcion el conjunto cerrado desde -1 hasta

1, R = [-1,+1], para que la inversa de esta funcion sea también una
., . . . o . T Vs
funcién, es necesario restringir su dominio D = [— > + ;],

conservando su rango R = [—1,+1] y definiendo la inversa como
y = arcsen(x) se lee “funciéon arco-seno de x” o también como y =

sin~!(x) selee “funcién seno inverso de x”, cuyas graficas son:
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Figura 24: Funcion f (x) = arcsen (x)

La funcion y = cos (x), su dominio y su rango D = |-, +oo[ es
decir todo el conjunto de los nimeros reales y el rango o recorrido de
la funcién el conjunto cerrado desde -1 hasta1 R = [—1, +1], para que
la inversa de esta funcidn sea también una funcién, es necesario
restringir su dominio D = [0,+mx], conservando su rango R =
[—1,+1] y definiendo la inversa como y = arcos(x) se lee “funciéon
arco-coseno de x” o también como y = cos™!(x) se lee “funcion

coseno inverso de x”, cuyas graficas son:
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Figura 25: Funcién f (x) = arcos(x)

1.9. Ejercicios propuestos de funciones reales

Encuentre el dominio y recorrido de las siguientes funciones reales:

1)
2)
3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

fx)=7x-3

f(x) = 2x% — 28x + 49
f(x) = +28 — 3x — x2
fO)=(x-1Dx+

2)(x = 5)

fe) =2
69 =27

f(X) _ (x—4)(x+5)

x—3
(x) = +28-3x—x2
fl) = (x—1)(x+2)(x-5)
f(x) =14 —9x|

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

f(x) = |x? —3x — 40|

foo ==

f(X) _ (2-x)(3—-x)

f(x) - (2x+);;(x—1)
fx)=vx—=7

f(x) = Vax? —28x + 49

f&) =

JE—DE+2)(x—5)

2x—5
x+4

fGx) =
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18)

19)
20)
21)
22)
23)

24)

[ = 50
f@) = e
f@) = 3%

f(x) = —10V%7
flx) = ln|\/x — 7|
f(x) =In(4 — 3x)

f(X) —In (2x—4)

7x+5

25)

26)

27)
28)

29)

30)

f(X) —In ((x—4)(x+5))

x—3

Fe0 =In(355)
£(6) = 3sin(26 — 45)
£(6) = %CSC(SO + 46)
£(6) = tan(26) — sin(46)

f(x) =4sin71(135 — x)
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Capitulo II: Limites

En anélisis de funciones es importante el analisis de limites haciendo
énfasis en las funciones de variable reales por ser de interés para el

estudio de continuidad y de diferenciacién

Cuando los valores sucesivos que toma una variable independiente x
se aproximan a un nimero a, se dice que x tiende a a o que el limite

de x, es a, lo cual se denota de la siguiente manera.

xX-a se lee “x tiende a a”

Limx = a selee “Eslimite de xes a”

Consideremos que x tome los siguientes valores:

X1=1.9

X2 =1.99

X3 =1.999
X4 =1.9999
X5 =1.99999

X — 1 60Limx=2
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Sea f una funcién definida en todo nimero de algin intervalo abierto
I que contenga a a, excepto posiblemente en el mismo nimero a

mismo.

El limite de f(x) cuando x tiende a a es L, y se escribe:
limf(x)=1L
x—-a

x—1

Por ejemplo, para hallar el limite: lin} >
X—

X4—

x—

1
 bara valores de x

Podemos obtener valores de la funcién f(x) = o

que se aproximan a 1 sin ser nunca iguales a 1. En la tabla dada a

continuacion, observamos que el valor de f(x) se aproxima a 1/2.

x f(x)
x f(x) 1.1 0.476
0.9 0.5163 1.01 0.4975
0.99 0.5025 1.001 0.49975
0.999 0.50025 : :
: : 1 0.5
1 0.5

Tabla 4: Evaluacién cuando x tiende a 1 de f(x)

Definicion: Al conjunto de todos los x € R, que pertenece al
intervalo]la — 8, a + 6[, se denomina entorno o vecindad de a. A a,

se le llama centro y a 8, el radio de la vecindad, y se le nota N(a, §)
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« | | |
| | |

Figura 26: Entorno o Vecindad

v

a—=o0 a a+éd

Definicidon: se le llama entorno reducido de centro a y de radio 8, se

le nota N*(a, §)

N*(a,6) = V@)

N*(a,8) = ]a—6,a+6[/a

\‘

h | | |
a—=§8 a a+é

Figura 27: Radio y Centro del Entorno o Vecindad

Definicidon: sea f una funciéon definida en todo punto de un intervalo
abierto. El Limite de f cuando tiende a a es L, si y solamente si:
Para todo € > 0, existe un § > 0, tal que paratodox,si 0 < |x — a| <

8, entonces |f(x) — L| < ¢
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v

Figura 28: Definicién Grdfica de Limite

Definicién: Sea f: A — B una funcion (A =]a, b[ y B subconjunto de

los reales), aelb,c]|,

El limite de f cuando x tiende a (a) es L si y solamente si: Para todo
€ > 0, existe un § >0 ,tal que ,para todo xeN*(a,d), entonces

f(x)eN*(L, €). El limite de f cuando x tiende a a es L , se representa :
limF(x) = L.
x—a

Siempre que se trata con limites de una funciéon f, ésta no

necesariamente esta definida en a.
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Si f: A - B una funcién (4 y B subconjuntos de los reales) entonces:
f(x) =1L, si y solamente si: (Ve > 0)(36 > 0)(Vxe N * (a,d) =

f(x) e N(L,€)).

Si se encuentra que para todo €, existe un §, que cumple con la
definicion de limite y si existe un § tal que 0 < §” < &, entonces este es

igualmente satisfactorio para el ¢ dado.

Ejemplo: Sea f:R — R una funciéon definida por f(x) = 3x — 2.

Usando la definicién de limites, demuestre que: lin% fx) =4
X—

Por lo tanto se debe probar que: (Ve > 0)(3§ > 0)(Ve, 0 < |x — 2| <

6 = |f(x)—4|< ¢

Esta es una demostracion de existencia ya que se tiene que encontrar
un § (que seguramente dependera de €), que con todos los € cumpla la

definicion.

Para ello, se asume que |(3x — 2) — 4| < €y se trata de determinar el
valor de 6. Esto es:
|(Bx—2)—4|< ¢

3x — 6] < ¢
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3lx—2| < ¢

lx -2 < €¢/3

Luego, se toma § = ¢/ 3 y se prueba que cumple la definicién.

Ix—2] < 6
[2x — 4| < ¢/3
3lx -2 < ¢
13x — 6| < ¢
|Bx—2)—4|< ¢
If(x) —4] <&
Por lo tanto: (Ve > 0)(35 > 0)(Ve, 0 < |x—2| < 6B |f(x) —4| <

€). Con lo cual se ha demostrado que: lin% fx)=4

Ejemplo: Sea f:R = R una funcién definida por f(x) = x? — 4.

Usando la definicién de limites, demuestre que: lin% fx)=0
X—

Por lo tanto se debe probar que: (Ve > 0)(36 > 0)(Ve, 0 < |x — 2| <

6 =2 |f(x)—0|< ¢

[x2—4]-0<¢

[x =2|x+2] < ¢
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Ahora se mayoriza |x + 2|. Para lo cual se supone que:
|x — 2| <2
—2<x—-2< 2
0<x<4
2<x+2<6

Luego, si |x — 2| < 2 entonces [x +2| < 6

Nuevamente se toma la desigualdad: |x — 2|x + 2| < ¢

[x — 2|4 < ¢

2 <g
lx—-2] <7
Ix -2 < &

Por lo tanto: § = €/4

Sea § = min (2, Z) Comprobar que se cumple la definicion. Si:: § =
e/4

x—1]4 < &

Ix—1] < ¢/ 4

4lx —1| < ¢

[x2—4]<¢

lf(x) -0l <e
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Por lo tanto: (Ve > 0)(36 > 0)(Ve, 0 < |x—2| <8 = |f(x) -0 < e

Ahorasi: § =2
x =2 < &
x —2| < 2
|x — 2| < ¢/4
4lx - 2| < ¢

x +2|x—=2| < ¢
|x2—4| < ¢
lf(x) 0] < e
Por lo tanto: (Ve > 0)(38 > 0)(Vx,0 <|x—1|< 6= |f(x) — 0] <

€)

Con lo cual queda demostrado que: lin% f(x)=0

2.1 Propiedades de los limites

Las propiedades de los limites son operaciones que se pueden emplear
para simplificar el calculo del limite de una funcién mas compleja. Al

tratarse de operaciones, también se le denomina algebra de los limites.

Teorema: Si lim f(x) existe, entonces es tnico.
x—a
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Teorema: Sean f: A= R, g: A = R funciones reales (A c R) tales

que: lim f(x) = L y lim g(x) = k, entonces:
x—a x—a

a) lim(f +g)(x) = limf(x) + limg(x) = L+K
b) lim(f-g)(x) = limf(x) — limg(x) = LK

c) lim(f*xg)(x) = lim f(x) * limg(x) = L*K
x—a x—a x—a

Jies)]
d) siK # 0, entonces hm /e = rlll_I;tllg(x) %

Propiedad de la funcion constante: El limite de una funciéon
constante es esta misma constante siempre y cuando la constante esté

definida para el punto analizado.

Teorema: Si f(x) = K (funcion constante) entonces:
lim f(x) =k
x—a

Propiedad del factor constante: En un limite de una constante
multiplicada por una funcién se puede sacar la constante del limite sin

que se afecte el resultado.

lim[ke * f(x)] = k * lim £ (x)
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Teorema: Si f(x) = x entonces lim f(x) =x=a
x—a

Teorema: Si p(x) es una funcién polinomial entonces lim p(x) =
xXx—a

p(a)

Teorema: Si f(x) = Vx, n € N; entonces lim f(x) = Vx = Va
xX—a

S’{ a>0, neN
Na<o nimpar

Teorema: Si }1{1221 fx)=k y 45/ f(x), existen entonces

lim V/f (x) = "/}Clgg f0)

S'{ F(x) >0, neN
! f(x) <0 nimpar

Ejemplos: Obtener el limite indicado en cada uno de los problemas:

1. lim 5x + 24 0

x—>—2

lim 5x + 24

xX—>—2 0 5

= 5(=2) + 24

-20

=—-10+ 24 Figura 29: Grdfica de (lim)1(x—-2) 5x+24

=14
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2. limx + 54
x—6
limx + 54
x—6

= (6) + 54

=60

3. lir_nS(Zx -8)

lim (2x — 8)
xX—>-=5
=5(—-2)—8
=-10—-8

= —18

4. lim(3x* +8-1)
x—>2
=3(2)??+8-1
=12+8-1

=20-1

=19

Figura 30: Grafica de (lim)4(x—6) 5x+24

Figura 31: Grdfica de (lin)1(x—-5) (2x-8)

-20

Figura 32: Grdafica de
(lim)r(x—2) (3 [x"2+8-1) ] »
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5. lim(x* — 8x3 —2x* —5x + 3)

x—2
500

lim(x* — 8x3 — 2x? — 5x + 3)

x—2

= (2)*—-8(2)*-2(2)?-5(2)+3

-500

=16—-64—-8—-10+3
Figura 33: Grdfica de (im)(x—2) (x"4-
8x"3-2x"2-5x+3)

= —63

6. li1r51(6x3 —7x% +3x - 2)
X—

liné(6x3 —7x%4+3x—2)
x—

= 6(5)3 — 7(5)% + 3(5) — 2

=750—-175+15-2 Figura  35: Grafica de
ai_r)rsl(6x3 —7x* +3x—2)
= 588
” lim 2x2+7x-2

x—3 x3+5

li 2x%+7x-2 /\

x—3 x3+5

_2(3)*+7(3) -2 2
B (3)3+5

-4

— w Figura 34: Grdfica de (im)(x—3)
27 =5 (2x"2+7x-2)/(x"3+5)
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9.

10.

—37—168181
22

. xt4xZ-1
lim

x—>—-3 x6-2

. x*+x% -1
m ——
x—-3 x6—2

_ (3 -1
INCOE

_814+9-1
729 -2

_8 __ 0.12242
727

. limV8x —2

x-7

limvV8x — 2

x—7

=56 -2
= V54
=3V6

= 7,3484

limV8x2 —x + 13
x—2

Figura  36: Grdfica de
(im)r(x—-3)  (x"4+x"2-
1)/(x"6-2)

20

-20]

Figura 37: Grdfica de (lim)(x—7) V(8x-
2)
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limi/ 8x%2 —x + 13

x—2

=8(2)2 - (2) +13

=3Y32-2+12

= VY30 + 12 = V43 = 3,503

Figura 38:  Grdfica de
lirr213V8x2 —x+13
X—

. x3+427
11. lim——
x—3 x+3

o ox3+27
lim
x-3 x+3

-10

(3 +27

- Figura 39: Grdfica de (lim)1(x—3)
(3)+3 (3+27)/(x+3)

27+27 54
= ==—=9
6 6

2.2. Ejercicios propuestos de limites

Obtener el limite indicado en cada uno de los problemas:

1) lim 5x + 24 4) lim(3x% +8x — 1)
xX—>—2 x-2

2) limx + 54 5) lim(x* —8x3 — 2x% — 5x +
xX—6 x-2

3) lim (2x —8) 3)
x—-=5
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6) lim (6x3 —7x% + 3x — 2)

x—5

2x247x-2

7) lim

x—>3 x3+5

8) lllnx 44x2-1

x—>—3 x6-2

9) lirr; V8x —2
x—

10)lim ¥8x% — x + 3
x—2

11) lim x3+27

x—>3 x+3

. x3-x%2-x+10
12) lim ~———
x—>—2 X“+3x+2

2x3-5x2-2x-3

13)11 34x3 13x2+4x-3
$5x+2 - V64
14) lim ==~
x—5

15) lim[x? (x - 5)]

x%-9x

16) lim 2

x-3 Xx+7
17) lirr% Véx? +1
X—
18)lim(5x2 — 13)
x—7
19) lirr;(sz — 6x + 8)
X—
20) lim (2x + 5x —

x—>—4

22)

. 5x%2-9x+422
21) lim >
x—8 2x<+7

4x2—x
22) lim ———
x—>—63x4—=12x+20

4x2%-3x
93x2 12x+25

23)11

24)xlir£18(6x2 + 5x — 36)

25)11 x+1 x+4
5x2 x—20 x2—4x-5
x+5
x2+ 5x+4
. 2x+1 x2
26) lim —
x—>—3 12x+8 6x2+ x-2
2x
16x—8
3x+2 5x+1
27) lim
56 X2+ 3x— 10 x2+4x-5
4x-1
—3x+2
. a-3
28) lim
ab—4,420a+10
2a+5 4ab-1
40a+ 20 60a+30
X x+1 x—1
29)lim - + —
x—3 2x+2 3x-3 6x+6
5
18x—18
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x%-x-12 m3+ 6m2n+9mn?

o lim—— x lim
3 ) x—>8 x2-—49 33)mn—>3,3 2m2n+7mn2+3n3
x%-x-56 | x%—5x—24 % 4m?- n? .
x24 x-20 x+5 8m2-2mn—n2
2 2 3 3
. a“—8a+7 a“—36 m>+ 27n
31) lim — X —— = _mtam
a—4 a?—11a+30 az-1 16m2+ 8mn+n?2
2 2
a“—a—42 . a+1l 3a-3 a“+a
_ 34)11m — X -
a?-4a-5 a—2a-1 2a+2 a2+ a-2
. 8x%-10x-3 4x%-9
32)lim =+
xX—9 6x2+ 13x+6 3x2+ 2x
8x2%+ 14x+3
9x2+ 12x+4

Teorema: Sean f y g dos funciones que toman los mismos valores en

el entorno reducido N *(a,81) y si, f(x) y g(x) existen entonces

limf(x) = limg (x)(x).

Ejemplo: Calcular el limite de la funcién f definida por f(x) = ((X: __3?)),

cuando x tiende a 3

Solucion: El dominio de f es todos los reales excepto el punto donde
el denominador se hace cero, es decir sobre este dominio la funcién
f(x) = x + 3. Esto es, solo en 3 no se da la igualdad. Entonces, usando

el teorema anterior se calcula este limite.
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2 —3)(x+3 +3
lim 9 i EEDEHD _ EFY gy i3
x—>§ (X_3) x—>E (X - 3) xXo= 1
2 2 2
2.3. Ejercicios propuestos de limites empleando
propiedades

Obtener el limite indicado en cada uno de los problemas:

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)lim

. x2-5x+6
lim—————
x—2 x2—12x+20

limx2+3x—10
x—2 3x2-5x-2
lim 2213Y°+2y
y->-2 yi-y-6

ud+4u+4u
u--2 u+2)(u-3)

. x%-4
lim
x—2 x2-3x+2

x2-7x410

lim =—
x4—25

x—2

(x+h)3—x3

h—0

11) lim

xX—

12) chlir;
13) lim
X—

14) lim

xX—

15) lim v

xX—

16) lim

h—

17) lim

X—

18)lim

xX—

19) chiiré

20)

Vi+x—1

0 x

2—Vx-3

x2-49

Vitx+x2-1
0 x

Vi+x—vVi1—-x
0 X

x2-2x+6—-Vx2+2x—-6

3 x2—4x+3

VETR—VX
0 h

V2x+1-3
iVE—2—2

x2+p%-p
0+/x%2+q%—q

x—8
3x-2
lim Vi1
x—>1 Vx—1

8o



21) Jim(3x> —6x+1)

x—1

22) /im (x* —2x +1)

X—>0

23) lim (— 3x? +x)

X—>—0

P —(a+1)x+a

X
24) lim —
X—a x J— a

X +x-2

25) lim P
-2x

x>l x

26) lim 1 + !
oo\ x+2 x-=2

xP+x=2

27) lim
ool x? = 2x+1

o\ x? —4x+4

4

29) lim
w0 =%t +3x° -6

o xP—6x+9
30) lzm—2
x—0 X
2
x =25
31) [lim
55 x° —5x
3 A2
32) limx 2x° +x

o Qx? —6x

4 2
X —X

33) lim
oo 7 41

_3 5+ 2

X——0 2x2 _1

_ x-a
35) lim

X—a x —_— a

36) lim —M
x—0 \/;

37) linz_ (3\/x2 +2 —xJ

38)  lim Vx+1l—-~/x+2

v Ix

39) lim me—ﬁj

X—>®0

NxZ+1-1

40) i NX_FI-1
oy 42 -4
2
41) fim XX 1

xoo x+1

1

42) lz‘m( -1 JH

-3 2x—4

43)1im[\/x—\/}—\/x+\/}j

X—>00
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i V2x+1-+2x—-1
2o x4+l -Ax—1

45) lim (\/;(\/x+1 —\/x—l))

X—>0

44)

46) lim (\/x3 - 1(\/2x5 -2x - \/2x5

X—>00

& gl
e x4+ 3-4/x? +6x

x® —6x% +5x

49) lim
ol xt—xt +x-1
3
50)  fim 1)4
¥>3 (x + 3)
X +5x% +3x-9
51) lim

30 +7x* +15x+9

52) lim xt-2x7 +x-2
=27 +4x* —11x -2

2.4. Limites laterales

X H4x’ +5x7 +4x+4
x*+4x +4x°

53) lim

x—>-2

=) lim xt—6x* +8x-3
o xt =2x% +2x -1

2
55) lim ( xo2 X _4J

=2\ x" -4 x-2
x+2
56) lim ———
=3 x+3 -1
x+2

Una funcion tiene limite si existen los dos limites laterales y éstos

coinciden. El limite de una funciéon f(x) en a, si existe, este limite es

anico.
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Se podrian dar valores a x cada vez mas préoximos a a por la izquierda
o por la derecha. Obtendremos el limite lateral por la izquierda, al que
llamaremos L; y/o el limite lateral por la derecha, al que llamaremos

L,.

Por lo tanto, para que exista el limite L de una funcién f(x) en a, si
existe, deben ser iguales el limite por la izquierda y el limite por la

derecha, L, = L,.

2.4.1. Limites laterales por la izquierda:

Se denomina limite por la izquierda (o limite lateral por la izquierda),
al que llamaremos L; de una funcién f(x) definida en el intervalo
abierto (a,c) y en un punto a, a la imagen, o el valor que toma esa
funcién, cuando el valor de la variable x se acerca mucho a a, siendo

x < a.Seescribe: lim L,

x->a~

Definicidon. Sean la funcion real f: A —» B, donde los conjuntos Ay B
son subconjunto de los numero reales. El limite de f cuando x tiende

a a por la izquierda es L, si y solamente si:

(Ve > 0)38 > 0)(Vx<a,0 <|la—x|< 6= |f(x)—L|< ¢)
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El limite cuando x tiende a a por la izquierda se representa por:

Jim fG) =L

Ax)=x2+1

Figura 40: Grafica limite lateral por izquierda

Veamos como los valores de x se aproximan a a por la izquierda (en el
ejemplo de la tabla, a™ = 2) y, al mismo tiempo, la funcién f(x), en
este caso, se aproxima también por la izquierda al limite lateral por la

izquierda, L.

Tabla 5: Evaluacién cuando x tiende a 2 por izquierda

Ly
x 1,9 1,99 | 1,999 | 1,999 | = 2-
f(x)=x*+1 | 46100 | 4,9601 | 4,9960 | 4,999 | = 5
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2.4.2.Limites laterales por la derecha:

Se denomina limite por la derecha (o limite lateral por la derecha), al
que llamaremos L. de una funcion f(x) definida en el intervalo abierto
(a,b) y en un punto a, al valor que toma esta funcion f(x), cuando el
valor de la variable x se acerca mucho a a, pero siendo x > a. Se

escribe: lim L,

x—a

Definicidon. Sean la funcion real f: A —» B, donde los conjuntos Ay B
son subconjunto de los numero reales. El limite de f cuando x tiende

a a por la derecha es L, si y solamente si:
(Ve > 038 > 0)(Vx>a,0 <|x—a|< d= |f(x)—L|< ¢)
El limite cuando x tiende a a por la derecha se representa por:

xlirél+ fx)=1L
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ﬂXO) Y /
&
Lz* A
4
3
o)
—] f—-—
2
f(x)=x2+1
-1 o 1 02' b 3

Figura 41: Grafica Limite Lateral por derecha

Veamos como los valores de x se aproximan a a (en el ejemplo de la
tabl a* = 2) por la derecha y, al mismo tiempo, la funciéon f(x) se

aproxima por la derecha a L.

Tabla 6: Evaluacién cuando x tiende a 2 por derecha

L,
2% «| 2,0001 | 2,001 2,01 2,1 b's
5« | 50004 | 50040 | 50401 | 54100 | f(x)

+2, x=0

Ejemplo: Sea una funcién real definida por: f(x) = {_2 <0

calcular los limites laterales cuando x tiende a cero

Solucidn:

lim f(x) = lim (—=2) = -2
x—0~ x—0~
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S0 = I (42) = 42
Teorema. Sean la funcion real f: A - B , donde los conjuntos A y B

son subconjunto de los numero reales. El lim f(x) = L, si y solamente
x—a

Si:
lim f(x) = lim+f(x) =1L

x? — 4, x =2

Ejemplo: Sea una funcioén real definida por: f(x) = {Zx _4 <

calcular los limites laterales cuando x tiende a 2.

Solucidn:
. _ . 2 —
AR S0 = Ip (-9 =0
lim f(x) = lim(2x—4)=0
xX—2- X2~

Como los limites laterales existen y son iguales, por lo tanto

}Ciir% f(x)=0

Ejemplo: Sea una funcion real definida por: f(x) = %, calcular el

limites cuando x tiende a 2.

s x4 l@=2)(x+2] _ lx—2llx+2]
Solucion: f(x) =—"—=f(x) = e
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|x — 2| |x + 2|

{(x —2), parax =2 _ {(x +2), parax>=-2
—(x—2). parax <2 —(x+2). parax < -2

Por lo tanto:

lx — 2[|x + 2] y —(x—=2)(x+2)

Am ) = iy T e g
o —(x+2)
= lim ———— = —
X—27 2
|x—2||x+2|_1_ x—2)(x+2) . (x+2)

) = -2 AR 2x-2) A 2

= +2

Figura 42: Grafica de f(x)=|x"2-4|/(2x-4)

Como los limites laterales existen, pero NO son iguales, por lo tanto no

existe el lirr% f(x)=0
X—
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2.5. Limites al infinito

Definiciéon. Sea una funcion real f: A - R, donde A € [b, + [, un
subconjunto de los nimeros reales, El limite f cuando x tiende a +o

es L si y solamente si:
(Ve > 0)@M > 0)(Vx>M,= |f(x)—L| < &)
El limite de f cuando x tiende a +oo, se representa mediante:
Jim £ =L

Definiciéon. Sea una funcion real f: A - R, donde A € [—oo, b[, un
subconjunto de los nimeros reales, El limite f cuando x tiende a —oo

es L si y solamente si:
(Ve > 0)@M < 0)(Vx <M,= |f(x)—L| < &)
El limite de f cuando x tiende a —o, se representa mediante:
Am f(x) =1

Teorema: sea f(x) =k, una funcion constante,

entonces: lim f(x) =k
X—+00
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Teorema: sea f(x)=k, una funcion constante, entonces:

Aim f(x) =k

’ . Iy . 1
Teorema: Sin cualquier entero positivo, entonces: lim — =10

X—+00 X

’ . Iy . 1
Teorema: Sin cualquier entero positivo, entonces: lim — =10

X——00 X

Ejercicios:

. 2x*45x2+x-3
1) Calcularel lim =227

X—00 x—3
4 2

2x7 5x7 o x_ 3
lim X X X X _
oo x_3

X X

2x3+5x+1—%
lim 3 =
X—>00 1__

X

" 2x3+5x+1-0 N
= (00
x1—>r£lo 1—-0

. 2x3-5x2+x-3
2) Calcularel lim =—>—"—
X—00 x°>—-2x—-3

2x° 5% x 3
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= lim

3) Calcularel Ilim

lim2 — lim§+
__ X—>® x—oo X

lim 12 lim = 3

X— 00 X— 00 X3

lim1— lim

n—oo n—-oo

1
11m2—511mx+

_n—ooo n—-oo

i — hm
x2 o X3

llmi—?)hm 1

n—>oox x3

lim1l— 2lim 1

n—oo n—oo X

2—-5x0+0—-3%0

— — 3lim 1

n—oo x3

2-04+0-0

1—-2x0—3%*0

x—oo 3x3+x+4

1-0-0

2x3—4x%+x

lim2 — lim

__ XD X—00

i+ lim =

1

xX—00 x2 _

lim3 + lim i

X—00 X—>00

lim2 —4lim = 1

. X X—>00

.4
7+ lim =5

+ lim = 1

xX—00 x2

lim1+ lim

X—00 X—>00

x?2

i + 41lim =
X—>00

1 =

3 =

= —=2

1
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2—06
3_ ]

: —4x
4) Calcular el 311—{{.10 x3+43x+1

~4im 5=
Bats
.1
lim e
= —4l]im x—>°°3 -
®lim1 + lim — + lim —
X— 00 x—>00x x_>oox
4l 0
= —4lim
X— 00

: 0
= -4l (5570)
- ()=

5) Calcularel lim 3222578

X—00 xX—4
3x* _2x_5
— X X X _
x:ololm £+i -
X X
3x2—2+;
= lim 7 —
X— 00 1-4
X
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6) Calcularel  lim 225

lim3 — lim 2+ lim — 5

=12 X2 X—00 x2

lim4 — lim 4

X—00 X—00 xZ

lim3 — 2lim 1+511m 1

__X—>0 x—>00 frine x2

lim4+4hmi

X—00 X —00 x2

li 3—2*O+5*0_

~3-0+0 3

4—0 = 120.75

—x+1
7) Calcular el hmxs—"
x—o00 4X°—4x+4




2 3
::linl %; %i =
X—> 00
4_x_Z+F
.1 o1 1
_dmy—limsetlimss _
lim4 — 411m12+411m1
X—00 xX—00
_i 0—0+0 B
xowm 4 —4x0+4%0
~0—-0+40 0
=lim——=—-=0

x2-1

—
—

8) Calcular el

9) Calcularel lim 222

xo>00 X+ Nx

x(2 + —)

o x(1+f)



1
2+3llm;

X—00

lim | ————
X—00 31 —1
1+ [lim—
x—00 X

<2+3*0) _ 2
1+30/

X—00

10) Calcular el x

. 5
11) Calcularel lim Tx
x—00 VX244

X
5-lim ( )
X—00 \/m

1+F

=5-lim| ——
4

1+x_2
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o dm

lim ( /1+i2
X—00 X

;como lim (1) =1y lim( f1+iz>: 1
> X—00 X—00 X

X 1
lim( )=5-—=5
I\ ) =51

2

12)Calcularel lim XT
X x=<—1

fim, @

( - >
= lim
X—00 x2 _ 1
. x(x)
= lim -
X—00
1 - F
X
= lim -
X—00
1 - F

;como lim (x) = ooy lim ( 1—x—2>=1
X—>00

 (fa)
X—00 X

R
13) Calcular el ,115?0 Nt
x2+x 4
x2+1 2
. VeS|
xmee 1+

N
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lim

X—00

[
x2+1 Jx2+1

)

lim <1 + 2 )
X—00 xz +1

_ x2 +x 4
= lim -
X—00 x2+1 m

2
patls VxZ+1

14) Calcularel li

— 1 =1
= 1 =
. 2x2-2
X—00 x2+3
. 2x%2 =2
= m
X300 x%+3

=1

1]
o
~
3

Vamm

N

I
|
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2
1
- V2

2.6. Ejercicios propuestos de limites al infinito

Obtener el limite indicado en cada uno de los problemas:

1) lim 5x%+2-1 11) lim (—75x% — xvx)
x—>+00 2x+3 X——00
. 5x3+2-.1 12) lim (—5x3 + 8x — 3x°®)
2) lim ———— X——00
X——00 2x+3
2x3+3x+2 13) lim ( ! )
3) lim —————= x—+00 \x5-3
X——00 5x2+x
} Y27x3-2x+5
. 3x543x342 14) lim ———————
4) lim ———= X—+00 x—1
X—+00 7x6+x—1
. 3x643x342 15) lim (\/x2 +x+2-—
5) lim ——— x—+0o
X——00 7x6+x-1
oo (x=5))
6) lim —
X—+00 x(x2+1)
16) li 5—vVx2-1
7 lim V2x*+3x-11 x_ﬁnoo 5—\1+x2
X—+o0o 7\/x3+2
17) lim — 1
V3x9—2x5+x2 7 Y00 1—V1—x2

8) lim —————
)x—>+oo V3x15x2

. 5
9l (x* = xx)

) 1 5%
18) xl_l}z_rloo (;) 2x-8

19) lim 2222
10) liT (—‘5x3 — x\/x) x40 X2-36
X—>+00
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2

20) lim (x2+1 )x

X—+00 3x2+42

2.7. Limites infinitos

Se dice que existe limite infinito cuando la funcion f(x) llega a valores
que crecen continuamente, es decir que se puede hacer la funcién tan
grande como se requiera. Se dice que f (x) diverge a infinito. Para ello,
el valor al que tienda la variable independiente x puede ser tanto a un

numero finito, como tender al infinito (limites al infinito).

Veamos un caso, con un limite infinito en la siguiente funcién: f(x =

1
(x-2)2

Su limite cuando la variable x tiende a 2 es: lirr% o
xX— -

Se puede comprobar si damos valores a la x

cada vez mas cercanos a 2, tanto

derecha, como se ve en el siguiente cuadro, el

1
1
I
I
I
:
acercandonos por su izquierda como por su - :
I
1
1
I
I
1

limite tiende a +oo: °

4 L]

Figura 43: Grafica de Limites
Infinitos
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Tabla 7: Evaluacion de f(x)

X fx)
-2,1000 2,1000 1x102
-2,0100 2,0100 1x10%
-2,0010 2,0010 1x10%
-2,0001 2,0001 1x 108

Unas funciones con un limite infinito pueden crecer mas rapidamente
que otras, conforme la variable x se acerca al valor del limite. Se dice
que hay diferentes 6rdenes de infinito, segiin su rapidez en acercarse a
él. Comparaciéon de 6rdenes de infinito en infinitos fundamentales,

ordenados de mayor a menor. Para eso, veamos estas graficas:

f(x) = x2*
f(x)=2*
f(x) = x?2

f(x) = logy x3

30

Figura 44: Comparacion de diferentes graficas de funciones cuando tienden a infinito

Una funcion f (x) puede tener un limite infinito cuando la funcién f(x)
llega a valores que crecen continuamente, es decir que se puede hacer
la funcién tan grande como queramos. Se dice entonces que f(x)
diverge a infinito. Esto puede ocurrir cuando la variable x tienda a un

valor finito a o también cuando x tienda al infinito.
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Definicion. Sea una funcion real f:A - R, donde A, es un
subconjunto de los niimeros reales. El limite de f(x) cuando x tiende

a a es +oo, siy solamente si:
(VM > 0)@36< 0)(Vx,0< |x—a|<d = |f(x)| > M)

El limite de f(x) cuando x tiende a a es +oo, se representa por:

lim f(x) = 4o

Definicion. Sea una funcion real f:A > R, donde A, es un
subconjunto de los niimeros reales. El limite de f(x) cuando x tiende

a a es —oo, si y solamente si:
(VM < 0)3d< 0)(Vx,0< [x—a|<é = |f(x)| < M)
El limite de f(x) cuando x tiende a a es —oo, se representa por:

lim f(x) = —oo

’ . " . 1
Teorema: Sin cualquier entero positivo, entonces: hm+ = 40
x—-+0

, . " . 1
Teorema: Si n cualquier entero positivo, entonces: lim — =

x->—-0""n

+o0o, sines par
—o0o, sinesimpar
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Teorema: Si a cualquier nimero real y si lim f(x)=k y
x-+a

lim g(x) = 0, entonces:
x—->+a

a) Si k> 0y g(x) tiende a cero por valores positivos de g(x),

entonces: lim ACI 400
x—+a g(x)

b) Si k <0y g(x) tiende a cero por valores positivos de g(x),

entonces: lim & —
x—+a g(x)

c) Si k>0y g(x) tiende a cero por valores negativos de g(x),

entonces: lim &) —
x—+a g(x)

d) Si k <0y g(x) tiende a cero por valores negativos de g(x),

entonces: lim ACI 400
x—+a g(x)

3x

9—x2

Ejemplo: Calcular el lin%
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10

-10 10

-10

Figura 45: Grdficade [f(x)] 10} [3x/(9-x"2)]

Solucion: si f(x) = 3x, entonces: liné 3x=6>0
X—
si g(x) = 9 — x?, entonces: lir2(9 -x2)=0
X—

Notar que si x - 3, por la derecha, g(x) tiende a cero por valores

. . . . 3x
negativos como lo indica la figura, por lo tanto 111§1+ = —0
X—

9—x2

Y cuando x — 3, por la izquierda, g(x) tiende a cero por valores

positivos como lo indica la figura, por lo tanto lirgl_ * =t
X—>

9—x2

Ejemplo: Calcular el lim w
1 27x°-1

1
*73
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Soluciéon: Sacamos factor comin 2 al numerador y aplicamos
diferencia de cubos en el denominador, y tenemos:

. 18x%+6x+2 . 2(9x2%+3x+1) . 2

lim = =

— 2 = lm
x—% 27x3-1 x—% (Bx—1)(9x2+3x+1) x—% (3x-1)

sig(x) = (3x — 1), entonces: lim(3x —1) = 0

1
X3

Notar que si x - ;, por la derecha, g(x) tiende a cero por valores

s T . . 18x%+6x+2
positivos como lo indica la figura, por lo tanto lim e = 1™
I _

3

1 . . .
Y cuando x - S bor la izquierda, g(x) tiende a cero por valores

. T . . 18x%+6x+2
negativos como lo indica la figura, por lo tanto lim e =

xX—
3
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Figura 46: Grafica de f(x)=(18x"2+6x+2)/(27x"3-1)

2.8. Continuidad.

Definicién. Sean f:]b,c[ —> B, B € R, a€]b, c[, f se dice continua
en a si y so6lo si se cumplen las siguientes condiciones:

a) f(a) existe

b) 91{131(11 f (x) existe
¢) lim f(x) = f(a)

En caso contrario la funcién es discontinua en a.

Definicion. Si f es una funcién discontinua en a, pero lim f(x)
xX—a

existe, entonces esta discontinuidad se llama evitable.
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Cuando el lim f(x) existe, entonces se puede redefinir la funciéon f en
x—a
a, de tal manera que, lim f(x) = f(a), con lo cual la funcién se hace
x—a

continua en a.

Definicidn. Si f es una funcion discontinua en a, pero lim f(x) NO
x—a

existe, entonces esta discontinuidad se llama no evitable o esencial.
Ejemplo: Sea F(x) = 2 — 3x. Demostrar que f es continua en a eR.
Solucidn:

i.  f(a) existe para a eR.

ii.  lim f(x), existe para a eR.
x—a

iii. Luego: lim f(x) = f(a), para a eR.

Ejemplo: Sea fx) = {Ix -3 g;i j ; , analizar la continuidad en
x = 2.
Solucién.

1) f2)=1;

i) limfG0 = -5;
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iii)  Luego: lin% f(x) # f(2), Entonces, f es discontinua evitable
x—

enx =2

Observacion: En el ejemplo, si f(2) se define como —5, entonces

lin% f(x) = f(2) y seria continua en 2.
X—

Teorema. La funcién f es continua en a si f se define en algiin

intervalo abierto que contengaaay (Ve > 0)(3>0)(Vx/|x —a| < § —

If) —fl@)l<e

Teorema. Si f y g son funciones continuas en el punto x =a

entonces:

a) k.f escontinua en a; a eR
b) f + g es continua en a.
c) f — g escontinuaen a.

d) f * g escontinua en a.

e) ges continua en a, si g(a) # 0

Definicién. Sea f: A - B una funcion real, f se dice continua en a si

y solo si f es continua en todo a eR .
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Teorema. La funcion polinomial (o polinémica) es continua en todo

los R

Ejemplos. Sea la funcion definida por f(x) = x. Analizar la

continuidad de f en R
Solucioén:

i) f(a) existe paratodo a eR.

ii) lim f(x), existe para a eR.
x—a

iii) Luego: lim f(x) = f(a), para a eR

Por lo tanto, f es continua

a) f(a) existe paratodo acR.

b) lim f(x), existe para a eR.
x—a

c¢) Luego: lim f(x) = f(a), para a eR

Teorema. Una funcion es continua en su dominio.

Demostraciéon. Como f es una funciéon racional, se puede expresar

como cociente de dos funciones polinomiales. Esto es: f(x) = %,
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donde g y h son dos funciones polinomiales continuas en el dominio

de f. Por lo tanto, f es continua en su dominio.

Ejemplos. Sea f una funcion definida por: f(x) = ﬁ, Analizar la

continuidad de f en los R.

Solucion. La funcion no esta definida en x = 1/3, en consecuencia f

no es continuaenx = 1/3.

La funciéon del ejemplo, también se lo conoce como funcion

. . e v e . 1 . 1
discontinua al infinito, ya que el lim, —— = +ooy lim = —00
x—oot 3x-1 x—o0~ 3x—1
1 . 1
_ — Six#:
Ejemplo: Sea f una funciéon definida por: f(x) =<°*" T
1, six = >

Analizar la continuidad de f en los R

Solucion: f es continua en R/{1/2}, por ser funcién racional. En
x = 1/2,la funcion cambia de definiciéon. Por lo tanto, se analiza en

este punto.

a) f G) = 1 existe para todo a eR .

b) lim L = joo

x—)oo+ 2x—1
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. 1
¢) lim = —oo0,
x—oo~ 2x—1

Lo que significa que la segunda condicion no se cumple. Por lo tanto f

es discontinuaen x = %
Teorema: sin es un entero positivoy f (x) = V/x ,entonces:

a) Sinesimpar, f es continua

b) Sin es par, f es continua en todo su dominio
Ejemplo: Estudiar la continuidad de. f(x) = V1 —x2? ,vx €] — 1,1]

Solucion: Sea: g(x) = 1 — x2, una funcién continua en los R, por lo
tanto, sera también es | — 1,1[. Como f esta definida en | — 1,1[; luego

por el teorema anterior f es continuaes | — 1,1].

Teorema: si f(x) = |x| entonces f es continua en los R.

Teorema: si limf(x)=b y la funcibn f es continua en b,
xXx—a

lim(f 0 9)(x) = f(b), siy solamente si lim f[g(0)] = f [lim ()]

Teorema. Sila funcién g es continua en a y f es continua en g(a),

entonces f o g es continua en a
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Ejemplo Sea h una funcién definida por h(x) = vx* — 4. Analizar la

continuidadde henx = 2

Solucién. si f(x) =+vx y g(x) = x* — 4, entonces h(x) = (f 0 g)(x).
ges continua en x = 2y f es continua en g(2), entonces h(x) es

continuaen x = 2.

Definiciéon. Una funcion es continua en un intervalo abierto si y solo

si es continua en todo punto del intervalo.

Definicion. La funcion f es continua a la derecha del numero a siy

solo si se cumplen las siguientes condiciones:

a) f (@) existe para todo.

b) lim_f(x), existe.

c) Luego:xlircrll+ f(x) = f(a)

Definicidn. La funcién f es continua a la izquierda del nimero a siy

solo si se cumplen las siguientes condiciones:

i) f(a) existe para todo.

ii) lim f(x), existe.
x—a
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iii) Luego:xllrcrll_ f(x)=f(a)

Definicidon. Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado [a, b].

La funcion es continua en [a, b] si

a) f escontinuaen Ja,b|
b) lim, f(x) = f(a)
c) lim f(x) = f(b)

Ejemplo: Demostrar que la funcién h(x) = v9 —x? es continua en

[—3,3]

Solucion. Como f es continua en el intervalo abierto | — 3,3[, entonces

falta calcular la continuidad a la izquierda de 3 y a la derecha de -3.
Jim f(x) = xLlr_r}+( 9— xz) =0
lim £ = £(=3)
lirgl_f(x) = lirgl_ (\/ 1-— xz) =0

lim £(x) = £(3)
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Asi, f es continua a la derecha de -3 y a la izquierda de 3, en

consecuencia f es continua en el intervalo cerrado [—3,3]

Definicion. Se f una funcién definida en el intervalo semiabierto

[a, b[, La funcién f es continua en [a, b|, si:

1) f es continua en ]a, b[

ii) f es continua por la derecha de a

Definicion. Sea f una funcién definida en el intervalo semiabierto

]a, b], La funcién f es continua en ]a, b], si:

1) f es continua en ]a, b[

ii) f es continua por la izquierda de b

Pueden darse definiciones analogas a las anteriores, en relaciéon con la

continuidad en los intervalos [a, +oo[ y ] — o, b]

Ejemplo: Dada f(x) = f:::, Determinar:

a) El dominio de f.
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b) Analizar si f es continua en los siguientes intervalos: | — 2, —1],

[-2,-1[,] —2,—-1], [-2,—-1]

—x—1‘
2x+4’

Solucion: Sean g(x) =+vxyh(x) =

El dominio de g(x) es todos losR*U{0} y el dominio de h(x) es R\

{—2}, ademas fx) = (g o h)(x)
a) f esuna funcion real ssi h(x) = 0

—-x—1
2x + 4

>0

b) como h es una funcién racional, entonces sera continua en todo su
dominio, esto es en R\ {—2}, entonces h es continua en | — 2, —1].
Como g es continua en R*U{0}, entonces f(x) = (go f)(x), es

continua en el intervalo | — 2, —1].

Si xe[-2,—1]y xe[-2,—1[, la funcién es discontinua en x = —2

porque —2 no es elemento del dominio de la funcién f.
En el intervalo | — 2, —1]:

1) f escontinuaen | — 2,—1]
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ii) f es continua por la izquierda en x = — 1. Porque:

i =0=f(-1
L0 [2rra - 0T/

Por lo tanto f es continuaen | — 2, —1]

Teorema. Ellim [SmT(x)] =1

X—0
Teorema. La funcion seno es continua en 0.
Teorema. La funcién coseno es continua en O

Teorema. Las funciones seno y coseno son continuas en todos los

reales

Teorema. La funcién tangente, cotangente, secante, cosecante son

continuas en su dominio.

Ejemplo: Calcular el lim

x—a

[sin(x)—sin(a)

X—a

X —a X+ a
; — G 2sin cos
sin(x sin(a
liml ) ()—lim (2) (2)
x—a X—a x—a X—a
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sin(777) o5 (77
2

lim
xXx—a

Seay = x— , entonces lim [%] =>y—0

x—a

sin cos(y +a sin
lim l ) cosy )l l (y)l lim [cos(y + a)]
y—0 y ) y |y—o
= 1% cos(o + a) = cos (a)
3 |sin(86)

Ejemplo: Calcular {}% 5

3 ’51n(89 3 ’851n(80) i/_ 3 sm(89
9—>0

hm V8*lim ? |sin(86) \/_*1 2

0—0 9—)0 86

x2

Ejemplo: Calcular 11m m

i x? 1 + 4/cos(x)
im
x—>0 1- w/cos(x x=01 — /cos(x) 1 + 4/ cos(x)

x? [1 + w/cos(x)] o x? [1 +y/cos(x)| 1+ cos(x)

li =
el 1(r)_r)1 1 — cos(x) 1 + cos(x)

x—0 1 — cos(x) x

x? [1 + w/cos(x)] [1+cos(x)]  x? [1 + w/cos(x)] [1 + cos(x)]

li =1
£ 50 1 — cos(x)? Py’ sen(x)?
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) [1 + w/cos(x)] [1+ cos(x)] ;gn)o [1 + /cos(x)|[1 + cos(x)]
im =

x—0 sen?(x) lim sin(x) lim sin(x)
x2 x—0 X x—0

iig}) [1 + w/cos(x)] [1+ cos(x)]
1

= [1 + w/cos(o)] [1+4 cos(0)] =2%2
=4

Teorema: sea f: A — B, una funcion real biyectiva.
si f es continua, entonces f~! es continua

Ejemplo: Sea funa funcién definida por

sen™1(x)

fo) = six€l-10lu]o,+1]

1, six=0

Solucién: sen™!(x) y x, son x son continuas [-1,0[ U Jo,1] entonces

sen™1(x)

es continuas [-1,0[ U 1]0,1]

a) f(0) existe

b) Se calcula el lim sen 2(0)
x—0 X

y = sen"1(x) siy solamente si sin(y) = x

117



Six — 0, entoncesy — 0

Y

. osen"l(x) . y oo T 1
Entonces ;gn)o —x MG }I_{T}) S0y }11_% sin(y)
y y
~ sen"1(x) 1 1
hmO - sin(y) -1 1
Y x lim SIny)
y—0 Y
-1
iii) luego £(0) = 1 = lim 22— =
x—0 X

Por lo tanto f es continua en x = 0. Luego f es continua en [—1,1]

Teorema. Se f una funcion definida por f(x) =a*, a > 0, a # 1.

Entonces f es continua en R.

Corolario: Sea f una funciéon definida por f(x) = log,|x|, a > 0,

a # 1. Entonces f es continua en R*

Teorema. Sea funa funcion real tal que, lim f(x), existe y es
x—a

positivo, entonces existe un entorno reducido de a, tal que, para todo

x elemento del f(x) > 0.
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Teorema. Sea funa funcion real tal que, lim f(x), existe y es
x—a

negativo, entonces existe un entorno reducido de a, tal que, para todo

x elemento del f(x) < 0

Ejemplo: Dada la funcion f(x) = =5 alcular un entorno reducido

(1-3x)"

de 2, tal que, para todo x elemento del entorno f(x) > 0.

Solucion: Se calcula el limite de f(x) cuando x tiende a 2.

. .. (=5 3
Jim fO) = lim 73575

Cuando >0, entonces existe N*(2,6), tal que

N*(2,6),f(x) > 0
Se puede comprobar que para § = g, se cumple que f(x) > 0
Teorema: si lim f(x) =L,L >0, lim g(x) =k
x—a x—a
lim g(x) _ LK

Entonces lim f(x)9™ = lim f(x)x—a
x—a X—a

Teorema. si lim f(x) =L,L>0,L # 1, lim g(x) = +o0
xX—a XxX—a

Vx €
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si  Le]o1]

0
i 9x) = ’
Entonces lim f (X) { , i L >

Teorema. si lim f(x) =L, L >0,L # 1, lim g(x) = —
x—a x—a

{+00, si Le]o1]

1 g(x) =
Entonces lim f(x) 0, si L>1

Este teorema también se cumple, si se reemplaza x — a por x — +oo,

0, X — —00,

1
Teorema: lin%)(l +x)x=e
X—

Teorema. lim (1 + %)y =e

y—+00

Teorema. lim (1 + %)y =e

y——00

Este ultimo es un caso especial del teorema anterior parte ii) cuando

lim f(x) =1y lim g(x) = +
Xx—a Xx—a

El teorema se puede generalizar si en vez de x se reemplaza por una
funcién h(x) que tiende a cero. De igual manera si se reemplaza y por

una funcion que tiende a + o0 0 —
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1-x

Ejemplo: Calcular el lim (x+1 )T

x—oo \3x—2

Calculamos el limite de la base:

x+1 x 1
1 x+1 _ X _ }‘l‘; B
xflo<3x—2)_x5réo 3x—2 | xD6\3x_2
X X X
_ 1+% 1
S, ,_2)73
X
Ahora el exponente
1—x 1 x 1
lim <1_x)=lim X = lim X _x = lim E__l =—1
X—> 00 X X—> 00 E X— 00 1 X— 00 1
X
Entonces
1-x

. <x+1)%_<1)_1_3
e\3x—2) ) T

X

Teorema. Si a > 1yb > 0entonces lim = = +oo

x—+o0 xb

Ejemplo: Calcular el lim (M)

x—+o0 \ X

Sea:y =In(x) © x =e¥

si x — +oo, entonces y — +o
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y

In(x 1 1 1
lim ( ( )> = lim (l) = lim | = | = = =0
t—+o y

x—+00 i | ey . ey 0
X e y e lim ( ) +
y y—+00

Teorema. Sean: k € R™, lirP f(x) = +oo,siVx > k; f(x) < g(x),
X—+00

entonces liI_II_l g(x) = +oo
X—+ 00

Definicion. Si lim % = 1. Las funciones f(x) y g(x) se dicen
x—a

equivalentes cuando x — a.
Notacion: f(x) ~ g(x)

Si (x) ~ g(x) cuando x — a, significa que para valores muy cercanos

a a, da lo mismo trabajar con f(x) o g(x).

Algunas funciones equivalentes importantes.

sen(x) ~ x, cuando x — 0, ya que lim [sin(x)] —1
X—0 X
. [tang(x)
tang(x) ~ x, cuando x — 0, ya que lim [ : ] —1
X—0

-1
sen"! (x) ~ x, cuando x — 0, ya que lim [senx—(x)] =1
X—0
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-1
tang~! (x) ~ x, cuando x — 0, ya que lim [@] =1
X—0

2 -
1 — cos(x) ~ =, cuando x — 0, ya que lim ll C;’Zs(x)l =1
X—O0
2

In (1+x) ~ x, cuando x — 0, ya que lim [ln (iﬂ)] =1
X—0

e* —1 ~ x,cuando x — 0, ya que lim [ex—_l] =1
X—0 X

2.9. Ejercicios propuestos de continuidad de funciones

En los ejercicios del 1 al 14 analizar la continuidad de las funciones

propuestas:

D flx) = {;cz—_Sé six<0 7)) f(x)=

six>0
x24+2x—-1, six<0
2) f(x)= 3x — 1, si0<x<1
2, si=>1
{x—l, six<1
—3x + 3, six <1 8) fx)=
3+2x _ _ . <_4
3) f(x)=7% x—4 six <
! xt2 —x2+16 si—-4<x<4
X —2 si=4

D fe) =2

X

9) f() ==

4

5 f(x)=vx+2
6) f(x)=vx?2—-4
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x2-6x+5 12) f(X) =

— six <5
10)f(x)= 20 six=5 x—2, si|x| =2
3T —9x+e six>5 {—4, Si—2<x<?2
3x—6
X .
11) f(x): 13) f(x):{m, Six>—2
x, Six<-2
x? six< -2
2x—4 si —2<x<2 14) f(x) =
2x —5 six>=2
x+1 Ssix <3
{—x2+13 si3<x<4
-3 si=>4

En los ejercicios del 15 al 20 encontrar el valor de a y g para que las
funciones propuestas sean continuas en el punto donde exista un

cambio de definicion.

—x+1 six < -3
15) f(x) ={ax+1 si —3<x<5
Bx?—2 six>5

3x + 6« six < -3
16) f(x) ={—2ax+ L si |x|<3

x—p six =3
CAh six<a
17) f(x) = 4 six=2
Bx Six > 2
(x—B)(x+1) .
18) f(x) = {—x+5 , Six#2
-2, Si x =2
six =2

19) () = {

7, Si x <2
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X24+x—-1 six<-2
20) f(x) ={ax—B si—2<x<1
x+2 si>1
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Capitulo III: Derivadas

Los estudios realizados por Isaac Newton y Leibniz permitieron
realizar el estudio del calculo infinitesimal y dieron paso a facilitar el
entendimiento de ciertos fenémenos presentes en el mundo actual y
que gracias a muchos estudios realizados por matematicos y cientificos
permitieron obtener céalculos mas exactos. Las derivas aportan
informacion de utilidad como la velocidad de cuerpos, tasas de
crecimiento y decrecimiento poblacional y otros fenomenos que sin el
empleo de esta herramienta matematica seria complicado su estudio y

entendimiento.

3.1. Recta tangente

Definicion: sea y — f(x) una funcion continua. La recta tangente a
la grafica en el punto (a,f(a)), es la que pasa por tal punto y su

pendiente es:

I fla+dx]-fla) | Ay
im = lim

m, = —
a Ax—o0 Ax Ax—o Ax

Siempre que el limite exista. La pendiente de la recta tangente en
(a, f(a)), se conoce también como pendiente de la curva en el punto.

La definicion implica que una tangente en (a, f(a)) es tnica.
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/ a 10 a+h 20 \

Figura 47: Grafica de la Recta Tangente

Observaciones:

» Puede que el limite no exista para una funcién f, pero haya
tangente en (a, f(a))

P Larecta tangente a una grafica en un punto puede ser vertical o
asintota, en cuyo caso la pendiente no esta definida.

P La grafica de una funcién no tendra recta tangente en un punto

siempre que:

I. fseadiscontinuaenx =a
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Figura 48: Grafica de f con discontinua en x=a

II. Lagrafica de f tenga un pico en (a, f(a))

)

,/ \
Figura 49: Grdfica def con un pico en (a.f(a))

La grafica de f tenga una esquina en (a, f (a))

y = |xi

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 50: Grdfica de f con un esquina en

(af(a))
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Ejemplo: Encontrar la pendiente de la recta tangente a la grafica de

f(x) = 5x + 6, en todo punto (a, f(a))
Solucién:

a) f(a) =5a+ 6, para cualquier 4x # 0
f(a+ 4x) =5(a + 4x) + 6 = 5a + 54x + 6
b) 4y = f(a+ 4x) — f(a)
Ay =[6 =5a+54x + 6] — [5a + 6] = 54x

Ay 54x
¢c) —=——=5
) Ax Ax

En todo punto de la grafica de f(x) = 5x + 6, se tiene que

m, = qim LA ZS@ e s

Ax—o0 Ax Ax—o0

Ejemplo: Hallar la pendiente de las siguientes curvas en el puntox = 1

a.)y = 8 — 5x?
y'=0-2x5x
y'=—10x
y'=-10(1)
y'=-10
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x+1
.4
YT ar1)e
;1
Y =T ary

Ejemplo: Calcular las coordenadas del vértice de la parabola y = x? —
4x + 1 teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente en dicho

punto es igual a cero.

y=ax*+bx+c

_ b
XV = a
R )

2(1)
==
xv = —4
v=(2-4)

Ejemplo: Calcular la pendiente de las tangentes a la parabola y =

—x?% 4+ 5x — 6 en los puntos de interseccion con el eje x.
y'=-2%1x+5(1)—-0 5=-2x+5 L=y

y'=-2x+5 E:—zx x=0,5
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Ejemplo: Calcular la velocidad de los siguientes movimientos en el

instante t = 2; s viene expresado en metros y t en segundos.

a.)s=t>+3t

s=2%2+3(2)
s=4+6
s=10
, 10

2
v=>5s

b.)s =3 - 383

s=23-3(2)3
s =8—-3(8)
s=-16
, 16

2
v=—-8s

3.2. Definicion de derivada

La derivada de una funcién y = f(x) con respecto a x es:
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v flxtAx]-fx) Ay
fe) = Alxlglo Ax - Alxlﬂo Ax

Siempre que el limite exista.

La derivada f(x), también se llama razén de cambio instantanea de la

funcién y = f(x), con respecto a la variable x

Observe que 4x = x —a = x = Ax + a, se ve que 4x — 0, entonces

X —a

P = i (EHAI@ )y [0/ @

x—a X
Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = —x? — 4x — 1

Solucidn:

Ay = flx + dx] — F(x)

Ay = [—(x + Ax)? —4(x+Ax) — 1] — [-x? —4x — 1]
Ay = —x? — 2xAx — Ax? —4x —44x — 1+ x> + 4x + 1
Ay = —2xAx — Ax? — 4Ax
Ay = Ax(—2x — Ax — 4)

v flxtAx]-f(x) Ay
fe) = Alxlglo Ax - Alxlﬂo Ax
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Ay Ax(—2x —Ax—4)
Ax—o Ax Ax

= lim (—2x — Ax — 4)
Ax—o0
ff(x)=—-2x—4
Notacion de la derivada de una funcion: f'(x), Z—z,y’, Dy, D,y

Valor de una derivada: Es un nimero especifico a, el valor de la

derivada de denota:
f@. 5 0y @
Ejemplo: Encontrar el valor de la derivada de f(x) = x?,en 5
f(x)=2x=f(5)=2(5)=10

Operacion: El proceso de obtencion de una derivada se llama
diferenciacion (derivacion), si f’(a) existe, se dice que fes

diferenciable en a. La operacion de diferenciacién con respecto a la

variable x se representa mediante el simbolo ;—x, por ejemplo ;—x f(x)

Observacion: si y= f(x), es continua en x =a, y f'(a) =0,

entonces la tangente en (a, f(a)) es horizontal
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Dominio de la derivada (f")

El dominio de f’, es el conjunto de nimeros para los que el limite
existe. Una derivada no existe en un nimero a, por la mismas razones

que una tangente a la grafica no existe.

Una funcién f no tiene derivada en a, si:

P La funcion es discontinua en x = a

P La grafica de f tiene un pico o un punto en (a, f(a)). Ademas,

puesto que la derivada de la pendiente de f” no existe

» En el punto (a,f(a)) en el que la tangente a la gréfica es

vertical, y la pendiente de una recta vertical no esta definida

Por lo tanto, el dominio f”, es un subconjunto del dominio de f.

Teorema: Si f es diferenciable a, entonces f es continua en a

Teorema: Si f es diferenciable en un ntimero c de un intervalo ]a, b|,

siy solo si:

f +(c)=f_(c),y f es continua en c
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3.3. Ejercicios propuestos de derivadas aplicando la

definicion

Aplicando la definicién encuentre las derivadas de las siguientes

funciones:
1) f(x) =3x-5
2) g(x)=2x + 7
3) ff(x)=x2+8x—5
4) g =x+1
5 f(x) = 2x2-7x + 3
6) gx) =x 2
7 f)=x*+1/4
8) gkx) =x*+ 7x
9) f(x) =x3-x*-x+ 10
10) g(x) = x3 + 27x
11) f(x) = 2x3 — 5x2 — 2x —
3
12) g(x) = 4x3 - 2x?
13) f(x) = 4x3 - 13x% + 4x
14) f(x) = 6x3 + 11x- 9

15) g(x) = 4x°

16) f(x) = 3x3- 2x% +
x-9

17) f(x) = 8x3- 2x?- 5x +
3

18) f(x) = 6x3- 7x% +
3x -2

19) f(x) = 8x*- x+3

20) f(x) = 7x3-x + 5

21) f(x) =x3-x%-x + 10

22) f(x) =x?+3x+2

23) f(x) =
2x3 - 5x2 - 2x - 3

24) f(x) = 4x3- 13x% +

4x - 3
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25) f(x) = 3x%- 6x + 8
26) f(x) = 2x% + 5x - 22
27) f(x) = 5x%- 9x + 2
28) f(x) = 4x* + 5x
29) f(x) = x°-7x

30) f(x) = 2x3 + x?

3.4. Reglas de diferenciacion

31) f(x) = x2-9x + 1
32) f(x) =x* +5

33) f(x) = 2x2+7x- 11
34) f(x)=7x°

35) f(x) =11x*+8

Teorema: dada f(x) = x™, entonces f'(x) = ;—xx" =nx""1, donde n

es un namero entero positivo.

Teorema: dada f(x) = k, una funcién constante, entonces f'(x) =

= f(x) =0.

Teorema: Sea c, una contante y f(x) diferenciable, entonces:

d d ,
—f(0) = e f() = of )

Teorema: Sea f(x) y g(x) funciones diferenciables en ]a,b|,

entonces:

a) —[f(x)+90)]=f()+g(x)

136



b) =[f () —g()] = f(x) - g'(®)

) —[f(x) * g = f(D)g(x) + f()g (%)

) A [f&)] _ F®g)-f(x)g'(x)
dx Lg(x) g(x)?

Ejemplo: f(x) = 3x3 —2x% + 4x—7
f(x) =3%3x2—2%2x+4x1-0
fl(x) =9x% —4x + 4
Ejemplo: g(z) = 5z* — 82% + z
g'(z) =4x5z3—-2x8z+1
g'(z) =20x3—16z+1
Ejemplo: f(t) = t? + (1/t?)
flf@) =2t+ @1 xt?)

f(t) =2t+ (-2t73)
! — 2 2
f'(@) =2t— 3

x—1
5x3+4+2x

Ejemplo: Derivar y =

Solucidn:
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d d

3 3

) (5x3 + 2x) T [x—1] - (x—1) Ic [5x3 + 2x]
(5x3 + 2x)?

y

, (5x® +2x0)[1] — (x — D[15x* + 2]
B (5x3 + 2x)?

, (5x% +2x) — (x — D[15x* + 2]
B (5x3 + 2x)?

,_ 5x®+2x —15x — 2x + 15x% + 2
Y= 25x + 20x* + 42

B —10x3 4+ 15x2 + 2
"~ 25x6 4+ 20x% + 4x2

y

Se puede hacer uso de combinacion de las reglas de

diferenciacion
. . . _ (x2-1)(2x+1)
Ejemplo: Derivar y = Taxres)

Solucion: Empezar con la regla del cociente:

@+ 5) [ - D(2x + D] - [ - D(@x + D] = [2x2 + 5]
- (2x2 + 5)2

y
¥’

(2x% +5) [(xz — 1)%(235 +1)+ (2x + 1)%@2 - 1)] — [(x* = 1)(2x + D] [4x]
- (2x?% + 5)2
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(%2 +5)[(x2 - D) + 2x + D(2x)] - [(x? — 1) (2x + 1)][4x]
y = (2x2 + 5)2

. (@2x? +5)[2x% — 2 4 4x? + 2x] — [2x% + x% — 2x — 1] [4x]
Y= 4x* + 2022 + 25

. (@x?+5)[6x +2x — 2] — 8x* — 4x® + 8x? + 4x
Y= 4x* + 2022 + 25

, 12x* +4x® — 4x? + 30x% + 10x — 10 — 8x* — 4x> + 8x% + 4x
B 4x* + 20x2 + 25

y

. Ax*+34x% +14x - 10
T 4x%* +20x2 + 25

y
Teorema: si f(x) = x™, si n es un entero positivo y x # Oentonces

f(x) = %x‘" = —nx "1

Ejemplo: Derivar y = x—lz

Solucion: Empezar con la regla del cociente:

,_(xz)%[l]—l%[xz]_(xz)(O)—l(Zx) 2x 2
y = (x2)2 - x4 T x4 43

., 1 _
Observacion: y = = = x 2

’ 9 _ 2
Entonces: y' = —2x7%71 = -2x73 = - =
X
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3.5. Ejercicios propuestos de derivadas aplicando las

propiedades

Encontrar las siguientes derivadas de f(x), g(x)

1) f(x)= (6x3+5x2 — 3) (6x + 3)

2) f(x) = 8x3 (5x — 2)

3) f(x) =(5x2—x+5) (4x + 3)

4) f(x) =(2x +5) (x3 - 3x2 + x)

5) f(x) = (8x3 + x2 — x +3) (6x2
+3)

6) f(x) =(7x4+4x3-5) (x5-2)

7) f(x) = (3x3+ 2x2 + 5)(3x — 4
)

8) f(x)= (7x4 + 8x?)(2x2 + 5%)

9) f(x)=(9x + 5)(3x2 + 7x — 2)

10)(x) = (6x4 — 7x2)(3x3 + 2x?)

11) f(x) = (2x4 — 5% — 6)(6x3 —
42 + 2)

12) f(x) = 6x3 (5% + 4X + 2)

13) f(x) = (x® + 10)(x5 — 8)

14)f(x) = (6x2 — 7)(3x4)

15) f(x) = (5x3 + 8x2)(4x5 — 2)

16)f(x) = (2x3 — 4x2 + 7X)(x2 —
9)

17) f(x) = (x2 + 2x)(6x2 — 7)

18)f(x) = 7x3 (4x + 9)

19) f(x) = 10x4 (x> + 8x + 25)

20) f(x) = (4x3 — 11)(3x2 +7)

21) f(x) = 7x = 5

22)f(x) = 2x +9

23)f(x) = x2 + 11x — 5

24)f(x) =x+8

25)f (x) = 7x% — 9x + 3

26)f (x) = 8x2

27)f (x) = 2x° + -

28) f(x) = 4x2 + 7x

29)f(x) = 2x3 —5x%2 —x + 10
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30) f(x) =3x3+28x

31) f(x) =2x3 —11x*—2x—3

32)f (x) = 4x3 — 7x?

33)f (x) = 14x3 — 3x2 + 4x

34)f(x) = 6x3+ 15x — 9

35)f (x) = 24x°

36)f(x) =3x3—8x2+5x—9

37)f(x) = 8x3 —12x% — 15x +
3

38) f(x) =6x3—4x?+ 13x —
2

39)f(x) =8x%—10x + 3

40) f(x) =7x%—9x +25

41) f(x) = 2x3 —4x? — 6x + 11

42)f(x) = 5x% +8x + 12

43)f(x) = 22x3 — 15x% — 2x —
13

44) f(x) =24x3—13x% +
7x — 3

45)f(x) = 13x* — 26x + 8

46) f(x) = 2x* + 25x — 22

47)f(x) = 5x% — 19x + 27

48) f(x) = 4x? + 35«

49) f(x) =18x° —7x

50) f(x) = 18x3 + x?

51) f(x) = 9x% — 19x + 1

52)f (x) = 13x3 + 25

53)f (x) = 32x2 + 17x — 110

54)f (x) = 37x°

55)f (x) = 11x* + 88

56)f(x) = 4x3+25

5 f(x) = 2x% +7x- 11

58) f(x) = 7x3

59)f (x) =11x? +8

60) f(x) = 25x° +
12x*-3x2 + 25

61) f(x) = 6x7 +13x> - 7x3 +
X

62)f(x) = 9x°® - x* + 7x? +

42x
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63)f (x) = 14x° - 54x% + 30 66) f(x) = 9x'' +
64) f(x) = 23x%-54x% + 12x7-3x* + 12
100x
65)f(x) = 6x°- 12x7 +
3x5 - 15x3- 100

3.6. Derivada de funciones trigonométricas

Teorema: f(x) = sin(x), entonces f'(x) = cos(x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = —x3 sin(x)

oy d d s
f/@) = = [f ] = [-2* sin(@)]

Usando la regla del producto tenemos:

d d
fx) = sin(x) [—x°] + (—x%) 2 1sin(x)]
f'(x) = sin(x) (—3x?) + (—x*)[cos(x)]
f'(x) = —3x2sin(x) — x3 cos(x)
Teorema: f(x) = cos(x), entonces f'(x) = —sen(x)

sin(x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = 33005 (0
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sin(x) ]

’ —_ d = d
F@) =2 [fl =4 [m

Usando la regla del cociente tenemos:

[3 — 3cos(x)] % [sin(x)] — [sin(x)] % [3 — 3cos (x)]
[3 — 3cos (x)]?

f(x)=

[3 — 3cos(x)][cos(x)] — [sin(x)] [0 — 3(—sen (x)]
(3)?[1 — cos (x)]?

f(x)=

_ [3cos (x) — 3cos?(x)] — [3sen?(x)]

f&) 9[1 — cos (x)]?

3[cos(x) — cos?(x) — sen?(x)]
9[1 — cos (x)]?

fx)=

Aplicando la identidad trigonométrica en el numerador:

sen?(x) + cos?(x) = 1 = sen?(x) = 1 — cos?(x)

3[cos(x) — cos?(x) — 1 + cos?(x)]
9[1 — cos (x)]?

fx)=

_ 3[cos(x) — 1] [1 — cos(x)] 1

fr) = 9[1 — cos (x)]? e 3[1 — cos (x)]? = 3[1 = cos(x)]

Teorema: f(x) = tan(x), entonces f"(x) = sec(x)?
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sen(x)

cos (x)’

Como: f(x) = tan(x) = por lo tanto

[cos()] gz [sin(0)] = [sin()] o [cos ()]
fcos GO

f(x)=

[cos(x)][cos(x)] + [sin(x)] [sen (x)]
[cos (x)]?

fx)=

[cos (x)]? + [sen (x)]?
[cos (x)]?

f(x)=

Aplicando la identidad trigonométrica en el numerador:

sen?(x) + cos?(x) =1

1
[cos (x)]?

fx)=
f(x) = sec?(x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = cos(x)tan (x)

d d
f/@) = 2= [f()] = 2 [cos()tan (x)]

Usando la regla del producto tenemos:
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f (x) = tan(x) [-sen (x)] + [cos(x)] [sec? (x) ]f"(x)

d d
= tan(x) Tx [cos (x)] + [cos(x)] Tx [tan(x)]

.« sen(x)
f(x)=- c0s(0) sen(x) + cos (x) cos ()2
..o sen(x)? 1

fe)=- cos(x)  cos (x)
.. 1—sen(x)? cos(x)?

fe)= cos(x) cos (x)

f(x) = cos (x)
Teorema: f(x) = cot(x), entonces f'(x) = — csc(x)?

Teorema: f(x) = sec(x), entonces f'(x) = sec(x) tan (x)
Teorema: f(x) = csc(x), entonces f"(x) = —csc(x) cot (x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = sec(x)cot (x)

d d
£ = - [f (0] = —[sec()cot (1))

d d
f'(x) = cot(x) Tx [sec (x)] + [sec(x)] Tx [cot(x)]

f'(x) = cot(x) [se c(x) tan (x)] + [sec(x)] [—csc(x)]
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£ = cos(x) lse ) sen(x) [ 1 ] [ 1 ]

sen(x) cos(x) B cos(x)] Lsen(x)

fe = [cosl(x)] B [COS(X)lsen(x)]

i} _ sen(x) —1
= sntoe
Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = %ﬁ"é{)
iy = @ _d | sec(x)
f ) —a[f(x)] _alm

Usando la regla del cociente tenemos:

) [1+ tan (x)] ;—x [sec(x)] — [sec(x)] % [1 + tan (x)]
f = [1+ tan (x)]

[1 + tan (x)][sec(x) tan (x) | — [sec(x)] [sec(x)?]

f = [1+ tan (x)]

.« [sec(x)tan (x) ]  [sec(x)] [sec(x)?]
fO = anto]  O+an@P

Puedo aplicar la identidad trigonométrica: 1 + [tan (x)]* = [sec (x)]?,

para simplificar atin mas la derivada de la funcion
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Ejemplo: Encontrar la derivada de y = x — 3 sen(x)

d
y' = Tx (x — 3sen(x))

, _d d 3
y —a(x)—a( sen(x))
y'=1—-3cos(x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de y = t3 cos(t)

d
y' == (t% cos(t))

d d
y' = cos(t) P (t3) +t3 P (cos(t))

y' = cos(t) 3t + t3 (—sen(t))
y' = 3t% cos(t) — t sen(t)?

y' = t2( 3 cos(t) — t sen(t))

Ejemplo: Encontrar la derivada de y = 2%

, _d (tan(x)
=)

, X c;i_x (tan(x)) — tan(x) =* % (%)

x2

y
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, _xx*sec’(x) —tan(x) x 1

xZ
x  sen(x)
, _cos?(x) cos(x)
y = X2
x — sen(x) * cos(x)
, cos?(x)
y = X2
,  X-— sen(x) * cos (x)
Y x?cos?(x)
Ejemplo: Encontrar la derivada de y = Sezz(x)

~

_d (sen(x)
y _E( x? )

x? x c?_x (sen(x)) — sen(x) ;—xxz

Y (x2)?

. x%xcos(x) — sen(x) * 2x
y = s

, _ x*cos(x) — 2xsen(x)
Y= x(x3)

, x(xcos(x) — ZSen(x))
Y= x(x3)

. xcos(x) — 2sen(x)
y =

x3
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3.7. Regla dela cadena

Teorema: Sea f(x), una funcién compuesta por dos funciones g(x) y
h(x), siendo f(x) = goh. Si existen las derivadas g'(x) y h’(y), donde

y = g(x). Entonces la derivada f'(x) existe y esta dada por:
) = g R
Ejemplo: Encontrar la derivada de f£(x) = (x — 1)2
F ) = [FG] = G~ D) =[G~ D~ D]
Usando la regla del producto tenemos:
F0) = (= Daelx = 114 (= D e~ 1]
Fe = (-1 + (-1 =26~ 1)

Aplicando la Regla de la Cadena:

d
f@) =20e= D[ = D] = 2 = D

1

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = Grizeay
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F(x) = [(5x* — 2x?% — 4)3] % [1] —[1] ;_x [(5x* — 2x% — 4)7]
[(5x* — 2x2 — 4)3]2

Aplicando la regla de la cadena en el numerador

o —[1]3(5x* — 2x% — 4)2 % [(5x* — 2x% — 4)]
fx) = (5x* — 2x2 — 4)6

o —3(5x* — 2x% — 4)?(20x3 — 4x)
[0 = (5x* — 2x% — &)

.o —3(20x° — 4x)
FO) =G — oz —ay

O bien f(x) = (5x* — 2x? — 4)73

_ —3(20x°% — 4x)
~ (5x* —2x2 — 4)4

d
f'(x) = =3(5x* — 2x? — 4)‘4a [5x* — 2x? — 4]

Teorema: sea f(x), una funcion definida por f(x) = x”, donde r es

un numero racional. Entonces f'(x) = rx"1

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = (x! — 3x + 8)3

f(x) =3(x? — 3x + 8)? % (x?2—-3x+8)
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f(x) =3(x?>—-3x+8)% (2x —3)
f(x) = (x?—-3x+8)? (6x—9)

Ejemplo: Encontrar la derivada de g(x) = (8x — 7)7>

d
gx) =-58x—-7)"° o 8x—7)

g(x) = —=5(8x —7)7° (8)

40
g(x) = @7

2
3x —5)2
2x2+7

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = (
) = 2 3x2 -5\ d [3x*-5
fie) = 2x2+7) dx \2x2 +7
2 2 d 2 2 d 2
) = 6x2 — 10\ | (2x +7)E(3x —5)—(3x —5) gz (2x*+7)
[ = 2x2 +7

2x%+7
_ (6x? —10)[(2x* + 7)(6x) — (3x? — 5)(4x)]

fix) = (2x2 + 7)3

oy (6x2 —10)[12x® + 42x — 12x> + 20x]
A (2x% + 7)3
1) = (6x%2 —10)(62x)

(2x%2 4+ 7)3
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372x3 — 620x
(2x2 +7)3

fx) =
3.8. Ejercicios propuestos de derivadas aplicando regla de

la cadena

Encontrar las derivadas aplicando la Regla de la Cadena:
1) f(x) = (6x2 - 7x)2(4x — 2)3 10)f(x) = (3x — 7)3(5X3 + 4x2 — 3x

2) f(x) = (3x2 - 6x)5 (4x3 + 5)4 +7)?

3) f(x) = (2x3 — 7x)3(5x4 + 3x2) - 11) f(x) = (6x3 —x — 3)4 (X2 + 8x +

! 25)
4) f(x) = 3f(7xZ+8x)2(2x2 — 12)f(x)=(2x3 + 7)5(x* - 7x + 4)3
1)3/4 13)f(x) = (4x3 + 8x + 5) " (3x2 +
5) f(x) = 7)/2

VBx? +62)1 V823 + 622 14)f(x) = (13x — 4)%(15x2 + 3x +
6) f(x) = V5 —3x%(7 - 10%)? 1)
) f(x) = (5x —1)~1(2x — 1) 15) f(x)= (3%2 + 10X + 13) ~4(2x4 —
7 x)=(x—-1)"1(2x — s

2 3
8) f(X) = (4X + 3)3(X + 1)1/3 5x= + 29)

9) f(x) =(2x - 3)2(3x> - 5)?
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Teorema: sean f(x) y g(x), funciones diferenciables tales que f(x) =
[g(x)]%, g(x) = u y a un ntmero racional cualquiera, si g’'(x) existe,

entonces:

d d
@] = —[g®]° = alg@]* g’ ()

La derivada de funciones trigonométricas compuestas con una funciéon
diferenciables u(x), se obtiene como otra consecuencia directa de la

regla de la cadena.
> o [sen()] = cos(w) ;- [u]
> - lcos()] = —sen(u) - [u]
> [tan(u)] = sec?(u) - [u]
> o lcot()] = —ese?(w) - [u]
> [sec(u)] = sec(u)tan (w) = [u]

> :—x [csc(w)] = —csc(u)cot(u);—x[u]
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3.9. Ejercicios propuestos de derivadas trigonométricas

Aplicando propiedades de las funciones trigonométricas, encontrar la

primera derivada de las siguientes funciones

1) f(x) = sen(5x* — 7x)

2) f(x) = —6sen 2x

3) f(x) =mtan3x

4) f(x) =+ecsc4x

5) f(x) = sen? (g - 1)

6) f(x) = cos(7x + 3)

7) f(x) = tan[sen (x7)]

8) f(x) = cotg[cos(vZ2x)]

9) f(x) = tan(x5) — cos(9x)

10) f(x) = [cos(11x — 7)]°

__ [tan(8x-5)
11) f(X) - [cos(4x+6)

__ [sec(11x)+tan (11x)
12) f(x) - [ cotg(11x)+2x

13) f(x) = sen? (9x + 2)
14) f(x) = cos? (12x — 2)

15) f(x) = tan? (5x +9)

16) f(x) = sen 2 (7x + 5)
17) f(x) = cos™? 2x — 7)
18) f(x) = tan™% (x + 3)

19) f(x) = cos® (12x — 10)
20) f(x) = tan_g (5x)
21) f(x) = cotg% (7x+ 2)

22) f(x) = cotg ™3 (r*)

23) f(x) = sen(—4x~3 + 8)3
24) f(x) = sen[In(2x — 7)]
25) f(x) = sen[tan(5x)]

26) f(x) = sen[cotg(7x)]
27) f(x) = sen”[(x3 + 2)8]
28) f(x) = cos[In(2x* + 5x)]
29) f(x) = cos?[(—4x + 5)?]
30) f(x) = tan[ln(7x? + 2x)]

31) f(x) = cos[cos(cos(Zx))]
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32) f(x) = cotg(—2x + 5)° 36) f(x) = eSen0) — 7x

33) f(x) = &SX) 37) f(x) = g4cos (%) 4 etan (€9)
34) f(x) = ln[7x‘3 + 38) f(x) — parcsen(2x)
5 cos(2x)] 39) f(x) = e>*sen(7x)
_ esen(2x) 40) f(x) — ecos(x)sen(8x)
35) f(X) " cos (3x)

41) f(X) = esen (3x) + gCos (3x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = sen(3x° — 2x)
() = 2 [F ()] = = [sen(3x5 — 20)]
f(x)—a f(x) =7 sen(3x> — 2x)
Usando la regla de la cadena tenemos:
f'(x) = cos(3x> — 2x)i [3x% — 2x]
dx
f'(x) = (15x* — 2)cos(3x° — 2x)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = tan[sen(x)]

d d
f'@) = = [f(0)] = —[tan[sen(x)]]

155



Usando la regla de la cadena tenemos:

F/(x) = sec?[sen(x)] % [sen(x)]
£/(x) = sec2[sen(x)]cos(x)
Fjemplo: Encontrar la derivada de f(x) = sec?(7x2)
F ) = (0] = - [sec (720)]

Aplicamos en tres ocasiones la regla de la cadena tenemos:

f'(x) = 3sec?(7x?) ;—x [sec(7x?)]

£(x) = 3sec?(7x?)[sec(7x?) tan(7x2))] % [(7x2)]
£(x) = 3sec?(7x?)[sec(7x?) tan(7x?)] 14x
Ejemplo: Encontrar la derivada de £(x) = (6x% — x2)1[sen(x)]°
F() =[] = = [(65° — x) O [sen (o]

Usando la regla del producto tenemos:
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d d
£/@) = [sen(0] - [(6x° = x2)1°] + (6x — x2)1° —[[sen()]°]

Aplicando la regla de la cadena a ambas derivadas

d
f'(x) = [sen(x)]°10(6x* — x*)° ——[(6x" — x?)]

d
+ (6x3 — x2)1%5[sen(x)]* o [sen(x)]]

f'(x) = 10[sen(x)]°(6x3 — x2)°(18x2 — 2x)

+ 5(6x3 — x?)1%[sen(x)]*cos (x)

3.10. Ejercicios propuestos de derivadas de potencias

Encontrar las derivadas de Potencia generalizada de f(x), g(x)

1) f(x) = (6x2—7x+9)2
2) f(x) = (3x2 - 6Xx + 1)5
3) f(x) = (2x3 - 7x + 3)3

4) f(x) = (2x2 - 1)3/4

5) f(x) = i/(7x2 + 8x + 9)2

6) f(x) = {/(5x% + 6x + 9)4

7) f(x) = V8x3 + 6x2 + 8x — 1

8) f(x) =(5x4+3x2+1) 4

9) f(x) =5 —3x2
10)f(x) = (7 — 10x)3
11) f(x) = (4x3 + 5)4
12) (4x — 2)3

13)f(x) = (5x — 1) ¢
14)f(x) = (2x - 1) =2
15) f(x) = (4x + 3)3
16) f(x) = (x + 1)V/3
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17) f(x) =(2x - 3)?

18)f(x) = (3x2 - 5)2

19)f(x) = (3x — 7)3

20) f(x) = (5x3 + 4x2 - 3x + 7)?
21) f(x) = (6x3 — x — 3)4

22)f(x) = (x2 + 8x + 25)5

23)f(x)= (2x3 + 7)5

24)f(x)= (x2 — 7x + 4)3
25)f(x) = (4x3 + 8x + 5) -2
26)f(x)= (3x2 + 7)V/2
27)f(x) = (13x — 4)°

28) f(x) = (15X + 3X + 11)4
29)f(x)= (3x2 + 10X + 13) 4

30) f(x)= (2x4 — 5% + 29)3

Teorema: sea f(x) = In|x|, x > 0, entonces f'(x) = i

Teorema: sea f(x) =In|u|, donde wu, es una funcién positiva y

1du

diferenciables de x, entonces f'(x) = %u o bien ;—x [f(x)] = ——

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = In[x” — 2]

d d
f) = [f (0] = —[Inx” - 2]]

Usando la regla de la cadena tenemos:

1
x7 —2

d
f@) =g =7 = 2]
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fx)= [7x°]

x7 —2

7x°
x7 —2

£ =
Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = sen(x®) In[x5]
.. d d Iy
f@) = - [f ()] = —[sen(x®) In[x°]]

Usando la regla del producto tenemos:

d

f'(x) = In[x°] 4 [sen(x3)] + sen(x?) e

. [In[x>]]

Usando la regla de la cadena tenemos:
F00) = Infx®] cos () = [ (29)] + sen(x®) =[]
dx x5 dx
1
f'(x) = In[x°] cos(x®)3x?% + sen(x?) FSx4
5
f'(x) = 3x%In[x°] cos(x3) + ;sen(x3)

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = In[3X — 5]*
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, d d Y
f@) = ——[f(@)] = —[In[3X - 51*]

Previo a derivar podemos emplear las propiedades de los logaritmos y

la funcion quedaria de la forma:
f(x) =4In(3x —5)

, d d
£ = [f ()] = 4—[In(3x - 5)]

Usando la regla de la cadena tenemos:

d
f(x)=43x_5a[3x—5]
. _ 4 3 B 12
f) = 3x—5 3x—5

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = In[(x — 5)(7x + 2)(3 — 2x)]

d d
f@) = - [f9] = —[In[(x = 5)(7x + 2)3 = 22)]]

Previo a derivar podemos emplear las propiedades de los logaritmos y

la funcion quedaria de la forma:

f(x) =In(x —5) +In(7x + 2) + In(3 — 2x)
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) =2 = L -s1+Ln 4
f(x)—a[f(x)]—a[n(x— )]+a[n(7x+2)]+a[n(3—2x)]

Usando la derivada para la suma de funciones y la regla de la cadena

tenemos:

) = — d[ 5] + ! d[7+2]+ ! d[3 2x]
f(x)—x_dex 7x + 2dx x 3 —2xdx X
(x) = 1 1) + 7) + 1 2
fix _x—S() 7x+2() 3—2x( )

N 7 2
7x+2 3—2x

i 1
o) =—
Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = In[(1 — x?)3(x — 8)?]
) =2 = L [inf(1 - 22 (x — 8)?
fG) = 1f ()] = [In[(1 —x%)° G = 8)°]]

Previo a derivar podemos emplear las propiedades de los logaritmos y

la funcion quedaria de la forma:
f(x) =In(1 —x?)3 + In(x — 8)?

. d .4y , d .
fe) = lf (0] =3lIn(1 —x*)] + 2~ [In(x - 8)]
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Usando la derivada para la suma de funciones y la regla de la cadena

tenemos:

i[1—362]+2;£[x—8]

f,(x):?)l—xzdx x —8dx
2
f@) =1 (20 +——= (1)
i 6x 2
f(x):_l—x2+x—8

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = [In(4x? — 8)]®

d d
1@ = —[f (] = —[[In(4x* - B)]°]

Usando la derivada para la suma de funciones y la regla de la cadena

tenemos:

d
f'(x) = 3[In(4x? — 8)]? o [In (4x% — 8)]

4 [4x? — 8]

f'(x) = 3[In(4x? — 8)]? 2 8 dx

f'(x) = 3[In(4x? — 8)]? 278

f() = g In(4x? = )
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Teorema: sea f(x)=Ilog,u, donde u, es una funcién de

x diferenciables, entonces:

, 1 d
fGx) =~ (logye) [u]

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = log(4x — 5)

, d d
f'@) = - [f ()] = [log(4x - 5)]

Usando la regla de la cadena tenemos:

d
f'() = g (ogle]) [ (4x ~ 5)]
4x
f(x) = 7= (logle])

3.11. Derivadas implicitas.

Se dice que una funcion estd definida explicitamente cuando se da de
la forma y = f (x); esto es cuando se da y despejada en términos de x.
En cambio, si en una ecuacién, como, por ejemplo, 2yx = cos3y, existe
una funcion tal que y = f (x), se dice que y es una funciéon que esta
definida implicitamente por la ecuacion. Una ecuacion en x e y puede

definir a mas de una funcién implicita.
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En muchas ocasiones no se puede resolver explicitamente una funcion
dada en forma implicita. Es posible hallar la derivada de una funciéon
expresada implicitamente, sin necesidad de transformarla en su

equivalente explicita.

La ecuacion de la circunferencia con centro en el origen del plano
cartesiano y de radio R esta dada por x? + y? = R?, es una funcién que
se encuentra definida de forma implicita, y en muchas funciones que
se encuentran definidas en forma implicita no se la puede expresar en
forma explicita, es decir para una variable dependiente y en términos
de una variable independiente x, y para encontrar la derivada de y

respecto a x se empleara el proceso llamado derivacion implicita

3.11.1. Proceso de diferenciacion implicita:

i. Sesuponey = f(x)
ii.  Se diferencia en ambos miembros de la igualdad, con respecto

. . . . . s d
a la variable independiente, aplicando la operacion ™

ees . d .y
iii.  Se despeja d—z en la ecuacion resultante

Ejemplo: En los siguientes ejercicios, hallar Z—z por medio del proceso

de diferenciacion implicita.
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A x2+y2=16

Solucidn:
x?+y2=16
d (x* +y?) = et
dx YT dx( )
dy
2x + Zya =0
dy
ZyE = —2x
dy  2x
dx 2y
dy  x
dx vy
B. x3+y3 =8xy
Solucion:
x3+y3 =8xy

d oty - L g
dxx y _dx(xy)

dy d
2 2—: —
3x° + 3y I 8y+8xdx
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Solucidn:

1 1
—t-=1=x1+yl=1
x ¥y

dx

dy
=2 A2 =
x y dx

dy
—yT2 L = x2
Y dx x

dy x2

dx y~?

y _ Yy
dx x?

D. Vx+y=4

d 1y @ 1
— x4y )—a()
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Solucion:
i1
Vx+ Jy=4=>x2+yz2=4

d 1 1 d
a@”ﬂyﬁﬂﬁ

2% Y Tax T
1 _1dy 1 1
2 T T T2

1

dy  x 2

dx -1

1

dy  y2

— ==

dx 3

dy _ _Jy

dx Vx

Ejemplo: Sea la funcién: 3x° — 2x3 + x = y3 — 3y, encontrar Z—z

Solucion: el ejemplo es un caso en el cual se puede expresar la funcion

en términos de x de un solo lado de la igualdad y los términos en y del

otro lado de la expresion, es decir F(x) = G(y)

F(x) =3x>—2x3+x
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G(ly)=y*-3y

Por lo tanto, para los valores de x, para los cuales la funcion es

diferenciable tenemos:
< P == 6(y)
dx dx
j—x(xS —2x*+x) = %()’3 —3y)
Usando la regla de la cadena del lado derecho de la funcién, tenemos:
2 d_y dy

- 3=

54_ 2 —
x* —6x*+1=3y ax I

Sacamos factor comin Z—z del lado derecho de la funcion, tenemos:
dy
5x* — 6x2 + 1=(3y% — 3) -
x x* +1=3y ) P

. ay
y despejamos =

dy 5x*—6x*+1
dx  3y2-3

Ejemplo: Encontrar la derivada de 5x3y? — 4xy* =2 —y
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Sea f(x) =y, funcion diferenciable para los valores de x, Aplicando la

regla del producto de funciones para las diferenciacion tenemos:

s d d
a(x)’)— a(xy)—a(z)—a()@

d d d d dy
2 3 3 2y 4 _ 4 —
5y —dx(x ) + 5x —dx(y ) — 4y —dx(x) 4x—dx(y ) ar

Usando la regla de la cadena del lado izquierdo de la funcién, tenemos:

s _ 4y

dy
5y2(3x?%) + 5x3(2y) e 4y*(1) — 4xy = A

4 d .,
Sacamos factor comin d—z del lado derecho de la funcién, tenemos:

dy dy dy
25,2 4 _ 3 3
15x°ys — 4y* = —10x Y 2 + dx+4xy Ix

mos 2
y despejamos ™

dy  15x%y? —4y*
dx 1+ 4xy3—10x3y

Ejemplo: Encontrar la derivada de 2(x + y)? + 3(x —y)3 = x3 + y3
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Derivado de forma implicita (ademas aplicando regla de la cadena)
tenemos:
d d d d
_ 2 - 03] = (43 a3
2= (G + 9?1+ 3= [(x = »)*] = — () + = ")

2 4y

4(x+y)—(x+y)+9(x—y)2—(x—y) = 3x%2 + 3y e

dy 5 dy 2dy
4(x+y)<1+d )+9(x—y) (1—5)—3x + 3y I

Agrupamos los términos Z—i del lado izquierdo de la funcién,

tenemos:
dy
[4Ce + ) = 90 = y)? = 3y*] = = 3x* — 4(x +y) = +9(x —y)?

. dy
y despejamos =

dy  3x>—4(x+y)—9(x —y)?
dx ~ [4(x +y) — +9(x — y)? — 3y?]

Ejemplo: Encontrar la derivada de: —5xcos(y) + 3ytan (x) = 1

Derivado de forma implicita (ademas aplicando regla de la cadena)

tenemos:
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5. 3.2 -La
- a[xcos(y)] + a[ytan ()] —a( )

. d c d d d
—5cos(y) Tx (x) — X (cos(y)) + 3tan (x) Tx y) + ByE (tan (x))

=0

dy dy 5
—5cos(y)(1) — 5x(—sen(y)) Tx + 3tan (x) Tx + 3ysec“(x) =0
Agrupamos los términos j—z del lado izquierdo de la funcion, tenemos:

[Sxsen(y) + 3tan (x)] == = 5cos(y) — 3ysec?(x)

dy
dx

. dy
y despejamos ™
dy 5cos(y) — 3ysec?(x)
dx  5xsen(y) + 3tan (x)

Ejemplo: Encontrar la derivadade: x+ . /xxy+y=2

1 1
X+xz2*xy2+y=>2
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@=-Cno)

B 2\/x_y+x

Ejemplo: Encontrar la derivada de: xy = \/x + y

1
xy = (x+y)2
d _d N 1
e (xy) = I (x+y)

d . d 1 s _%d .
ydx(x) xdx(y)—z(x y) dx(x y)
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dyy +y) [d . d)
yax(g) == *[a("”wl

1 1
N (dy) _(x+y)2 N (dy) (x+y)2
yTx dx] 2 dx 2

2y —1 dy( N 1 )
—_=—| x R
2/x+y dx 2. /x+y

2y —1

2yx+y  dy
2x x+y+1_dx

2\ /x+y

2y —1 _dy

2x\/x +y+1 dx
3.11.2. Ejercicios propuestos de derivadas implicitas

. d . . .
Encontrar la derivada d—z, de las siguientes funciones:

1) 4x2+5y% =39 6) 8x3—-y2=45

2) 8x + 5y =21 7) 2y3 — 5y2 + 7X5 = 102
3) x3y5=9 8) 14x2 + 9xy + y2 = 53
4) 3x* - 8y3 =49 9) 45 + X3y +Xy* = 67
5) 35xX3 + 7y2 =106 10)(17y2 — 18) = 8x4
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11) (x3 + 5y)? = x4

12) 32 — Xy — 5 = 49
13) x3y7 = 106

14) 2x4 — 5y2 = 29

15) x5 — 6y3 =4

16) 5x2 + Qy4 = 121

17) 13X — 4y3 = 27

18) (5y4 — 6x)3 = 18x2
19) 6X3 + 15y3 = 91

20) 3X + 7y =11
21) x2y4 = 49

22)8x3 — 3y® = 49
23)5x%3 + 17y2 = 16
24)9x3 — 3y* = 45
25)y3 — 15y2 + X5 = 106
26)4x4 + 6Xy + 2y2 = 3

27)4x8 + x3y3 + Xy2 = 7

28) (7y> — 8) = 3x4

20)(2x3 + y)2 = 2x4

30) 13x2 — Xy — 15y =
149

31) 2x3y7 = 16

32)22x4 — 15y2 = 129

33)3%5 — 9y3 = 444

34)25%2 + 2y4 = 1221

35)23x* — 14y3 = 227

36)(y* — 23x)3 = 9x2

37)y3 — 2Xy +7 = 3X + 1

38) (2y2 + 3)3 = 5x3 —
3x

39)x* —3xy +y* =1

40) 3x%y — 6xy? +

2y* =0

3.12. Derivadas de orden superior.

La derivada de una funciéon f(x), es también una funciéon que

generalmente puede derivarse
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Sea f(x) una funciony f’(x) su derivada; entonces, si existe la derivada
de f’(x) se llama la segunda derivada de f(x) y se simboliza como:

f”(x) y selee f segunda.

Si n es un entero positivo mayor que 2 la n — ésima derivada de una
funcion, es la derivada de la derivada n — 1 de la funcién y se denota

como:

d"y
FO () = = = Danf

5x
1-5x

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) =

Aplicando la regla del cociente tenemos:

d d
(1 =5x) 7z (5x) = 5x 7 (1 = 5x)  5(1 - 5x) + 25x

fx) = (1 - 5x)2 T (1-51)?
5
~ (1-5x)2

L A-SPEG) - 5((1-50D) 0 52)(1- 50)(=5)
[ = (1—5x) - (1—5x)*

50
~ (1-5x)3
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(1 - 5x)3 % (50) — so(f—x (1 = 5x)%)

£ = o

_0-50(3)(1—5x)*(=5) 750
B (1 - 5x)° - (1-5x)4

5%n!

f(n) x) = m

Ejemplo: Encontrar la derivada de f(x) = sen(x) — 3x3

La primera derivada respecto a x, tenemos:

d d d
f@) =2 = 2 (sen() = —(3x%)

dy 5
i cos(x) — 9x

Si volvemos a derivar, encontramos la segunda derivada:

2
ey _EY _
f(x) = ke sen(x) — 18x

Si volvemos a derivar, encontramos la tercera derivada:

3

f(x) = @y = —cos(x) — 18

dx3

Si volvemos a derivar, encontramos la cuarta derivada:



4

f(x) = 4y = sen(x)

T dx*

Ejemplo: Encontrar la primera y segunda derivada de: f(x) = 2x5 —

2x3
! _ d 5 d 3
1) = 29 (%) = 2 ()

f'(x) = 2(5x%) — 2(3x%)

f'(x) = 10x* — 6x2

d \ d , Primera
£ = 10— () = 62— (&%)
Segunda
f"(x) =10(4x3) — 6(2x)
derivada

f"(x) = 40x3 — 12x

Ejemplo: Encontrar la primera y segunda derivada de:f(x) =

cos(5x — 3)
') = 2 5x — 3
f'(x) = 7~ cos(5x —3)

d Primera
f'(x) = —sen(5x — 3) a(Sx -3)

f'(x) = —5sen(5x — 3)
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d
f'(x) = a(—Ssen(Sx -3))

f'(x) = —de—x(sen(Sx -3))
f"(x) = =5 [cos(5x — 3)]
f"(x) = —5[5 cos(5x — 3)]
£ (x) = —25 cos(5x — 3)

Segunda

Ejemplo: Encontrar la primera y segunda derivada de: f(x) =

sen (3x —2)

d
f'x) = Tx (sen(Sx — 2))

, d Primera
f'(x) = cos(3x — 2) a(Bx —2)
f'(x) =3cos(3x — 2)

" = d 3 3 2
f'(x) = E( cos(3x — 2))

rn —_ 3 d 3 2
f'(x) = acos( x—2)

d

f'"(x) =3 [—sen(Bx —2) P (3x — 2)] Segunda

f"(x) = 3(—3 sen (3x — 2))
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f"(x) = —9sen(3x — 2)

Ejemplo: Encontrar la primera y segunda derivada de: f(x) =

4x2 -5

() = (4x* - 5)2

') =L ax? _ 5y
FG) = 4 (4x? = 5)

1 id
f'(x) =5 (4x* = 5) 2 (4x* = 5)

1) = ( 1 ) (4(2x)) Primera
2V4x2 -5
F1(0) = —i
C 2VAxZ—5
F() = i
 Vaxz _s5

d 4x
£ = o ( m)

Vix2 — Sj—x(4x) — (4x) ;—x(\ﬂ}xz — 5)
(V4xZ —5)2

£ =

VBT 5 (4) — (40)[ 2 (42 — 5) 2 2k (42 = 5)]

f'(x) = (4x7 —5)
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444x2% — 5 — 4x ;(8@
£ (x) = 2V4x%? —5
(4x2 —5)
VT 5 _16x*
g - RS
(4x2 —5)
") = 4(4x? —5) — 16x2
i) = (4x%2 —5)V4x%2 -5
1y 16X~ 20— 1637
frx _\/4x2—5(4x2—5)
20
') =

_\/4x2 —5(4x2%2-05)

Segunda

3.13. Ejercicios propuestos de derivadas orden superior

Encontrar la primera y segunda derivada de las siguientes funciones:

1) f(x)=3x4—-5x3+7x2—1

2) f(x)=x5—2x3 + 3x

3) f(x)=x8 + 2x6 —7x + 15

4) f(x) =12x2—-18x +5

5) f(x) = 2x4 — 4x3 + 5X2 + 13X
— o7

6) f(x)=(5x—9)3

7) f(x) = (6x2—4) (5x + 7)

8) f(x)=3x4+2x3 +x2—2

9) f(x)=2x3+4x2—5x+1

10)f(x)= 2x9 — 7x6 + 3x4 — 5X2 +

21

11) f(x) = (7 — 10x)3

12) f(x) = (4x + 5)4

13) f(x) = (4x — 2)3
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14)f(x) = (4x + 3)5

15) f(x) = (x + 1)5

16) f(x) =(2x — 3)?

17) f(x) = (3x2 - 5)?

18)f(x) = (3x — 7)3

19) f(x)= (6x3+5x2 — 3) (6x + 3)
20) f(x) = 8x3 (5% — 2)

21) f(x) =(5x2 - x + 5) (4x + 3)
22)f(x) =( 2 + 5) (X3 — 3X2 + X)

23)f(x) = (8x3 + x2 — x +3) (6x2

+3)
24)f(x) =(7x4 + 4x3 - 5) (X5 - 2)

25)f(x) = (3x3+ 2x2 + 5)(3x — 4
)

26)f(x)= (7x4 + 8x2)(2x2 + 5X)

27)f(x)= (9x + 5)(3x2 + 7x — 2)

28) f(x) = (6x4 — 7x2)(3x3 +

2x2)
29)f(x) = (2x4 — 5% — 6)(6x3 —
42 + 2)
30) f(x) = 6x3 (5> + 4X + 2)
3D f(x) = (x° + 10)(x5 — 8)
32)f(x) = (6x2 - 7)(3x4)
33)f(x) = (5x3 + 8x2)(4x5 — 2)
3Pf(x) = (2x3 — 4x2 + 7x)(x* -
9)
35)f(x) = (x2 + 2x)(6x2 — 7)

36)f(x) = 7x3 (4x + 9)

37)f(x) = 10x4 (x2 + 8x + 25)

38) f(x) = (4x3 —11)(3x* + 7)

39)F(x) = 25%5 + 12x4 — 3x2 +
25

40) F(x) = 6x7 + 135 — 7x3 +
X

41)F(x) = 9x6 — x4 + 7X2 + 42X
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42)F(x) = 14x5 — 54X + 30 44) F(x)= 6X9 — 12X7 + 3x5 —
43)F(x) = 23x3 — 54X2 + 100X 15x3 — 100

45)F(x) = 9x! + 12X7 — 3x4 + 12
3.14. Derivada logaritmica

En ocasiones se encuentra una funcion y = f(x), que implica
productos, cocientes y/o potencias el cual se desea encontrar la
derivada de la funcién, para lo cual existe la técnica llamada
derivacion logaritimica, que ayuda a simplificar el proceso de

derivacion, la cual consiste en:
a) Obtener el logaritmo natural a ambos lados de y = f(x)

b) Se aplica las propiedades los logaritmos a In[f(x)], para

simplificar la expresion.

c) Se deriva a ambos lados de la expresion aplicando la técnica de

la derivacion implicita.
. .y d
Ejemplo: Sea la funcién: y = x>*, encontrar d—z

Sacamos el logaritmo natural a ambos lados de la expresion:
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Iny = In(x5%)

Aplicamos la propiedad de los logaritmos y el exponente del

argumento pasa a multiplicar
Iny = 5xIn(x)

Realizamos el proceso de dedicacion implicita, aplicamos la derivada

de un producto de funciones:

1dy d

—— = In(x) Tx

d
ydx (5x) + Sxa [In(x)]

19y 1000 + 5x 2
Jax n(x X~

L4y oo + 5
Jax = n(x

dy
i y[5In(x) + 5]

dy 5x
i [5In(x) + 5]

3
(x7-2x)3(5x2-3)8

Ejemplo: Sea la funcién: y = e
X =X

d
, encontrar —
dx

3
|7 =2x)%(5x% - 3)8
In(y) =1In Y
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In(y) = In[(x” — 2x)3] + In [(sz - 3)%] —1In [5\/ 2x* — x3]

In(y) = 3In[(x7 — 2x)] + %ln[sz - 3] - éln[Zx‘L — x3]

ldy 3 d

—_ — 7 — — —
ydx x7 —2xdx (" = 2x) + 6(5x2 —3)dx (Sx 3)
— Lt
52x* —x3)dx X
ldy _ 3(7x% —2) 10x 8x3 — 3x?

ydx x7 —2x + 2(5x2 —3) B 52x%* — x3)

dy  [3(7x°-2) N 5x 8x3 — 3x2
dx x7 —2x 5x2 -3 5(2x* —x3)
3
dy [(x7 —2x)°(5x* —3)8|[3(7x° — 2) N 5x 8x3 — 3x2
dx V2x% — x3 x7 —2x 5x2—3 5(2x* — x3)

Ejemplo: Sea la funcién: y = xV*, encontrar Z—z

In(y) = ln[x\/}]

In(y) = vx In[x]

1dy = In[x] —(\/_)-i-\/_—(ln[x
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Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = 32" «Vx

fG) =y =3""x\x

In(y) = ln(32"2 *\x)

ldy

d X 1
S ((Zx )(n(3) *5In (x)

1 d , ) d 11
=) (@) + 20 G 5 Q)

Y o (In(3) () + —
dx y(n X 2x
2x2 21 2
dy 32" % (x277 | (8x*In(3) + 1)
dx 2

dy 32« (8x%In(3) + 1)
dx 2Vx

2 2
— 32" = g¥
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dy 9** % (8x2In(3) + 9*°)
dx 2Vx

2x
Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) ==

er

y=fx)=—

x2

er
In(y) =In <F>

In(y) = In(e?*) —In (x?)

1dy _ i _ i
S = 20— 2 (n(x)

fer(e-)

dy e?x <2x - 2)
dx  x2 X

dy _ <2x(ezx) - Zer>

dx x3

Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = x3%*~3*

y = fx) = x30 73

]n(y) =In (x3x3—3x)

In(y) = x3°=3(In(x))
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1\d d p
(;)% = (3x® = 3x) — (In(x)) + In(x) 7~ (3x* — 3x)

—=——+In(x)(9x2 — 3)
y

Ga="5"

<l)d_y — x(3x2——3) + In(x)( 9X2 _ 3)

y/ dx X

dy 2 2

a:y[3x -3+ (9x* = 3)In(x)]

dy 3_3 2 2

=T Bk -3+ (9x2 In(x) — 3 In(x))

dy 3x2-3x+2 3x3-3 3x3-3x+2 3x7-3

o K e . 16))

3.15. Ejercicios propuestos de derivadas logaritmicas

Aplicando propiedades de las funciones logaritmicas, encontrar la

primera derivada de las siguientes funciones:

1) f()=In(x" 7) f(x) =In(Y3x%)

2) f)=In(x7") 8) f(x)=7In(Vx?)

3) f(x) =7In (x°) 9) f(x) =In (6x° + 11x3 — 12x)
4 f@ =11 (x) 10) £(x) = In (x* — 5x)

3 _ . . .
5 f(x) = gln (x11) 11) f(x) = In(4x* + x7> + 2e

2)
6) f(x)= ln(\/F)
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12) f(x) =In(7x® + 3x~7 + 5x* + 20) f(x) = e* — 12* + In(x) —

8e* — 11) x* — 6x
13) f(x) = (3x + 7)In (x — 8) 21) f(x) = [In(5x* + 2x3 + 3x72 +
14) f(x) = (x* +x2 —x73 + 6)]°

11) In(3x? — 12) 22) f(x) = [In(4x® + 11x* +
15) f(x) = (7x°> + 13x3 + x + 4x5 +7)]7°

DIn(7x® —x +7) 23) f(x) = [In(2x® + 4x% + 2275 +

16) f(x) = (—3x7 + 10x2 + 5
9x — 1)
3)In(x® — 7x — 3)

24 =] 3+ Z_I_ —5+
17) F(x) = e* + 11% + In(x) + ) f(x) = [In(x® + x% + x

7x% — 2x = DF
In 42) 25) f(x) = [In(7x* + 5x3 + 3x~7 +
n X

18) f(x) = —— N
2x +12)]*

19) f(x) = e*In (5x)

3.16. Derivada exponencial
Teorema: Sea la funcion: f(x) =y = e*, donde u, es una funcién de

x diferenciable, entonces:

du
u

Loy dy
f(x)_dx_e dx
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. . 3 d
Ejemplo: Sea la funcién: y = 5" — 3x, encontrar d—z

dy d

— A ,5x3]1 _ 4 — LU _ 3
2 = =~ [e5%] - £ (3x), donde y = ¥,y u = 5x

dy L 4
a =e a [u] -3
dy 5x3 d 3
a =e a [Sx ] -3
d
&Y _ 15x2e5¢° _3
dx
. <z In(x2-5) dy
Ejemplo: Sea la funcion: y = — = > encontrar —

Aplicando la regla del cociente

dy (@) g lInG? = 5)] = (n(x? = 5)) f[e*]

dx (ex—2)2

e 2 d _ d
dy B ma[xz — 5] —e* zln(xz - S)E[X - 2]
dx @2x—4

dy 2xe*?—(x*—5)e*?In(x* - 5)
dx (x%2 — 5)e?x—4

Teorema: Sea la funcion: f(x) =y =a%, donde a >0,a # 1y u,es

una funcidn de x diferenciable, entonces:
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, _dy_ uy du
Fe) = =atin(@

. .y 2_ d
Ejemplo: Sea la funcién: y = 7*"~*, encontrar d—z

dy _ x%-x d 2 dy _ 7x%-x
i 7 In(7) a(x —-x) = T 7 In(7) (14x — 1)

. .y d
Ejemplo: Sea la funcién: e* = x — y, encontrar ﬁ

4oy =L
() =—(x—)

Xy d _ d d
e E@Q’)—a(x)—a(}’)

dy

d d
xy _ _ -1 —
¢ [xdx(y)+ydx(x) 1 1dx

dy dy dy dy
xy |, —2 -1 xy 27 xy — 1 2
e [x dx + y] 1 I = xe I + ye 1 I

dy dy
xy 7 Xy — _ 7
xe dx+ye 1 I

dy dy dy 1-—ye*
Xy 42 =1 xy -
xe dx+dx 1-ye :>dx 1+ xe*y

3.17. Ejercicios propuestos de derivadas exponenciales

Aplicando propiedades de las funciones exponenciales, encontrar la

primera derivada de las siguientes funciones:

190



D) f@x) = e 1) f(0) =2
2) f(x) = e'*
3) fx) = e
) f@) = e

5x3+18

15) f(x) = ——

16) f(x) = 2e*(3x% + 12x)

) F@) = &5 7@ =

5 X)= e

6) f(x) = 15e3* 18) f (x) = i’“_‘f

7) f(x) =3x%e" 19) f(x) = (%% + 2x7)*

8) f(x) = \/ef 20) f(x) = e(x4+x3+x2_7)4
) f(x) eX+15 21) f(x) = e (3x°-6x%-5x)°

9) f(x)= —~

22)f (x) = (7 —tox3+ 3 —oxen)
10) f (x) = (5x*e5%)7
23)f (x) = e3* — 2x° + x**
11) f(x) = 3xe”*
24)f (x) = ( + 17)*

2 =5, 25)f(x) = e 2*(11x5 + 12x3 —

9

13)f(x) == X% +23)

3.18. Derivada de funciones inversas

Teorema: Sea la funcidén: f(x) estrictamente creciente y continua en
un intervalo cerrado [a, b], si existe f'(x) y es una funcién no nula para

cualquier valor de x, que pertenece al intervalo abierto de (a,b),
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entonces la derivada de g’(y) también existe y es no nula en el mismo

intervalo, entoces:

0 =
g\ _f'(x)

Ejemplo: Sea la funcion: y = i—j, encontrar ;—x [f(x)1]
Aplicando el teorema: Aplicando la regla del cociente de funciones:

G+ DZE-2-x-ZE+1)

d
a[f(x)] = (x +1)2
d _(x+1)—(x—2)_ 3
IO =— T Ty
1 (x+1)

d -17 —
2 f ) ]_f'(x)_ 3

Para encontrar f(x)1:

yx+D)=x-2)2xy+y=x—-2>xy—-x=-2—-y

x(y—1) =—(y+2)®x=%
Por lo tanto: f(y)~! = g

Aplicando la regla del cociente de funciones:
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A=) G+ -G+ g0 -)

d -17 —
d—y[f()/) 1=

(1-y)?
. A=-»-+2)=D 3
gy U= (1-y)? T a-yy
Perocomoyzi—_i
d 3 3 3(x + 1)2
—[fo~= = =
dy x — 2\* (x+1) — (x —2)\ 9
(1-559) (x i ))
d . (x+1)?
E[f()’) ]—T

Ejemplo: Sea la funcion: f(x) = arcsen(x), encontrar Z—z

Solucion: Si f(x) = y = arcsen(x), entonces: x = sen(y) = f~1(y),

d 1
a[f(x) ]—m

1 d 1
[sen(y)] = = —[arcsen(x)] = -
Ty larcsen(x)] x sen(y)

1
a [arcsen(x)] = cOS(}’)

Reemplazamos la identidad trigonométrica:
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sen?(y) + cos?(y) = 1= cos(y) = /1 —sen?(y)

1
L resen)] = e
como: x = sen(y)
_ 1
” [arcsen(x)] = Vi—x2

Ejemplo: Sea la funcion: f(x) = arcos(x), encontrar Z—i’

Solucion: Si f(x) =y = arcos(x), entonces: x = cos(y) = f1(y),

Ll = ——
@™ =

f(x)
1 d
[sen(y)’] = —————= ——larcos(x)] = ;
I Larcos(x)] dx cos(y)
_ 1
T larcos(x)] = ~sen®)

Reemplazamos la identidad trigonométrica:

sen?(y) + cos?(y) =1 = sen(y) = /1 — cos2(y)

1

V1 —cos?(y)

d
Tx larcos(x)] = —
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como: x = cos(y)

—[arcos(x)] = —

1
dx V1 = x2

Ejemplo: Sea la funcion: f(x) = arctan(x), encontrar Z—z

Solucion: Si f(x) = y = arctan(x), entonces: x = tan(y) = f~1(y),

d -171 —
=@

VEE)
[tan(y)] = 1 = i larctan(x)] = !
I larctan(x)] dx tan(y)’
d 1
Tx larctan(x)] = ~ e’

Reemplazamos la identidad trigonométrica:

sec?(y) = 1+ tan?(y)

p 1
g Lretan)] = Torra ey
d larct ]=
—larc an(x)] = 1+ x2

Ejemplo: Sea la funcion: f(x) = arcot(x), encontrar Z—z
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Solucion: Si f(x) = y = arcot(x), entonces: x = cot(y) = f~1(y),

d 1 1
=505

[cot(y)] = ; = i larcot(x)] =

I Larcot(x)] dx cot(y)’

1

d
— larcot(x)] = — csc2(y)

dx

Reemplazamos la identidad trigonométrica:

csc?(y) = 1+ cot?(y)

y 1
gelarcotl =~ s
como: x = cot(y)
d [arct I= .
—larc an(x)] = 1+ x2

Ejemplo: Sea la funcién: f(x) = arcsec(x), encontrar Z—z

Solucion: Si f(x) = y = arcsec(x), entonces: x = sec(y) = f~1(y),

d 1
%[f(x) ]—m

1 d 1
[sec(y)] = = — [arcsec(x)] = -
I Larcsec(x)] dx sec(y)




d 1 1
ax larcsec(x)] = sec(y)tan (y) sec(y) ser 8/3
_ 1
seC(y) o5 (y) sen(y)

Reemplazamos la identidad trigonométrica:

sen?(y) + cos?(y) =1 = sen(y) = /1 — cos2(y)

%[arcsec(x)]= 1 ! = -
VT ey Lo o)

1

1
\[ 1 cos?(y) - sec(y)y/sec?(y) —1
sec(y)

d J—
Tx larcsec(x)] =

cos?(y)  cos?(y)

como: x = sec(y)

1
T larcsec(x)] = m

Ejemplo: Sea la funcion: f(x) = arcsc(x), encontrar Z—z

Solucién: Si f(x) =y = arcsc(x), entonces: x = csc(y) = f~1(y),

d 1
a[f(x) ]—m
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1 d
[csc(y)] = ———— = —[arcsc(x)] = -
% [arcsc(x)] dx esc(y)

1 1
dx larese(x)] = - csc(y)cot (y) T csc(y) _cosgy%
sen(y
_ 1
sec(y) o~ sen (y) cos(y)

Reemplazamos la identidad trigonométrica:

sen?(y) + cos?(y) =1 = cos(y) = /1 —sen?(y)

;—x larcsc(x)] = !
sen(y) J1—sen?(y)
_ 1
csc(y) /—1 ;eilezrggy)

—[arcsc(x)] = — !

1
dx - 1 SenZ(y)_ esc(fesc2(y) — 1
cse®) |5

en?(y) sen?(y)

como: x = csc(y)

d 1
a [arcsc(x)] = — m
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Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = arc sen(1 — 2x?)
f(x) = sen™1(1 —2x2?)

d

f(x)'=m*a(1—2x)
(' = 1 ‘(-4
Jx V(1= 1+ 4x2 — 4x%) (=4
() = n (4

fx _\/(4x2—4x4) (=4
() = e (4

fx  V(4x?)(1 - x?) (=4

W =

flx _Zx\/(l—xz)

O —

I V(1 -x2)

Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = arc senVx? — 4

1 d
& :m_w_@z*a(ﬁ“*)
() = e (- 412
J TV —Vxz—4y2 dx
() = 24T L2 9)
I VAV iap 20 dx
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1 X

fe' = VA —x2—4) Vo2 —
[ =762 x;;(x2 -9

fx) = J(5x? — x_ 20 + 4x2)
f) = -

V(—x* 4 9x2 — 20)
Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = arc cos e*

f(x) = (arccos(e*)); e* =z

d
fx)' = P (arc cos(e*))

d
fx)' = (arc cos(z) * Tx (z))

f)' =3 *-(2)

—( S(Z)) ax

f&)' = —( p—— ;(Z)

(x)' = & L e

Jeo = —V/(1 = cos(z)?) dx €%

f)' = - *(e7)
—V(1 - (eM?)
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(e?)

e s

Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = arc tang Vx

flx) = % (arc tang Vx)

d d
flx) = = (arc tang Vx) = (2)

1 d
FO =15 m @

_ d J
[ = v a2

1 1 d
f(x)—l_l_—x*(ﬁ*g(x))

1 1

f<">=1+x*(ﬁ)

_ 1
f(x)_—Z\/E+2\/§

Ejemplo: Encontrar la derivada de: f(x) = arc tang (1 -

1+x
f(x) = arc tang (1

14+ x
) ; entonces ( 1 )

d 1
flx) = a(arc tang (1 i i))
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d d
flx) = T (arc tang (z) P (z))

f@) =—5= (@
1 d /1+x
RO B
1+ dz \1—x
1+ (1=3)
B 1 1-+0+x)(-1)
f@) = ((1—x)2 +(1+x)2) *< (1 —x)2 )
(1-x)2
B (1 —x)? 1-x)+1+x
f(x)_(l—x)2+(1+x)2*< (1—-x)? )
_ 2
f(x)_(l—x)2+(1+x)2
_ 2
f(x)_1—2x+x2+1+2x+x2
f&) =523
1
f(x):x2+1
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3.19. Ejercicios propuestos de derivadas de funciones

inversas

Aplicando el teorema de derivada de funciones inversas, encontrar la

primera derivada de las siguientes funciones:

1)
2)
3)
)
5)
6)

7)

8)

9)

F(x) = eare cos(sx)
£(x) = eare tan(9m)

f(x) = (x3 — Darc tan(x? + 4)

f(x) = (x° +e* + 2) arcot(x? + 2x — 4)
F(x) = (x* + 3x% — 5)arc sec(x? + e3% — 2)
F(x) = (2x — 9arc csc (x? — 8)

f(x) = (x* — 9x + 3)arcsen (x3 — 7x)

_ (x3+5x—2)
f(x) " arccos (x*-3x2+2)
f(x) _ (x5+e?*+7)

arccos (3x2-2x+9)

10) f(x) = csc™1(3x + In|5x2|)

3.20. Derivadas de funciones paramétricas

Definicion: Si f y g, son dos funciones con un mismo dominio ,

entonces x = f(t) e y = g(t), son ecuaciones paramétricas, en las
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culaes tienen un parametro ¢, y esta funcion se grafica en el conjunto

de puntos cuyas coordenadas cartesianas son las siguientes:

) \x=f@), y=g(t)vVteD

Definicion: Si f y g, son dos funciones diferenciables en un mismo
dominio comun en el intervalo [a, b], si f* (t) es continua y diferente
de cero para a < t < b, entonces las ecuaciones paramétricas x = f(t)

e y = g(t), definen a y como una ecuacion diferenciable en x, y esta

definida por:

dy

dy _dr

dx dx

dt
. . y= t3 -6 dy
Ejemplo: Sea la funcién: f: { t ,encontrar—=

Tz

dy d . 5
E_%(t —6) =3t

b dy ot @-DEO-®FE -1
E_E<t2—1)_ (t2 — 1)?
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dx _ @ -D1) - Q@)  t?—1-2¢t?

dt (t2 — 1)2 (t2 — 1)2
d« -1 1 1
dt ~ (t2-1)2 t2—-1 1-—t2

d
Y _ 3t2(1 —t?)

dx
3.21. Derivadas parciales
Las derivadas parciales se usan cuando la funcién que queremos
derivar esta definida en varias variables.

Definicion: De forma anéloga a la definicion de derivada en una

variable, se define la derivada de una funcion en varias variables en un

puntoa = a4, a; .......a,
Las derivadas parciales se escriben de las siguientes formas, siendo la

maés tipica la primera de ellas en la que utilizamos la d redondeada

también conocida como la d de Jacobi.
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of of(xy) _ _0z _
a= ax e =g =)

of of(x,y) 4
0*f 9°f(x,y) 0%z

9x2 Jx2 = fux (0, y) :W:Zxx(xry)

’f 9’ f(xy) 0%z
ayz = ayz :fyy(x:y) :W:Zyy(x;y)

o"f _0"f(xy) 0"z
axn: Oxm = fin (%, ) :axn:an(xry)

orf _9"f(xy) 0"z
ayn = ayn :fyn(x;y) :W:Zyn(x;}o

0x

o (df\ _ 0 f @ (3f\ 0 f 9 f(xy) _ B
(@) _axay‘@<$) "~ dyox  0xdy = foy (0, Y) = fx(x,y)

3.21.1. Aplicaciones de las derivadas parciales

Las derivadas parciales se utilizan en varias ocasiones en el campo de

las Matematicas y en el uso de la Economia y en la Fisica.
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» La aplicacion méas importante en matematicas es resolver
problemas de optimizacion en derivadas en una dimension en
varias variables.

» En economia la derivada parcial hace referencia a Ila
marginalidad a partir de una funcion de costo que podemos
obtener la funcion de costo marginal respecto de una u otra
variable, también se puede hallar la produccion y el analisis
marginales.

> En fisica se utiliza para expresar la ecuacion de difusiéon del

calor
Dada la funcion con varias variables independientes x e y : z = f(x, y)

a) Se deriva la funcion con respecto de la variable x, la derivada

parcial de la funcién con respecto de x: Z—i
b) Se deriva la funcién con respecto de la variable y, la derivada

. . 3
parcial de la funcion con respecto de y: é

c) Si derivamos dos veces la funcién con respecto de la variable x

. 62
tenemos la derivada de segundo orden con respecto de x: B_x];

207



d)

e)

g)

h)

Si derivamos dos veces la funcién con respecto de la variable y

d%f

tenemos la derivada de segundo orden con respecto de y: 37

Si derivamos tres veces la funcion con respecto de la variable x

. 63
tenemos la derivada de tercer orden con respecto de x: B_x];

Si derivamos tres veces la funcion con respecto de la variable y

3f

tenemos la derivada de tercer orden con respecto de y: 37

Las derivadas de enésimo orden son aquellas en las que la

n

.y . a
funcion se deriva n veces con respecto de x: Fy

Las derivadas de enésimo orden son aquellas en las que la

.y . on
funci6n se deriva n veces con respecto de y: ayn

Si derivamos la funcién una vez con respecto de una variable y
a continuacion su resultado respecto de la otra, se denomina

%f

derivadas parciales cruzadas 0y POT el teorema de
9%f d%f . . .
SCHWARTZ xoy = ayox S igual derivar primero con respecto

de x y luego respecto de y que primero con respecto de y y a

continuacion respecto de x
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Las derivadas de funciones con varias variables independientes se
usan las mismas féormulas de una sola variable independiente, si

tenemos la funcidn de dos variables independientes x e y.

La derivada parcial de la funcion con respecto de x se deriva

considerando la x como la variable y la y se trata de una constante.

La derivada parcial de la funcion con respecto de y se deriva

considerando la y como la variable y la x se trata de una constante.

Dada la funcién z = f(x,y) a continuacion explicamos las distintas

formas de expresar las derivadas parciales.

3.21.2. Ejercicios propuestos de derivadas parciales

Hallar las derivadas parciales de primer y segundo orden y las

cruzadas o mixtas.

1) flx,y)=x*+y*>—18xy 5) f(x,y) =x*y+3y—4
2) f(x,y) =x3+y3+8xy 6) f(x,y) =x%y—xy?+x*+
3) f(x,y) =5xy” —y> =9x + y?

4y 7) fGy) =x%y +xy® —2xy

4) f,y)=xy+x—-2y—1 8) f(x,y) =x3—-3xy+y3

209



9) f(x,y) =x°+3xy —
6xy? + 2y3

10)f(x,y) = 8x2% + 7x3y* —
11y°

11) f(x,y) = 4x? + 4y* —
7xy + 2

12) f(x,y) = 6x% + 7x + 5y3 +
4

13) f(x,y) = 2x% + 4y + 7y +
8

14) f(x,y) = 2xy + 5y + 7x

15) f(x,y) = 5xy —y +x

16) f(x,y) = 2x + 6y — 2xy +

yZ

17) f(x,y) = x*y* + 3

18) f(x,y) = 4x?y® +
2x34+5y% + 7

19) f(x,y) = 410x% + 90x —

160y% — 85y + xy

20) f(x,y) = 290x* —
40x + 230y* + 30y —
190xy

21) f(x,y) = 105x3 — 9x% +
380y2 — 39y2 + 290xy

22)f (x,y) = x*(5x2 + 4y%)

23)f (x,y) = y°(7x — 6y)

24)f (x,y) = (4x = 7y)(9x +
11y)

25)f (x,y) = (12x + 9y)(17x —
15y)

26)f (x,y) = (50 — 5x +
4y)(7x + 5)

27)f(x,y) = (4x + 7y —
120)(6y — 22)

28) f(x,y) = (1200 +
17y — 18y)(x — 4) +

(2150 — 60x + 20y)(y — 6)
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29)f (x,y) = (290 + 6x —
19y)(x + 1) + (319 — 18x +
12y)(y —4)

30) f(x,y) = (400 + x —
10y)(5x + 4) + (500 —
100x + 20y)(y + 10)

31) f(x,y,2) = 6x* +8y” +
122°

32)f(x,y,2) = (x +3)* +
+52+(z+7)>

33)f(x,y,2z) = x3y? + x32* +

y5

30)f(x,y,2) =x% + 2xz +
3yz? — 4xyz

35)f(x,y,2) = x? + 4xy — z? +
3xz

36)f(x,v,2z) = x% + 6xz —
2xy%z

37 f(x,y,2z) =x3+y% + 62—
3xy? + x2y?z?

38) f(x,y,2) = 3x* —
4y? — 16z + 3xy* — x3y323

39)f (x,y,z) = 3xy? + 2x*y*z*

40) flx,y,z) = 7x°> +

y3 +Z+9y2 _yZZZ
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Capitulo IV: Aplicaciones de la derivada

El calcular la pendiente de una tangente, no es la inica aplicacion de
las derivadas, ademéas se puede emplear para el estudio de tasas de
variacion conocidas como razéon de cambio, valores maximos y
minimos de una funcién, concavidad y convexidad, informacion util
en una gran gama de profesiones. El presente capitulo esta enfocado
en realizar un estudio de las aplicaciones basicas de forma general que

tienen las derivadas con ejemplos practicos de aplicacion.

En la vida cotidiana de los seres humanos siempre esta tratando de
predecir los acontecimientos futuros, de ahi la necesidad de crear
modelos matematicos que permitan describir un proceso con la
inquietud de conocer cuando se podria tener un maximo, por ejemplo:
las ganancias de una empresa, la produccion de una fabrica, la cosecha
agricola entre otras, pero también es de importancia los minimos para
conocer el costo minimo de produccién de un cierto producto, minima
cantidad de ventas en una empresa o negocio que permitan cubrir los

gastos operativos entre otros.
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4.1. Funcion creciente y decreciente

Teorema: Sea la funcion f(x), continua en el intervalo abierto ]a, b|,
y sea c un punto del intervalo ]a, b[. Si f(c) es un extremo de f(x),

entonces encontrar f'(c¢) = 0 o no existe f'(c)

Sacamos el logaritmo natural a ambos lados de la expresion:

Iny = In(x5%)

Definiciéon: Sea un nimero c para el cual la funcion f(x) esta definida

y para el cual f'(c) = 0 o no existe f’(c¢), se llama un numero critico

para f(x).

No todo numero critico de una funcion f(x) hace que f(c) , sea un

méximo o minimo relativo de f(x)

Ejemplo: Hallar los extremos de la funcion f(x) en el intervalo [—3,3]

f(x) =x3—6x

Ejemplo: Para hallar los puntos criticos, primero debemos encontrar

la derivada de f(x)
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d
Fw==

=3x%2-6
Luego igualamos f"(x) a cero
f,(x):3x2—6=0:>x2:2:i\/§

Por lo tanto, los ntimeros criticos serian: x; = —V2y x, = +V/2

Después se evalua f(x) en los puntos criticos y en los entremos del

intervalo:

Extremo: f(—3) = —9 (minimo absoluto)
Critico: f(—V2) = +4v2 (méximo relativo)
Critico: f(+v2) = —4v2 (minimo relativo)

Extremo: f(3) = +9 (méximo absoluto)
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A

|
A

Figura 51: Grafica de f(x)

Teorema: Sea la funcién f(x), continua en el intervalo cerrado [a, b],
entonces f(x) alcanza un valor maximo o un valor minino en el

intervalo [a, b]

4.2. Monotoniay concavidad
4.2.1. Monotonia

Se dice que una funcién f(x) es creciente en x = a si en el area que
rodea inmediatamente el punto [a, f(a)] la grafica de la funcion
aumenta a medida que se mueve de izquierda a derecha. La funcion es
decreciente en x = a si el area proxima a [a, f(a)] la grafica disminuye

cuando se mueve se mueve de izquierda a derecha.
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f'(x) > 0 funcién crecienteenx = a

f'(x) <0 funcién decrecienteenx = a

a) Pendiente >0 b) Pendiente <0

funcion decreciente en x = a

funcion creciente enx = a
Figura 52: Grdfica de f(x); a) pendiente > 0; b) pendiente < 0

4.2.2.Concavidad
Una funcién es concava hacia arriba (o convexa) en x = a si en el area
mas proxima al punto [a, f(a)], la grafica de la funcion se halla

completamente por encima de su recta tangente.

Una funcion es concava hacia abajo en x = a si el area inmediatamente
circundante del punto [a, f(a)], la grafica se halla completamente

debajo de su recta tangente.
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f"(x) > 0 concava hacia arribaenx = a

f"(x) < 0 céncava hacia abajoenx = a

4.2.3.Puntos criticos.

Es el punto donde la derivada es igual a cero o es indefinida.

4.2.4.Puntos extremos

Un punto extremo de una funcion es el punto donde la funcion tiene
un maximo o un minimo relativo. Para que una funciéon tenga un
maximo o un minimo relativo en x = a, la funciéon no debe de ser

creciente ni decreciente en a.

Para distinguir entre un maximo o un minimo relativo se emplea la

segunda derivada, suponiendo que a sea un punto critico.

a) Sif"(x) > 0, la funcion es concava hacia arriba y la grafica de
la funcién se halla completamente por encima de su linea
tangente en x = a, la funcion debe de tener un minimo relativo

enx =a
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b) Sif"(x) < 0,lafuncién es concava hacia abajo y la grafica de la
funcién se halla completamente debajo de su linea tangente en
x = a, la funcién debe de tener un maximo relativo en x = a

c) Sif"”(x) = 0,laprueba no es concluyente

En resumen, aplicando el principio de la primera derivada podemos

concluir:

f'(a) =0,f"(a) >0 minimo relativoenx = a

f'(a) =0,f"(a) <0 maximo relativoenx = a

f'(@)=0,f"(a) =

0 lapruebano es concluyente,la funcién es estacionaria

4.2.5. Puntos de inflexion

Es un punto en la grafica donde la funcién cambia de concava hacia
arriba a concava hacia abajo o viceversa. Entre los puntos maximos o
minimos o minimos o maximos debe de haber un punto de inflexi6on

donde la funciéon cambia de concavidad.
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Figura 53: Punto de inflexién en x=a

f"(a) = 0, concavidad cambiaen x = a

4.3. Trazados de curva, aplicando criterio de primera y

segunda derivada

Dada una funcion diferenciable f(x) y aplicando el criterio de la
primera y segunda derivada podemos realizar un trazado de la curva

de la funcion f(x) con los siguientes pasos:

1) Tome la primera derivada [f’'(x)] para tener una idea
aproximada de los intervalos donde la funcion es creciente y
decreciente

2) Calcular los puntos criticos f'(x)

3) Hallar los puntos extremos de f(x) igualando f'(x) =0y

resolviendo para x,. Luego evalué f(x) en x,.
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4) Tome la segunda derivada, evalué ésta en x,, y revise el signo
para determinar la concavidad y distinguir entre un maximo y
un minimo relativo.

5) Calcular los puntos de inflexion donde f”(x) =0 y donde
cambie la concavidad.

6) Dibuje la grafica

Ejemplo

Dada y = f(x) = 2x3 — 12x% + 30, la grafica de la funcién aplicando

los seis pasos descritos.

1) Tome la primera derivada

f'(x) = 6x% — 24x

Para(0 <x <4),f'(x) <0y f(x) es decreciente

2) Calculamos los puntos criticos

Para este paso Igualamos a cero la primera derivada

6x%>—24x =0

6x(x —4)
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6x=0 x—4=0

x=0 x =4 Puntos criticos

3) Hallamos los puntos extremos
f(x) =2x3—12x%+ 30
£(0) = 2(0)® — 12(0)? + 30

£(0) =30

F(4) = 2(4)% — 12(4)% + 30

f(4) = —34

Los puntos extremos son: (0,30); (4, —34)

4) Calcular el maximo o el minimo relativo

f"(x) =12x — 24

£7(0) = 12(0) — 24

f"(0)=-24<0 Concava hacia abajo, maximo relativo

F(4) = 12(4) — 24
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f'(4)=24>0 Céncava hacia arriba, minimo relativo

5) Hallar los puntos de inflexion

12x —-24=0
12x = 24
w2
12
x=2

f(x) =2x3—12x%+ 30

£(2) = 2(2)% — 12(2)% + 30

f@=-2

Punto de inflexién es (2, —2)

6) Con la informacién obtenidas en los incisos del uno al cinco, se

puede realizar un esbozo de la grafica de la funcion:
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(0,30)

(2,-2)

(4,-34)

Figura 54: Grdfica de f(x)

4.4. Ejercicios propuestos de grafica de funciones

Para cada una de las siguientes funciones, Hallar:

a)
b)
c)

d)
e)

Los valores criticos

Puntos extremos

La concavidad y determinar los maximos o minimos
relativos

Puntos de inflexion

Grafico
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1) F(x) =2x3 —54x2 + 5) F(x) = x3 —18x2 + 105x

480x — 1300 +79

2) F(x) =x3+ 3x2—24x + 6) F(x) =x3-6x2+0x
32 7) Fx) =(8-x)

3) F(x) =5x3—-22.5x2 — 8) F(x) =(x—12)3
420x — 85 9) F(x)=(x-7)5

4) F(x) = 2x3 + 12x2 — 192X 10)F(x) = (11 —x)5
—45

4.5. Teorema de Rolle

Teorema de Rolle: Sea la funcion f(x), continua en el intervalo
cerrado [a, b], y es derivable en el intervalo abierto |a, b[ y si f(a) =

f(b), entonces existe un numero z € |a, b[, talque f'(z) = 0.

Ejemplo: Sea la funciéon f(x) = x3 + 2x2? — x — 2. Hallar los intervalos
[a,b] en los que f(a) = f(b) y el teorema de rolle es aplicable. Para

cada uno de los intervalos encuentre un numero z € ]a, b[, talque

f'(z) = 0.

Solucion: Encontramos los puntos en los cuales f(x) = 0, para lo cual

facturamos
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P +2x%—x—-2=0

x+2)x+D(x—-1)=0

4]
Figura 55: Grdfica de f{(x) con maximos y minimos

Porlo tanto: x; = —2; x, = —1yx3 = +1ycumple f(-2) = f(-1) =
f(+1) = 0, por lo tanto, basado en el teorema de Rolle existe un

numero z € [—2,—1] y z € [-1, +1], talque f'(z) = 0.

Encontramos f"(x) = 3x2 + 2x — 1

f(x)=3x2+2x—1=0

2+ J(2-4B3)(D) -2+VI+3 -2+2
x= 2(3) - 3 -3

Porlotanto: x = 0y x = _g
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—2€[-2,-1]y0 € [-1,+1]

4.6. Teorema del valor medio

En calculo diferencial, el Teorema de valor medio, Teorema de los
incrementos finitos, Teorema de Bonnet-Lagrange o Teoria del punto
medio es una prioridad de las funciones derivables en un intervalo.
Algunos matematicos consideran que este teorema es el mas

importante del calculo.

El teorema del valor medio de Lagrange, de hecho, es una
generalizacion del teorema de Rolle, que dice que si una funcion es
definida y continua [a, b], diferenciable en el intervalo abierto (a, b), y
toma valores iguales en los extremos del intervalo, en otras
palabras, fla) = f(b) entonces existe al menos algiin punto cen el
intervalo (a, b) tal que la tangente a la curva en c es horizontal, es

decir f'(c) = o.

Teorema del valor medio: Sea la funcion f(x), continua en el
intervalo cerrado [a, b] y es derivable en el intervalo abierto ]a, b|,

entonces existe un numero z € |a, b[ talque f(b) — f(a) = (b — a)f'(2)
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Ejemplo: Sea la funcién f(x) = x2, hallar los puntos c € [-2,+1],

fF)-f(=2)
1-(-2)

talque: f'(c) =
Solucion: Encontramos la pendiente de la recta secante que pasa por
los puntos (—2; f(—2)), (1, f(1))

a) f(-2)=(-2)2=4 4 2

f’(x)=2x=—§:>x=——

b) F=M?=1

c) f(o)=

1-4 4
1-(-2) 3

Como f(x) satisface el teorema \-J

del valor medio, existe un c €

[—2,+1] talque f'(¢c) = ~2

3

’

Figura 56: Grafica de f(x)
Teorema de Cauchy: Sean las funciones f(x) y g(x), continua en el
intervalo cerrado [a, b] y son derivables en el intervalo abierto ]a, b[, y
ademas g’(x) # 0 para todo x € ]a, b[, entonces existe un nimero z €

]a, b, tal que:
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f)-f@ _f®
gb)—gla) g'(2)

si g(x) = x, el teorema de Cauchy toma la forma del teorema del valor

medio

Ejemplo: Calcular el punto c que satisface el teorema del valor medio

para la siguiente funcién en el intervalo [0,1]: f(x) = x? + 2x — 1

En primer lugar, debemos comprobar si se cumplen las condiciones
para que se pueda aplicar el teorema del valor medio. Debemos

comprobar si la ecuacion es continua en [0,1] y derivable en (0,1)

La funcidn es continua en todo R, al ser una funcion polinémica, por

lo que también sera continua en el intervalo [0,1].

La funcién es derivable en (0,1) si su derivada es continua en ese

intervalo.

La derivada de la funcién es: f'(x) = 2x + 2

Es continua en [0,1] y derivable en (0,1), por tanto, existe un valor de

c en ese intervalo tal que:
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b) —
o =[O @

—a
Vamos a pasar a calcular el punto ¢ del teorema.

Calculamos lo que vale la funcion en los extremos del intervalo:

f(x)=x?+2x—-1
£(0) = (0)2+2(0)—1=—1

F() =(1)2+2(1)-1=2
Calculamos f'(c)

F)=f0) 2= (1) _

1-0 1 3

f'le) =

Por otro lado, calculamos f'(c) a partir de f'(x)

f'(x) =2x+2

Sustituyendo la x por la c:

f'(c)=2c+2
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Igualamos ambos resultados de f'(¢) y nos queda una ecuacién que
depende de c y de donde podemos despejarla y encontrar el valor de ¢

que nos estan pidiendo:
2c+2=3
_ 1
‘T2

Ejemplo: Calcular el punto ¢ que satisface el teorema del valor medio
para la siguiente funcién en el intervalo [0,2]: f(x) = 4x? — 5x + 1
f'(x) =8x—5
£(0) =4(0)2=5(0)+1=1
F(2)=4(2)2-52)+1=7

2)—f(0 7—1
po =L@ _7-1_,

f'(c) =8c—5
8c—-5=3
8c=3+5

c=1
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4.7. Ejercicios propuestos para aplicar el teorema del valor

medio

Calcular el punto ¢ que satisface el teorema del valor medio para las

siguientes funciones en los intervalos definidos:

1) f(x) =x%—4x+3 [1,3]

2) f(x)=x> [-12]

3) f(x) =x3—x2+2 [1,3]

4) flx)=x—-2?(x+1) [04]

5) f(x)=3x* [04]
4.8. Regla de L"Hopital
Guillaume de L' Hopital y "su" regla
Guillaume Francois de L’ Hopital (1661-1704), més conocido como
marqués de L' Hopital, fue un matematico parisino conocido por la
llamada Regla de L' Hopital. Esta regla permite, como veremos a

continuaciéon, el célculo de limites de fracciones en las que el

numerador y denominador tienden ambos al infinito o a cero.

En realidad, esta regla fue demostrada por Johann Bernoulli (1667-

1748), pero por un acuerdo entre ambos, el descubrimiento lo publicé
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el Marqués en su obra Analyse des infiniment petits pour I'intelligence
des lignes courbes en 1696. Esta obra es considerada el primer libro

publicado sobre calculo diferencial.

El acuerdo secreto fue revelado por el propio Bernoulli que, tras la
muerte del marqués, aseguro ser el verdadero autor de la mayoria de
los resultados publicados por L' Hopital. Cabe decir que, aunque se
dice que L' Hopital quiso llevarse los méritos, nunca anunci6 ser el

descubridor y, de hecho, agradeci6 a Bernoulli su ayuda en su libro.

Definicién: Sea f(x) y g(x), funciones reales tales que el lim f(x) =

0 y ellimg(x) =0, la funcién definida por [x)
xXx—a

, tiene la forma
gx)

. . 0
indeterminada sena

Definicion: Sea f(x) y g(x), funciones reales tales que el lim f(x) =

to y el lim g(x) = +oo, la funciéon definida por %, tiene la forma
x—a

indeterminada + 2 en a

Teorema (Regla de L"Hopital): Sea f(x) y g(x), funciones reales

derivables en un intervalo abierto I,y que a € I (no necesariamente
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diferenciable en el punto a) y sea g’(x) # 0, para todo x # a. Si

lim f(x) =0yellimg(x) =0
x—a x—a

@ _
x-a g’(x)
Entonces:
icI
im——=1
x-a g(x)
Ejemplo: Calcular lim sen(5x)
x—0 In|3x+1|
Solucion: lim sen(5+0) _ Jiy, sen® _ 0
" x50 In|3%0+1] x50 In|1] 0

Aplicando la Regla de L"Hopital: derivamos al numerador y al

denominador de forma independiente:

d d
limf,(x) lim a[sen(Sx)] = lim o (Sx)a[Sx]

x—0 g'(x) - x—>0i x—-0 1 i
Tx [In]|3x + 1|] I F1dx [3x + 1]

f'(x) . 5cos(5x) (3x+ 1)5cos (5x)
im— = lim =
x=0g (x) x—0 3 3
3x+1
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y f[x) @Bx0+1)5cos (5*%0) 5
0g (x) 3 "3

Si al aplicar la regla de 1"hospital sigue existiendo la forma de

. . ., . . “(x
indeterminacion, se puede volver a aplicar la regla lim ; Ex;
x—a
2
o
o
o ° ° ®
p) 4 6 N
o v N "
a

Figura 57: Grafica de f(x)

sen(2x)—2x

Ejemplo: Calcular Li_r}rtl) "

sen(2x)—2x . sen(2x0)—2x0 0
sen(2x)-2x _ .., sen(2:0)-2+0 _ 0

Solucion: lim
x—0 3x2 x—0 3x02 0

Aplicando la Regla de L"Hopital: derivamos al numerador y al

denominador de forma independiente:

d
. fx) . @ [sen(2x) — 2x] _y 2 cos(2x) — 2
xl—I;% g,(x) B x—r>18 d [3X2] N xli% 6x

dx
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y ff(x) y 2cos(2x0)—2 0
P g(x) P 6x*0 0

Aplicando la Regla de L.” Hopital por segunda ocasion

d
- f(x) _ lima [2 cos(2x) — 2] - —4 sen(2x) _
x—>0g (x) x—-0 Cgi_x[6x]

0

x—0 6

Nota: Algunas variaciones empleadas en la regla de L."Hopital son
validas como a = +o, o puede emplearse en el calculo de limites

laterales, sin que la regla pierda su validez.

. . . —In(2x)
Ejemplo: Calcular }CILI(I) P

. . —In(2 . —In(2%0 oo
Solucién: lim &) _ ZIn(20) _
x—0 csc(x) x—0 csc(0) [}

Aplicando la Regla de L"Hopital: derivamos al numerador y al

denominador de forma independiente:

feo f—x[—ln@xﬂ . —%2

x—0 g'(x) - x—0

= lim
;_x [csc(x)] x-0 — csc(x) cot (x)

sen(x) sen(x)

x>0 x cos (x)
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. f(x) . sen(x)  sen(x)
xl—%m “x% x xSocos (x)

: .53
Ejemplo: Calcularlim —
x—0co 2X
.y . 53 . 53% o
Solucion: lim — = lim — = —
x—00 2X2 X—00 2002 oo

Aplicando la Regla de L"Hopital: derivamos al numerador y al

denominador de forma independiente:

d
’ ——[5%*] 53% In(5) 3 53°In(5)3

x1—>r£10 g'(x) xewi[zxz] X—00 4x X—00 400
dx

(0]
(0]

Aplicando la Regla de L.” Hopital por segunda ocasion

fe %[53“ In(5)3] - 53%(In(5) 3)2
x—00 g'(x) xX—00 j_x[‘l'x] X— 00 4

5**(In(5)3)*?

= lim ———— e
X—00 4 4
Por lo tanto:
53x
= 00
x—>00 22
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Definicién: Sea f(x) y g(x), funciones reales tales que el lim f(x) =

f&

, tiene la forma
gx)

0 y el lim g(x) = oo, la funcién definida por
X—00

. . 0
indeterminada —ena

Definicién: Sea f(x) y g(x), funciones reales tales que el lim f(x) =
0 y el lim g(x) = 0, la funcién definida por f(x)9®, tiene la forma

indeterminada 0° en a

Definicién: Sea f(x) y g(x), funciones reales tales que el lim f(x) =
o y el lim g(x) =0, la funcién definida por f(x)9™), tiene la forma

indeterminada o° en a

Usando operaciones algebraicas, todas las indeterminaciones pueden
. . . 0 [e]
reducirse a las formas indeterminadas 5V o de modo que se puede

aplicar la regla de L.” Hopital

1
Ejemplo: lim xx

X —00

Tenemos la indeterminacion infinita elevado a cero. Recordemos que:

elmd = A
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Luego tenemos que:

1 1
. 1 ln( lim x§> lim ln(x§>
limxx =e \*7° / =¢*7%

X —>00
Calculamos el limite del exponente

1 In (x
lim lnxx = lim €)

X —00 X —00 X

Y tenemos ahora la indeterminacion infinito dividido infinito.

Aplicamos L' Hopital

1
In (x In (x))’ v 1 1
mL): lim&z lim L= lim-=—=0
X —00 X X =00 (x) X =00 1 X 200 X (0.0]
Finalmente

1
) 1 ln( lim x§> 0
limxx =e \*7% =e’=1

X —00

Xcosx—sinx

Ejemplo: chl_r% =

Tenemos la indeterminacion cero dividido cero. Aplicamos L' Hopital

_ Xcosx — sinx ~ (xcosx — sinx)’ _ €OSX — xSinx — cosx
lim ——————= 7 = lim >
x -0 X x -0 (x ) x -0 3x
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—xSinx —sinx

li =
xq% 3x2 3x

Tenemos de nuevo la indeterminacion 0 dividido 0. Aplicamos

L'Hopital
. —sinx (—sinx)’ —cosx 1
lim = — = =—=
x-0 3Xx x -0 (3x) x -0 3 3
—e*+5

Ejemplo: lim
X

—00 x3—

Tenemos una indeterminacion de tipo infinito dividido infinito.
Aplicamos L' Hopital.
—e*+5  (—e*+5) —e”

S, x3—2  x-o (x3-2) =xh_r)rc303x2

Seguimos con una indeterminacién de tipo infinito dividido infinito.

Aplicamos la regla de L' Hopital dos veces.

X X X

lim = lim = lim = —o00
X —00 3x2 X —00 6x X —00 6

En realidad, podemos calcular el limite sin aplicar L' Hopital ya que
sabemos que una exponencial crece mas rapido que una funcion

polinémica.
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. . (>
Ejemplo: chl_rg (1 -x)tan (7)
Tenemos una indeterminacion de cero dividido cero. Aplicamos la
regla de L' Hopital
(x + 1)e** _ ((x + 1)€x2) T ey 2xe (x + 1)

AT AT ey 2%

e(-D? e

-2
)lci_rg (1 —-x)tan (nz—x)

Para facilitar los calculos podemos escribir el ejercicio de la siguiente
manera:
X
T XY o 20 (Z)
Jim (1 = ) tan (57) = lim —=~
(1-x)
Tenemos una indeterminacion de infinito dividido infinito. Aplicamos
la regla de L' Hopital, pero en este caso la derivada del denominador

se calcula més rapido.
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X

2
X X
an(y) cos?() r-
lim —=%* = lim—=* = lim
x -1 1 x -1 1 x -1 2c0s? (T[x)
(1-x) (1-x)2 2

Tenemos una indeterminacion de cero dividido cero. Aplicamos la
regla de L' Hopital

i L0 )
x=1900g2 (T[TX) *=1_4cos (7‘[’2_)6) sin (T[z_x) (T[Z_x)
L (-x
= lim

x=>1cos (7rz_x) sin (7rz_x) X

Tenemos una indeterminacion de cero dividido cero. Aplicamos la
regla de L' Hopital

lim (4 -x) = lim 1

oos Gon (G ) o (B)F
1 B B

R e G ®) T 7

Ejemplo : Calcular: lim[tan (x) In|sen(x)|]

2
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x—

Soluci()n:lin};[tan (x) In|sen(x)|] = )1(1_1% [tan (g) In |sen G)” =000

Es una forma indeterminada, pero volviendo a escribir la funcion de la

forma:

y In[sen(x)|| 0
xl_>nl cot(x) | 0

Aplicando la Regla de L"Hopital: derivamos al numerador y al

denominador de forma independiente:

d 1
fx) . I Inlsen(x)|] . sen(x) < (x)
xow gi(x) oo ;l_x cot()] *° —s¢t()
———cos (x)
_ ,11_{?0 sen(x) i
 sen?(x)

lin71T[tan (@) In|sen(x)|] = lirglr[—sen(x)cos )] =0

xX—5 xX—5

2 2
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4.9. Ejercicios propuestos para aplicar la regla de

L."Hopital

Encontrar los limites de las siguientes funciones aplicando la regla de

L"Hopital

1-e X

m
x—0 Sin (x)

1)

. In[cos(8x)]
2) }CIL% In [cos(11x)]

3) lim x*.e™*

X—>+ 00

4) lim 3x° = In (x)
x—0

5) lim

x—1x*=3x+2

6) lim 3x2-x+5

X—+00 5x2+6x—3

tan(9x)
7) }CIL% sin (7x)

11x—sec(3x)

8) }cigtl) —
9) liInx2+1:an(5x)

x—0 Sin (3x)

in(19
10)lim S,m( x)
x—0 Sin (17x)

. sin(5x)
11) }CIL% tan (6x)

8

12) lim e o

) Lig% cos(12x)
14) }Cii% 1—%;119:)
15) }Cii% %
16) lim — e ¥+e¥

x—0 Sin (15x)

17) lim e

x—+oo (In]x])5+7x

18)lim (i - )

x—0 \5x sin(5x)

. in (13x)
19) lim —%—=

x—0 5x—55in(9x)

20) lim ln(1+7x)'—sin (4x)
x—0 11xx*sin(6x)
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4.10. Razén de cambio

Definicidon: Si y, ¢(t) y ¢ es derivable, la rapidez de variacién de y
con respecto a t estad dada por dy/dt. Perosiy = f(x) y se quiere decir
que x y y son funciones desconocidas de t, se puede encontrar dy/dt.
El método consiste en derivar ambos lados de la ecuacion dada con
respecto a t por medio de la regla de la cadena; esto es,

dy dydx

dt  dxdt
Ejemplo: Un hombre que tiene 5 pies de altura camina a partir de una
luz que se encuentra en la calle con una rapidez de 4 pies por segundo.

¢Sila luz esti a una altura de 12 pies sobre el piso con qué rapidez crece

su sombra en cualquier tiempo t?

12 pies .
5 pies

y X

Figura 58: Descripcién Grdafica del problema

Solucion: Representaremos a la variable y como la distancia entre el

hombre y el poste de la luz y x la longitud de su sombra.
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. . X X+
Por semejanza de triangulo: S = 1—23’, 0 sea,

12x
?:x+y:>12x=5x+5y=>7x=5y

Derivando ambos miembros de la ecuacion con respecto a, t,

dx dy
Ta T ar

d .
Pero d—jt' = 4 [pies por segundo].
. . dx dx 8 .
Por consiguiente: 7 pr 2(4) > == [pies por segundos]
V4 . V4 8 .
su sombra esta creciendo en la razén constante de ~ pies por segundo

4.11. Ejercicios propuestos de razon de cambio

1. De un tubo sale arena a razon de 12 [pie3/seg]. Formando en
el suelo una piramide conica cuya altura es siempre %4 del
didmetro de la base. ¢Con qué rapidez aumenta la altura de la

piramide cuando la misma tiene 6 pies de longitud?

2. Un deposito conico de 16 [m]. de altura y radio de la base 6

[m], tiene inicialmente 10 [m3] de agua. En el tiempo t igual a
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cero segundos comienza a fluir agua al interior del deposito a
una razon de 6 [m3/hora], y al mismo tiempo, por el fondo
comienza a salir agua a razon de 2 [m3/hora]. {Determine la
razon a la que esta variando el nivel del liquido cuando tiene 8

pies de altura?

En un depdésito de forma cénica minuto. El cono tiene 6 metros
de profundidad y 3 metros de diametro. Si hay una fuga en la
base a razon una razon de 2.5 6 [m3 /minuto], cuando el agua
tiene 4.8 metros de profundidad, ¢con qué rapidez disminuye

la altura del nivel depésito?

Un avion que vuela a velocidad constante de 300 Km/h pasa
sobre una estacion terrestre de radar a una altura de 1 Km. Y
se eleva a un angulo de 30°. ¢A qué velocidad aumenta la
distancia entre el avion y la estacion de radar 1 minuto mas

tarde?

Un aeroplano vuela hacia el oeste a 600 kildmetro por hora y
pasa sobre cierto pueblo a la 11:00 am.; un segundo aeroplano
vuela a la misma altura hacia el sur a 400 kilometro por hora

y pasa por el mismo pueblo a mediodia (12:00 am). ¢Qué tan
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rapido se separan el un aeroplano respecto a 1 otro cuando el

reloj marca la 1:00 p.m.?

Una ciudad tiene forma de tridngulo rectandolo y sus catetos
opuestos son x + 3; x + 5, a causa de la expansién urbana
crece a una razon de 2 kilometros cada ano. ¢Cual es la razon
de cambio del area urbana cuando su hipotenusa es igual a 100

kildbmetros?

Se desea inflar un globo aerostatico con una bomba que le
inyecta aire a una razéon de 2 metros cubicos por hora.
Considerando que el globo tiene una forma esférica, ¢Cuél es
la razén de cambio del volumen del globo cuando su didmetro

es de 6 metros?

A una cisterna de forma cilindrica de radio 15 metros y altura
50 metros le estan ingresando agua a una razon de 18 metros
cubicos por minuto y el poblado al que abastece consume el
liquido vital a una razén de 12 metros ctubicos por minuto.
¢Determine la razon a la que esta variando el nivel del liquido

cuando tiene 40 metros de altura?
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10.

Dos cruceros salen simultdneamente del puerto de Manta, uno
viaja hacia el Sur a una velocidad de 32 millas nauticas por
hora el otro hacia el oeste a una velocidad de 45 millas nauticas
por hora. Después de 4 horas écudl es la velocidad de

separacion de los dos barcos?

Una escalera de s5mde longitud descansa contra un muro. Si el
extremo inferior de la escalera se est4 resbalando a razén de
0.5 metros por segundos ¢Con que velocidad desciende el

extremo superior cuando este a un metro del suelo?
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Respuestas a ejercicios propuestos

i) Respuestas a ejercicios propuestos de desigualdades

9 v

2 3]

3) |-»,1-v2]u[1+
V7, +oo]

4 1=, 1[U 2,3

5) 1-10,-3]

6) |-c0,—v2] U [1,V2]

) |

8) J—oo,—2[U]57]

0 L
10)]—o0,1[ U |8, + o]

11) |]—o0,6[ U |12, + o]
12)]—o0, —1[ U ]4, + o]

13) ]—o,—-3] U [0,1] U

[4, 400

-, =2 0 2 e
15) | =00, +oo[
16)]—19, +23[

17)
18)]—00,2[ U |6, + o]

19) |—00, —1[ U ]8, +oo[

2] {02 +o]
22)]1,13[
]2 1]

24)]—o0,—=7[ U ]17,+oo[
25)]0,10[
26)]—o0,11[ U ]13, +oo[

27)]_9;1[

28) ]—oo,—s[u]§,+oo[
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29)]—??

o) |- 2] 2. 4o

4

31)]—oo,—g[u]0, +oo]

ii) Respuestas a ejercicios propuestos de funciones reales

121[
4

3) Df=R; R, = [—oo,—
4 D;=R; Rf =R
5) Dy = R\{-2}; R; = R\
{1}
6) Dy = R\{—2} Ry =R\
3
7) Dr =R\{3}; Ry =R
8) Dy = R\
(=2, +1.45} R, =R
9) Dy =R; Ry = [0,+0o]
10) Dy = R; Ry = [0, +oo]

1) Dy = R{; Ry = [0, +oo]

12)D; = R{—4}; R, =

[0, +o0]

[0, +o0]

14) Dy = [7,+o[; Ry =

[0, +oo]

16) Dy = [~2,1] U [5, +oof;

17) Dy = ]—o0,4[ U [§+

Rf = [0, +oof
18) Dy = |~o0,—3| U

[2, +oof;

ol
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Ry

= 0,+ﬁ U |V14, +oof

20) Dy = R{-2};

Ry =10,3] U3, +oo]

5
26) Dy = |-4,%[ U5, +oo;

28)D; = R\

4k+30

{T} donde k € Z;

21)Df = |7, ; R =R*
) Dy =17, +0[; Rf . R\[ll]
F=R\|=55
22) Dy =17,+00[; Ry =R 2°2

2k
29) D, = R\{—+
23)Df:]—oo,§[; R; = R ) Df = R\{—

1
=Ydonde k € Z;
24)D; = ]—oo,_g[ U 2

12, +oof;

30) Dy =

7
R; = R\ log (E)
[134,136]donde k € Z;

25)D; = 1-5,3[ U 14, +oo[; Ry = [-2m, +27]

iii) Respuestas de ejercicios propuestos de limites
1) lim5x+ 24 =14

xX—>—=2

2) limx + 54 =60
xX—6
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3) lim (2x—8) =18
x—-=5

4) linzl (3x? +8x—1) =27
x—

5) lim (x* — 8x3 — 2x? — 5x + 3) = 63

x—2

6) lim (6x3 —7x%* +3x —2) = 588

x—5

2x2+7x-2 _ 37

lim———
7) x—3 x3+45 32
. ox*+x?-1 89
8) lim — = —
x—>_3 Xx°=2 727

9) lin712\/8x —2=735
X—

10)lin213\/8x2 —x+3=23.20
X—

x3+27

9

11) lim
x—3 X+3

. x3-x%2-x+10 . . .y
12) lim =————— = indeterminaciéon
x—>_2 X“+3x+2

. 2x3-5x%2-2x-3 . . ./
13) lim ————————— = indeterminacién
x—>3 4x3-13x2+4x-3

14) lim

x—5

VYsxrz-Ver 1
x T 5

15) lim[x?(x — 5)] = 98

. 4x?%-9 9
16) lim——= =

x—3 X+7 10

17) lin21\/6x2 +1=5
x—

18) lin71 (5x% —13) = 232
x—
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19)5{1’_7}51 (3x2 —6x+8) =53

20) lim4 (2x%2 +5x —22) = —10
xX—>—
2_
o1) lim 2X2X+22 29“22 =2
x—8 2x4+7
2_
22)llm4x—x — E

Y6 3%x2—12x+20 4

, 4x2%-3x 297
23)llm— = —
x—9 3x2-12x+25 160

24)xlirzl8(6x2 + 5x — 36) = 308

iv) Respuestas a ejercicios

propiedades

1) lim————=-

3) lim

. x2-5x46 1
4) lim——————=-=

X—2 x2—12x420 8

. x%43x-10
5) lim =

x—2 3x2-5x-2 -

3 2
. +3y2+42 2
6) lim X =22 . YT - 2
y—--2 Y -y-6 5

de limites empleando
) im ud+4u+4u _
7 u—-2 (U+2)(u-3)
2
: -4
8) hmzx— =4
x—2 x“—=3x+2
) lim x2-7x+10 0
9 x>2 x2-25 -
. +h)3—x3
10)11mu = 3x?
h—0
. VI+x-1 1
11) lim =—
) x—-0 X \/7
. 2—/x-3 1
12) lim —; ==
x—>7 X4—49 56
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. Vidtx+x2-1 1
13)lim——— ==
x—0 X 2
. VI+x—1-
14)lim /""" =1
x—0 X
. Vx?2-2x+6—Vx2+2x-6 1
15) lim > =—=
x—3 x“—4x+3 3
. Vx+h- 1
16) lim YarhoVx _ L
h—0 h 2vx

. V2x+1-3 _ 2V2
17) = s

 [x2ipi—
18)lim Y22 -2
x—>0+x2+q%-q q

. x-8
19)31615133 = 12
20) i Vi1 2

Pl Va1 3

v) Respuestas a ejercicios propuestos de limites al infinito

. 5x342-1
1) lim Z27—=

xX—+00 2x+3

+o00

. 5x3+2-1
2) lim —————=—
X—>—00 2x+3

2x3+43x+2

3) lim +0o0

X—>—00 5x2+x

3x%+3x3+42 3

4) lim 2Bx2 3

xX—+00 7x6+x—1 7

3x%+3x3+42 3

5) xl—l;,;n-oo 7x6+x—1 _;
6) lim =2 =

x—+00 X(x2+1)

354

2x*+3x-11
lim ————=0

7) X—+00 7Vx3+2

8) lim V3x9—2x5+x2 _ 12/6

—_— =
x—=+00  /3x15-x2

9) lim (x5 —xvx) = +oo0

X—+ 00

10) lim (—75x% —xVx) = —o0

X—+o00

11) lim (—75x% —xvx) = +o

X——00

12) lim (—5x3 + 8x — 3x%) =

X——00

13) lim (x51_3) =0

X—+o00

. 327x3—2x+5
14) lim ————— =3

x—+00 x-1

15) lim (\/x2+x+ —(x—-

x—+00
0)-4

16) lim 3Y22L _
x—+400 5—V1+x2

. 1-Vx2-1
17) lim =

-1
x——00 1—-V1—x2
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2

5x
18) lim (-5)2-5 = 0 20) Ui (xz+1 )x .,

X—+0 xX—+o00 3X2+2

2—Vx-2 _

19) lim =0

xX—+00 X2—36

vi) Respuestas a ejercicios propuestos de continuidad de

funciones

1) La funcidn tiene una discontinuidad evitable en x = 0

2) La funci6n es continua en xeR

3) Lafuncion tiene una discontinuidad No evitable en x = —2

4) La funcién tiene una discontinuidad No evitable en x = 3

5) La funcién es continua en xe[—2, o[

6) La funcidn es continua en xe]—oo0, —2] U [2, oo]

7) La funcion es continua en xeR

8) La funcidn tiene una discontinuidad No evitable en x = 4

9) La funcidn es continua en xeR

10) La funcio6n tiene una discontinuidad evitable en x = 3

11) La funcidn tiene una discontinuidad No evitable en x = —2
yenx = 2

12) La funcidén tiene una discontinuidad No evitable en x = 2

13) La funci6én tiene una discontinuidad No evitable en x = —2
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14) La funci6n es continua en xeR
5
15)a=-1yp=—-
16) a0 = —%yﬁ =-9
17)a=—-6yp =2
18) =2
3
- _3
19)a = :

20) a=—-4yp=-7

vi)Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas

aplicando la definicion

4) g'(x) =1

1) f'(x) =3 11) f(x) = 6x2 — 10x2 — 2
2) g'(x) = 2 12) g'(x) = 12x% — 4x

3) f(x) =2x+8 13) f'(x) = 12x2 - 26x + 4
5) f'(x) = 4x-7 14)f'(x) = 18x2 + 11

6) g'(x) = 2x 15) g'(x) = 12x?

7) f(x) = 3x2 16) f'(x) = 9x2 — 4x + 1

8) g'(x) =2x+ 7 17) f'(x) = 24x2 -4x - 5

9) f'(x) =3x2-2x-1 18)f'(x) = 18x2 - 14x + 3

10)g'(x) = 3x% + 27
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19)f(x) = 16x-1 28) f'(x)=8x+5

20) f'(x) =21x% - 1 29)f'(x) = 3x% =7

21) f'(x) =3x%-2x-1 30)  f'(x) = 6x% + 2x
22)f'(x) = 2x + 3 31) f'(x) = 2x- 9
23)f'(x) = 6x% - 10x - 2 32)f"(x) = 3x2
24)f'(x) = 12x? — 26x + 4 33)f'(x) = 4x + 7
25)f'(x) =6x—6 34)f (x) = 21x?
26)f'(x) =4x +5 35)f'(x) = 22x

27)f(x) = 10x- 9

viii) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas

aplicando las propiedades

1) f'=144x3 +144x* +30x— 6) f' ' =63x% +32x7 — 25x* —

18 56x3 — 24x?
2) f'= 160x3 — 48x? 7) f'=36x3—18x% —16x — 15
3) /= 60x?+22x+ 17 8) f'=84x>+ 175x* + 64x3 +
4) f'=8x3-3x? —-26x+5 120x2

5) f'= 240x* + 24x3 +54x*+ 9) f' =81x?+156x + 17

42x — 3
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10)f" = 126x° + 72x° —
105x* — 56x3

11) f' = 84x°® — 48x5 — 104x3 —
48x2 + 48x — 10

12) f' = 150x* + 96x3 + 36x2

13) f' = 11x1° — 48x> + 50x*

14) f' = 36x> + 72x° — 84x3

15) f' = 108x> — 84x3

16) f' = 160x” + 224x° —
30x% — 32x

17) f' = 10x*_16x3 — 33x% +
72x — 63

18)f' = 24x3 + 36x% — 14x —
14

19) f' = 112x% + 189x2

20) f' = 60x° + 400x* +
1000 x3

21) f' = 60x* + 84x2 — 66x
22)f'(x) = 7

23) g'(x) =9

24)f'(x) = 4x + 8

25)g'(x) = 5

26)f'(x) = 12x - 3

27)g'(x) = 10x

28) f'(x) = 6x2

29)g’(x) = 10x + >

30) f'(x) = 9x%- 4x- 5
31) g'(x) = 3x? + 17
32)f'(x) = 9x2 -18x - 3
33)9'(x) = 24x? - 6x
34)f'(x) = 42x% - 6x + 24
35)g' (x) = 28x3 -9x2 - 28x
36)f'(x) = 48x% + 21
37)g'(x) = 72x*

38) f'(x) = 68x3 + 46x - 3
39)g'(x) = 45x*

40) f'(x) = 39x% - 24x + 9

41) f'(x) = 21x% - 24 x - 15
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42)f'(x) = 48x% - 34x + 13
43)f'(x) = 14x- 9

44) f'(x) =51x*-7

45) f'(x) = 27x2 -16x- 7
46) f'(x) = 10x +3
47)f'(x) = 66x% - 30x - 12
48) f'(x) = 42x2-66x + 14
49) f'(x) = 46x-16

50) f'(x) = 64 x + 25

51) f'(x) = 30x-19
52)f'(x) = 82 x + 52

53) f'(x) = 21x2- 67x
54)f '(x) = 96x2 + 22x
55)f'(x) = 10x- 9

56) f'(x) = 12x?

57) f(x) = 4x+7

58)f'(x) = 21x?

59)f'(x) = 22x

60) f'(x) = 125x*+
48x3- 6x

61) f'(x) = 42x° +
65x* -21x% + 1

62)f'(x) = 54x°-4x3+ 14x +
42

63) f'(x) = 70x* - 108x

64) f'(x) = 69x% - 108x + 100

65)f'(x) = 54x8- 84x° +
15x*-45x?

66) f'(x) = 99x1° +

84x6-12x3
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ix) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas
aplicando regla de la cadena
1) f'(x) = (6x2- 7x)(4x - 2)?(168x2- 188x + 28)

2) f'(x) = (3x? - 6x)*(4x3 + 5)3(264x*_408x3 + 150x_150)

3) f/(x) = ( L )(v L )(—250x6 +563x* + 231x2)

V(2x3 -7x) (5x%+3x2)

) Fl0 = (\/(7x2+8x)) <‘§/(2le _ 1)) (119x3+10:x2_28—16)

1

5) 100 = (55 + 6001 (=

)(440 x* +212x3 +72x)

6) f'(x) = (5 — 3x2)2(7 — 10x)2(120x" — 21x — 120)

7) fl(x)=(Gx—1)"22x—1)"3-30x+9

8) f'(x) = (4x + 3)? V—>( x —11)

9) f'(x) = (2x — 3)(3x% — 5)(36x% — 56)

10)f'(x) = (3x - 7)2(5x> + 4x? - 3x + 7) (135x% + 84x> —
157x — 105)

11) f'(x) = (6x* - x - 3)(x* + 8x + 25)*(132x* + 816x> +
1786x* — 102x — 220)

12) f'(x) = (2x° + 7)*(x*- 7x + 4)*(42x* — 252x® + 120x* +

42x + 147)

)(—60x* — 192x% + 15x — 112)

13)f' () = (3 )(z;

(4x3 +8x+5) (32+7)
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14) f'(x) = (13x — 4)5(15x2% + 3x + 11)3(2730x2 — 90x + 810)
15) f'(x) = (3x* + 10x + 13)7° (2x* - 5x* + 29)?[(24x° — 80x* +

342x% — 100x*> — 846x — 1160 )]

x) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas

trigonométricas

1) f(x) = (2023 — 6) f(x) = —Tsen(7x +3)
7)cos(5x* — 7x) 7) f(x) =

2) f(x) = —12 cos(2x) 7x6cos(x)sec?[sen (x7)]

3) f(x) = 3msec?(3x) 8) f(x) = enlEescleos20)

4) [0 =sen (5 - 9) £(x) = Sxtsec?(x) +
1)cos(3-1) 9sen(9x)

5 Fx) = 10) f'(x) = —55[cos(11x —
—avecsc(4x)cot (4x) DI sen(11x —7)

11) f'(x) = 4sec(4x + 6)[tan(4x + 6)tan(8x — 5) + 2sec?(8x — 5)]

tan(11x)[csc(11x)+ 1](11csc2 (11x)+11csc(11x)+22xsec(1 1x)—2)

12) f,(x) - [cotg(11x)+2x]?
13) f'(x) = 18sen(9x + 14) f'(x) = —24 cos(12x —
2)cos(9x + 2) 2) sen(12x — 2)
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15) f'(x) = 10tan (5x + 25)f"(x) =

9)sec? (5x +9) 5cos[tan(5x)]sec?(5x)
16) f(x) = —14csc? (7x + 26)f (x) =
5)cot(7x + 5) —7cos[cotg(7x)]csc?(7x)
17) f(x) = 4tan (2x — 27)f(x) = 168x2(x® +
7)sec? (2x —7) 2)7sen®[(x® + 2)]cos[(x® +
18) f'(x) = —2cot (x + 2)°]
3)esc?(x + 3) 28) f(x) =
10) £/(x) = —36c0s? (12 — CUS IS
10)sen(12x — 10) 20/ () — 16x (; j
20) f'(x) = —ﬁ 4x)sen[(—4x +

21) f'(x) = 5)%]cos[(—4x + 5)?]

—%w/cot(7x + 2) csc?(7x + 30) f(x)=

(14x+2))sec?[in(7x2+2x)]

2) 7x2+42x
22)f"(x) = "“C;((xz)) 3Df(x) =
cotg 2z (x2

—Zsen[cos(cos(Zx))]sen(cos(Zx))sen(Zx)

36sen? (8—)%)cos(8—)%)

s 32)f (x) = 12cotg(—2x +

23)f"(x) =

24)f (x) = 2cos(In(2x-7)] 5)%csc?(—2x + 5)

2x—-7
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, -3 3 _ i earcsen(2x)
33)f'(x) = [3cos(3x) 38) f(x)= Zlﬁ

2sen(3x)]e™** 39)f"(x) = e*[5sen(7x) +

—21x—-10sen(2x)

3 () = = s s 7cos(7x)]
35)f (x) = 40) f'(x) = €™ [8cos(8x) —
es"(@¥)sec (3x)[2 cos(2x) + sen(x)sen(8x)]
3tan (3x)] 41) f*(x) = 3[cos(3x) esen (%) —
36)f (x) = 4cos (4x)esn*0) — 7 sen(3x)eosG)]

37)f (x) = sec?(x)eta™ ™) —

4sen(x)e*cost)

xi) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas de

potencias
1. f'(x) = (144x3 - 252x% + "(x) = — 22x+16
314x — 126)
6. f'(x) = (5 +
2. f'(x) = (30x —
8)V(5x% +6x +9
30) (3x*- 6x + 1)*
’ . 24x% +12x +8
3. ff(x) = (;,(;tg_x;x?;))‘r 7- 1) = 3-(Y/(8x° +6x° +8x —1)°
3 8 f’(x) :_(80"3—+24x)

(5x* +3x*+1)°

4. f() = =
—-3x

9. f'(x) = 25 ax?
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10. f'(x) = —1470 + 4200x —
3000x>

11. f'(x) = 3072x™ + 11520x% +
114400x° + 6000)

12. f'(x) = 192x2? — 192x + 48

13. /(0 = o

25x2-10x+1

4
14. f’(x) = T 8x3 —12x2+6-1

15. f'(x) = 192x" + 288x +

108

16. f/(x) = (ﬁ)
17. f'(x) = 8x — 12
18. f'(x) = 36x3 — 60x
19. f'(x) = 81x? — 378x + 441
20.f'(x) =150x° +
200x*_ 56x° + 138x% +

130 x —42

21. f'(x) = (72x% —
4) (6x° - x - 3)3
22.f'(x) = (10x +40) (x* +
8x + 25)*
23.f'(x) = 30x2 (2x3 + 7)*
24.f'(x) = 6x° — 84x* +

342x3 — 504x* + 1566 x —

1365

, _ —(24x*+16)
25f(X) T (4x® +8x +5)3
26.f'(x) = —=

V3xt+7
27.f'(x) = (78x) (13x - 4)°
28.f'(x) = (120x +

12) (15x% + 3x + 11)°

—(24x +40)
x“+10x+
3x? +10x+ 13)°

29.f'(x) =

30.f'(x) = (24x® —

30x) (2x* - 5x* + 29)?
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xii) Respuestas a ejercicios propuestos de

implicitas
dy 8x
-_— = — 1
1) dx 15y2 4)dx
dy 8
2) dx 5 15)dx
dy __—3x2y5 dy
3) dx 5x3y4 16)5;
v _ X dy
4) dx 4y2 17);
) dy _ —15x? dy
5 dx 2y 18)5—'_
6) dy _ 12x? dy
dx y 19)52
dy —35x%
7) dx  6y2—10y 20)
EX —28x—-9y dy
8) dx 9x+2y 21)d
9) dy —20x* —x2y 22)22
dx x3+2xy dx
dy _ 16x° 23)d_y
1O)dx 17y dx
d 4x3-6x5-30x2 ay
1) & = #iex®-s0xly 24)2
dx 10x3+50y x
dy —6x+y dy
=y 2Ty or)==Z
12)dx x -5 S)dx
dy _ —3x2y7 ay _
13) == 75y 26)dx =

dy

dy

dy 3

derivadas

_ 13x
6y2

450y°—1080xy*+648x% +36x

x  (1500y''—3600xy+2160x2y3)

_2x?
5y2

dx 7

_ —xy*

x  2x2y3

__ —15x
17 y2

9x2

2y

—5x
3y2-30y

_16x3+6y
6x+4y
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5 )dy _ —32x7-3x%y%-y? 35)d_y _ _ 25x
7 dx  (3y%x*+2xy) dx 4y3
08) W& 36)2 = 2%
dx 7y dx  21y?2
dy
dy  —24x5+8x3-12x%y 37)_ =
2 — =
9)dx 4x3+2y ax
dy —26x+y 18 x+39 y8-1014 xy*+-6591x2
30) = =—= 12y11-312xy7+2028 x2y3
dx —-x-15
1) dy —6x%y7 38) ay _ 3+2y
- = 2_
3 dx 14y6x3ﬂ dx 3ys-2x
dx
s )dy _ 15x2%-3
32)d_y — Hx 390, = 48y5+144 y3+108y
dx 15y
dy —4x3+3y
4 0 - =
33)d_y — 15« 4 ) dx  —3x+4y3
dx 27y?
dy = —6xy—6y°
dy _ 5x* 41)_ = 22 1ovvrau3
34)_ — oz dx 3x*—12xy+8y
dx  9y?

xiii) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas orden

superior

1) f'(x) = 12x3-15x% + 14x; 4) f'(x) = 24x -18;

f"(x) = 36x%-30x + 14 f''(x) = 24

2) f'(x) = 5x*-6x% + 3; 5) f'(x) = 8x3-12x2 + 10x + 13;
f"(x) = 20x3 -12x f"(x) = 24x%-24x + 10

3) f'(x) = 8x7 +12x° - 7; 6) f'(x) =15(5x - 9)?%;
f"(x) = 56x° + 60x* f"(x) = 150(5x - 9)
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7) ') =[12x- Gx+ 7] +[5-

(6x* - 4)];

f"(x) = 90x?% + 84x+ - 20

8) f'(x) = 12x% + 6x2 + 2x;
f'(x) =36x%+12x + 2
9) f'(x) = 6x%+8x-5;
f'(x) =12x + 8
10)f'(x) = 18x%-42x5 +
12x3-10x;
f'(x) = 144x7-210x* +
36x2-10
11) f'(x) = 30(7 - 10x)?%;
£ (x) === 600(7 - 10x)
12) f'(x) = 16 (4x + 5)3;
f'(x) = 192(4x + 5)?
13) f'(x) = 12(4x - 2)%;
£ (x) = 96(4x - 2)
14) f'(x) = 20(4x + 3)%;

f"(x) = 320(4x + 3)3

15) f'(x) = 5(x + )%
f'(x) = 20(x + 1)
16) f*(x) = 4(2x — 3);
f(x) = 8x
17) f*(x) = 2(3x* — 5)(6x);
F(x) = 12(3x2 — 5) + 72x?
18) f'(x) = 9(3x — 7)%;
f(x) = 54(3x — 7)
19) f'(x) = 18x2 — 10x - (6x +
3) + [6- (6x3 — 5x2 —3)];
£ (x) = 108x3 + 54x2 +
60x2 + 30x + 36x3 — 30x% —
18
20) f'(x)=24-(5x—2)+[5-
8x°];
£ (x) = 120x — 48 + 40x3
21)f(x) = 10x — 1 - (4x + 3) +
[4- (5x2 —x +5)]';
£'(x) = 40x% + 30x — 4x —

3+ 20x2 — 4x + 20
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22)f'(x)=2-(4x+3)+[2- 32x3 + 80x2 + 28x° + 32x3 +
x+5)]; 35x* + 40x?
f7(x) =8x+6+4x + 10 27)f'(x) =9-Bx*+7x—2) +
23)f (x) = 24x% + 2x — 1 - (6x* + [6x+7-(9x + 5)];
3) +[12x - (8x3 +x2 —x + f'(x) = 36x*+63x —18+

3) 1; f7(x) =144x* + 72x* +  54x2 +30x + 63x + 35

12x% + 6x — 6x% — 3 28) f'(x) = 24x% — 14x - (3x° +
24)f (x) = 28x% + 12x2 - (x5 — 7x —2) +[9x2 + 7 - (6x* —

2) + [5x* - (7x* + 4x3 =5) |; 7x2)];

f'(x) = 28x* — 56x3 + F(x) = 73x6 + 168x* —

1207 + 2452 43507 42027 = g5 goxt 4 98x? + 281 +

25x¢ 54x6 — 63x* + 42x* — 49x?

25)f () = 9x* +4x - (3x —4) + 59y (x) = 8x3 — 5. (623 — 4x% +
[3-(3x* +2x* +5)]; 2) +[18x% + 8x - (2x* —

f”(x) =27x3 —36x2% + Ex — 6)], f”(X) = 48x° —

12x% — 16x + 9x3 + 6x% + 15
32x° 4 16x3 + 30x3 +

26)f"(x) = 28x3 + 16x - (2x% +
20x? — 10 + 36x® — 90x2 +

5x) + [4x + 5 - (7x* + 8x?)];
108x2 — 16x° — 40x% — 48x

f"(x) = 56x°> + 140x* +
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30) f'(x)=18x3-(5x% +4x +
2) + [10x + 4 - 6x3];
f"(x) =90x> + 72x* +

32x3 4 60x* 4+ 24x3

31 f'(x) = [6x° - (x° - 8)] + [5x* -

(x® + 10)];
f'(x) = 6x*° —48x> +

5xte 4 50x*

32)f"(x) = [12x - (3x*))] + [12x° -

(6x* - 7);
f'(x) = 36x° + 72x° — 84x3
33)f'(x) = [(15x* + 16x) -
(4x° - 2)] + [20x* - (5x° +
8x%)];
f"(x) = 60x” — 30x* +
64x° — 32x + 100x” +
160x°
34)f'(x) = [(6x* — 8x +7)-
(x* - 9] + [2x - (2x° - 4x* +

7x)];

f(x) = 6x°® — 54x* —8x® +
72x + 7x* — 63 +4x* —
8x® + 14x*
35)f'(x) =[(2x +2)-
(6x*- 7)) + [12x - (x* + 2x)];
f'(x) =12x% — 14x +
12x% — 14 + 12x3 + 24x*
36)f'(x) = [21x*- (4x + 9)] +
[4 - (7x)];
f"(x) = 84x® + 189x* + 28x>
37)f'(x) = [40x®- (x* + 8x +
25)] + [(2x +8) - (10xM];
f"(x) = 40x> + 320x* +
1000x3 + 20x> + 80x*
38) f'(x)=[12x-(Bx* + 7) ]+
[6x - (4x3 - 11)];
f'(x) =36x>+84x +
24x* - 66 x
39)f'(x) = 125x* + 48x> — 6x;

f"(x) =500x® + 144x* — 6
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40) f'(x) = 42x® + 65x*;
f'(x) = 252x° + 260x3
41) f'(x) = 54x° — 4x* + 14x +
42;
f'(x) = 270x* — 12x* + 14
42)f'(x) = 70x* — 108x;
£ (x) = 280x° — 108
43)f'(x) = 69x* — 108x + 100;

£"(x) = 138 x — 108

44) f'(x) = 54x® —84x° +
15x* + 45x%;
£(x) = 432x7 — 504x° +
60x3 —90x

45)f'(x) = 99x™ + 84x°® — 12x%;
£"(x) = 990x° + 504x° —

36x2

xiv) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas

logaritmicas
D f@) =3

2) f'(x)=-1
3) f(x) =2
4) ==
5) f(x)=—
6) f'(x) =

, 4
7 f@) ==
8) f(x) ==
- 3x
, _ 30x*+33x2-12
9) f(x)= 6x5+11x3—-12x
lo)f/(x) _ 3x2—5
T x3-5x
, _ 16x3-5x"0+2¢e%
11) f () = Ax4+x~5+2eX-2
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12) f'(x) = 13) f'(x) = In(x — 8)° +

42x5-21x"8+20x3+8e* 3x+7
7x643x~74+5x44+8e¥-11 x—8

(x*+x2-x73+11)(6x)
3x2-12

14) f'(x) = (4x3 + 2x + 3x %) In(3x2? — 12) +

15) f'(x) = (35x* + 39x% + D) In(7x® —x + 7) +

(7x5+13x3+x+1)(42x5-1)
7x6—x+7

(=3x7+10x2+3)(6x5-7)

x6—-7x-3

16) f'(x) = (—21x% + 20x) In(x® — 7x — 3) +

17) f'(x) = e* + 11* log(11) +§+ 14x — 2

e *(1-x1In(4x)) e*[xIn|5x|+1]

18)f'(x) = - 19)f'(x) = .
20) F(x) = e* —12%log(12) + i —4x3 -6

21) £ (x) ::12DH(SX4+2x::ff;;:f;fE;323+4xz_3x_3)

22)f,(x) - (4x6+11x4+j;f§is7;r[ﬁzc:x_65jl_1?4+4x-5+7)]6

23)f () ::5Dn(2x3+4x2+§x‘5+9x—1”4(6x2+8x—7x_6+9)

7
2x3+4x2+§x‘5+9x—1

8
In(x3+x2+x75+x-1)] (3x2+2x-5x"%+1)
X3+x2+x 5+x-1

24)f (x) = 2

3
In(7x*+5x3+3x77+2x+12)]” (28x3+15x2-21x"8+2)
7x*+5x3+3x77+2x+12

25)f (x) = 2
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exponenciales

1) f'(x) = 3e*
2) f'(x) = 11e'™
3) f'(x)= —T7e™™*

4) f'(x) = —11le™'™

5 5%
7

5) f'(x) =

6) f'(x) = 45e3*

7) f'(x) = 15x%e* +
21x1e¥’

8) f(x) = —2e~5*/et

15e~*

9) [ =T

10)f(x) =
7x27e35%(5)7 (4 +
5x)

11) f(x) = 3e*(x + 1)

e*(x—1)
5x2

12) f(x) =

xv) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas

13) f'(x) = =97 (x —
1

14) f'(x) = =3x3(x —
4)e*

15) f'(x) = (=5x° +
15x% — 18)e™*

16) f'(x) = 6(x? + 6x +
4)e*

17) f'(x) =

(7x*-4x3+63)e”*
(x*+9)2

18) f'(x) =

(5x2-2x-20)e5*+10x
(x2-4)2

19) f'(x) = 4(e™ +

2x7)3(9e%* + 14x°)
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20) f(x) = 4x(4x? + 3x + 2) (x* + x3 + x2 —
7)3e(x4+x3+x2—7)4

21) f'(x) = 6(3x° — 6x% — 5x)°(15x* — 12x —
5) e(3x5—6x2—5x)6

22)f'(x) =5 (19—4x6 — 48x% + %x - 9) (§x7 —16x3 + ;xz —

5
9x + 11)4 e(§x7—16x3+§x2—9x+11)

23)f (x) = 3e3* —e2°x®"1 + 3x3*[log(x) + 1]
24)f " (x) = (m + 17)* log(m + 17)

—22x8455x7—24x%+36x5—-46x3+2x+2

25)f'(x) =

xvi) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas de

funciones inversas

5earc cos(5x)

V)=

, _ 9eare tan(9x)
2) f'0) ==

, 2x(x3—1)
3) f'(x) = 3x%arctan(x? + 4) + GZeaii

2x+2)(x5+e*+2)
(x2+42x—-4)2+1

4) f'(x) = (Gx*+e*)arcot(x? + 2x — 4) —
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5) f'® = (4x3 + 6x)arcsec(x? + e3* — 2) +

(x*+3x2-5)(2x+3e3%)

(x2+e3%-2)/(x2+e3¥-2)2-1

4x%2-18x

G2 -a) G-

6) '™ = 2arccsc (x? —8) —

x*—9x+3)(3x2%-7)

7) f'(x) = (4x3 — 9)arcsen (x3 — 7x) + (

J1-(x3-7x)2
8) fl(x) _ (3x3+5) _ (x3+5x—2) (4x3—6x)
 arccos (x*-3x2+2) J1-(x*-3x2+2)2{arccos (x*-3x2+2)}?
) f/(x) _ (5x*+2e%) . (x5+e?*+7) (6x-2)
0 " arccos (3x2-2x+9) J1-(3x2-2x+49)2{arccos (3x2—-2x+9)}2
lo)fr(x) - _ 2+3x

x((3x+ln|5x2 |))«/ 1—(3x+In|5x2|)2

xvii) Respuestas a ejercicios propuestos de derivadas

1)

2)

parciales

2 2

S=hoy = 2x—18y  L=fxy)= 2y-18x
2L = fay) = 2 2 f(ny) = 2
6x2_xx YY) = 6y2_yy YY) =

02 d%f

o = fy(x,y) = —18 Toa = fx(xy) = 18
2 2

w=fy) =32 +8y T =f(xy)=3y" 18
%f _ _ a%f _ _

axz fxx(x;y) = 6x dy2 - fyy(x:y) - 6y

%f %f

m = fxy(xﬂy) =8 dydx = fyx(x:y) =8
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3)

4)

5)

6)

7)

L= Ly = 57-9
ﬁ = fux(,y) = 0
L= foy(ry) = 35y°
L= f@y) =y+1
ﬁ = fux(,y) =0
L= fyy) =1
L= flny) = 2xy
*f _

ﬁ - fxx(ny) = Zy

axay = fxy(x y) =

a
é = f,(x,y) = 35xy°®—3y?—4

2
a_Zf = f,y(x,y) = 190 xy° — 6y

62
Syan = frx(@y) = 355°

7]
Y fey) =x -2

a_Z = fyy(x y) =

% = fyx(x y) =

0
T=fxy) =x2+3

62
? =fy(x,y) =0

6y6x = fyx(x y) =

3 7]
L= flry) =2xy —y? +2x oy = y(xy) =x* = 2xy +2y

62
a_x];:fxx(ny) = Zy_ 2

of

9x0y = fxy(x y) =2x—2y

62
a—z—fyy(x y)=2x+2

L - = 2x — 2
dydx - fyx(x'y) = ox y

3 5}
TRy = 3y 42y F=fy)= 2 300

2x

62
P = fury) = 61y

62
a_Z = fyy(x,¥) = 6xy
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8)

9)

10)

P~ foy(x,y) = 3x% + 3y% — 2
axay XY YY) = y

3y% -2

0
é =f.(x,y) = 3x ?

—3x + 3y?

62
a_x]; = fxx(x; y) = 6x

%f
oxdy fay(x,y) = =3

7]
U _ f(x,y) = 3x + bxy — 672

12xy + 6y?

2 = fo(xy) = 6x+6y
12y

;:_a]; = fry(x,y) = 6x — 12y
12y

Z_i = f,(x,¥) = 16x + 21x%y*

55y*

%f B \
ax2 fXX(ny) =16 + 4-2xy

a%f _ oy
dyox - fyx(x,)I) = oX

Z_f/ =fy(x,y) =

a%f B
; = fyy(x,y) = 6y

62

ay_afx = fyx(x,y) = =3

d
ﬁ =f,(x,y) = 3x% -

62_f_f (x,y) = —=12x +
ayz VY Y) =

0%f
ayox = Jrx(0y) = 6x =

0

= f(y) =287y +

92

2L = £, () = 84x3y? -

dy?
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220y°
2T = £ (xy) = 84x2y°
axdy

1) L=f(x,y)= 8x—7y
dax
ﬁ = fax(x,y) = 8
L= fyy) =7

12) Z—i =f(xy)= 12x+7
P = fa(ty) = 12
d0x
2T f@y) =0
axdy

13) L= f.(x,y) = 4x
dax
2= fboy) = 4
2T f@y) =0
axdy

1) L=fy)=2y+7
dax
2 = fbey) =0

—_— == 2
a%f :]‘;Cy(x,y)
0x0dy

_ 3
= = 84x?%y
il fyx (%, ¥)
0yox

—7x
— 6 3

U= f,(x,y) = 16y

ay

2 = £ (xy) = 48y
a 2

= fyx(x y)=—
5}5;

— 5 2
U = f,(x,y) = 15y
dy

2 = £, (xy) = 30y
a 2

= fyx(x y) =
5}5;

= 8y+7
= f,(x,y) = 8y
oy

2L = f,(ty) = 8
a 2

=f =0
27 yx(x y) =
0yox

— = =2x+5
of [;(x,y) 2x
dy

a%f

__fyy(x y) =0

oy

= 2
a2f :f;]x(x,y)
dyox
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F) F)
15)£=Fx(x,y)= 5y +1 £=Fy(x,y)= 5 —1

d%f d%f

oz = Bax(xy) = 0 = By(y) =0
L= fyy) =5 L = fury) =
16) 2= f(xy) = 2-2y T=fxy)= 6-2x+2y
%f a%f
7z = fux(,y) = 0 6—2 = fry(x,y) =2
L= fy@y) = 2 L= fury) = -
17) = filny) = 4y T=fxy) =
= faley) = 1220 TL=f(ry) = 6x'y
TL=fyy) =126y ZL=f 0y = 122

18) Z—i = f.(x,y) = 8xy® + 6x72 2—; = f,(x,y) = 24x%y> + 10y

92 d%f
2L = fur(x,y) = 8y® + 12x az—mﬂw—ﬂmW+
10
T = £, (2, y) = 48xyS L= £ (x,y) = 48xy°
axay = fev (X, ¥) = 48xy ayax = fyx(x,y) = 48xy
of of

19)£=fx(x,y)= 820x +90+y azfy(x,y)z — 320y —
85+ «x
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aZf 62f
L= fix(x,y) = 820 P fyy(x,y) = =320
aZf 62f
w0y = fy (o) =1 ayax = e y) =1

20) 2L = £,(x,y) = 1160x® — 40 — 190y Z—’; = fy(x,y) = 920y° +
30 — 190x
aZf azf
2L = fux(x,y) = 3480x e~ ey =
2760y?
aZf 62f
axay = oy ¥) = =190 ayox — Jyx(0y) =
—190

21) Z_i = f,(x,y) = 315x% — 18x + 290y Z—f =fy(x,y) = 760y —

y

78y + 290x
aZf 62f
= fux(x,y) = 630x—18 oy~ (Y =
682
aZf azf
5o = fey (1,3) = 290 ayax = Px(0,¥) =290
of or

22) 7= f;(x,y) = 30x° + 16x%y° oy = Hy) =

12y2(x*) = 12x*y?
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il = 150x* + 48x7)? = = 24x*
ﬁ_fxx(x;y)_l X"+ X"y a_yz_fyy(x'y)_ X'y
0%f 0%f

L= fy(ry) = 4833y L = fu(ry) = 482%y?

5} 5}

23) 5L = f(x,) = 7y° o = 42xy® — 42y
92 a2
a—x];:fxx(x,y):() a_y];:fyy(x'y):210xy4_252y5

i —42ys 2L = 425

of of

24) .- = fi(x,y) = 72x — 19y a0y = y(xy) = —19x — 154y
a%f a%f
ﬁ:fxx(x;y) =72 yzfyy(x'y) = —154
a%f o*f
m = fxy(xﬂy) =44 — 63 = —19 m = fyx(xry) =—63 +
44 = —-19
af of

25) 5, = fx(x,y) = 408x — 27y ay = (o y) = —27x =270y
9% f o*f
PI = fe(x,y) = 408 = ) =
—-270
L 8 = 180+ 153 = —27 2L = =153 —
180 = —27
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3 [7]
26) 2 = f,(x,y) = ~70x + 28y + 325 T=fey) =

2
4.(7x +5) = 28x + 20 % = for(x,) = =70

02
a_2 = fy(,y) =0

a 92
ey = fey () = 28 yax = fo0,) = 28
of of
874
92 92
O fey) = 0 2L = fu(xy) = 84
92 d
ﬁ = fxy(x'y) =24 ayafx fYX(x y) = 24
28) 2L = £.(x,y) = 1200 + 17y — 18y — 60y + 360

0

—i—fy(x y) = —x+4+ 20y — 240 + 2150 — 60x + 20y
92 92
P fa3) = 0 ;§=@ﬂmw=40
axay = fxy(x y) = m = fyx(x y) =

29) L = £,(x,y) = 12x - 37y + 368 g—£ = £,(x,y) = —37x + 24y + 252

92 92
P = faloy) = 12 ;%:mmw=m
axay_fxy(x y)=— m_fyx(x y) =
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30) 2L = £,(x,) = 10x — 150y + 1004 g—£ = £,(x,y) = —150x +

40y + 660
62 62
=L = fux(x,y) = 10 L= fy(ny) = 40
%f a%f
P frey(x,¥) = =150 P fyx(x,¥) = —150
d d d
41)£=fx: 24x3 %zfy=56y6 a—’;=f2=72z5
f _ o _ 2 f _ o _ 5 9% _ ¢ _ 4
ox 2 fax = 72x 297 = fyy = 336y 392 fzz = 360z
%y _ a%f . a%f .
axay_fxy_ 0 6xaz_fxz_0 ayaz_fyz_o
d d
42)L=f, = 2(x+3)=2x+6; ézfyz 2(y +5) = 2y +
10; L=f=2z+14
a%f . a%f .
ﬁ_fxx_ 2 902 _fyy_z
% f
ﬁ:fZZ :2
o*f o*f
oxdy = fxy =0 0x0z = fxz =0
a%f .
ayaz_fyz =0
of of af
43) 5= fr = 3x%y* + 3x%z* oy = fy=12xy+5y* =
f, = 4x3z3
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*f _ _ 2 4 ’f _ _ 3 3
o =fux= 6x y*+6xz > =fyy = 2x°+ 20y

2
a_f:fzz = 12x3z%

0z2
afa’; = f,, = 6x%y L =, = 12227 a‘% _
fyz =0

44) T =fo= 3x>+22—4yz Z—£=fy=322—4xz
Z—£=ﬁ=2x+6yz—4xy
2L = fon = bx L=y =0 .
fzz = 6y
aizafy = fay = —4yz aa;;z =fz=2-4y ai;zafz -
fyz = 6z —4x

4L =fo= 2Hay+3z L=f=ax Lof =243
2L = =2 L= fy= 0 Th=fu=-2
aizafy = fxy =4 66;;; = fez =3 66;;‘2 - fyz =0

46) Z—i =f, = 2x+ 6z —2y?z g—f} = f, = —4xyz

of
5, =f=6x — 2xy?
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9%f d%f d%f

ﬁ = fxx =2 277 = fyy = —4xz ﬁ =
fzz =0
o%f _ a2f a2
oxdy - fxy - _4)7 0x0z = fxz =6 - 2y2 ay;z -
fyz = —4xyz

DL = f = 3x2—3yraxy?z2 L=
Pl yitixyz®  T=fy=2y—6xy+
2 x?yz? Z—]; = f, = 6+ 2x%y?z
%f _ 0?
2L = fur = 6x+2y%27 ayzf = fyy = 2 — 6x + 2 x222

2
el fZZZszyZ

9z 2
;;—a’; = fry = —6y+ixyz? % = frz = 8xy?z° ;;;Z =
fyz =4x*yz
48) Z—i =f, = 12x3 + 3y* — 3x2y323 Z—; =f,=-8y+
12xy3 — 3x3y?z3 Z—’; = f, = =16 + 3x3y32?
327’; = fex = 36x% — 6xy323 aa;f = fyy = =8+ 36xy? —

a%f
6x3yz3 o5 = foz = —6x3y3z
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’f _ — 12v3 — 9x2y 253 ’f _ — _Qx2y252
az_f— = -9 3.2,2
of of

49) = fc= 3y*+8x%y*z* oy = fy = 6xy+ 8x*y3z*
Z_f; = f, = 8x*yz3
%f _ — 24x2yt 4 ’f _ — 6x + 24x4y2z *f _
a2 = Jox = 24x°y"z oy = fyy = 6x x*y*z =
frz = 24x*y*z?
DI~ fy = by +28xy3zt T = gaxdyis ZL o
d0xdy xy y y 0x0z xz y dyoz

fyz = 24x*y3z3

50)  S=fo= 35
d=f=1-2y%2
TS = fro = 140 ;’y%
foz = —2y°
aizafy = fxy 0 66;;;
fyz = —4yz

or

— — 2 _ 2
ay_fy_ 3y + 18y —2yz

— — % _
=fyy= 6y +18 =222 =
— — *f _
- fxz =0 9ydz -
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xviii)Respuestas a ejercicios propuestos de grafica de

funciones

1) Los valores criticosx = 10y x = 8
Puntos extremos (10,100) ; (8,108)
f'"(10) =12 > 0 Concava hacia arriba, minimo relativo

f"(8) =—-12< 0 Concava hacia abajo, maximo relativo

Puntos de inflexién= (9,104)

(8,108)

(9,104)

(10,100)

2) Los valores criticosx =2 x = —4
Puntos extremos (2,4) ; (—4,112)

f""(—4) = —18 < 0 Concava hacia abajo, maximo relativo

Puntos de inflexién= (—1, 58)
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(-4,112)

(-1, 58)

3) Los valores criticosx = -4 x=7

Puntos extremos (—4,915); (7,—2412.5)

f"'(—4) = —165 < 0 concava hacia abajo, maximo

f""(—4) = 165 > 0 coéncava hacia arriba, minimo relativo

Puntos de inflexién=(1.5, -748.75)

M
|\ ¢as15)

\

T.5,-738.75)

\

\
\/ (7,-2412.5)

4) Losvalores criticosx =4 x = —8

Puntos extremos (4, —493) ; (—8,1235)

f""(4) =72 >0 Concava hacia arriba, minimo relativo
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f""(—8) = =72 <0  Concava hacia abajo, maximo relativo

Puntos de inflexiéon= (—2,371)

(-8{1235)

(-2,31)

4)-493)

5) Losvalores criticosx =7 x =75
Puntos extremos (7,275) ; (5,279)
f"(10) =6 >0 Concava hacia arriba, minimo relativo
f"(8) = —6 < 0 Concava hacia abajo, maximo relativo

Puntos de inflexiéon= (6,277)

(5,279)

(6.277)

(7.275)

6) Losvalores criticosx =1 x =3
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Puntos extremos (1,4) ; (3,0)
f""(0) = —12 < 0 Concava hacia abajo, maximo relativo
f""(4) =12 > 0 Concava hacia arriba, minimo relativo

Puntos de inflexiéon= (2,2)

(2,2)

(1.4)

(3.0)

7) Valores criticosx =8 x =0

Puntos extremos (8,0) (0,4096)

f"(0) = 768 < 0 cbdncava hacia abajo, maximo relativo

f''(4096) = 2005409628 > 0 concava hacia arriba, minimo

relativo

Puntos de inflexién (8,0)
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(8,0)!

(8,0) (0,4096)

8) Los valores criticosx =0 x =12
Puntos extremos (0, 1728); (12,0)
f"(0) = =72 <0 coéncava hacia abajo, maximo relativo
f"(1728) = 102962 > 0 cbdncava hacia arriba, minimo relativo

Puntos de inflexidon= (12, 0)

9) Valores criticosx =7x =0

Puntos extremos (7,0) (0,117649)

f"'(0) = —72030 < 0 concava hacia abajo, maximo relativo

290



f"(16.90) = 30(117649)* > Océncava hacia arriba, minimo

relativo

Puntos de inflexiéon (7,0)

(7,0)
(7,0)
(0,117649)
10) Los valores criticosx =11 x =0

Puntos extremos (11,0) (0,161051)
f""(11) = 0 = 0 < Concava hacia abajo, maximo relativo
f""(0) = 26620 > 0 Concava hacia arriba, minimo relativo

Puntos de inflexiéon= (11, 0)
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(11,0)
| — (11,0)

(0,161051)

xix) Respuestas a ejercicios propuestos del teorema del

valor medio

1) ¢c=2 c, = —1.43
2) ¢; =1 4) ¢, =1.75

¢, = —1 ¢, = 0.26
3) ¢ =2.09 5) ¢c=2

xx) Respuestas a ejercicios propuestos la regla de

L"Hopital

1) 1 6) = 10) g 14) 0O
o 7 3 11) - 15)
30 8) 12) 0 16) 12_5
4) o ] 9 o .
) —oo 9) 3 3 17) >
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18) o 19) o 20) o

xxi) Respuestas a ejercicios propuestos de razén de cambio

1) La altura aumenta con una rapidez de ﬁ [ple/ se g]

: 2 |metro
2) La altura aumenta con una rapidez de _— [ / hora]

3) La altura disminuye con una rapidez de % [ple/mmut 0]

4) Lavelocidad con la que aumenta la altura del avion respecto al

radar es de 150v/3 [km/ k]

5) Se separan a una razon de 471.5 [km/ k]
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|
Aditiva, 7
Algebra de
Funciones, 19
APLICACIONES
DE LAS
DERIVADAS
PARCIALES,
129
Axiomas, 4
Axiomas de
campo para el
producto, 4
Axiomas de
campo para la

suma, 4

Glosario

Axiomas de
identidad, 4
Axiomas de

Orden, 5

< 1

Caracteristicas de

una funcion, 20
Clasificacion de
una funcion, 21
Cociente de
funciones, 31
concava hacia
abajo, 136
Concavidad, 135
Continuidad, 65
criterio de la

primera, 137

\'\#
Definicion de
Derivada, 81
Definicion de
Funcion, 20
definicion de
limites, 42
derivacion, 82
derivacion
logaritmica,
113
Derivada de
Funciones
Inversas, 119
Derivada de

funciones
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Trigonométrica
s, 87

derivada de
funciones
trigonométricas
compuestas, 94

Derivada
exponencial, 117

Derivada
logaritmica, 113

Derivadas de
Funciones
paramétricas,
127

Derivadas de
orden superior,
108

derivadas de

potencias, 97

Derivadas
Implicitas, 101
DERIVADAS
PARCIALES,
128
Desigualdades, 10
DESIGUALDAD
ES
CONDICIONA
LES, 10
diferenciable, 82
diferenciacion, 82
Dominio de la

derivada, 83

-

Ecuaciones, 9
Ejercicios
propuestos de

derivadas

aplicando las
propiedades, 86
Ejercicios
propuestos de
derivadas
aplicando regla
de la Cadena,
94
Ejercicios
propuestos de
derivadas de
funciones
inversas, 127
Ejercicios
propuestos de
derivadas de
potencias, 97
Ejercicios
propuestos de

derivadas
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exponenciales,
119

Ejercicios
Propuestos de
derivadas
implicitas, 108

Ejercicios
propuestos de
derivadas
logaritmicas,
116

Ejercicios
propuestos de
derivadas
Orden Superior,
112

Ejercicios
propuestos de
derivadas

parciales, 131

Ejercicios
propuestos de
derivadas
trigonométricas
» 95

Ejercicios
propuestos de
grafica de
funciones, 139

Ejercicios
propuestos de
limites, 48

Ejercicios
propuestos de
limites al
infinito, 19, 39,
61, 156

Ejercicios
propuestos de

limites

empleando
propiedades, 50

Ejercicios
propuestos de
razon de
cambio, 152

Ejercicios
propuestos para
aplicar el
teorema del
valor medio,
143

Ejercicios
propuestos para
aplicar la regla
de L"Hopital,
150

entorno, 41

entorno reducido,

41
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esencial, 66
evitable, 65
explicita, 101
extremos de la

funcioén, 133

|

forma de
conjunto, 27

Formas de
Representar a
una Funcion, 26

Funci6on
algebraica, 21

Funci6on
constante, 28

Funcion coseno,
34

Funci6n

Cotangente, 35

Funcidn Creciente
y decreciente,
133

Funci6n

Cuadratica, 28

funcidn es estacionaria

,136
Funci6on
exponencial, 28
Funci6on
Irracional, 24
Funcion lineal, 27
Funci6on
Logaritmica, 30
Funci6on
polinomial, 22
Funcion Racional,
22
Funcion Secante,

36

Funcion Seno, 33

Funci6on
Tangente, 34

Funci6n
trascendente,
26

Funciones
Trigonométrica
S, 32

Funciones
Trigonométrica

s inversas, 37

1

Grafica o
geomeétrica,

26
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\'\Q
Inecuaciones

Simultaneas,

11
intervalos

abiertos, 9
intervalos

cerrados, 9
intervalos

semiabieros, 9

|

Limites al

Infinitos, 55
Limites Infinitos,
62

Limites Laterales,

51

Limites laterales
por la derecha,
53

Limites laterales

por la izquierda,

52

|

maximo relativo,
136

minimo relativo,
136

Monotonia, 134

Monotonia y
concavidad, 134

Multiplicativa, 7

"

no evitable, 66

Notacion de la
derivada, 82

numero critico,

133

2

6ncava hacia

arriba, 136
Operaciones de

Funciones, 31

|

Proceso de

diferenciacion
implicita, 102
Producto de
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Anexos

I. Casos de factorizacion

Los casos de factorizacién son importantes en el estudio de las
matematicas incluyendo el calculo diferencial y este proceso se basa en
poder escribir una expresion algebraica como un producto de factores
que dan como producto la primera expresion, y existen varios casos de

factorizacion:

CASOI. Cuando los términos del polinomio tienen un
factor comun: es el factor que esta presente en cada
término del polinomio

a) Factor comun por Monomio
3a + 5ab — 4ac = a(3 + 5b-4c)
b) Factor comin por polinomio:
x(a+b)—y(a+b)=(x—-y)a+b)
CASOII. Factor comun por agrupacion de términos: Es el
polinomio que aparece en cada término de la expresion:
ax + bx +ay+ by =x(a+b)+y(a+Db)

=(a+b)(x + y)
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CASOIII. Trinomio cuadrado perfecto: El trinomio de la
forma x2 + bx + ¢, y el primero y tercer término tienen
una raiz exacta, es decir es un cuadrado perfecto y el
segundo término es el doble producto de la raiz cuadrada
del primer y tercer término, separados por el signo del
segundo término:

m? + 2mb + b2 = (m £ b) (m £ b) = (m t b)?

CASO1V. Diferencia de cuadrados perfectos:

b2-a?> = b + a)(b-a)
Combinaciones de los casos II1 y IV:
a’?-2am+m?-b? = (a?- 2am + m?) - b?> = (a- m)? - b?
= (a-m + b)(a-m-b)
CASOV. Trinomio cuadrado perfecto por adiciony
sustraccion:
X2+ cx+c?2=x>4+cx + c?+x—cx
x2 + cx + c2=x%x% 4+ 2cx + ¢ —x
X2 + x + c?= (x+0)? —x

CASO VI. Trinomio de la forma x? + bx + ¢, aqui se

descompone en un producto de dos binomios en el cual

el primer término es la raiz cuadrada del primer término
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CASO VII.

6x*> —5x + 6 =

6x*> — 5x + 6 =

del trinomio considerando que tiene un coeficiente de 1
seguidos por el signo del segundo término del trinomio
para el primer binomio y el signo del tercer término del
trinomio, para después buscar dos numero que
multiplicados den el tercer elemento del trinomio y que

sumados den el segundo elemento del trinomio.

x2 +5x+6 =+ 3)(x + 2)

Trinomio de la forma ax? + bx + c,adiferenciade
los casos vistos, se debe multiplicar por el valor de a todo
el trinomio para que quede una raiz cuadrada exacta en
el primer término, después buscar dos nimero que
multiplicados den el resultado de multiplicar el valor a
por el tercer elemento del trinomio y que sumados den el
segundo elemento original del trinomio, y se termina
dividiendo para el valor a, para no alterar el trinomio.

(6x— 9)(6x— 4) (6x— 9)(6x— 4)
6 B 2%3

(x—9) (6x— 4)
3 2

= (2x—-3)(3x—2)
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CASO VIII.

CASO IX.

CASO X.

Factorizacion de suma o diferencia de cubos
perfectos: debe ter cuatro términos, el primero y el
ultimo deben ser cubos perfectos, que el segundo
término sea méas o menos el triplo del cuadrado de la raiz
cubica del primer término por la raiz cubica del ultimo y
el tercer término maés el triplo de la raiz cubica del primer
término por el cuadrado de la raiz cubica del ultimo
termino.
(a +b)3 =a®+ 3a?b + 3ab? + ¢3

(a —b)3 = a®—3a?b + 3ab? — ¢3

Factorizacion de suma o diferencia de cubos
perfectos:

a® + b3 = (a + b)(a? - ab + b?)

a>— b3 = (a— b)(a® + ab + b?)
Suma o diferencia de dos potencias iguales:
(a* — b¥), es divisible para (a — b), si kes un niimero par
o impar.

(a* — b¥), es divisible para (a + b), si kes un nimero par.
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(a* + b*), es divisible para (a + b), si kes un niimero
impar.

(a* + b*), No es divisible para (a — b).

II. Propiedades de los logaritmos

Logaritmo de un producto. Si x e y son dos nimeros reales

positivos no nulos, entonces: log, (x * y) =log,(x) + log,(y)

Logaritmo de un cociente: Si x e y son dos nimeros reales

positivos no nulos, entonces: log, (i) =log,(x) —log, ()

Logaritmo de una potencia. Si x es un nimero real positivo y

a un numero real cualquiera diferente de cero y uno, entonces:

log,(x”) = b *log,(x)

Logaritmo de una raiz. Si x es un numero real positivo y b un

ntimero natural mayor que 1, entonces: log, (Vx) = %loga (x)

log(x)
log(a)

Cambio de base. log,(x) =
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III. Propiedades de los exponentes

Producto de potencias de igual base. Si x e y son dos nimeros

reales no nulos, entonces: a* * a? = a**¥)

Division de potencias de igual base. Si x e y son dos niimeros

a* _
reales no nulos, entonces: o= a®*-y)

Toda base elevada a la potencia cero es igual a uno: Si x un

numeros real cualquiera, entonces x° = 1

Potencia de una potencia. Si x e y son dos nimeros reales no nulos,

entonces: (a¥)? = a®**)

Relacion con el logaritmo: Sea a un nimero real positivo no nulo
y distinto de 1, y x otro niimero positivo no nulo. Se llama logaritmo
del nimero x en base a, al namero a que debe elevarse la base para

obtener el namero x
log,(x) =y o a¥ =x

Aquellos logaritmos en base 10 se los llama Logaritmos decimales,

y no requieren que se especifique su base. y = log;,(x) = log(x)
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Aquellos logaritmos en base e se los llama Logaritmos neperianos
(deben su nombre a su descubridor John Neper y es un nimero
irracional que aproximadamente es igual a 2,71828), también
conocido como logaritmo natural y no requieren que se especifique

su base. y = log.(x) = In(x)

IV. Perimetros, areas y volamenes de cuerpos

»

Nombre | Perimetro Area Figura
. base  altura

Triangulo P A=s——7— o fla \ ¢
=b+c+d

Cuadrado P =4xa A= a?

Rectangulo P A =bxa a
= 2(b+a) 5

D +d /
*
Rombo P =4xa A= >

. P .
Romboide = 2(b +0) A=Db-a

310



) p B+b
Trapecio =B+4+b+c = *a
+d
. P A = Suma de las -
Trapezoide _ ;.4 p 4  4reasdelos dos
+d tridngulos N
P=nx? 2
Poligono Donde n es A= 1 Pxa
regular el nimero 2
de lados
Circulo L =2nR A = nR? @
o —
2R n® = grados ‘
Arco L=——n°
360
— T[RZ o
Sector a= A= 360 ‘
circular Radianes R?
=—%xQq
2
Corona _ 2_ .2 A
circular A4 = 2R-17)
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Area

Nombre  Area lateral Total Volumen Figura
F E
A =
g P = Perimetro T 4 +2 (po)e
B h=Altura * Ap V=A,x*h 1
> = Area :
R A = P * h Ab 'F: &
’ base AT Do
B iC
g A,
X1 L 2
oo
=¥
)
=)
S e P+p Ar
s A,
o
2 Ar D
= = =2r*xR |V d
é Au=2meRxh * h =(m*R¥) *h |
6 + 2(7'[R2) e
Ar
= =mxRxg
g AL=meReg | pe v,
e 2
8 g= generatriz =3 (mR*) * h
AT
= Al + Ab
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Tronco de Cono

Esfera

A, =n(R+71) + 4,
*9g
4
Lo V=gmeR

Identidades trigonométricas
sin(A)csc(A) = 1 (sin(A) # 0)
cos(A)sec(A) = 1 (cos(A) = 0)
tan(A)ctg(A) = 1 (sin(A)cos(A) = 0)
tan(A) = i“s—((j))(cos(A) £ 0)
ctg (A) = :ns—((j))(sin(A) £ 0)
sin? (A) + cos?(4) = 1
sec? (A) = 1 + tan?(A) (cos(A) = 0)
csc?(A) = 1 + ctg? (A) (sen(A) = 0)

sin(2A) = 2sin(A)cos(A)
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sin(3A) = 3sin(A) - 4sin3(A)

sin(4A) = 4sin(A)cos(A) - 8sin3(A)cos(A)
cos (2A) = cos?(A) - sin?(A)
cos (3A) = 4cos®(A) - 3cos(A)
cos(4A) = 8cos*(A) - 8cos?(A) + 1
_ 2tan (A)
tan(24) l—tanz(A)(tan(A) # +1)

sen(i] _ i\/l—cos(A)
2 2

cos (ij = i\/w
2 2

mn(ij:+ 1-cos(4) _ 1-cos(4) _
2 V1 + cos(4) sin (A)

sin (A) .
m, (sin(A) = 0)

sin(A + B) = sin(A)cos(B) + sin(B)cos(A)

sin(A- B) = sin(A)cos(B) - sin(B)cos(A)
cos(A + B) = cos(A)cos(B) - sin(A)sin(B)
cos(A- B) = cos(A)cos(B) + sin(A)sin(B)
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tan(A4) + tan(B)

4 =
tan(A + B) 1 — tan(A4)tan(B)

(tan(A)tan(B) # 1)

tan(A) — tan(B)

A-B) =
tan(4 -B) 1 + tan(A4)tan(B)

(tan(A)tan(B) # - 1)

sin(A) + sin(B) = Zsin(A;Bjcos(A;Bj

sin(A) - sin(B) = Zsin(A ; Bjcos(A ; Bj

cos(A) + cos(B) = 2COS(A;BJCOS(A;B)

cos (4 - s (B) = = 2oen [ A7 Jsen (A2 F

tan(A4) + tan(B) = sin(4 + B) (cos(A)cos(B) = 0)

cos(A4)cos(B)
tan(A)-tan(B) = cossirz E;; c;sl(gl)i) (cos(A)cos(B) # 0)
sin2(A) = I — cos(24)
2
sin3 (A) _ 3sin(A4)—sin(34)

A
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v sint(4) = 3-4 cos@g)—cos@A)

v COSZ(A) _ 1+cozs(2A)

v COS3(A) _ 3cos(A):cos(3A)

v COS4(A) _ 3+4 cos(2:)+cos(4A)

VI. Tabla para derivadas

En este apartado encontraran las derivadas de funciones mas
relevantes, en la cual se considera a las letras u y v como funciones

reales con su variable independiente x, es decir u(x) yv(x) yn € R

«+ Potencias

d d
y(x)=ux:>—y=n*u”‘1*—u
dx dx

% Funciones Exponenciales

D) u:>dy . du
= _— = * —
yix € dx € dx
0 = at > 2 = g ain(a) » 2
= e * * —
y(x)=a 7 = @ *In(a) x —

% Funciones Logaritmicas
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L du
y() = In(u) = = = 4X

p du
,
y(x) = loga(w) = = = L xlog,(e)

% Funciones Trigonométricas

) dy du

= _— = kK —

y(x) = sin(u) = I cos(u) I
dy ) du
= _— — )k —

y(x) = cos(u) = Iy sin(u) I
dy 5 du
= _— = * ——

y(x) = tan(u) = I = Sec (w) P

dy 5 du
= _— = — K —
y(x) = ctg(u) = P csc(u) P

dy du
= — * —
y(x) = sec(u) = P sec(u) * tan(u) P

dy . du
= —_— = — * * —
y(x) = csc(u) = I csc(u) * ctg(u) I

% Funciones Trigonométricas Inversas
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du

_ dy dx
y(x) = arcsen(u) = Vo
dy %Z
y(X) = arcos(u) = a = —ﬁ
dy _?ll;
y(X) = aT'Ctan('l,I,) = a = m
dy %ih;
y(x) = arcot@) = G0 = —7 7
_ dy _ %Z
y(X) = arcseC(U_) = a = ﬁ
_ dy _ —ZZ
y(X') = arcsec(u) = a = _T\/Tl

% Operaciones méas usuales en derivadas e integrales

k :>d k du
= * — = * —
y () u dx dx
. :>dy_du+dv
y) =u+v dx dx dx
() = :>dy_du+dv
yx)=u=v dx dx dx
:>dy du N dv
= * _— = — %k * —
y() =uxv dx dx vru dx
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u dy E*U_u*g—z
J’(x)=;:>—=

dx 2

@ 17:>dy b1 du+ Y s Inw) dv
= — =vx* * — * * —
y(x)=u il T T In(w) x—
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