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PREFACIO

La matematica es una ciencia esencialmente relacional, estudia las relaciones entre
objetos matematicos, pero al mismo tiempo es sistematica, es decir tiene organizacion en
el sentido de tener forma y estructura y regirse por leyes, es una ciencia formal, razén por
la cual la validacion de sus principios, implica su demostracion; su estudio, por tanto,
contribuye al desarrollo del pensamiento formal en cada uno de los estudiantes en su etapa

de formacion.

Las matematicas proporcionan a toda indole de profesiones que la requieran, la capacidad
para operar y aplicar funciones matematicas con variable real en el planteamiento y
solucion de problemas cotidianos relacionados con el mundo profesional en el cual se
desenvuelvan, porque contribuyen a ser logicos, a razonar concertadamente y estar
preparados para el pensamiento, la critica y la abstraccion , por eso se consideran un pilar

fundamental en la educacion de los seres humanos empezando desde los nifios.

Las matematicas como una herramienta esencial en una amplia gama de los campos de
las profesiones, es por ello que se la emplea para resolver problemas en otras ciencias
como la Fisica y la Quimica, incluso en ciencias que aparentemente no son de aporte

como la musica porque permite analizar los arménicos presentes.

Ademas, permite adquirir las destrezas necesarias para enfrentar problemas de la vida
diaria basada en la seguridad de los procedimientos y la exactitud de los resultados para
su analisis critico y buscar propuestas de solucion mediante el comportamiento de casos
de estudio de conformidad a cada una de las profesiones, y asi despertar el interés por
aprender de la poblacion estudiantil habida por conocimientos necesarios para dar inicio

a su formacion profesional de tercer nivel.

Los Autores
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INTRODUCCION

El libro Matematica Basica es un texto bibliografico dirigido a estudiantes de los cursos
de nivelacion de las carreras que oferta la Universidad Técnica estatal de Quevedo que
hace referencia a los conocimientos adquiridos en la educacion secundaria y que serviran
de aporte para continuar con su etapa de formacion profesional. El objetivo de este texto
es conseguir que el alumno/a domine las principales leyes y propiedades basicas que rigen
el mundo de las matemadticas estipulados en los perfiles de ingreso de las carreras de la

institucion.

Contribuyendo a una formacion integral, se disefia cada uno de los temas del texto con
una ilustracion mediante ejemplos practicos empleado un gran nimero de ejercicios
resueltos para cumplir con el proceso de aprendizaje en un intento de que los estudiantes
rompan su rol habitual de espectadores-oyentes, cumplidores de actividades mecanicistas,

y consigan una dindmica nueva de trabajo.

Por tratarse de un texto dirigido a estudiantes de cursos de nivelacion, se inicia su estudio
con una breve descripcion de l6gica matematica para inducir al estudiante en el mundo
del analisis matematico y teoria de conjuntos para poder abarcar una ilustracion del
conjunto de los nimeros reales y andlisis de funciones de variables reales incluyendo
demostraciones basicas de aquellos resultados considerados formativos y que desarrollan

la capacidad de razonamiento 16gico y de andlisis critico.

Sin dejar de lados la tecnologia que facilita el proceso de ensefanza aprendizaje a través
de herramientas informaticas como lo es photomath, “MATLAB”, o “Wolfram
Mathematica”, que incluso pueden estar presentes como app' para Smartphone, siendo
herramientas intuitivas para la solucion y validacion de problemas relacionados con el
mundo de las matematicas, aportando asi un instrumento de validacion que permite
afianzar los conocimiento adquiridos empleando la tecnologia, ademas servird como

instrumento de evaluacion del proceso de aprendizaje.

! Programa o conjunto de programas informaticos que realizan un trabajo especifico, disefiado para el
beneficio del usuario final.




CAPITULO I: LOGICA MATEMATICA

Desde la antigiiedad (Siglo XVII) los matemadticos querian comprobar si los
razonamientos empleados y los teoremas demostrados eran correctos o no, por lo que se
recurri6 a la LOGICA que es la que regula y determina las clases de razonamientos y si

estas son validas o no.

Como la LOGICA se expresaba en palabras no era posible una facil aplicacion sobre los
teoremas matematicos cuyo procedimiento y desarrollo se querian comprobar, por lo que
se introdujo los simbolos que representan las definiciones y reglas dadas por la LOGICA,
creando por consiguiente la LOGICA SIMBOLICA, llamada LOGICA MATEMATICA
O LOGICA MODERNA.

El estudio de este capitulo permitira razonar y analizar, ya sea verbal o matematicamente,
utilizando un lenguaje simbolico que exprese el aspecto cuantitativo de la realidad.
1.1. Logica proposicional
1.1.1. Proposiciones
Una proposicion es una afirmacion u oracion declarativa que puede ser verdadera o falsa,

pero no ambas a la vez. Las oraciones declarativas aportan informacion y afirman un

hecho concreto. La oracion declarativa puede ser:

e Informativa: Manana es jueves
e Descriptiva: La tiza es blanca y de yeso

e Explicativa Si hace calor entonces es invierno

Usualmente se usan las letras minusculas del alfabeto espafiol para representar las

proposiciones.

17 es un numero primo, esta proposicion va a ser representado por letra p, es decir se

puede expresar como:

p: 17 es un numero primo




La Verdad o Falsedad de las proposiciones es llamado Valor de Verdad.

Al valor verdadero se lo asocia con V,T o 1 mientras que al valor falso con F 0 0. y se los
expresa en una Tabla de Verdad, la cual expresa los posibles valores de verdad que una

determinada proposicion puede tomar:

P P
A% T 1
F F 0

Tabla No. 1. Representacion de la tabla de verdad

Son Proposiciones:

v" Oraciones Declarativas
v" Las Leyes Cientificas (Ley de Ohm, Ley de Inercia, Leyes de la Termodinamica, etc)
v' Las formulas matematicas (Son ecuaciones que relacionan constantes y variables)
v' Las formulas y/o esquemas 16gicos (Son proposiciones formalizadas)

v" Los enunciados cerrados o definidos

Ejemplos de Proposiciones:
e 3 es un numero par
e Neil Armstrong camin6 sobre la Luna
e 4 esdivisible para 2
e Mi banca es gris
e 5(3+4)=236
e Ecuador estd bien econdmicamente
e Pedro prepar6 el mejor informe de la clase
e Me dieron aumento de sueldo

e 1+1=3

No son Preposiciones:
e Los hechos o personajes literarios
e [ os proverbios, modismos y refranes
e Creencias religiosas, supersticiones o mitos

e Enunciados abiertos o indefinidos




Interrogaciones
Ordenes
Interjecciones

Deseos, dudas y suplicas

Ejemplos que no son Proposiciones:

1.1.2.

(Qué hora es?
jPare por favor!
3-x=7

Disparen al ladrén
Podria aceptarlo

Ojala llueva

Proposiciones atomicas y moleculares

Los ejemplos de proposiciones vistos anteriormente corresponden a las Proposiciones

Atomicas o Simples, que son aquellas proposiciones de la forma mas simple o mas bésica,

es decir que en su contenido no figuran Operadores Logicos o Términos de Enlace. Si se

juntan una o varias proposiciones atdmicas con un Operador Logico, se tiene una

Proposicion Molecular o Compuesta.

Ejemplos de Proposiciones Moleculares:

1.1.3.

Muchos gérmenes no son bacterias.

Ha llegado el invierno y los dias son mas calurosos.

Los anfibios se encuentran en el agua fresca o se encuentran en la tierra cerca de
sitios humedos.

Si hay fallas en las grandes masas rocosas, entonces es posible que ocurran

terremotos.

Proposiciones equivalentes

Se dice que dos proposiciones son l6gicamente equivalentes, o simplemente equivalentes,

si coinciden sus resultados para los mismos valores de la tabla de verdad. La equivalencia

se representa por el simbolo =.




1.1.3.1. Operadores logicos

Los Operadores Logicos forman proposiciones moleculares a partir de proposiciones
atomicas. Actian sobre una o mas proposiciones para formar nuevas proposiciones. Estas

ultimas pueden, a su vez, intervenir para formar otras nuevas, y asi sucesivamente.

Se iniciara el estudio con los Operadores Logicos Naturales y posteriormente con los

derivados de ellos.

1.1.3.2. Operadores logicos naturales
Negacion

La Negacion es un operador 16gico que se antepone a una proposicion para cambiar su
valor de verdad. Si p es una proposicion, su negacion sera la representa simbolicamente

por p'.~ p, y =p, siendo su lectura gramatical: "no p", "'ni”’, "no es verdad que", "no es

cierto que". La tabla de verdad para la Negacion es:

p -p
1 0
0 1

Tabla No. 2. Tabla de verdad de la negacion

Ejemplo: Sea la proposicion p: Juan es politico

La negacién de p es —p: Juan no es politico

Conjuncion

La Conjuncioén es un operador 1égico que relaciona dos proposiciones para formar una

n <

nueva. Es representada por medio de los simbolos "A”, “&”y “.”, que se leen "y", “pero",
"aunque", "sin embargo”, “no obstante", "ala vez...... Voo ”y los signos de puntuacion
como el punto, la coma y el punto y coma. La tabla de verdad para la Conjuncion se la

presenta en la tabla 3.

La nueva proposicion formada "p A q” se llama Conjuncion de las dos proposiciones,

siendo Verdadera solamente cuando ambas son verdaderas, para todos los demas casos




"p Aq” es Falsa. Es decir, basta que una de las proposiciones sea falsa para que la

Conjuncién "p A q" sea Falsa.,

P q pPAq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Tabla No. 3. Tabla de verdad de la conjuncion
Ejemplo: Sean las proposiciones p y q:

p: El juego ha empezado q: Llegaremos tarde
La Conjuncién entre p y q es:
p A q: El juego ha empezado y llegaremos tarde
Sean las proposiciones 7'y s:
r: Trabajo mucho s: percibo un salario bajo
La Conjuncion entre 7y s es:

r A s: Trabajo mucho, percibo un salario bajo

Disyuncion

La Disyuncién es un operador logico que relaciona dos proposiciones para formar una
nueva. Es representada por medio de los simbolos "V”, “+”, que se leen "0". La tabla de

verdad para la Disyuncion es:

p q pVvVq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Tabla No. 4. Tabla de verdad de la disyuncion




La nueva proposicion formada "p V g” se llama Disyuncion de las dos proposiciones,
siendo Falsa solamente cuando ambas son falsas, para todos los demads casos "p V q” es
Verdadera. Es decir, basta que una de las proposiciones sea verdadera para que la

Disyuncién “p V q” sea Verdadera.
Ejemplo: Sean las proposiciones p y q:
p: Tengo un texto de Algebra Lineal  g:Tengo un libro de Matematica Bésica
La Disyuncién entre p y q es:
p V q: Tengo un libro de Algebra Lineal o uno de Matematica Bésica

Como se podré observar, existe la posibilidad de poseer ambos libros, razén por la cual

esta Disyuncion recibe el nombre de Disyuncion Inclusiva.

1.1.3.3. Operadores derivados de los operadores logicos naturales
Conjuncion negativa

La Conjuncion Negativa es un operador 16gico que relaciona dos proposiciones para
formar una nueva Es representada por medio del simbolo "|” que une a las proposiciones
py q formando la proposicion “p 1 q” que se lee "ni p, ni q", "no p y no q”. La tabla de

verdad para la Conjuncion Negativa es:

P{d| ~p| ~q | ~pA~q | P14
1|1] 0 0 0 0
1o o 1 0 0
01| 1 0 0 0
0(o0] 1 1 1 1

Tabla No. 5. Tabla de verdad de la conjuncion Negativa

La nueva proposicion formada “p 1 q” se llama Conjuncion Negativa de las dos
proposiciones, siendo verdadera solamente cuando ambas son falsas, para todos los
demas casos "p | q" es Falsa. Es decir, basta que una de las proposiciones sea verdadera

para que la Conjuncion Negativa "p | q” sea Falsa.




Como se podra observar las proposiciones ~p A ~q y p | q son logicamente

equivalentes, es decir:
~pA~q=plg

Disyuncion exclusiva

La Disyuncion Exclusiva es un operador légico que relaciona dos proposiciones para
formar una nueva. Es representada por medio del simbolo "V”, que une a las

b b 4 " 2 " 2
proposiciones p y q formando la proposicion "p V q” que se lee "p o g, pero no ambas”,

“0....0..”. La tabla de verdad para la Disyuncion Exclusiva es.

p|Q| paq |pAq| ~Ara) | VA~ AG) | PVq
1|1 1 1 0 0 0
110 1 0 1 1 1
01 1 0 1 1 1
0] 0 0 0 1 0 0

Tabla No. 6. Tabla de verdad de la disyuncion Exclusiva

La nueva proposicion formada “p V g” se llama Disyuncion Exclusiva de las dos
proposiciones, siendo Verdadera solamente cuando una de ellas es verdadera, para todos

los demas casos “p V q” es Falsa. Es decir, que cuando las dos proposiciones tienen el

mismo valor de verdad, la Disyuncion Exclusiva “p V g” es Falsa.
Ejemplo: Sean las proposiciones p y q:
p: Estoy en el cine q: Estoy en el estadio
La Disyuncién Exclusiva entre p y q es:
pV q: O estoy en el cine o estoy en el estadio

Como se podrd observar las proposiciones (pVq) A ~(p Aq) y pV q son

l6gicamente equivalentes, es decir:

(Ve A ~pAq@] =pVgq




Condicional

El operador logico Condicional, también conocido como Enunciacién Hipotética, se
representa por el simbolo “—", formando una Proposicion Condicional a partir de dos
proposiciones, la una llamada Antecedente o Hipdtesis y la otra Consecuente o Tesis. Es
decir, que si p es la proposicion Antecedente y q es la proposicion Consecuente, la

proposicion Condicional que se formaes "p — q". que se lee:

”% N n.on nn nmn

"Si p entonces q”, "p s6lo si q", "basta p para que q". "p implica q", "p es condicion

"’ n nn RN 1Y 29 ¢ nn

suficiente para q”, ""q si p", ""q ya que p”, “q cuando p”, “se tiene q siempre que p", "q es

condicidn necesaria para que p", "q cada vez que p”, "q pues p”. La tabla de verdad para

el operador l6gico Condicional es:

Plq|p—q
1|1 1
1|0 0
011 1
010 1

Tabla No. 7. Tabla de verdad del operador l6gico condicional

Cuando el valor de verdad del Antecedente es verdadero, la proposicion Condicional p —

q es Verdadera si el Consecuente es verdadero.

Cuando el valor de verdad del Antecedente es falso, la proposicion Condicional p — ¢

es Verdadera sin importar el valor de verdad del Consecuente.

El siguiente ejemplo puede ayudarte a comprender y aceptar las asignaciones de valores
de verdad del operador l6gico Condicional: Considerando que uno de Uds., ha decidido
lo siguiente para la finalizacién del curso: "Si apruebo Logica Matemadtica, entonces

organizaré¢ una fiesta para el curso”. La representacion simbolica de la promesa es:
p: Apruebo Logica Matematica q: Organizaré una fiesta para el curso
Si el estudiante cumple la promesa, la proposicion p — q es Verdadera (1)

Si no la cumple, la proposicion p — q es Falsa (0)




(Cuando o en qué casos el estudiante no cumple la promesa?

Considerando las proposiciones p y q en la tabla de verdad, existen cuatro posibilidades:

Aprueba Logica Matematica; organizar una fiesta para el curso
Aprueba Légica Matematica; no organizard una fiesta para el
curso

No aprueba Logica Matematica; organizarad una fiesta para el
curso

No aprueba Logica Matematica; no organizara una fiesta para el
curso

Tabla No. 8. Posibilidades de aprobar el curso

El tinico caso en que el estudiante no cumple la promesa estad determinado por lo que se

indica en la fila 2 es decir, que “apruebe Logica Matematica” y “no organice una fiesta

para el curso", situacion que se representa simbolicamente como p A ~q.

En otras palabras, la promesa no se cumple cuando ocurre p A ~q, e€s decir cuando

p N ~q es verdadera (1).

Hasta el momento se ha verificado que:

1. Cuando la promesa no se cumple p — q es Falsa (0) siempre que p A ~q sea
verdadera (1).
2. Cuando la promesa se cumple p — q es Verdadera (1) siempre que p A ~q sea

falsa (O).

Lo indicado en el numeral 2 es equivalente a decir que cuando la promesa se cumple p —
q es Verdadera (1) siempre que ~(p A~q) sea verdadera (1). Con las proposiciones

encontradas se elabora la tabla de verdad respectiva, mostrada en la tabla 9.

Una vez encontrados los valores de p A ~q, se encuentran los valores de p - q de

acuerdo a lo establecido en las numerales 1 y 2.




Plgq|~q|prA~q | P~>q |~{PAN~q
1{1] o0 0 1 1
1{o] 1 1 0 0
0ol1] 0 0 1 1
0lo] 1 0 1 1

Tabla No. 9. Tabla de verdad cuando la promesa se cumple

Como se podra observar las proposiciones p - q y ~(p A~Q)son logicamente

equivalentes, es decir:

p->q=~(pA~q)

Pero ~(p N ~q) se la simplifica usando las leyes de Doble Negacion y De Morgan.

Ley de Doble Negacion: ~(~a) = a

Ley De Morgan: ~(a AN b) = ~aV~b

Simplificando: ~(p N ~q)
~pV~(~q)
~pVq

Por lo que la equivalencia que usaremosesp — q = ~pV q

Relacionadas a la proposicion Condicional o Enunciacion Hipotética, surgen las nociones

de Condicion Necesaria y Condicion Suficiente, a saber:

> "p es suficiente para q". Se entiende como "basta que se dé p para que ocurra

q". Se puede concebir la Condicional en estos términos como un compromiso en
el sentido de que, si se da el antecedente, entonces, tiene que darse el consecuente.

Ahora, sino se da el antecedente, no hay compromiso y, por tanto, el consecuente

puede darse o no. Bien podria hablarse de un consecuente multicausado, en el

sentido en que causas diferentes pueden conducir a la misma consecuencia.




> '"q es necesario para p". Se entiende como: "Si no se da g entonces no se da p".

Esta acepcion es en la practica muy importante para comprender como se vera
posteriormente la equivalencia entre una Condicional y su correspondiente Contra
reciproca. Ademas, puede utilizarse como un excelente criterio para determinar,
en situaciones concretas, si una Condicional es o no verdadera, cuando la lectura
directa "Si p entonces q" no es clara para el estudiante, si lo puede ser "Si no q

entonces no p”.
Ejemplo: Considerando que la siguiente proposicion sea verdadera:
"Si estudias, aprobaras Logica Matematica".

Podemos afirmar que es suficiente estudiar para aprobar Logica Matematica. Asi mismo,

es necesario aprobar Logica Matematica como consecuencia de haber estudiado.

Variaciones de la condicional

Dada la proposicion Condicional p — ¢, se definen:

La Reciproca, representada simbolicamente por: q-p
La Inversa, representada simbdlicamente por: ~p - ~q
La Contra reciproca, representada simbolicamente por: ~q > ~p

La correspondiente tabla de verdad es la siguiente:

Plq| |~ |~ |p~>q|lq->pP|~P~> ~q|~q = ~p
1{1]01]0 1 1 1 1
1{o] o |1 0 1 1 0
o1l 11]o0 1 0 0 1
oo 1|1 1 1 1 1
Tabla No. 10. Tabla de verdad de la proposicion: Si estudias, aprobaras Logica Matematica

Como se podra observar en la tabla de verdad, la proposicion Condicional es equivalente

a su correspondiente Contra reciproca, es decir:p - q = ~q = ~p

Ejemplo: Sean las proposiciones: 7: Este animal es un ave y s: Este animal tiene alas.




A partir de la proposicion Condicional r — s: "Si este animal es un ave, entonces tiene

alas".

La Reciproca s — r: "Si este animal tiene alas, entonces es un ave".

Lainversa ~r — ~s: "Si este animal no es un ave, entonces no tiene alas”.

La contra reciproca ~s — ~7: "Si este animal no tiene alas, entonces no es un ave".

Bicondicional

El operador l6gico Bicondicional se representa por el simbolo “<”, formando una nueva

proposicion llamada Bicondicional "p < gq" que se lee:

"Si p entonces q y si q entonces p”’
"Si q entonces p y si p entonces q"
"psiysolosiq’y “qsiy solosip"

"p es condicion suficiente y necesaria para q"

YV V V VYV VY

“q es condicion suficiente y necesaria para p”

La tabla de verdad para el operador logico Bicondicional es:

Plgq|P~a|{q—=P | (P>PNq—p) [ P—q
1|1 1 1 1 1
1|0 0 1 0 0
0|1 1 0 0 0
010 1 1 1 1
Tabla No. 11. Tabla de verdad para el operador logico Bicondicional

De la tabla se deduce que la Bicondicionalidad de dos proposiciones es Verdadera cuando
las dos proposiciones tienen el mismo valor de verdad, es decir, ambas son verdaderas o
ambas son falsas. La Bicondicional es Falsa cuando los valores de verdad de las dos

proposiciones son diferentes.
Ejemplo: Dadas las proposiciones:

a: Esta figura tiene cuatro angulos interiores




b: Esta figura tiene cuatro lados

La Bicondicional entre ay b es:

a < b: Esta figura tiene cuatro angulos interiores si y sélo si tiene cuatro lados

1.2. Determinacion de los valores de verdad de una proposicion molecular

Para determinar los valores de verdad de una proposicion se usa la Tabla de Verdad, que
es un esquema que muestra como los valores de verdad de las proposiciones moleculares
dependen de los operadores 16gicos usados y de los valores de verdad de las proposiciones
atomicas componentes. La cantidad de combinaciones de las proposiciones atomicas

componentes depende de la siguiente expresion:

» 2"=cantidad de combinaciones entre las proposiciones atdmicas

» n=numero de proposiciones atomicas presentes en la proposicion molecular

n=3 n=2 n=1
P | a p
Pla | r 1 1 1
T I T 1| o 0
L1 o 0 | 1
1o | 1 o | 0
Lo | o
o | 1 | 1
o | 1| o
o | o | 1
o | o | o

Tabla No. 12. Tablas de verdad con las posibles condiciones

Ejemplo: Determinar el valor de verdad de la proposicion (p A ~r) = [qV (r | p)]




pla|r |~ |pAr |rlp |[qV(rlp | (pA~1)—[qV (r]p)]
1|{1]1]0 0 0 1 1
1{1]0] 1 1 0 1 1
1{o|l1]0 0 0 0 1
1{o0]o0] 1 1 0 0 0
of1]|1]0 0 0 1 1
of1]0] 1 0 1 1 1
ofo|1]0 0 0 0 1
ofo|o] 1 0 1 1 1

Tabla No. 13. Tabla de verdadde (p A~1) = [qV (r | p)]

® A ~n — [q V @« | pl
1 0 0 1 1 1 1 0 1
11 1 1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0 1 0
|

1.3. Tautologia

Una proposicion molecular o compuesta es una Tautologia si es Verdadera para todas

las asignaciones de valores de verdad de sus proposiciones componentes.

1.4. Contradiccion

Una proposicion molecular o compuesta es una Contradiccion si es Falsa para todas las

asignaciones de valores de verdad de sus proposiciones componentes.




1.5. Contingencia

Una proposicion molecular a compuesta es una Contingencia si entre las asignaciones de
valores de verdad de sus proposiciones componentes existen algunas Verdaderas y otras

Falsas.

1.6. Implicacion logica

Cuando una proposicion Condicional es una Tautologia, se dice que esa proposicion es

una Implicacion Logica.

1.7. Equivalencia logica

Cuando una proposicion Bicondicional es una Tautologia, se dice que las proposiciones

que forman parte de la Bicondicional son proposiciones Logicamente Equivalentes.

1.8. Orden de los operadores logicos

1. Sila proposicion molecular estd escrita con signos de agrupacion, la ubicacion de
estos nos indicard cual es el operador dominante o de mayor jerarquia.
» Sea la proposicion (p A q) V (r = p), el operador dominante es la Disyuncion
V.
» Sealaproposicion [p A (q V r)] — p, el operador dominante es el Condicional
-.
» Sealaproposicion p A [q V (r = p)], el operador dominante es la Conjuncion
A.
» Sea la proposicion ~[(pAq)V (r —» p)], el operador dominante es la
Negacion ~.
ii. ~ Los Signos de puntuacién indican la ubicacion de los signos de agrupacion y

determinan el operador predominante.

LENGUAJE NORMAL LENGUAJE SIMBOLICO
2+4=6 0 4+5=6, y 4+3=7 Vg AT

No es verdad que, 5+3=8 y 2+3=7 ~(a A Db)

No es verdad que 5+3=8 y 2+3=7 ~a Ab

Tabla No. 14. Equivalencia entre el lenguaje normal y simbdlico




iii.  Considerando la jerarquia de los operadores logicos Negacion, Conjuncion,
Disyuncién y Condicional cuando forman parte de una misma proposicion, "No"
es el mas débil, después siguen "Y" y “O” que tienen el mismo peso; y, “Si.....
entonces.....” que es el mas fuerte. A pesar de esto, cada uno de los operadores
logicos pueden ser dominantes, si asi lo indican los signos de agrupacion, de

acuerdo a lo indicado en el numeral 1.

1.9. Traduccion al lenguaje simbdlico

Traducir al lenguaje simbolico la siguiente proposicion: "Juan es politico o tiene

escrupulos, pero no lo uno y lo otro a la vez"
Solucién: Primero identificamos los operadores logicos presentes en el texto:

"0"- Disyuncion=V "pero"="a la vez"-Conjuncién=A "no"=Negacion=~

"y"=ConjuncionA
Luego se identifican las proposiciones atomicas:
a: Juan es politico  b: Juan tiene escripulos
y por ultimo formamos la proposicion en forma simbdlica: (aV b) A ~(a A b)

Observe la importancia del uso de signos de agrupacion para mantener la idea original

del enunciado.

1.10. Leyes de la logica

i. Ley de doble negacion: 1(1lp) = p

ii. Leyde Morgan: TpVaq) = 1p A1g Tp A q) = 1pVigq
iii. Ley Conmutativa: pVq=qVp PAGQ=qAD
iv. Ley Asociativa: pV(qVr)= (pVaqVr PAQAD)=(PAQ AT
v. Ley Distributiva: pV (g A1) = Vg A ®Vr) pA@Vr) = (A
OV AT)
vi. Ley de Absorcion: pV(i Aqg =0p pAN@Vqg =p
vii. Ley de Idempotencia: pVp =p pPADP =D

viii. Ley de Neutro: pV0O=rp pAN1=p




ix. Ley Inversa: V Ip = 1(tercer excluido) p A 1p = 0 (contradiccion)
Xx. Ley de Dominacion: pV1l=1 pAN0O=0
a) Niegue y simplifique la proposicion (pV q) — 7.
1[(Vaq) - 1]
1M1V Vr] = @Ve A r
b) Demostrarque (p A q) > r y p — (q — 1) son equivalentes.

p q r pAg (pAgQ —>1T g1 p > (q>T)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1

Tabla No. 15. Equivalenciaentre (p A q) > 1r y p - (@ > 1

WA »r=T@EAQQVr =TpV (QqVr) =1pV(q->1) =p - (q

- 1)

p—->(@q@—->7r)=1pV(q->1r)=1pV (QqVr) = (QpVigQVr
=1 AqQVr=p@PAq) —»r

¢) Simplifique la siguiente proposicion 1{ 1[(pV g Ar|V 1q}

(Vg AT Agq Ley de Morgan
(Vg Aql AT Asociativa
[N @QVp)] AT Conmutativa

qnNT Absorcion

d) Simplifique la siguiente proposicion (I1pV @ A (p A (p A Q)

pVa) A(p Aq)

[OpVa) Agl AP
qAp
pAq




1.11. Red de conmutacion

Est4 formado por cables e interruptores que conectan 2 terminales T; y T».

Ti 1 T Ty T2 Ti g T
. s » ° . P ° [ /p °

Figura No. 1.  Redes de conmutacion

En dicha red, el interruptor que esta representado por la proposicion p, puede estar abierto
(0), de modo que no pase corriente por €l, o cerrado (1), tal que la corriente puede pasar

por ¢l. Esta red la podemos representar simbolicamente por la disyuncion y la conjuncion.

p A q representa a la siguiente red:

T1 T2
L P q ®

Figura No. 2. RedpAq
es decir, los interruptores p y q estan conectados en serie, donde se necesita que los

interruptores estén cerrados para que la corriente fluya de T a T».

p V q representa a la siguiente red:

T4 P T2
-~ o

q
Figura No. 3. RedepVq

es decir, que los interruptores p y q estan conectados en paralelo, donde se necesita que

cualquiera de los dos interruptores esté conectado para que la corriente fluya de T; a T».

Ejemplo: Representar mediante un circuito de conmutacion la siguiente proposicion:
PVqVr) A (pVtVig) A (pV1tVr)

Para implementar este circuito se necesitan 9 interruptores.

el neina
B N N

Figura No. 4. Red del circuito




Utilizando las leyes de la logica se puede optimizar este circuito, es decir encontrar un
circuito equivalente (que haga lo mismo) con menor cantidad de interruptores. Para ello

se simplifica la proposicion dada.
Antes de resolver recordemos la ley distributiva:

aANbVc)y=(@Ab)V(aArc)
aVib ANc) = (@Vb)AN(aVc)

aVb A (cAd)]

(@Vb)AlfaV(cAd)]

= (@Vb)A[(aVec) A (aVd)

= @Vb)AN(aVc)A(aVd)

VaqVr) A(@VtVig) A (pV1tVr)

pVIqVr)yA(tVig) A (tVr)] Ley Distributiva de V sobre A
pVIil@Vr)y An(CtVr) A (tVg)] Ley Conmutativa de A

pV IV (g At) A (tV1g)] Ley Distributiva de V sobre A
pVIrV (g A1t)) A (TTtVq)] Ley de Doble Negacion

pVI@r V(g A1) A1(It A q)] Ley de Morgan
pV[(tAqg)ANTV(g At))] Ley Conmutativa
pV[1CtAqg) ANt Aq)VT))] Ley Conmutativa
pVI{OCOtAg) At A}V {1t A q) A 1} Ley Distributiva de A sobre V
pV[OV{T(t Ag) AT} Ley de la Contradiccion (Inversa)
pV[1(t Aq) AT Ley del Neutro para V

pVIir A1(CIt A q)] Ley Conmutativa

pVir A (tVg)] Ley de Morgan y Doble Negacion

Luego implementamos el circuito correspondiente:

P
T1 T2
-~ . e
{1}
1q
Figura No. 5. Red del circuito optimizado

Que tiene solo 4 interruptores, 5 menos que el circuito inicial.




1.12. Miscelanea de Ejercicios resueltos de logica matematica

1. Dada la siguiente forma proposicional:
[(p = @) A (@ —s)] - [(~qAs) = (~pV ~7r)], entonces el operador A, para

que la misma sea tautologica, es:

a) “_)79
b) “V”
c) “/\”

d) Ninguna de las anteriores

Desarrollo:

Una enunciacion hipotética es falsa si y solo si se presenta el siguiente caso:1 = 0. Lo
que debemos garantizar para que una forma proposicional sea tautologica, cuando su
operador principal es —, es que no se presente dicho caso. Por lo tanto, analicemos que
condiciones podrian conducir a dicho caso, para ver si existe algiin operador que haga

que aquel no se presente.
Para hacer 1 — 0, la expresion original debemos, tener

{ P-odA(Tr-5)=1
(~qlAs) » (~pv~r)=0

De la segunda expresion se deduce:
~qlAs =1
~pV~r=0,dedondep=1yr=1
De la primera expresion se deduce:
p — q = 1.de donde, al reemplazar p = 1,se obtieneq = 1
r = s = 1.de donde, al reemplazar r = 1, se obtiene s = 1.

Es decir que, la forma proposicional dada NO SERA TAUTOLOGICA si o solosi p =
1,g=1,r=1,s = 1y,ademds, ~qAs = 0; es decir debemos hallar un operador tal que:

0A1 = 0.




Vemos que 0A1 = 0, es una proposicion verdadera cuando, de entre todos los operadores

propuestos seleccionamos el operador de conjuncion. En efecto:

0-1=1
ovi=1
0OAl=0

Los valores de verdad que deben tener las proposiciones atémicas, a, b, c,

para que la proposicion molecular:[~(~a - ¢) - (aV ~b)] A ~(a V c),sean

2.
verdadera, son:
a) a=1,b=0yc=0
b) a=0,b=1yc=0
c) a=0,b=0yc=1
d) a=0b=0yc=0
e) a=1lL,b=1yc=1
Desarrollo:

Aplicando las leyes del algebra proposicional, dada se reduce a:

[(ave)v(aVv~b)]A~(aVc),dado que (a > b) =~aVhb

[~@avc)A(ave)lVI~(aVvc)A(aV ~b)]. ley distributiva

OV[~(avc)A(aVv~b)] =[~(aVvc)A(aV ~b)]

Para que la ultima conjuncion sea verdadera tiene que cumplirse simultaneamente:

~(ave)=1y(av~b)=1

Se deduce que (a V ¢) = 0, que se cumple si,ysolosi;a=0yc =0

Reemplazando a = 0 en (a V ~b) se deduce que ~b = 1y por lo tanto b = 0

Es decir, solucion literal d




3. Una de las siguientes formas proposicionales NO ES TAUTOLOGICA,

identifiquela.
a) [pva)r~pl-q
b) (pAq)—>p
o) [pAlp->ql—-q
d) [p->@Ar~pl->~q

Desarrollo:

Con un poco de practica en la utilizacién de las leyes del algebra de proposiciones, es
facil determinar que las opciones a, b y ¢ son verdaderas, mientras que la opcion e es

falsa.

La verificacion de que la opcion d es tautologica utilizando la conocida demostracion de

que el caso 1 — 0 no se presenta. Trate de verificar esta Giltima parte mentalmente.

(v A~pl—=q; ~[va A~plvg [~V V~~plVvg;
[((pA~)Vvplva; [(~pVvP)A(~qVDplVaq; [(DA(~qVP)]Vg
[(~qvp)lVvg; ~qvpVvg; (~qv@Vp, (1vp)=1

queda demostrado el literal a por el algebra Proposicional que es tautbdlogica

A ->p ; ~@AQVDP ; (~pV~qQ)VDp; (~pVP)V~q
(HDv~q ; 1v~q=1

queda demostrado el literal b por el algebra Proposicional que es tautoldgica

pA(p->Dl=q; ~lbA@->Dlvag; [~pv~->dlvg
[~ev~(~pv@)lva; [~pVv(~~pA~Q]ve ; [~pVv(pA~D]Vg
[(~pVvD)ACpV~)lVvg 5 [(DAGpV~QIVva; [(~pV~@)]lvg
(~pVv~)Vvaq; (~qv@Vv~p;(DHV~p=1

queda demostrado el literal c por el algebra Proposicional que es tautologica




Solucion el literal d no es tautologico, se ha demostrado las 3 primeras
proposiciones que si lo son
(> A~pl=>~q; ~l[p>DA~plV~q; [~(~pV@V~~p]V~q
oA~ vplv~q; [(pVvP)A(~qVD)V~q; [pA (~qVPp)]V~q
Vv~ A [(~qvp)Vv~ql; (v~ Al~qVpV~q]
VvV~ A(~qVp)=pV~q

4. Considérese el predicado de dos variables p(x,y):x <3 —y, siendo R, =
{2,4,6,8}yR, ={2,1,0,-1,-2,-3,—4,—5,—6}. Bajo estas condiciones,
determine cual de las siguientes proposiciones es verdadera:

a) VxVyp(x,y)

b) vx3y p(x,y)

¢) Ap(x,y) =Ry *R,

d) X yY sonvariables libres

e) Vydxp(x,y)
Desarrollo:
a) Basta un par ordenado que no satisfaga p(x, y), por ejemplo el par (8, 0) para

concluir que esta operacion es falsa.

b) Vx3y p(x,y) Esta opcion es verdadera, veamos como ilustramos lo siguiente:
p(2,0):2<3-0
p(4,-2):4 <3 —(-2)
p(6,—4):6 <3 —(—4)
p(8,—6):8 <3 —(—6)

¢) Evidentemente, no todos los pares ordenados de R, X R,, satisfacen p(x, y), por
lo tanto la opcion es falsa.

d) Falso, porque X es una variable ligada

¢) Falso, porque para los elementos 2y 1 de R,, no existe ningun elemento de R, tal

que p(X, y) se satisfaga.




5. Siendo A = {Q), {1,2},{1}, {0}, 1, {2}}, una de las siguientes proposiciones es
FALSA, identifiquela:
a) (1eA)A({1}€A)
b) (@S A)A(DEA
o) {(@ {0),(1,1), ({2}, {2})} € P(A*A)
d) {{({2},{8D)}} € P(4 *4)
e) [{(1,{1}),(0,{0)}cA~A]lA[{1} € P(A*A)]

Desarrollo:

led=1
) (leas=

pcA=1
b) ped=1

o {(@ {o), (1, D, ({2}, 2D} eP(AxA) =1
d) {{({0},{o1}} € P(4 % A) = 1,por lo tanto: {{({0},{0})}} c P(AxA) =1

1}—>(1EA)/\({1}EA)51

}o@ecmr@en=1

(L0, @@ casa=1 _
o e | HAOD. @@ cara=1Ia0e
P(AxA) =0

6. Si se tienen las proposiciones a: invierto mi dinero en acciones y b: deposito
mi dinero en una cuenta de ahorros. Entonces, la traduccion al lenguaje
formal de “Si invierto mi dinero, no lo deposito en una cuenta de ahorros”
es:

a) (avb)A(aAb)
b) (avb)A~(aAb)
c) ~(anb)A(aAb)
d) ~(anb)

Desarrollo:

La traduccion de la proposicion, al lenguaje formal, es (a - ~b) = (~aV ~b) =

~(a A D).




7. Si se tiene la proposicion molecular: “este examen es facil o no apruebo
matematicas, y si apruebo matematicas estoy feliz” tomando como
proposiciones:

a: este examen es facil
b: apruebo matematicas

c: estoy feliz
Entonces, la traduccion al lenguaje formal es:

a) (b->a)A(~bVc)
b) (~b—>a)A(~b-c)
¢) (~b->a)An(bVc)
d) (a->~b)A(~bVc)
e) (a—>~b)A(b-rc)

Desarrollo:
(@av~b)A(b—>c)=(~bVa)A(~bVvc)=(b->a)AN(~bVc)

8. Si se analizan las siguientes proposiciones:

f: el éxito no es un estado mental o aquel es fruto del trabajo

g: no es verdad que, si el éxito es un estado mental es fruto del trabajo
h: el éxito es un estado mental y no es fruto del trabajo

i: si el éxito no es un estado mental entonces no es fruto del trabajo

j: el éxito no es fruto del trabajo solo si no es un estado mental.
Entonces es falso que:

a) Las proposiciones g y h son equivalentes
b) Las proposiciones g € i no son equivalentes
c) Es tautologico afirmar que de la frase “el éxito no es fruto del trabajo so6lo si

no es un estado mental” se concluya que “el éxito no es un estado mental o

aquel es fruto del trabajo”




d) Sila proposicion f es verdadera, la proposicion h es falsa; y viceversa

e) Sila proposicion i es verdadera, la proposicion j es falsa; y viceversa

Desarrollo:

Siendo a: el éxito es un estado mental y b: el éxito es fruto del trabajo, las proposiciones

dadas se reducen a:
f:~avhb
g:~(a - b)
h:aA~b
i:~a - ~b
ji~b - ~a
con esto se tiene:

a) ~(a - b) =a A ~blaopcion es verdadera

b) [~(a = b) = ~a » ~b] = 0 la opcion es verdadera

c) La proposicion de este literal se reduce a j = f, la cual es una expresion
tautologica puesto que j = f; es decir j = (~b = ~a) = ~(~b)V~a = ~aV
b = f, esta opcidn es verdadera

d) Puesto que f = ~hy, obviamente, h = ~f, esta opcion es verdadera

e) Puesto que no se cumple que i = ~j, esta es la opcion es FALSA

9. La negacion a la proposicion: “para todo numero natural n,n + 2 > 8”, es:
a) Paraalgunosn,n+2<8
b) ningann cumple conn+2 > 8
c) existeunntalquen+2<8
d) existeunntalquen+2>8

e) existeunntalquen+2=>8

Desarrollo:




La proposicion dada se puede traducir como Vn € Nn + 2 > 8 ysunegaciones 3In €

Nn+2<8

10. Si no es verdad que “Hoy hay examen y Lissette no estudio”, entonces se
puede inferir que:

a) La proposicion “hay examen” es condicion suficiente para la proposicion
“Lissette estudio”, que a su vez es condicion necesaria para “Hay
examen”.

b) “Lissette estudio” es condicion suficiente para “Hay examen” y esta Gltima
proposicion es condicidon necesaria para “Lissette estudio”

c) “Lissette no estudio” es condicion suficiente para “Hay examen” y ésta ultima
proposicion es condicidon necesaria para “Lissette no estudio”

d) “Lissette estudid” es condicion suficiente para “no hay examen” y ésta ultima

proposicion es condicidon necesaria para “Lissette estudio”

e) No es factible determinar condicion necesaria y suficiente.

Desarrollo:

Si la enunciacion hipotética a = b es verdadera, se dice que es condicion suficiente para

by, bajo las mismas condiciones, se dice que b es condicidon necesaria para a.

Sea a: hoy hay examen y b: Lissette estudid. La proposicion dada toma la forma a A ~b.

El problema indica que esta proposicion es falsa. Es decir:

aAN~b=0.Y,por lo tanto:

~(an~b) =1 Ademéds ~(aAN~b)=~aVb=a—->b=1

De esto ultimo, se concluye que la proposicion a: “Hoy hay examen” es condicion

suficiente y la proposicion b: “Lissette estudid” es condicion necesaria.

Por lo tanto, la opcion verdadera es:

a) La proposicion “hay examen” es condicidon suficiente para la proposicion

“Lissette estudid”, que a su vez es condicion necesaria para “Hay examen”.




11. Si se tiene una relacion r = {(a, b), (a, c), (a,d),(b,b),(c,e),(d,e), (e, d)}
definida de A en A tal que A = {a, b, ¢, d, e}; entonces, es verdad que:
a) res irreflexiva
b) r es transitiva
c) res antisimétrica
d) res equivalencia

e) r no es transitiva y no es reflexiva

Desarrollo:

a) res irreflexiva. Falso, por la existencia del para ordenado (b, b)

b) r es transitiva. Falso, basta observar que (d,e) A (e,d) — (d, d). Pero (d, d) no
estd presente en r. (tampoco estan (a, e) y (c, d)).

c) res anti simétrica. Falso. Pues existes dos pares (d, e) y (e, d).

d) res de equivalencia. Falso. Basta con ver que r no es transitiva.

€) rno es transitiva y no es reflexiva. Verdadero: se ha visto que r no es transitiva,

pero tampoco es reflexiva pues estan ausentes los pares (a, a), (c, ¢), (d, d), (e, e)

12. Dada la proposicion: “si p es un numero par y q es numero par entonces p+q
es niumero par; pero no es cierto que si p+q es nimero par, entonces p es par
y q e par”; es equivalente a la siguiente proposicion:
a) Sipespary qesimpar, pt+q es impar
b) Siesptqpar, pespary qes par
c) Sipesimpary q es impar, p+q es par.
d) No es verdad que: si p+q es par, entonces p es par y q es par

e) Ninguna de las anteriores es equivalente a la proposicion dada.

Desarrollo:

a: p es numero par

b: g es nimero par

c: p + q es nimero par

traduccion al lenguaje formal




[@Ab) > c]A~[c> (anb)] =[~(aAb)Vc]A~[~cV (aAb)]
[~@anb)vclAlcA~(anb)] ={[~(aAb)Vc]Ac}A~(aAb)
cA~(aAb)=~[(aAb)V ~c]=~[c—> (aAb)]

1.13. Ejercicios propuestos de Logica matematica

1) La expresion {[(a A(~bV a)) - (bVv ~a)] v a} A a, es logicamente
equivalente a:
a) avb
b) av~b
c) a
d) a-0»>
e) bAa

2) Considerando las proposiciones atomicas:

a: Los precios suben
b: Re incrementa el precio de la gasolina

sea la proposicion molecular “los precios suben cada vez que incrementa el precio de la

gasolina”. Entonces su contra reciproca es:

a) a—=b

b) ~b - ~a

c) ~a—>~b

d b—-a

e) ~aVvb
3) La forma proposicional equivalente a [(p A ~q) — (q V ~1)], es l6gicamente

equivalente a la forma proposicional:

a) p=>(q-1)

b) r—>(q-p)

¢) g=(—->1)

d) (~pv~1r)=gq

e) (pATr)—q




4) La negacion de la expresion: ~aV (~a A [(bV ~a) V (b A a)]), es:
a) ~aVvb
b) aAb
c) a=b
d) a
e) aVv~b
5) La expresion: ([(a A (~bV a)) - (bV ~a)]V a) A a, es logicamente
equivalente a:
a) aVvb
b) av~b
c) a
d) a-0»>
e) bAa
6) Si se tienen las proposiciones a: invierto mi dinero en acciones y b: deposito mi
dinero en una cuenta de ahorros. Entonces, la traduccion al lenguaje formal de
“si invierto mi dinero, no lo deposito en una cuenta de ahorros” es:
a) (avb)A(aAb)
b) (avb)A~(aAb)
c) ~(avb)A(aAb)
d) ~(aAb)
e) (av~b)A(~aAb)

7) Dadas las siguientes premisas y su correspondiente conclusion:

P; :si el paciente no tiene gripe, entonces el mal tiempo no causo su enfermedad
P,: la poca alimentacion o el mal tiempo fueron la causa de su enfermedad

P;: el paciente comi6 chocolate el dia de ayer

C. si el paciente no tiene gripe, entonces la poca alimentacion causo la enfermedad
Si las proposiciones que se derivan de este razonamiento son:

a. El paciente tiene gripe
b. El mal tiempo causo la enfermedad

c. La poca alimentacion causo la enfermedad




d. El paciente comi6 chocolate el dia de ayer

Entonces, la traduccion correcta del razonamiento al lenguaje formal es:

a) [(@a-=>b)A(bAC)Ad] - (~a-c)
b) [(~a—>~b)A(bVc)Ad] - (~a—-c)
¢c) [(b->~a)A(bVc)Ad]— (~a— ~c)
d) [(@a-=b)A(bVC)A~d] > (~a—-c)
e) [(~a-»~b)A(bAC)Ad] > (~a—>c)
8) Una de las siguientes proposiciones es FALSA identifique:
a) XE(ANB) =X €ERe)AN[~(x €AV ~(x € B)]
b) xeE(ANB)=(x€A)A~[x € (A—-B)]
c) xE(A—-B)=~(x€eA)VvV(x€eB)
d [(xepd)»(xed)]=1
e) Al menos una de las proposiciones anteriores es falsa
9) Side un total de 150 alumnos que desean entrar a una institucion se tienen los

siguientes datos:

63 son mayores de 18 afios

A 66 les gusta hacer deporte

65 aprobaron el examen de seleccion

22 son mayores de 18 afios y les gusta hacer deporte

A 25 les gusta hacer deporte y aprobaron el examen de seleccion
23 son mayores de 18 afios y aprobaron el examen de seleccion

10 son mayores de 18 afios, les gusta hacer deporte y aprobaron el examen de

seleccion

Entonces, ;Cuantos de estos alumnos son mayores de 18 afios, les gusta hacer

deporte, pero no aprobaron el examen de seleccion?

a) 29
b) 13




c) 12
d) 28
e) 27

10) Identifique cual de las siguientes proposiciones es FALSA:
a) Si Ay B son dos conjuntos; entonces, A=B es equivalente a:
(xeA->x€EB)A(xEB—->x€EA
b) SiA = @, entonces A° = Re
c) A—-(BNnC)=A-B)n(A-0C)
d) Si A=Re. Entonces A€ = @
e) A—B)—(A-C)=An(C-B)
11) Una de las siguientes por posiciones es FALSA identifiquelas.
a) Enuna enunciacion hipotética verdadera, es suficiente que la hipotesis sea
verdadera para pensar que la conclusion es también verdadera.
b) [p->(@-pl=1
¢) (p—=q) =(~q—-~p)
d) Si Ay B son conjuntos no vacios, entonces x € (A—B) = (x € A) V
~(x € B)
e) Si N(Re) > 1; entonces, Vxp(x) = Ixp(x)
12) En un instituto superior, de un total de 120 estudiantes, 100 toman por lo

menos un curso de idiomas entre inglés, francés y aleman. Ademas:

65 estudian inglés

45 estudian francés

42 estudian aleman

20 estudian inglés y francés
25 estudian inglés y aleman

15 estudian francés y aleman

(Cuantos estudiantes toman el curso de inglés y aleman, pero no el de francés?




a) 12
b) 17
c) 25
d) 7
e) 15
13) La traduccion al lenguaje formal de la proposicion: “hacia frio o calor, pero si
llovia no hacia calor”, considerando las proposiciones a: hacia frio, b: hacia
calor y c: llovia, es:
a) (bAaa) - (~cA~a)
b) (avb)—- (c—> ~b)
¢) (@avb)A(cA~b)
d) (@avb)A(c—- ~b)
e) Marque esta casilla si ninguna de las anteriores es correcta

14) La traduccion al lenguaje formal del enunciado:

“Si la informacion es correcta, entonces existe un incremento en los costos de
produccion, o el analista tienen un error de apreciacion”, considerando las

proposiciones:

p: la informacién es correcta

q: existe un incremento en los costos de produccion
r: el analista tiene un error de apreciacion

Cs:

a) (q—=>~r)Ap
b) (r=~q)Vv-~p
c) pv(r—~q)
d) ~pVv(~r—-20q)
e) pV(r—~q)
15) Si analizamos la siguiente proposicion: “la vida te sonrie sélo si eres feliz”;
entonces es falso que:
a) Si la vida te sonrie, entonces eres feliz

b) Eres feliz cuando la vida te sonrie




c) Ser feliz es necesario para que la vida te sonria
d) Eres feliz si la vida te sonrie.

e) Ser feliz es suficiente para que la vida te sonria}

16) La expresion [(p A q) — 1], es equivalente a:
a) [pA(g—m)]
b) [~pVv(q -]
) [p-(qvr)]
d) [p-(gAn)]
e) [(p—-q)-1)]
17) Determine cual de las siguientes proposiciones es VERDADERA:
a) Una condicion suficiente para que el numero n sea divisible para 8 es que sea
divisible para 2
b) Si Re = @. La proposicion Axp(x) es verdadera
¢) ~pvq)=(~pV~q)
d @->q =(~q-~p)

e) Todas las anteriores son falsas




CAPITULO II: TEORIA DE CONJUNTOS

Conjunto es una coleccion bien definida de objetos Estos objetos se llaman elementos y

se dice que son miembros del conjunto o que pertenecen al conjunto. Para representar
los conjuntos se utilizan las letras mayusculas del alfabeto, como A, B, C, ...,y
las letras minusculas para representar los elementos. Para un conjunto A, se

escribe x € A si x es un elemento de 4;y, y € A si y no es elemento de A.

2.1. Descripcion de conjuntos

Todo conjunto puede ser descrito por Extension, Comprension y Diagramas de Venn. Por

Extension se enumeran los elementos dentro de llaves:

A ={1,2345})

Por Comprension se determinan las propiedades o caracteristicas de los elementos:

A ={x/xesunnumeroenteroyl < x <5}

El Diagrama de Venn es la representacion grafica de un conjunto por medio de una curva

cerrada en cuyo interior se ubican los elementos:

12345

Figura No. 6. Graficas de conjuntos

2.2. Cardinalidad de conjuntos

Para cualquier conjunto finito A, |A| o N(A) representa al nimero de elementos del

conjunto 4. Para el ejemplo anterior |A| = N(4A) = 5




2.3. Clasificacion de conjuntos

Considerando un conjunto 4, se pueden tener los consecuentes casos:

A es un conjunto VACIO si no tiene elementos y se lo representa por el simbolo
2 |Al = N(4) =0.
A = {x/x es un nimero par e impar a la vez}
A es un conjunto UNITARIO si tiene un solo elemento. |[A] = N(4) = 1.
A={&}
A es un conjunto FINITO si tiene una cantidad de elementos finitos.
A = {x/x es estudiante de la UTEQ} B ={1,4,9,...,64,81}
A es INFINITO si no tiene una cantidad finita de elementos.
A ={x/x esnameroreal} B ={2,4,6,8,...}

2.4. Subconjunto

El conjunto A es considerado un subconjunto del conjunto B, si cada elemento del
conjunto A es un elemento del conjunto B y se escribe AS B o B2 A, cuya

representacion simbolicaes: (A € B) © Vx[(x € A) - (x € B)].
De la definicion cuantificada de A € B, se deduce A € B:

T(ASB) & WWx[(x €A) - (x €B)].
AZB & Wx[(x€A) - (x €B)]
AZB & 3x1[(x €A) - (x €B)]
AZB © Ix1[1(x € A) V (x € B)]
AZB © Ix[(x € A) A 1(x € B)]

AZB © Jx[x €A AN x € B]




Por lo que se verifica que A no es subconjunto de B (A € B) si existe al menos un

elemento x tal que x pertenece a A pero no pertenece a B.

Si el conjunto A es subconjunto del conjunto B (A € B) pero B no es subconjunto de A
(B € A), se dice que A es Subconjunto Propia de B, es decir que B contiene elementos
que no estd en A, y se escribe A € B o B D A, lo cual se representapor ACB & AC

B N A+B. B

Figura No. 7. Diagramade A € B

Para todos los subconjuntos se cumple que A € B - A € B,y si Ay B son finitos A &

B > N(A) < N(B)yAc B - N(4) < N(B).

El conjunto vacio @ es subconjunto de cualquier conjunto (¢ < A) y todo conjunto es

subconjunto de si mismo (4 € A).

2.5. Conjunto potencia

Dado un conjunto A, su Conjunto Potencia es aquel que estd formado por todos los

subconjuntos posibles de A. El simbolo que se utiliza para este conjunto es P(A).
La cardinalidad del conjunto potencia de A se denota como N[P(A)] y es igual a 2N (A)

2.6. Igualdad de conjuntos

Los conjuntos A y B son iguales si y s6lo si tienen los mismos elementos, es decir cuando
ACS By BCA,lo cual es representado por A=B & ASBANBCSCA0A=B &
Vx [(x € A) < (x € B)].




2.7. Conjuntos disjuntos e intersecantes

Sean los conjuntos A y B, se dicen que son DISJUNTOS si y sélo si A y B no tienen
elementos en comun. Los conjuntos A y B se llaman INTERSECANTES si y sdlo si los

conjuntos A y B tienen al menos un elemento comun.

DISJUNTOS INTERSECANTES
A B C D
Figura No. 8. Disyuncion e interseccion de conjuntos

2.8. Operaciones de conjuntos

Para A, B € U se define lo siguiente:
e UNION DE CONJUNTOS vy se denota por AUB

AUB={x/x €AV x € B}

AUB AUB

Figura No. 9. Diagrama de union de conjuntos

e INTERSECCION DE CONJUNTOS y se denota por A N B

ANB={x/x€A A x €B}




ANB ANB = ®_

Figura No. 10. Diagrama de interseccion de conjuntos

e DIFERENCIA ENTRE CONJUNTOS y se denota por A — B

A—-B={x/x€A A x & B}

A B A B
A—-B A—-B
Figura No. 11. Diagrama de diferencia de conjuntos

A-B = AN BC
e DIFERENCIA SIMETRICA ENTRE CONJUNTOS vy se denota por AAB

AAB ={x/(x €AV x€B) N x ¢ ANB}

AAB ={x/x € AUB A x € AN B}

A B A B
AAB AAB
AAB = (A-B)U (B- 4) AAB = (AUB)- (ANnB)
Figura No. 12. Diagrama de diferencia simétrica de conjuntos

e COMPLEMENTACION DE CONJUNTOS y se denota por A®




A ={x/x €ERe A x & A}

Re Re
Figura No. 13. Diagrama de complemento de conjuntos

Ejercicio 1. Dado el siguiente conjunto por comprension, expresarlo por extension o
tabulacion y por Diagrama de Venn: A= {x/

x es consonante de la palabra Universidad }

Por extension: A = {n,v,7,s,d } N(4A) =|A| =5

Figura No. 14. Por diagrama de Venn

Ejercicio 2. Indique qué tipo de conjunto son los siguientes:

X p . . ’
A = {=x es unnimero par e impar a la vez {, A €s un conjunto vacio = 2 =

{}

B = {A} B es conjunto Unitario
C = {x/ x es habitante de Quevedo } C es conjunto Finito

D = {x/ x esun entero par} D es conjunto Infinito

Ejercicio 3. Sea el conjunto referencial U = Re = {1,2,3,...} es el conjunto de los
enteros positivos, determinando por comprension los siguientes

conjuntos definidos por extension:

A=1{149.,6481} A={x2/x€UA x2<100} N(A) =9 Finito




B = {14,916} = {y2/y€UA y2<17} N(B)=4 Finito

B
B={y2/yeU AN y2<23}
C

C =1{2468,...} ={2k/keU)} Infinito

Ejercicio 4. DadoelRe ={1,2,3,4,5 }ylossiguientes conjuntos A = {1,2}yB =

{x/x2 € Re }.Determine la relacion existente entre los dos conjuntos.

A={1,2} N(A) =2 Finito B={1,2} N(B) =2 Finito
Como tienen los mismos elementos A = B, tambiéen AC ByB C A

Ejercicio 5. Seael conjunto B = { 1,*, (2 }, encuentre el conjunto P(B).
El conjunto potencia tendra 2V = 23 = 8 elementos

lero es el @, 2do es el conjunto mismo { 1,*, } y los 6 restantes es la combinacién entre

uno y dos elementos.

) o 5 {0}
2) {1,502} 6) {1x}
3) {1} 7 {10}
4) {*} 8) {0}

PB) = {0, {1x02}{1}{*}L{2}L{1+}{102}{*x02}}
Ejercicio 6.  Repetir el gjercicio anteriorsi C = {1,{*,02}} N(C) =|C| =2
El conjunto potencia tendra 2V(©) = 22 = 4 elementos

BAL{x2}{1}L{{x0}}
PC) = {8{L{x02}}{1}L{{x02}}}
Ejercicio 7. ;Cudl de los siguientes conjuntos son iguales?
A={1,23} B={3213} C={3123} D={1,223} E={312}

Todos son iguales.




Ejercicio 8. Para A ={1,2,{2}}, determinar el valor de verdad de las siguientes

proposiciones:
1) 1eA \Y 5) 2€ A \Y
2) {1} € A F 6) {2} € A A%
3) {1} c A A% 7) {2} c A A%
49 ({13} c 4 F 8) {{2}} c 4 v
Ejercicio 9. D¢ un ejemplo de 3 conjuntos W, Xy Y, talesque W € X y X € Y pero
wey.

w={1} X={{1}2} Y={{{1}2}3}

Ejercicio 10. Si U={1,2,3,....,9,10}, A={1,2,3,45}, B={3,456,7},
C ={7,8,9}, encontrar:

CDO] [OOO
i

Figura No. 15. Diagrama del ejercicio 10
ANB=1{3,45) A°=1{6,7,8,9,10)}
ANC=90

BnC={7}
AUB ={1,2,3,4,5,6,7}

B°=1{1,2,8,9,10}
Cc ={1,2,3,4,5,6,10}

AucC=1{123,4,5789} B-A={67}
BuUC={3,4,5,6,7,8,9} C—A={7,89}
A-B={12} C-B={89)}
A-C={1,2,3,45=A A—A:@_
U-A=A°=A

B-C={34,56}




AAB ={1,2,6,7} BAC ={3,4,5,6,8,9}
AAC ={1,2,3,4,5,7,8,9}

Ejercicio 11.  Determinar los elementos de los siguientes conjuntos:

A={1+ (-1)n/neN}
A={20)
B={1+ (1/n) /n€{1,2,3,57})
B =1{2,3/2,4/3,6/5,8/7}
C={n®+n?*/nef{0,1,23,4}}
C=1{0,212,36,80)

D ={1/(n* + n) / n es un entero positivo impary n < 11 }
D={%1/12,1/30,1/56,1/90,1/132 }

Ejercicio 12.  Exprese el conjunto que indica la parte rayada de la figura.

(AnC)-B (AnB)-C

&L |

A-(BnC) (BNC) - (AnBNC)




A — (BUC) (AUBUC) - (AN B)U(C - (AUB)))

Q v {/\}A
A-B ((ANC)- BYU(C - (AUB))

Figura No. 16. Diagrama del ejercicio 12
Ejercicio 13. ParaU = {1,2,3,..,9,10}. Sea A = {1,2,3,4,5}, B = {1,2,4,8}, C =
{1,2,3,5,7} y D = {2,4, 6,8}, determinar:

a) (AUB)NC = {1,2,3,5}

b) AU(BNC) = A

¢) CuD = {4,6,8,10} U{1,3,5,7,9,10} = {1,3,5,6,7,8,9,10} = U — {2}
d) CNnD={2}= {1,3,4,56,7,8,9,10}

e) (AUB)—C= {4,8}

) AUB-C) = {1,2,3,4,5,8}

g B-CO-D=29¢

h) B—(C—D) = {2,4,8}

i) (AUB)—(CND)= {1,2,3,4,58} — {2} = {1,3,4,5,8}

2.9. Técnicas de conteo y diagramas de Venn

Re
A B

Figura No.17.  Conjunto Re
AUB ={1,23,456,7}
N(AUB) =7
N(AUB) = N(A) + NB) = 4+3 =7
|A U B| = |A] + |B]




Figura No. 18.  Conjunto U
AUB ={1,23,45,678}
N(AUB) =8
N(A U B) = N(A) + N(B)- N(A n B)
N(AUB) =545 -2
N(AUB) =8
AU B| = |A| + |B|- |A N B|

A

Figura No. 19. Conjuntos A, By C

AUBUC =1{1,2,3,45,6,7} NAuUBuUC) =7
N(AUBUC)=N(A)+NB)+N({C)—NANB)—NANC)-N(BNnC)
+N(ANBNC)

NAUBUC) =4+4+4-2-2-2+1
N(AUBUC) =7

Ejercicio 14.  Se hizo una entrevista a 900 amas de casa acerca de ciertos programas de
television, 600 prefieren ver noticias, 400 prefieren ver series policiacas, 620
prefieren ver programas deportivos, 15 no ven ninguno de los tres programas,
190 prefieren ver series policiacas y programas deportivos, 195 prefieren ver
noticieros y series policiacas, 400 prefieren ver noticieros y programas
deportivos. Conforme a estas afirmaciones, determine la cantidad de amas de
casa entrevistadas que ven los tres tipos de programas, que ven solo programas

deportivos, que ven solo series policiacas y que ven sélo noticieros.

Re| = 900 ISP n PD| = 190 n N| = 195 |N n PD| = 400




|[Re- (SP U PD U N)| = 15 IN| = 600 |SP| = 400 |PD| = 620
ISP U PD U N| = 900- 15 = 885
ISP UPD UN| = |SP| + |PD| + |N|-|SP N PD|-|SP N N|-|PD N N| + |[SP N PD N N|
885 = 400 + 620 + 600- 190 - 195- 400 + |SP N PD N N|

50 = |SP N PD n N|, que corresponde a la cantidad de amas de casa entrevistadas que ven

los tres tipos de programas

e amas de casa que ven solo programas deportivos= 620 — 140 — 50 — 350 = 80
e amas de casa que ven solo series policiacas= 400 — 140 — 50 — 145 = 65

e amas de casa que ven so6lo solo noticieros= 600 — 350 — 50 — 145 = 55

Re Re

SP PD SP PD

&) || CER
63

N

Figura No. 20. Solucion grafica del ejercicio 14

Ejercicio 15. En un grupo de 84 personas, igual numero de mujeres que de hombres; 29
personas son trabajadoras; 10 mujeres y 6 hombres son solo inteligentes; 9
mujeres son solo habladoras, 8 mujeres solo trabajan. El nimero de personas
que son habladoras e inteligentes es igual al nimero de personas que son
inteligentes y trabajadoras. 17 personas son s6lo habladoras, 5 mujeres y 8
hombres no son Inteligentes, ni habladoras peor aun trabajadores. No hay
personas que sean inteligentes, habladoras y trabajadoras.
a) ¢Cuantas personas son inteligentes y habladoras?
b) (Cuantas personas son inteligentes?

¢) (Cuantos hombres son solo trabajadores?




\") M

8 9

H
8 6 10 1 s
12 8 T
Figura No. 21. Solucion grafica del ejercicio 15
IT| = 29
|[HNnI|=|InNT|=X

[HUIUT|=|H|+|I|+|T|=-|HNT|—|INT|=|HNI|+|HNINT|
71=17+x+16 + 2x + 29 - 0 —x-x + 0
71 = x + 62
x =9

Ejercicio 16. En un curso de 40 alumnos tienen que aprobar Educacion Fisica y para ello
deben escoger entre 3 deportes; futbol, volley y basquet. 6 prefieren solo
volley, 4 eligen volley y basquet. El nimero de alumnos que eligen solo
basquet es la mitad de los que eligen futbol y es el doble de los que eligen
fatbol y volley. No hay ningin alumno que eligié futbol y basquet.

a) ¢Cuantos alumnos eligen volley?
b) (Cuantos alumnos eligen futbol?

¢) (Cuantos alumnos eligen

[Re|=40 |Re|=40
F \ B F \ B
Figura No. 22. Solucion grafica del ejercicio 16
x =1/2N(F) - N(F) = 2x x = 2y

40=|F|+|V|+|B|—=|FNnV|—=|FNnB —|VNB|+|FNVNB|
40=|F|+10+y+4+x—-—y—-0—-4+0
40 = 2x + 10 + x




IF| = 2x = 2(10) = 20 y=x/2 = 10/2

I
Ul

2.10. Leyes de la teoria de conjuntos

Para cualquier conjunto A, B, C tomados de un conjunto referencial:

2.10.1. Ley de Morgan

AUB=ANB
ANB=AUB
2.10.2.  Ley de doble negacion
A=A
2.10.3. Ley conmutativa
AUB = BUA
ANB = BNA

2.10.4. Ley asociativa

AU BUC) = (AUB) U C

(AUC) U B

AN (BNC) =((ANB)NC

(AnC) n B

2.10.5.  Ley distributiva

AU (BNO)

(AUB) n (AU C)

AN (BUO)

(ANB) U (ANC)

2.10.6. Ley de idempotencia
AUA = A

ANA = A




IIL.

2.10.7.  Ley del neutro

Aupg = A

AnNU = A
2.10.8. Leyinversa

AUA =U

ANA =¢
2.10.9. Ley de dominacion

AulU =U

ANG =0

2.10.10. Ley de absorcion
AU(ANB) = A

AN(AUB) = 4

Simplificar (AUB)NC U B

(AuB)NC NB
(AuB)nC NnB
(AuB)Nn (CNnB)
(AuB)N(BnO)
[[AUB)NB]NnC
BnC

Demostrar las siguientes igualdades de conjuntos:

a) (A—B)NB=20
(AnNB)NB=29

ANn(BNB)=¢
ANP=0
0=0

b) A—B)N(A—C)=A—(BUC)
(ANB)Nn(AnC)=A-(BUC()

Ley de Morgan

Ley de Doble Complemento
Ley Asociativa

Ley Conmutativa

Ley Asociativa

Ley de Absorcion




An(BnNnC)=A—-(BUOC)
An(BuUuC)=A—-(BUO)
A-—(BuC)=A—-(BUO

. Simplificar AN B) U [Bn ((Cn D) u (CNnD))]

(AnB)u[Bn(Cn(DuD))] Distributiva
(AnB)U[BN (CNnU)] Inversa
(AnB)U(BNCQC) Neutro
(BNA)U(BNCQC) Conmutativa
Bn(AuC(C) Distributiva

2.11. Miscelanea de Ejercicios resueltos de teoria de conjuntos

1) Solo una de las siguientes opciones NO corresponde al conjunto representado por

la parte sombreada del diagrama de Venn mostrado. Identifiquela:

a) A.B Re
b) (BN A U(ANBC) A
¢) (AUB)nN (a¢ U B°) B

d) (AUB)—-(ANnB)
e) ANB)‘Nn(A-B)

Figura No. 23. Imagen del enunciado del ejercicio 1

Desarrollo:
Solucion el literal e.

a) SiA = {a,{a}, @}, entonces es falso que:
b) {{a}} cA

o) {{a}{0}} € P(4)

d) N(P(P(@))) =256

o) {{{a)}} < Pa)

f) N(AXP(A)) = 24

Desarrollo:




El conjunto potencia de A, denotado como P(A) es:

P(A) = {{a}, {{a}}, {9}, {a, {a}},{a, 0}, {{a}, 0}, 4, (25}, por otra parte, si A es un conjunto de n
elementos, la cardinalidad del conjunto P(A) es 2™. Por lo tanto, en este problema N (P (A)) =

23 = 8yN(P(P(A))) = 28 = 256

Ademas, la cardinalidad de AxP(A) (producto cartesiano entre A y P(A)) serd 3x8 = 24.

Teniendo esto presente, se infiere que todas las opciones propuestas, excepto la b, son

correctas. En efecto {{a}, {(Z)}}no pertenece a P(A).

2) Identifique cual de las siguientes proposiciones es FALSA:

a) Si Ay B son dos conjuntos, entonces, A=B es equivalente a:
a. X€EA->x€EB)A(xEB—->x€A)

b) SiA = @, entonces A° = Re

¢c) A—-(Bnc)=(A-B)n(A—-0)

d) SiA = Re, entonces A€ = @

e) A—B)—(A—-C)=An(C—-B)

Desarrollo:

a) Si A y B son dos conjuntos A=B es equivalente a
(x€eA—->x€B)AN(x €B — x €A) es verdadero
b) SiA = @, entonces A° = Re es verdadero
¢c) A—(Bnc)=(A—-B)n(A—C). Falso. Por facilidad veamos un diagramo de ven
que ilustra una situacion para la cual la proposicion dada es falsa, es decir, deja de ser
tautologica:

A-(B"C) (A-B) " (A-C)
A B A B

C C

Figura No. 24. Representacion graficade A— (BNc)yde (A—B)N(A—-C)




d) Si A = Re, entonces A° = @ verdadero
¢) (A—B)—(A—C)=An(C—B) utilizando el algebra de conjuntos se puede

demostrar.

3) si se tiene el conjunto A = {1,2,3,4, 5}y la funcion f definida de A en A, tal que
f=1{(1,2),(2,1),(3,4),(4,3),(5,5)}; entonces es FALSO que:

a) fesinyectiva
b) fes sobreyectiva

c) (fof)of esinyectiva

d) fof esuna funcion identidad

e) (fof)of #f

Desarrollo:
fof =1(1,1),(2,2),3,3), (44), (5,5)}
(fof)of =1(1,2),(2,1), 3,4), (4.3), (5,5)}
a) F esinyectiva porque, para todos los pares ordenados de f se cumple que, a valores

4)

diferentes de las primeras componentes le corresponden segundas componentes
diferentes.

F es sobreyectiva porque el rgf = A

(fof)of es inyectiva porque, para todos los pares ordenados de dicha funcion, a
valores diferentes de las primeras componentes le corresponden segundas
componentes diferentes.

fof es una funcién identidad, pues como se ve: Va € A(f,f)(a) = a

Se observa que (fof)of = f, por lo tanto, (fof)of # f es una proposicion falsa

Si en el diagrama de Venn mostrado, el conjunto A esta dado por el circulo mayor,

el conjunto B esta dado por el circulo menor, y el conjunto C esta dado por el

triangulo; entonces, la parte sombreada corresponde al conjunto dado por:

a)
b)
c)
d)

[A-B)ncclu(B-CY
[(ANnB) nclu(BnCE Re
(B-0O)ul[A-B)XncCe]
[(A—B)—-Clu (B N0 c




e) [(A=B)nClu(AnBnC)E

Figura No. 25. Representaci
on grafica del enunciado 4)

Desarrollo:

El 4rea sombreada adjunta representa el conjunto (A N B¢) N C

Figura No. 26. Representacion grafica del conjunto (AN B¢) N C

El 4rea sombreada adjunta representa el conjunto B N C¢

Figura No. 27. Representacion grafica del conjunto B N C¢

Por lo tanto, el 4rea sombreada de la figura original representa el conjunto:
[ANBYNClu(BNCY

5) Si se tiene un conjunto referencial Re y los conjuntos no vacios 4, B € Re, y si
N(Q) representa el numero de elementos del conjunto Q, entonces una de las
siguientes proposiciones es FALSA, identifiquela:

a) (AUB)¢ =Re— (A° nB5¢

b) (ReuA)NB = Re — B¢

¢c) N(AnB) =N(Re) — N[(An B)‘]
d) N(Re)=N(A)—N(B)—N(ANnB)

e) Algunas de las proposiciones anteriores son verdaderas.

Desarrollo:

a) (AUB)¢ = Re — (A° N BX). Es una proposicion verdadera

b) (Re U A) N B = Re — B¢. Es una proposicion verdadera




c) ANnB)N(ANB) =0 ;
a. (ANnB)U(ANB) =Re
b. N(Re) = N(ANB)+ N[(ANB)°]
c. N(AnB) =N(Re)— N[(A N B)‘]. Es verdadera
d) N(Re) =N(A) —N(B) —N(ANB)es falsa pues N(A) # N(Re) + N(B) + N(An
B)

e) ‘“algunas de las proposiciones anteriores son verdaderas”, es una proposicion verdadera.

6) Considere el Re ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, y los conjuntos A, By C no vacios

tales que:

ANB={1,234 A-C={1,27 (BNnC)—A=/{89) (AUBU
€)¢ = {5, 6} N(4) = N(B) = 6

Entonces es verdad que:

a) A=1{1,2,3,4,5}

b) B¢ ={5,6,7}

¢c) NAnC) =2

d) C=BnC)UuAnC)

e) Ninguna es correcta

Desarrollo:

Se recomienda que, a partir de los datos dados, construya por su propia cuenta el siguiente

diagrama de Ven:

A Re

2 \B
a%s

Figura No. 28. Representacion grafica del conjunto del enunciado 6




1.14. Ejercicios propuestos de Logica matematica

1. Una de las siguientes proposiciones es FALSA, identifiquelas:
a) ANB)=(A-B)Uu(B—-4)
b) (Vxp(x) =1) = (A~p(x) = @) = (A°p(x) = 0)
) (Alp(x) = q(x)) = (A~p(x) U Aq(x))
d) Sid= {{a, b}, c, d}, entonces a ¢ A

e) Una de las anteriores proposiciones es falsa

2. Si A, B son dos conjuntos cualesquiera contenidos en un conjunto referencial Re,
determine cual de las siguientes proposiciones es FALSA:
a) VA B((Anb=A4)- (A< B))
b) VA ((A°NRe =0)— (A=Re))
¢) VA, B((AUB =A4)- (B c A))
d) VA, B (((AnB)¢ =B - (A =Re))
e) VA,B((A<SB) - (B¢ cA%))
3. Determine cual de las opciones siguientes corresponde a la region sombreada del

grafico.

Re

Figura No. 29. Representacién grifica del enunciado 3
a) [AUB)—(ANB)]—-[B—-(AuCuD)]

b) (A—-C)U(BND)U [(BUC)NA]

¢c) A—C)u(BnND)U[BUC)-A]

d) [(AuB)—(ANnB)]|-[BNnAN(CuUD)]

e) Ninguna de las opciones anteriores representa la region sombreada

4. Sean A, B, C conjunto no vacios, entonces el literal que NO CORRESPONDE a

la parte sombreada en el grafico adjunto es:




/\ Re

Figura No. 30.

a) A—(Bn<C)
b) [A¢ U (BU )¢
c) An(BuOC)¢
d) A—(BUC)
e) AnNB‘nc¢

Representacion grifica del enunciado 4




CAPITULO Ill: EL CAMPO DE LOS NUMEROS

3.1. Clasificacion de los numeros

El conjunto de los nimeros se divide en grupos o subconjuntos; donde cada uno contiene al
anterior y es mas completa que ¢l y con mayores posibilidades en sus operaciones. En realidad,
el mayor conjunto de nimeros que existe es el de los nimeros Complejos, el cual lo notaremos

con la letra C.

Los numeros Complejos, se usan mucho en matematicas, fisica, electronica y
Telecomunicaciones, ya que facilitan los calculos. La estructura algebraica de los nlimeros

complejos o imaginarios engloba a los Reales.

Los niimeros complejos estan compuestos de dos parles, una parte real (R) y una parte
imaginaria (I); cuando se extrae un resultado para aplicarlo a mediciones en la fisica, se toma
solo la parte real del nimero complejo. El nimero Complejo tiene la forma x+.bj. Rene
Descartes dio la designacion de parte real y parle imaginaria,' en 1833. Hamilton propuso la

expresion: a + ib

Con ay b reales. La letra i representa v—1

Ejemplo: 7+50 ; 8+4i ; 20—6i

En la figura No.23, presentamos el siguiente diagrama para representar los nameros.

NUMEROS
|

Numeros Complejos

Numeros Reales

Numeros Racionales Numeros Irracionales

Numeros Enteros Numeros Naturales

Figura No. 31. . Clasificacion de los nimeros




A continuacion, estan los nimeros representados a manera de conjuntos. Figura No. 24.

Numeros Complejos (C)
Reales (R)

Racionales (Q)

Numeros naturales (N)
Nimeros Primos

Figura No. 32. "Representacion de conjuntos numéricos

3.2. Numeros irracionales (Q’):
Nacen por la necesidad de medir longitudes sobre algunas figuras geométricas. La expresion

decimal de cualquier nimero irracional consta de infinitas cifras no periddicas.

Existen infinitos nlimeros irracionales. Junto con los racionales forman el conjunto de los

numeros reales.
Ejemplo: m V13 ; =7 ; e=27172..

3.3. Numero racional (Q) o (I)

Es aquel niimero que pueda expresarse como una fraccién p/q entre dos numeros enteros,

siendo p el numerador y q el denominador, diferente de cero
Ejemplo: i ; 1/2 ; 1/6...

3.4. Numeros reales (R)

El conhunto de los nimeros reales R tiene como elementos aquellos nimeros que pueden ser
expresados por un entero (4, 15, 207) o por un nimero decimal (0.3, 3.28, 298.7). Se le

denomina asi a cualquier nimero que pertenezca a los nacionales (Q) o a los irracionales (Q’).

La representacion grafica de los R se la realiza a través de la recta de los nimeros reales:




-0 + o0
< t >

nimeros negativos 0 ndimeros positivos
! ! | | [ 1 1
| | | | | I I
3 -2 -1 0 1 2 3
\ J \ J
| Y
Lz |
Y
Z
3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 | D | . [ !
T ol I 171 1 T 3 ™11 T
\ 3 573 PR |
¥
3 2 -1 0 1 2 3
! ; l . ! ! ! . ! !
\ l_e ' | f '\/il | I \/5 V3 | Iz }
Figura No. 33. "Representacion grafica de los nimeros Reales"
2 2.25 ! 0.166 ! 0.142857 ! 0.333 5 1.5 1 2.2
4— . ) 6— . sy 7— . ..,3— . eey 2— J, 5— .

—e=—=271728 ..; =V2 = —=1.259921 ...; V2 =
1.414213 ...;4/3 = 1.732050; 7= = 3.141592. ...

3.4.1. Representacion decimal

Pueden expresarse de forma decimal, como numero entero, decimal exacto, decimal periddico

o no periddico. Como el ejemplo de la figura 26.

Recta de los numeros Reales 0 Recta Real

-J/18 —3.1416 m 4.2426

R

6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

| —®—— Recta Real |

x| 5|43 2]-1[o0o[1[2]3]4]5]|_yig|-n|n|[424]

Figura No. 34. "Recta de los numeros reales o Recta Real"
La parte no periddica = 1
Parte periodica = 0,454545 .....
Puede expresar 1,454545...... como = 1 + (0,45 + 0,0045 + 0,000045 ....)




Aquia=0,45=45/100 y r=1/100

45 45
0.45 Too Too _ 45 15 _ 5
Por lo tanto § = = 100 — 100 _ 22 _ 2 _ 2
— L 1001 T 9 g9 T 33 11
100 100 100
, 5 1145 _ 16
Entonces la respuesta sera: 1 + T — R/

Ejemplo: Convertir el nimero 2,4363636 ... = 2,436

Asi mismo, separamos la parte periddica de la no periddica

2,436363 ....= 2,4 + 0,03636 ....

24
=—+0,036 +0,00036 + ---

10
24 0,036
=4 —
10 1-10,01
36
_12+m_12+36_2376+36_2412_804R
5 99 5 7990 990 990 330
10

g = # fraccionario

1 1 1
3= 0.3333 ... 6= 0.1666 ...... 7= 0.142857142857 ... ....

Estos son ntimeros periddicos. Para determinar la fraccion que le corresponde a un nimero

decimal, se requiere:

i.  Darle un nombre al nimero decimal periédico (llamado x).
ii.  Identificar los elementos que se repiten como un todo.

iii.  Llevar el punto decimal después del primer elemento que se repite, al realizar el
producto del numero x por la potencia de base 10 correspondiente a la cantidad de
decimales recorridos.

iv.  Llevar el punto decimal antes del elemento que se repite, multiplicando el numero
por la potencia de base 10, correspondiente a la cantidad de decimales recorridos.

v.  Restar las expresiones obtenidas en los numerales 3 y 4.

vi.  Despejar x.

vii.  Simplificar, siempre que sea posible.

1. x=0.3333 .. X =0.16666 ... x = 0.142857142857
3 6 142857
10'x = 3.3333 ... 10%x = 16.6666 ... 10%x = 142857.142857

Eal

107110'x = 0.3333... 107'10%x = 1.6666... 107110°x = 0.142857 ...




5 9x =3 90x = 15 999999x = 142857
6. 3 15 142857
*T9 *~ 90 * = 999999
7. 1 1 1
x=3 x=c Xx=7
3.4.2. Representacion del conjunto de los numeros reales por medio del diagrama de
Venn:
R
| Q
z
R=QUI N
Qc R ICR QNI =+@
Figura No. 35. conjunto de los niimeros reales por medio del diagrama de Venn

Ejercicios resueltos:

ii SealU = {-6,—-2,—-1,-3/4,0,5/2, V2,v/3,V5,V7,3,, 4, 5}, determinar cada
uno de los siguientes subconjuntos de U:
a) A = {x/x € Uxesnatural} = {3,4,5}
b) B = {x/x € U,xesentero} = {—6,—2,-1,0,3,4,5}
¢) C = {x/x€eUxesracional} = {—3/4,5/2}
d) D = {x/x € U xesirracional} = {n,v2,V3,V5,V7}
e) E={x/xeUxesreal} = U

ii. De cada una de las siguientes expresiones decir sison V o F.

a) -14 € N F f) 075 €1 F k) {-1,L1} c N F
b) -4/5 € Q V g) 4/5€R V ) ,L13lcZ V

¢) m/3 € Q F hy3eQ V m){-1,1} c Q V
d Voerl F i) V5 e R V n) {-1,1} cI F
e) —1,207 € ZF ) 0eqQ V 0 {(-1,1} c RV

p) {0} c R V

3.5. Numeros enteros (Z):

Todos los niimeros naturales y sus opuestos (negativos).




| | 1 | | | | i i i | | |
| | 1 | | 1 | I I | | | T

6 54 3 -2 -1 01 2 3 4 5 6

Figura No. 36. Representacion de los nimeros enteros en la recta numérica

3.6. Numeros naturales (N):

Los numeros naturales son los reales que son enteros positivos. Los nimeros naturales

son infinitos y sirve para designar la cantidad de elementos que tiene un cierto conjunto.
Ejemplo: 8 .. 45 .. 63

3.7. Axiomas de cuerpo de los numeros reales

Aceptaremos la existencia de un conjunto no vacio R, que llamaremos conjunto de los
nameros reales. Sobre ¢l se ha definido una relacion de igualdad y dos operaciones

algebraicas. La relacion de igualdad “=" satisface las propiedades de:

(a) Reflexividad: a=a
(b) Simetria: si a=b, entoncesb=a

(c) Transitividad: sia=byb=c, entoncesa=c

Las dos operaciones definidas sobre R son la suma (+) y la multiplicacion (.).

+: RxR—-R
(a;b) > a+b
—RxR->R
(a;b) > a.b

3.8. Propiedades de los numeros reales

Sea a, b, c € R. Entonces, las siguientes operaciones estan definidas sobre los niimeros

Reales.

a) Ley asociativa paralasuma:a+ (b+c¢)=(a+b)+c

b) Existencia de un elemento identidad paralasuma: €E+0=0+a =a
c) Existencia de inversos paralasuma: a + (—a) = (—a) +a =0

d) Ley conmutativa paralasuma:a+b =>b+a

¢) Ley asociativa para la multiplicacion: a.(b.c) = (a.b) .c.

f) Existencia de un elemento identidad para la multiplicacién




a.l1=1.a=a, 1+0

g) Existencia de inversos para la multiplicacion

a.al=atl.a=1;para a# 0

h) Ley conmutativa para la multiplicacion: a.b = b .a

i) Ley distributiva:a.(b+c) =a.b+a.c

Estas operaciones son compatibles con la relacion de igualdad, es decir, si a = b entonces

a+c=b+c y a.c=b.c.

3.9. Teoremas de orden de los numeros reales

Teorema 1 Dadoa € Rsecumple:a.0=0.a=0
Teorema 2 Dado a, b € R, se tienen las siguientes propiedades:
0 —(a)=a

(ii) (—a).b = —(ab)
(iii) a.(—b) = —(ab)
(iv)  (—a)(=b) =ab

Teorema 3 Sean x un nimero real
1) x > 0six es positivo
2) x < 0 six es negativo

3) x>0si—x<0
4) x<0si—=x>0

Teorema 4 Sean x, y, z nimeros reales

) Six<yey<z = x<z

2) Six<y = x+z<y+z
3) Six<yez<w = x+z<y+w
4) Six<yez>0 = xz<yz

5) Six<yez<0 = Xz > yz

Teorema 5 Sean x, y, z numeros reales




) Six>yey>z = x>z

2) Six>y = x+z>y+z
3) Six>yez>w = xX+z>y+w
4) Six>yez>0 = Xz >yz

5) Six>yez<0 = xz <yz

3.10. Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real x es considerada a la distancia de x al origen en la

recta numérica y se nota por |x|.

—
—
—

*
o —4—
— X4

Y Y
[-x]=x Ix|=x

Figura No. 37. Representacion del valor absoluto en la recta de los reales
|5| = 5 porque el #5 estd a 5 unidades de 0.
|-5] = 5 porque el #-5 esta a 5 unidades de 0.
Generalizando: Si x es un numero real, el [x| es un nimero positivo, tal que:

IXI:{X, x>0

X x <0
71=7; |-3|= =(-3)=3; V2| = V2 | =2/5] = =(=2/5) = 2/5
3.11. Orden de la recta real
< e b 7
Figura No. 38. Orden de la recta de los numeros reales

Si el numero a esta a la izquierda del numero b, entonces a es menor que b (a < b).

Comoa < b,entoncesb > a,luegoa < by b > aeslo mismo, es decir que a esta

a la izquierda de b y b esta a la derecha de a.




A/ a<b \./b<c \.

a b c
\ e /
Figura No. 39. Orden de tres nimeros reales

a < byb < c,seacostumbra a decirlocomoa < b < ¢

Dados dos numeros del conjunto de los numeros reales R, siempre sera posible relacionar

su valor, de tal forma que uno sea mayor que el otro o pueden ser iguales.

Va,b € R[(a >b)v(a = b)v(a < b)]

El conjunto de los R cumple las siguientes propiedades.

1.
2.
3.

Va € R(a < a) Reflexiva
Va,b,c € R[(a < b)a(b <c¢c)] > a <c Transitiva
Va,b,c € R[(a < b)a(b < a)] >a=5» Antisimétrica

Propiedades de las operaciones de la Adicion y Multiplicacion de los R.

1.

. VYa,b,c € R[(a £ b)a(c > 0)] = (ac <
. VYa,b,c € R[(a £ b)a(c < 0)] » (ac = bc)

Va,b,c € R(a £ b) » [(a+¢c) < (b + c)]
bc)

(ab = 0) » [a=0vb = 0]

2
3
4
5. Va,b,c € R[(ab = bc) = (a = ¢c)],b # 0
6.
7
8
9

Va,b,c € R(ab > 0) & [(a > 0)a >0)va<0)ad < 0)]

. Ya,b,c € R(ab < 0) & [(a > 0)Aab <0)v(a<0a > 0)]
. Va,b € R(a2 > 0) @ a +0
. YVa €ER(a>0) & (1/a > 0)

10.Va € R(a < 0) & (1/a < 0)

3.12. Divisores y multiplos de un numero entero

Sia,b,c € Zcumple que ¢ = a * b, entonces se puede decir que a 'y b son factores o

divisores de c. En tal caso, ¢ es multiplode a y b.

—20 es multiplo de 10 porque —20 = (—2)(10)

2 es factor o divisor de —20 porque —20 = 2(—10)




5y 7 son factores o divisores de 35, porque 35 es multiplode 5y 7.
3.12.1. Criterios de divisibilidad

Un niimero entero es divisible:

por 2, si termina en cero o en cifra par.

por 3, si la suma de sus cifras es un multiplo de 3.

por 4, si son 2 tltimas cifras son 00 o es multiplo de 4.
por 5, si termina en cero o en 5.

por 6, silo es para 2 y para 3 a la vez.

por 8, si sus tres tltimas cifras son 000 o el multiplo de 8.
por 9, si la

por 10, si termina en 0.

3.12.2. Numero Primo

Sea un numero entero positivo, es decir p > 1 es considerado primo, si y solo si sus

unicos factores son exactamente 1 y p.

P = {2,3,57,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47, ...}

3.12.3. Nimero compuesto

Un niimero entero positivo n >1 es compuesto, si y solo si no es primo. El nimero 1 no

es primo ni compuesto.

3.13. Teoremas fundamentales de la aritmética

Todo niimero compuesto se puede descomponer de manera Unica como el producto de

nimeros primos.

Ejemplo: Descomponer los ntimeros 87, 105 y 2310 en sus factores primos.




87 3 105 3
29 29 35 5 2310 2
1 7 7 1155 3
1 385 5
87 = 3 % 29 177) 7
11 11
105=3*5%7 1

2310 =23 x5x7 %11

3.14. Maximo comun divisor (MCD)

El Maximo comun divisor (M)CD de un determinado conjunto de nimeros enteros, es el

mayor entero positivo que ademas es divisor de cada uno de los nimeros del conjunto.
Ejemplo 1: Encontrar el MCD de 87, 105, 2310.

De acuerdo al ejemplo anterior se verifica que el MCD de 87, 105 y 2310 es el nimero 3.

Ejemplo 2: Encontrar el MCD de 24, 36 y 48.

24 2 284 ;
12 2 36 2
6 2 18| 2 1212
3 3 9 3 6 2
1 3 3 3 3
1 1
24=23-3 48=24.3
36=02.32

MCD =2%-3 =12

3.15. Minimo comun multiplo (MCM)

El minimo comtn multiplo mem de un conjunto de numeros enteros es el menor entero

positivo que ademas es el multiplo de cada uno de los numeros dados.

Ejemplo 1: Encontrar el mecm de 87, 105 y 2310.

87=3-29 105=3-5-7 2310=2-3-5-7-11
De los comunes el mayor ------ 3
De los no comunes todos ------ 2,5,7,11,29

Se multiplica3-2-5-7-11-29




mcm = 66990

Ejemplo 2: Encontrar el mcm de 2, 6 y 10.

0] 2
5 5
21 2 6| 2 1
1 3 3
1
) o - 3 10=2 - 5

mem=2-3-5=30

3.16. Nimeros pares e impares
a es considerado:

» NumeroPar a = 2n,n € Z

» Numero Impar < a = 2n + 1,n € Z}
Ejercicios Resueltos:

1. Dario tiene 24 dulces para repartir y Fernanda tiene 18. Si desean regalar los
dulces a sus respectivos familiares de modo que todos tengan la misma cantidad
y que sea la mayor posible. ;Cuantos dulces repartiran a cada persona? ;A

cuantos familiares regalara dulces cada uno de ellos?

El niimero de dulces que tiene que dar a cada persona debe dividir a las cantidades de
dulces. Es decir, debe ser un divisor comun de 24 y 18. Ademds como la cantidad debe

ser maxima, debe ser el mayor divisor comun.

24| 2
182 MCD=2-3=6
12 2 9 | 3
6|2 313 Por lo aue cada familiar recihira 6
313 1
1
24=23-3 18=2 - 32

Como Dario tiene 24 dulces y dara 6 dulces a cada familiar, los repartird entre 4 personas

(24/6 = 4) y como Fernanda tiene 18 dulces, los repartira entre 3 personas (18/6 = 3).




2. Encontrar el mcm y MCD de 180 y 324

180 2 324 | 2 mem =22 - 34-5=1620
90 2 162 | 2
45 3 THE MCD =22 - 32=136
15 3 27 |3
5 5 9 3 324=2%- 3*
1 3 3 180=22 - 32
1

3. Pedro y Juan comen en el mismo restaurant, pero Pedro asiste cada 20 dias y

Juan cada 38. ;Cuando volveran a encontrarse?
Suponiendo que hoy coincidieron en el restaurante, entonces
e Pedro asisti6 el dia 20, el dia 40, el dia 60.... Estos dias son multiplos de 20.
e Juan asiste el dia 38, el dia 76, el dia 114 ...que son multiplos de 38.

Ambos coincidiran nuevamente cuando asisten el mismo dia, es decir, cuando asistan un
dia que es multiplo de 20 y de 38, ademas el primer dia que coinciden es el minimo de

los multiplos comunes, por tanto, debemos calcular el mem.

20 | 2 38 2

10! 2 19 19 mem =22 - 5-19=380

> > ! Por lo tanto, volveran a encontrarse
! dentro de 380 dias.

20=2%-5 38=2-19
3.17. Leyes de los exponentes y radicales

, .. ., . n
Sea n un nimero positivos, la expresion exponencial dada por: @™ representa el producto

del numero real a multiplicada n veces por si mismo.

a™ se lee & a la enésima potencia




a=a.a.a.a4.a ... .. ...
Slghs

n factores de a

A continuacion, detallamos las siguientes leyes: Si a,0,n,m € R
1) a°=
2) a™.
3)(%

4) =

3 =

Q
N——" g

H

5) (an)m = q'm
6) (ab)" = a™b"
NG =

8) avm="Yar
9) & _

10) ¥a.¥b=%ab
1) Va = (@Vm)" = @i = () = "Va

3.18. Operaciones con niumeros reales

Esta Seccion tiene la finalidad de aplicar las reglas y propiedades para operar con nimeros
racionales. A continuacion, se realizaran algunos ejemplos donde para la resolucion se

aplican las reglas y propiedades estudiadas.
Ejemplo: Realiza las siguientes operaciones con numeros enteros

a) +(+8)—(-2)+(-5)—-(-6)+(-9) - (+5)=84+2-54+46—-9—-5=
16 —19 = =3 R/

b) —(+4) - (-9) — (+6) = (+8) = (+13) + (-15) = (-25) = —4+9 -6 —
8—13—-15+25=-46+34=-12R/

) (F)HD+(DHB)(=9) - (+F3)(2)(+) = (=2)+ (-3) =+12 +
72+ 6+2—-3=89R/




Ejemplo: Obtener los productos indicados

a) (=3)(=5)(=2) (+ g) (+ %) (+4) APLICAMOS LA LEY DE LOS SIGNOS

_ 3x5%x2x%x4 __4 R
- 3%10 N /
5+6—4(=6)+(=9)(-2)] "2,
b) [*==
30+ 24+ 18172 [72172 1 1
8 8 92 g1
2\72 571416
C) (E) * (2)2x53
5\2 16 52 16 1
—(Z - T _Eg2-1-3 _g-2 _
_<2)*4*51*53 2 4r5a53 0 =55 R/
Ejemplo: Desarrollar: —2-3{1-4+4+(-5)[3—-4-2(7-3+2)]+6}

Se desarrolla suprimiendo los paréntesis mas internos

—2-3{1-4+(-5)[3-4-2(7-3+2)] + 6}
= —2-3{1-4+(-5)[3-4—12] + 6}

=-2-3{1-4+(-5[-13]+6}=—-2-3{1-4+65+6}=—-2—3{68}
= —-206

Ejemplo: Simplificar: (1—10)_1 [(g)_l n (_1 n 2)]

- [6) + (5= 0B+ (5] =055 = 0[]

1%100

5 _ | =20 _ |20 [20 /&*5:@:5
R R jéi '

4




Ejemplo: Desarrollar:

9+ (—=3) +3(=2)(-1)5 — 12 + (-1 + 4) — (=3)2(—4)
—

Identifico los términos (sumas y restas). Se realiza primero la multiplicacion y division.

—34+30-12+3)—24=-34+30—4—-24=1 R/

Ejemplo: Desarrolla el siguiente ejercicio: [(— g) + (—4)] * [(_%) + (}6)] =

2 1 5 6\] [2 301 11 (10]=1 R
[=5) (3)|-|(=3) (-] = [zl - [5] - [ - or =1 &/
Ejemplo: Efectia las siguientes Operaciones de sumas y restas em Q.

a) —(8—2—15):
b) (83+=)-33=
c) 7§'51'(—61)—61+6§=

4 8 6

Desarrollo:

a) 20— 1—10 -8+ % = Hallamos el minimo comun multiplo (m.c.m),

descomponiendo en factores.

m.c.m
10 25 |5
5
1 1 2
20—1—8+i= _ 1000—5—400+2=59_7R/
10 25 50 50
33 1 10 6(33)-3-8(10) 198-3-80 115
b) % s 3 24 T 24 22 /
_ 15 21 49 37 55 _ 36(15)-18(21)+9(49)-12(37)+8(55) _ ﬂR
©) 24 4 8 6 9 72 72 /
Ejemplo: Desarrollar: —4 —%— g—%—%[—%—ﬂ =—4+%- —z— ;—1—12—
311 _»)2
2|32
—[(=3)* = (-1)*]* = =[9 = (-D)]* = (—10)* = —100
Entonces:

—-2+8+6—-100= —-102+14 = —-88 R/

Ejemplo: Desarrollar:




) (-3 -1 (24 o

- (5 () e E-9) -5+ 5

5 14 9 5 —-10+56—-27+5
—S4 T2 = T =2 RY
6 3 4 12 12

Ejemplo: Calcular la siguiente expresion:
3\/—1(—1)w(3)3 —V14+V9+ (=3)%/ V=27
\_\v/_/ \~__h\/,__¢/

(—D(=9) + (=2)(=2DV=-1+3 + (9)/(-3)
149+ —4+(9)+(-3)=1+54—-2-3=50R/

Ejemplo: Desarrollar: (— g) + W% +(=2) - [G - 1)_1]_3

3 6

,_3_5_16-6-5_5

48 8 8

5\ —6+5 —1 —1
SBt\_—=2_ =7 _ =72 _-6_ 1
21_5 7 5 14-5 9 18 3
376/ 376 6 6
15-8

o |un
1
W | R




215.93/

Ejemplo: Desarrollar la siguiente potencia: @
2 /2

313 16+3-13

=28_23/2 213/2: 28=2 2. =2 2 = 22223

. - G-1+
Ejemplo: Simplificar 2 — -+~
ERES
5 2
(2 1)+1_<1—4)+1_<—3)+1_ 1 — _3
3 4 4 4~ 4 )Ta” T3*17
-3 _24t6=38
S
2
3_1_6-5_ 1 8 _
5 2 10 10 1—10_80R/

484-[(3‘1)2]392

Ejemplo: Desarrollar la siguiente potencia: (1)_6
63(=
4

Descomponemos en factores las bases.

48

4
2

—
W NN ba‘ba

6
3
1
48=243 9=32 6=2x3 4= 22
(2% 3)*[(3)761(3%)3 _ 216.3%.376.36 216,34

~6 = 25 95(9-2)-6 _ 25 95 (012
(3.2)5(2_12) 35.25(272) 35,25 (212)

3713 1= ——=- R/

2131 6

— 216-5-12

34—3




6_1

1
1\ -1 2325.( 22 1
emplo: @052 _ ( ) _ 2225
Ejemplo: Desarrollar: [T =|—F| = [W]
3+5+3 11
[228+6] _ [;4 [211-14]-1 = [2-3]"1= 23 =8 R/

Ejemplo: Desarrollar:

-1

lrriied- et || ooty

[FoT0- o+ i)+ [
[ - oesmy+ s
10D - ey [ [ i

Problemas variados con numeros Racionales

. . 5 , .
a) Una calle tiene 502 metros de longitud y otra 455 metros. ;Cudntos metros tienes
las dos juntas y cuanto falta a cada una de ellas para tener 80 metros de largo?
7
R/96 —m
24
Las dos juntas tienen:

50§+45§:_1_52+3_65:1216+1095: 2311:962—74 R/

3 8 24 24

Para tener 80 metros de largo faltan:

80+50= = 80 — == =222 =

3 3

80—452 = 80 — 202 = 200 =

8 8




b) Un hombre gana mensualmente $ 200. Gasta $ 50% en alimentacion de su
familia; $ 60 en alquiler y $ 182 en otros gastos. ;Cuanto puede ahorrar

mensualmente? R/ $ 71%

Los gastos son:

2 3 452 147 3616+4320+1323 9259
502 + 60 + 185= 222 + 60+~ = =
9 8 9 8 72 72
9259 14400-9259 5141 29
20022 = =21=-7112 R
72 72 72 72

c) Se reparte una herencia entre tres personas. A la primera le correspondan $
1245,76; a la segunda el triplo de lo de la primera mas $ 56,89; a la tercera, $
76,97 menos que la suma de las otras dos. Si, ademas, se han separado $ 301,73

para gastos, /a cuanto ascendia la herencia? R/ $ 10303,90

Primera persona: = 1245,67
Segunda persona: 3(1245,67) + 56,89 = 3793,9
Tercera persona: (1245,57 +3793,9) — 76,97 = 4962,5

Gastos $ = 301,79

Total, de herencia (suma) = 10303,86 R/

Ejemplo: Reduce al indice comiin

2 Y y VT
Q) W@y Wa = Wy Wt Wy ¥ Elmem=36

R
Ejemplo: Simplifica: a) ( \/ﬁ> b) A c) 3/(&)6

Solucién:
a) ( Jﬁ)l (ﬁ)lq: (kl/z)l/2 - (k;);f = ( kl/z)R:
K

1

3 10 10\ 3 10 2
b) )5,/31/x1 — x /3:(X?)3: X15=X3= 3X2

o (W) = ()" = 2




Ejemplo: Reduce: a) 3/2.V2 b) ¥9.¥3  ¢o)V2.32.Y2

Solucién:

B T P L R CR I EORT B [ DR
’[3% 3

O VZVZUZ= 2t 22 Y8 =2t 2% 2 = 2.

NOTA: Para expresar al indice comn se obtiene el minimo comun multiplo

5 3733,
Ejemplo: Simplifica: a)% b)% ©) ‘/%.C:

Solucion:

5
Vx _ B[x3 s[5 15(1 Vab _ 13[adbd _ —
3)37;—\/;‘“ —\/; D 3= Jaa =Vab
({/E_(’lﬁ_ —1 _ 91
V= Ja= Ve = q

4
d) va3-b5-c _ a3-bS5-c 4 al bh1. C_5 — c= 4 a l _4|la
va-b3.c3 © \aZpder ) - bcat ¢ Albc

Ejemplo: Suma y Simplifica:

a) 5vVx + 3vx + 2vVx b) /(9)(8) +/(25)(2) — V2
) V18 +V50 —v2-V8  d)V27++V12++V8  e)v/50a —V18a

Solucion:

a) 5vVx +3vVx + 2v/x = 10Vx

b) J(9)(2) +/(25)(2) —V2 =3V2+5V2—v2 =v2(3+5-1)7V2

) VI8 +V50-v2-V8 = /33(2) + /52(2) — V2 — /22(2) = 3V2 +5V2 —
V2-2v2=5V2

d) V27 + V12 + 8 = /32(3) +/22(2) = 3v/3 + 2v3 + 2v2 = 5v/3 + 2V2

e) V50a —V18a =/52(2)a — 5/3%2(2)a = 5v2a — 3v2a = 2+2a




Ejemplo: Racionaliza denominadores y simplifica:

5 3 7 1 3
a) ﬁ b)ﬁ C)\/; d)ﬁ e)\/T_O
Solucion:
S5 T_sT e gy 2 VE_2V2 7 VT 7L
D ETET - DT s SRR
d)i— 1 _ 1  Ya_ VJa _+a e) 3 _ 3 _ 3 _ 302
\/a_3_1/a3(a)_aa a a(a) a2 V50  /53(2) 5vZ  (5)(2)

Ejemplo: Calcula utilizando potencias de base 2,3y 5

3\3

9 a9 v (Y e oo

Solucion:

3 3 2,923 2_1 2
1 3 1 3 24%3 24— 3 9
a) 4%-x (——) = 2 % =% (——)—— — = === —
3

2 3 23 3x23 23-2 2 2
4 -1 2 2
1 2 1 1 3 1 3 9
2 9 8 24 2 23 244143 256

Ejemplo: Saca de la raiz el factor que puedas:

a) Y16 b)4/8 ¢ V1000  d) |2

16b

Solucion:

a) Y16 = V20 = V29+2=2Y2 b)4/8=4V23 =422+ 2 =422 =82

¢) V1000 = V103 =102+ 10 = 10v10  d) /f:;ﬂ N %a\/%

42p
Ejemplo: Realiza la operacion y simplifica si es posible:

a) 4V27 + 5V6 b)\/é*\/zg ¢) \/7\/2 @ (¥12)°

Solucion:




a) 4V27 % 5v6 =4V32x3%5V2x3=20%3V3%V2*3=6V3*3 %2 =60 *
3v2 = 180v2

2[4 27 _ 22 32+3 _ 2523 1 [3 _ ,1*3_ 1,1 V2 _
b) \/;*\/;_\/:* 22x2 2 \/;*\/;_6 3*2_6\/;6\/5*\/5_3\/E
c) \/E\/g= /2*§=\/%:1

0 (V12)" = (¥22+3) = (V27+32) =2+ ¥2+9 = 2¥/18

Ejemplo: Expresa con una sola raiz

a) V& 1) V2«38 o (Va¥+¥ah) + va
Solucion:
a) ﬁ \/ s = ( 1/3) 4.1/12: li/Z R/

b) 32 %48 = 22)1/4 _V2s2Ya = ( 1/4) = 2%12 = ¥/128 R/
9 (m m) +Va = (a'lsxa"s)+a2 = ()20 + a2 = (@0 =
ol =a®fa R

O también:

15,416
e = Rem =a R

Ejemplo: Simplifica al maximo la siguiente expresion:

33/16 — 23250 + 53/54 — 43/2

33/16 — 23250 + 5354 — 432 =332% — 23/53(2) + 53/33(2) — 42 =3(2)V2 -
20)¥2+53)¥2-4Y2=7V2 R/

Ejemplo: Racionaliza y simplifica:

2V3—V2 2V3+2 1 3V6+2V2
2) D T Ymm Ve

Solucion:

) 2V3-V2 _ 2V3-V2 _ 2V3-V2 _ (2V3-/2) V2 _ 2V6-2 _ 2(J6-1) _ V6-1

Vis [2(32)  3V2Z  3V2 v2© 32 6 3
2V3+V2 _ 2V3+V2 _ 2V3+V2  [3 _ 6+V6 Ve
b) = EE T s i e Tlty W




11 (V3+/5) _ v3+V5 _ V3+V5
© 20345 2035 (3R  2(3-5) -4 R/
) 3V6+2v2 ,3V3-2 _ 9V18-6v6+61/6—4V2 _ 27V2-42 _ 23V2 —VZ= R/
3V3+2 3V3-2 9(3)-4 23 23

2

. . . . 3
Ejemplo: Racionaliza y efectua: NN

3 2 3(V3+V2)-2(V3—v2) _ 3V3+3v2-2V3+2V2 _
Bz iz ()W) 32 =V3+5V2 R/

Ejemplo: Opera y simplifica:

1 + L
V3 V3
1- 1+
1+V3 1-+3
1 + L
V3 V3
1- 1+—
1+vV3 1-+3
1 1
=1+v3+1-vV3=2 R/
__1+V3-V3  1-V3+43
1++3 1-+3

Ejemplo: Efectia las siguientes operaciones y simplifica:

a) 11 b) 7 1 1
VZ-1  V2+1 3-Vz 3-v2 23
Solucion:
11 (V2+1)-(V2-1) _ V241241 _ 2
D Fa TV () - 1
7 1 1 7(3+Vz)  V3+V2 | 243 _ 7(3+V2) _
b) 3VZ V32 23 9-2 sz T4 = 7 V3-vV2+2+

V3=34vV2—-V3-V2+2+V3=5 R/

3.19. Ejercicios propuestos de numeros reales

1. Indique si las siguientes afirmaciones son VERDADERAS O FALSAS

a) 1000EN f) V216 €z

b) 5.41€z ) 2.14.14.14 € Q
c) 3.14€Q h) -5/6 ¢ Q

d) O€z i) 500.1 ¢ N

e) 3/5€m

2. Usando los signos: ¢ (contenido), ZN(no contenido) llene los espacios en
blanco de manera que se obtenga una proposicion verdadera.
a) N Z e)Q TH ) CNN Z
b)Q__ N f) m N




c)
d)

C T g ZNN__ {0}
z Q hQuz Z

. Explica si estas frases son verdaderas o falsas:

a)
b)
c)
d)
€)
f)
g
h)
)
i),

Todo niimero entero es racional

Hay numeros irracionales que son enteros

Todo ntimero irracional es real

Algunos numeros enteros son naturales

Hay ntimeros decimales que no pueden ser expresados como una fraccion
Todos los nimeros decimales son racionales

Entre dos nimeros enteros hay que siempre otro nimero entero

Entre dos niimeros racionales siempre hay infinitos nimeros racionales
Entre dos niimeros racionales hay infinitos nimeros irracionales

Los nimeros racionales llenan la recta.

. Calcule las siguientes expresiones

a)
b)
c)
d)
e)

f)

_(-257) — (-345) - (+727) — (+512) + (-831) — (-1052)
(+428) — (+513) — (-814) +(-526) — (-725) + (+205)
A3+ {5 [2(3-1) + ()] = (-6 + 1 -3)}-5

348 (3)+4-[3-(4+T-5+1)2+3(-1)]-9
3-HF2F)ED-CIHEED(2)-2 ( 3)

(-2 - (=37 + [~V + [ + &

. Calcule las siguientes expresiones

a)
b)

c)

-8: (1 —3)3 (=2)3+V=3V=-12 — [(—3)2—(-1)3]?

(~4+ 120 = [~ [(-2)2 + (3% ~ [2(-5)]

V(=320) + 10 — /(=25)(=36) — {/27(—-64) +~ (-1 +9)

. Simplificar las siguientes expresiones

(VB) " -2+ (V8) =2

G240 (-3 + ) (2-2x2) = (-2+1) +55;
ErRe
oL,

T
1 3
1253+1_§ 1+( 1) )
5 5
“3t2




0,25-3

() WEe ()7
£ —x 2
iy %_ (-10-1)3
-0,75+(-1)®

1,222....+(4—§)+m

1 4
(2,66...—1,6)(0,8080....—0,4....+H) /13+3

7. Calcular las siguientes expresiones

o) NNEEIZL - [2 - 3BT + |78 16 - Ver

g.

0 G- -7 -() s 2meri-cvn
9 (25- 21 -
9 ()R -3+ (D =69+

1 1
-
1+} 1_§
i 1 1 -2 1 1 -1
) (c15-3) +(G+) _(L)2+(_1)_3
é(—4-5)+(—0.1)-1 V7
n-1/ 143 —
) (=) 121
" I( 4)1( f)-f +'1-2| +7|-23025
(57
i 0,5—0,75+%(\/§5_§)_3
-2
(1—l0,5) 3-3%
8. Calcular
1 1 x , .
a) x—i 'E::%x_g—z}x b) - a1 +1 a :
x+l x x—-1 T "
3 a?+—2, a?-_a_
a+E a_a

1 = E‘ .
9. Sia= "k calcular:

a) V1 —a? ¢) 2ab

1+b
ANFy
L1 1
10. Slb—\/gh/iyc NN
a) Deduzca que b también puede escribirse como \;—3—\;

b) Calculea® =b?+c?>—bc y a?+b?




11. Comprueba, usando las propiedades de los radicales que

V6 +vV27 .6 ++27 esiguala3.

12. Efectua las siguientes operaciones y simplifica:

1 1 5 2 42
R ) Gt TemE T v
7 1 1
b ZF vt

13. Calcular
a) V1,7 ........ b) Vv1,3........ (decimales
periddicos)

14. Calcular

-1

- b) ||+ (037%x0,35)
a) |1-0,111.......+ =
. 3 3\21 7\71
15. Comprueba sin calculadora que (E - Z) (5 — 5) +4=0
16. Simplifica, utilizando las leyes de los exponentes (potencias)
3625452 152x871
93x43x5 C) 61%102
34x16%x971 a~3p~4c7
b) To-1.35 d) a—5h2c-1
17. Racionaliza denominadores y simplifica cuando puedas
L Va+/y 2, r L1
a) V2+1 d) Vx—y g) V2 + V2-1 + V2-1
1 1
x+y 1 h) _ + —
Y 5 ©) A VE-Vy | VAV
a—-1
c) 3v2+2v3
Va-1 f) 3v2-2v3
18. Reduce
V32 V9 V16 Y729
Q) & ® % ) = R
19. Racionaliza los denominadores y simplifica
2v3 2 V2-1 3 V7243328
a) T b ¢) ) 75 ¢) AT

20. Compré tres sombreros a $2§ cada uno; 6 camisas a $3% cada una. Si doy
para cobrar un billete de $50. ; Cuanto me devuelven?

21. Si de una soga de 40 metros de longitud se cortan tres partes iguales de 5 ;
metros de longitud, ;Cuanto falta a lo que queda para tener 31% metros?

22. Compré 16 caballos a $80§ cada uno y los vendi a 91%cada uno. ;Cuanto

gané?




23.

24.

25.

26.

29.

30.

Un muchacho que tiene $0,60 quiere reunir $3,75. Pide a su padre $1,75 y
este le da 17 centavos menos de lo que pide; a un hermano 30 centavos y este
le da 15 centavos mas de lo que le pide. ;Cuanto le falta pata obtener lo que
desea?

Pedro adquiere cierto numero de libros por $46,68. Si hubiera comprado 4
mas le habrian costado $77,80. ;Cuantos libros habrian comprado y cuanto
ganara si cada libro lo vende por $9,63?

Cual es el numero que si se multiplica por 4; si este producto se divide por 6;
al cociente se le afiade 18 y a este sema se resta 6, se obtiene 12,002?
Expresa los siguientes radicales como potencias de exponentes fraccionarios
y simplifica

3 1
W b) E c) 4\/?
Vx
. Calcula utilizando potencias de base 2,3y 5
(57 (=8)*(=9)* py (C3071as?
152204 ) 103
. Saca de la raiz el factor que puedas
3 3 2
V8a b) i+é o) (11_2 d) vda*+4 o) g+%
Saca de la raiz el factor que puedas
3 s/a=7 . V3a 2 8 , 1 |8
a) 7v8la —2V3a*+— b) [F—4|—+> |=
5 5 125 = 34/45
Racionaliza y deja en la minima expresion
a) 3 V7-V5  V7+/5
VE-2 ) s T Vv
b) 2v/5+3 d) R ikl

V6 | \6+3v2 3




CAPITULO IV: CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE
ALGEBRA

4.1. Definicion de algebra

El término 4lgebra viene del arabe a-jebr w ‘al-muqabalah, que significa transposicion
y eliminacién. El termino para adecuado si consideramos que el algebra es una de las
matematicas que se encarga de resolver las ecuaciones y ello pasa por algunas series de
simplificaciones en base e eliminacion. Al inicio de la historia del algebra fue importante
la participacion de los egipcios y babildnicos, los cuales resolvieron las primeras

ecuaciones lineales y algunas cuadraticas.

La mayoria de las ocasiones la solucion puede ser representada mediante simbolos o letras
que representa nimeros que pertenecen al conjunto de los nimeros reales. Al tener una
agrupacion de variables y nimeros reales, obtenemos una expresion algebraica al aplicar

sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, potencias o extraccion de raices.

4.2. Expresiones algebraicas

Una expresion algebraica es una combinacion de numeros y letras sometidos a las
operaciones de suma, resta, multiplicacion, division, potenciacién y radiacion, que

cumplen las mismas reglas que con los nimeros.
Ejemplo: 3x%+6xy-3y?

Un término es una combinacion de numeros y simbolos (que representan nimeros)
unidos por las operaciones elementales como la suma, restas, multiplicaciones o

divisiones. Unos términos con otro término se separan por las operaciones de suma y

resta.
15a%b3c? } 00m7n31? +\ 2m°n*n | -3x2viz3
\_Y_} Y . \_Y_}
término término término término

Ejemplo: 9x°y ,—8x% /y son términos de una expresion algebraica.




Cada término tiene el coeficiente numérico y el factor literal. Un coeficiente, es por lo

general un ntimero y se le llama coeficiente numérico.

15 a’b’¢® -5 x2y3z*
Li Factor &ﬁ;—’ Factor
literal ) literal
Coeficiente Coeficiente
numérico numerico
Expresion términos Coeficientes
algebraica
3x%+6xy-3y? 2x? 2
6xy 6
-3y? -3
4xy+1 4xy 4
1 Por ser tnico elemento no
tiene otro coeficiente
ax? + bx + ¢ 3 términos En este caso a, by ¢ son

coeficiente literales de la
expresion algebraica
Tabla No. 16. Tabla de componentes de expresiones algebraicas

Se considera términos semejantes aquellos términos que se diferencian de su coeficiente

numérico. E este caso los términos de pueden reducir a un solo termino. Por ejemplo:

2

, . . 5 ., x
4x%y es un término semejante a = yx? y también a 2;

Si sustituimos las variables por numeros reales especificos en una expresion algebraica,
el nimero que resulte se llama valor numérico de la expresion para tales nimeros. Méas

adelante explicaremos en detalle este concepto.

Otros ejemplos de expresiones algebraicas:

2 5
a)x +10x+m

3xy+(3/x%)

T

4.3. Propiedades de las fracciones

Una fraccion de la forma % esun Q, en el que ay b son Z, b #0. Luego si se considera

que b # 0, c # 0, d # 0 se cumple que:




—
~
o
Il
Qla
N——
I
~
5]
Q.
Il
oy
(@]
—

ii.

a
E bc
a C ad+bc
- (E + 5) " bd
. a_c__ ac
1v. E X a = ﬁ
a
v. b= ;—i
d

Ejercicios

1. Simplificar

1 1 1 1 3
Lov1 241 241 3205
1_}_1 3 3 3
2 2
2. Simplificar
) 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1
+ 1 =1+ 1 =1+ 1 =1+ 1
-1 e 1 =T = I=x—17x
1_1 x—1 x—1 x—1
X X
=1 —1 =1 —1 =1 !
P S Tt Ul St Bt
2x—1 2x—1 2x—1
x—1
1 2x—1 x+2x—1 3x-1
=1+—p—=1+ = =
X X X X
2x—1
3. Simplificar
X y xG-y)-ykx+y) x*-—xy-—xy—y?
Xty x—-y__ @x+p&-y») __G+»NE-y)
f n _{ Cax(x+y)+y(x—y) x2+xy+xy—y?
Xx—y y (x=y)(x+y) (x+y)(x—y)

(P =2y -y +)(x—y)  x?—2xy—y?
S+ 2xy —yD (Y (x—y) X2+ 2xy — y?




4. Simplificar

1,1 x+1
§+Er y+1 Xy y+1 x+1 xy+x
+ —-1= + -1= + —
1 1 xy+1 xy+1 xy+1 xy+1
1+ y+2
Xy X Xy X
_x+l+xy+x—xy—-1  2x
B xy+1 Cxy+1

5. Simplificar

u u
“_1+g U=vFu v u?® +uv—uv u? "
vV _ v YT u+v _ u+v _utv_uw@+v) u
W W VW T uwtvw—vw  UW T a4 v)  w
W UY.1 i utv W utv u+v u+v ( )

\%

4.4. Propiedades de los Exponentes

Una Potencia es una forma abreviada de escribir una multiplicacion en que se repite un

mismo factor en cierto nimero de veces:

n veces

a™: es la potencia a: es la base n: es el exponente

Si el exponente es un nuimero fraccionario tenemos una expresion algebraica con

racionales. Esto es: 41/2 = V4 = 2
43/2 = V43 = V64 = 8
1251/3 = 3v125 3v53 = (53)1/3 = 53/3 = 5

Para simplificar expresiones que poseen exponentes, se siguen las siguientes leyes: Sean

a0,b#0,n+0ym=0.
i. anam —_ an+m

. —=

iii. a"b™ = (ab)"

. al a\"
1V. — =\
v m5=0)




vi —=a™nm
vii. a’=1

Ejemplos:

1. Simplificar

P 3
4P x 273 X 125P x 62P  22P x BTp X 53P x 22P32p

p 38 - 3 2(3
83 x92 x 103pP Z% X 3 (zp) X 23P53p

22P x 3P x 53P x 22P32pP
~ 7 2P x 33P x 23P53p

24P % 33P x 53p

T 24P x 33D x 53P

2. Simplificar

(an+1)2x3—n 4x2n+2y¢3-n 4X(2n+2)+(3—n) 4Xn+5

x2(n+1)(xn)2 T x2n+2y2n T ¢2n+2+2n :X4n+2 = 4x 7303

3. Simplificar
(6xH)2  672x8  672x®  62x78(8) x78*10(8) 2
<x_2‘/5>2 xS(22 | x2  x© 3 9
= T —2, —2 6
V16) (B (V2)

4. Simplificar
1

AN = 1
<3V\/%>5 * :/%: <(23a3)%)§ +<il>n_ = (2%a®)5 + i:i

an an n—-1
1
an-1 (L_ ;)
=2a+ — =2a+an-t nh-1
an(n-1)
n-—1
= 2a+ an(-1

1
=2a+an=2a+4a




5. Simplificar
a%c? . b3%c? ac ' <ab be
b "\ a b%2)] \c¢z° az)
a?b? [ [/a?c? as
= +cd )+ |=
) ()

_azb2 a’c? 1 c3 _azb2 _ cz_azb2 ab_a3b3_ ab\®
T oc b ¢3 a3/l ¢ “ab ¢ ¢z 3 _<c)

6. Simplificar

a%b?

C

_a2b2 azcz. ;) . (ab a®
T oc b %)\ be

-1

3 1 1.2 _1
27 1a~1p? 8b3 13 (3%a)3b"3 (2%) 3b7!
1y 3 27a-3 - 1 5 + _1
<3a§) b5 3a3b 3 (33) " 3a
b_z+§ 2-1p-1
= 33
+ 3713
_bil 3 b 3 2ab®+3
N 2ab 2ab  2ab

7. Simplificar
(+3) (c-3) ("R (G (e

N G CED R (CERREEDD
xy+ 1" (xy — 1"

_ y™m*n _ Gy + DMy —Dxm
Ty + DM (xy - 1)m (xy + D)™ (xy — 1)nym+n
Xm+n
Xm+n x\ m+n
= ym+n = <§)

4.5. Racionalizacion

El proceso de racionalizar el denominador de una fraccion es convertir una fraccion cuyo
denominador es irracional en una fraccion equivalente, cuyo denominador sea racional.
Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fraccion, desaparece todo signo

racional del denominador.

. . L2
Ejemplo: Racionalizar la expresion —

NE]




2 B2 _2E 2 o
BB WA e
Ejemplo: Racionalizar \/71 73
1 V7443 V7 ++3 V7+43 1
- = - — LT3
V7-V3 V7443 (v7) = (v3) 73 (V7 +V3)
Ejemplo : Racionalizar %f;_i/;

1 3y, 1

1 3y, 1 1 3 13
4 4 — — = el = el
Vx2 —Vx6 Vx—1 (XZ X2)<X2 1) X—XZ—X24+x2 xX—Xx2—-x24x2

X+l Vx=1 (yx)' 12 x—1 x—1

_x(l—x)—x%(l—x)_(1—x)(x—x%)_ (1—X)(X—X%)
a x—1 T —(1-x  (1-x

=—<X—X%)=—X+\/§

8
2—/2

. . . 1
Ejemplo Racionalizar P

10 1-v8 8 2++v2 10(1-v3) 8(2++v2) 10-10V3 16+8V2

1+v3 1-vV3 2-+v2 2442 1-3 4-2 —2 2
_ —10+10vV3-16-8V2 —26—8V2+10v3
B 2 B 2
2(-13 - 4V2+5V3
_ 2 5 )=—13—4\/§+5\/§
. ) . . 1
Ejemplo: Racionalizar ERT

1 () -VAE+ (B Va-Ve+Ve Va-V6+i 1, L,
Vs (B Ve (V) (G 2er sl Verdd)




4.6. Clasificacion de las expresiones algebraicas

Monomio en x es una expresion de la forma ax™ en donde a es un nimero real y n es un

entero no negativo. Ejemplo: —2x°

Un binomio es una suma de dos monomios (dos términos). Ejemplo: 4 /3% -5

Y un trinomio, una suma de tres monomios. Ejemplos: x? + 2x — 3;
(a+1D)x?+x-5

Un polinomio en x es una suma algebraica de la forma

En donde n es un entero no negativo y cada coeficiente a; es un nimeroreal. Si a, #

0 podemos decir que el polinomio es de grado n. Cada expresion A, ke €S UN término del

polinomio. El grado del polinomio es la potencia mas alta de x.

Definimos como coeficiente principal del polinomio al coeficiente aj, de la potencia mas

alta de x.

Termino independiente es el término que no tiene letras.

Ejemplo Coeficiente Principal Grado
4x5 +3x> - 7x +8 4 5
x°+(-2)x+5 1 9
16 16 0

Tabla No. 17. Tabla de coeficientes principal y grado de expresiones algebraicas

4.7. Valor numérico de expresiones algebraicas

Si a cualquier expresion algebraica, ya sea monomio o polinomio, tal como: 4x2y, se le
atribuye valores a x = %4 ya y = —8; reemplazando estas letras en la expresion se

tiene:




Se puede decir que -2 es el valor numérico de la expresion 4x?y para valores de x =
1/4 e y = —8. Es claro que si la expresion se le atribuyen otros valores a x e y; el valor

numérico sera diferente.

m=1
Ejemplos: Hallar el valor numérico de la expresion: para Z z g
y=-1
%mzn
3
7y3yZ
Reemplazamos los valores:
1 5
s 5z 11
3 3 24 12
@12 6.1 F
Hallar el valor numérico de: %j%ac; Para:a=2;b=-22;c =36

\[( 22)+)(-22)%-4(2(36)) \/22+m \/22+\/F 2414 _ 5 _ 3R/

2(2) 4

2
Hallar el valor numérico de: > (1 —=+%); para: B= i; h = E; a=: y A= 2
3 A AZ 13 5 2

8 3 1 (1)? (8)(3) 1
35, 2.8 \_me(, 3.1\__®® 3 9
—L 4t )= 1—-—+2]= 1——+—
3 2 2 3 447 13)5B)RB) 4 16
3 (3) 9
8 (16—12+19)_ 8 <13)_ 1
~13(5) 16 ~13(5)\16/ 10
Hallar el valor numérico de: ———————: Para c= 500 r= 0,1 y t=3

(a+r)[@a+r)t-1]°

5000(0,1) _ 500 _ 500 500 500
(14+0,1)[(1+0,1)3-1] = (1, D[(1,1)3-1] = (1,1)[1,331-1]  (1,1)[0,331] _ 0,3641

= 1373,25 R/




4.8. Operaciones con polinomios

Un polinomio en x es una expresion algebraica obtenida empleando tnicamente sumas,
restas y multiplicaciones que deben incluir x. si la expresion algebraica incluye divisiones

o raices que incluyen al variable x; entonces no es polinomio.

Ejemplo de no polinomios

2 x+1 Vx + 3 + 5x2
;+5x—3 x—2

Denotaremos por N al conjunto de los nimeros naturales incluido el cero. Es decir N =

{0,1,2,34, ... ... ... ,M ....... }. Un polinomio en la variable x es una expresion de la forma

p(x) = apx™ + ap_x™ 1+ - Lagx + ag
Donden € Nya; e R paraj =1, 2,....,n.
Sia,, # 0,n se llama el grado del polinomio y se denota: N = grad(p(x))

Losreales aj,paraj = 1,2, ... ... ,n, se denominan los coeficientes. El polinomio que tiene

todos sus coeficientes igual a cero se denomina el polinomio 0.
Sean los polinomios:
p(x) = A x"+ an—lxn_1+........+a1x + Qo
q(x) = bmxm"' bm—lxm_1+........+b1x + bo
Con a, #0 y by, # 0;son iguales si solamente si n =m y a; =b;. Vj =
0,1, .....,n = m; los polinomios se pueden sumar, multiplicar per un real y multiplicarse

entre ellos segun las reglas que Ud. Conoce

4.8.1. Suma y Resta de polinomios

Para sumar o restar polinomios primeramente hay que identificar los términos semejantes

y luego stimanos o restamos los coeficientes de los términos semejantes.

Ejemplo: Suma (x3 + 2x2 — 5x + 7) + (4x3 — 5x% + 3)




Ejemplo: Suma los siguientes polinomios:

7x + 3x3 + 4xy + y?;20x — 5y3 + 10x%y — y?%; 5xy + y?

Ordenemos los polinomios

3y +y? +4xy L7y
-5y —y? +10x2  +20x
+y? —5x

Ejemplo: Dela—3b+-c—2restar -b—2c——~a— 0,2
6 5 5 3 9

Al segundo polinomio de cambiamos el signo a todos sus términos porque dice restar:

D i 3b4 e 2
6% 5°¢

11,2 2
9475”319

Ejemplo: Restar 4x? —3x + 5 de 6x% + 2x — 5

Al primer polinomio de cabiamos el signo a todos sus términos

porque dice restar:

6x>+2x—75
_=4x%+3x-=5_.
2x% 4+ 5x —10

Ejemplo: Hallar la diferencia: (x> + 2x2 — 5x + 7) — (4x3 — 5x% + 3)

Procedemos a eliminar los paréntesis aplicando la ley de los signos = x3 + 2x2 — 5x +
7 — 4x3 + 5x2 — 3; ahora sumamos algebraicamente términos semejantes:

= —3x3 4+ 7x%> —5x+ 4 R//
Ejemplo: Simplificar  (8x°> — 6x°% — 7x3 + 4x* — 3x + 6 — x%) + (9x® — 3x% +

2x% —4x +x*—7) — (7x° +3x* —3x3 +3x> —x —5)

Tenemos una suma y resta combinada. Ordenamos lo polinomios y ubicamos términos

semejantes uno debajo del otro.




—6x° +8x° +4x* —7x3—x>—-3x+6 Se cambi6 los
9x© +x*—3x3+2x2—4x—-7

—7x%> —3x*+3x3—-3x>+x+5
+3x° + x5 + 2x* — 7x3 — 2x? — 6x + 4 «— polinomio

signos de este

4.8.2. Signos de agrupacion

Los signos de agrupacion son de tres clases: el paréntesis curvo (), el corchete [ ]y

las llaves { }

1. Para suprimir signos de agrupacion precedidos por el signo + se deja el mismo
signo que tengan las cantidades que se hallan dentro de €l.
ii.  Para suprimir signos de agrupacion precedidos por el signo — se cambian el signo

de cada una de las cantidades que se hallan dentro de ¢él.

Importante: Cuando unos signos de agrupacion estan incluidos dentro de otros, se

suprime uno en cada paso empezando por el mas interior.

Ejemplo: Simplificar 2a — (—4a + b) —{—[4a+ (b—a) — (-b+ a)] }
Empezamos suprimiendo los paréntesis mas interiores:

2a — (—4a+b) —{-[4a+(b—a)— (-b+a)]}

2a — (—4a+b)—{+4a—-b+a—-b+a}
2a—(—4a+b)—4a+b—a+b—a
2a+4a—-b—-4a+b—a+b—-a= b R/

Ejemplo: Simplificar

—{3x +y—2[8x —3y — (3x% + y3) + (3x%—y? + 5x)] — 8x} + 6x
—{3x+y—2[8x —3y — 3x? + y3 + 3x%2—y? 4+ 5x] — 8x} + 6x
—{3x +y —2[13x — 3y—2y?] — 8x} + 6x
—{3x+y —26x + 6y + 4y? + 8x} + 6x
—3x+y—26x+ 6y +4y? +8x — 6x = 4y?> — 7y + 37x R/

Ejemplo: Sumar A + B+C, si

A=19x% — (B3x3+8x2—7x) + 6 — 7x*
B=8x%+ ax3® —19x? — (7x — 6)
C=—{7x%+ (3x> — 2x*) — (3x% + x) — 5}




Vamos a suprimir los paréntesis, ordenamos los polinomios y los ubicamos términos

semejantes un debajo del otro.

A=19x>—3x3 —8x?2 +7x + 6 — 7x*
B=8x%+ax3—19x2—-7x—6

=—7x6—(Bx>—2xH) + Bx2+x)+5
C=-7x%—3x°>—2x* + 3x% + x + 5. Entonces A+B+C, es:

19x5 — 7x* —3x3 —8x2+7x+6
8x° +ax® —19x%>—-7x—6
—7x% —3x°> —2x* +3x24+x+5

Introducir los ultimos términos en un paréntesis precedido de signo negativo

a)x?—x+3x—y+5
b)a? — b? — c? — d?
c) b? —c? —d? + a?

El signo negativo fuera del paréntesis, hace cambiar de los términos que estan adentro
a)x?—x—(-3x+y-5)

b) a? — (b% + ¢? + d?)
c)b? —(c?+d?—a?

4.8.3. Multiplicacion de monomios

Si se multiplica monomios, que representan dos términos, y los mismos tiene bases
iguales, entonces se debe sumar los exponentes de dichas bases, si no lo son se deja

indicada la multiplicacion.

Ejemplo: Multiplicar axy con bxyz
= (axy)(bxyz) = axybxyz = ax't1y*lbz = abx?y?z

Se multiplica monomios los coeficientes numéricos y se suman los exponentes

4.8.4. Multiplicacion de un monomio por un polinomio

Para efectuar un producto de un monomio por un polinomio se aplica la propiedad

Distributiva multiplicando el monomio por cada uno de los términos del polinomio.




Ejemplo: Efectuar el siguiente producto (—3y2)(y® —y%2 +y +7)
(=3y)H°* —y*+y+7) =
= (=3y) ) + (=3y)(=yH) + (=3yD)(y )+ (=3yDHD)
— _3y2+3 + 3y4 _ 3y2+1 _ 21y2
= —3yS + 3y* — 3y% — 21y2R/

4.8.5. Multiplicacion de polinomios

Ejemplo: Efectuar la multiplicacién: (% x?—0,7xy + % yz) (x - % y)

Me¢étodo 1 listamos los polinomios y enseguida la multiplicamos, dejando espacios para

las potencias de x que tengan coeficiente 0:

3, 7 1
5% T10 TV

1
X Zy
3 7 1
a2 A2 a2
T AP

3 7 1

A2 _ 2 _ .3
R T R T S S
3 10 17 1
_ A3 N2 _ 2 _ .3
5% T T T Y
3 17 1
_ A3 N2 _ 2 _ 4,3
5x Xy +20xy 4y R/

Ejemplo: Multiplicar: (x* — 3x3 + 2x2 — 1)(x3 — 2x2 + x — 3)

x*—3x34+2x% -1

x3—2x24+x-3

x7 — 3x% + 2x° —x3
—2x° + 6x° — 4x* + 2x2
x® — 3x* + 2x3 - X
—3x* +9x3 — 6 x2 +3

x7 —5x%+9x> —10x* + 10x3 —4x2—x+3
Ejemplo: Halla el producto (4x + 5) (3x — 2)

Me¢étodo 2: Podemos aplicar la propiedad distributiva:




(4x+5)(Bx—2) = (4x)(Bx) + (4x)(-2) + (5)3Bx) + 5)(—2)
=12x% —8x + 15x — 10
=12x%2+7x—10

4.8.6. Division de monomios

Recordemos la siguiente propiedad: Si a € R (Numeros reales) y a # 0,n y m enteros

.. ca  am
positivos, Entonces: — = a

- . . e .. a5 a3
Ejemplo: Efectuar las siguientes divisiones —; —
a a
5
a _ 5-3 _ 42
a) S= a7 =a
a’® 3-5 -2
b) S=aT=a
Ejemplo: Dividir —60x”y1%z3 por 3x3y~3
_60x7 1023 _ e
3y_3 = —20x73y10 (-3),3 —— —20xty13z3 R/
3x3y
4.8.7. Division de un polinomio para un monomio

El polinomio esta compuesto por dos 0 mas monomios, y recordando el axioma de los
, a b a+b
nimeros reales —to=—, el problema puede ser expresado como la suma de

divisiones de un monomio por otro.

3udv*—2uv?+(u?v?)?

Ejemplo: Dividir: 32
3udvt — 2ubv? + (W?v?)?  3udvt 2utv? utvt
udv? T W udn? +u3v2
= 3v?% — 2u? + u2
. e o g AM+abM a5
Ejemplo: Dividir: —————

a2

am + arph™ + a5n am™ atpm aSn - P -
3 7 3 + — =a +a b™+a
a a a a

4.8.8. Division de polinomios

Proceso: Para la division de polinomios se puede proceder con el siguiente método:




a) Para dividir polinomios normalmente se ordena los polinomios en forma
descendente. Se deja espacios en blanco si no existe algin término dentro de la
ordenacion establecida.

b) Se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor, y
obtenemos el primer término del cociente, (Division de monomios)

c) Se multiplica el primer término del cociente por todos y cada uno de los términos
del divisor.

d) Este resultado se coloca bajo del dividendo, con signos contrarios al que tienen.

e) Se reducen términos semejantes y el resultado se denomina residuo

f) Siel grado del residuo es igual o mayor que el divisor, se repite el proceso anterior,
hasta que sea menor el grado del divisor.

Ejemplo: Efectuar la siguiente division (x3 + x? — 14x + 6) + (x — 3)

x3+x?2—14x+6 | x—3
—x3 + 3x? x?+4x -2 R/
4x? — 14x
—4x% + 12x
—2x+6
2x — 6

Como vemos que la division es exacta.

. . ., . ) . 1 5
Ejemplo: Efectuar la siguiente division de coeficientes fraccionarios: (; x3 — gxzy —

345.,02) (1,32 )
yr Ay ) ’ (4 x=3y
Primero se debe ordenar el polinomio en forma descendente en x;, dejando espacios en

blanco en los términos que hacen falta.

%x3—gx2y+§xy2—y3 ix—%y
11—6x3—§x2y ixz—xy+§y2
—%xzy +gxy2
—%xzy —;xy2
%xyz _y3

1z
—xy?—y




Algunas operaciones:

4.9. Productos notables

Son productos especiales de uso comun, y evita realizar multiplicaciones de algunos
factores. Ayuda a realizar calculos més rapidos, pero si los tiene presente siempre. Por

favor es recomendable que los memorice y son de mucha utilidad para la factorizacion.

a) a(c+d)=ac+ad

b) (a+ b)(a—b) = a? — b?

c) (a+b)?=a?+2ab + b?

d) (a—b)?=a?—2ab + b?

e) (x+a)(x—b)=x%2+(a+b)x+ab

f) (ax + b)(cx +d) = acx? + (ad + bc)x + bd

g) (a+b)®=a®+3a%b +3ab?+ b3

h) (a—b)3 =a®—-3a?b + 3ab? — b3

i) (a+b)(@a*—ab+b?) =ad+b3

i) (@a—b)(a*+ab+b?) =a®-b3

k) (a+b+c)?= a?+b?+c?+ 2ab + 2ac + 2bc

) (a—b)(@vt+a™"2b+a™3b% —-....4+b" 1) = a™ — b™V n natural
m) (a+b)(@> ! —a"2b+a™3p%? — ... +b" ) =a +

b™V n natural impar

Ejemplo: Escribir por simple inspeccion, el resultado de los siguientes productos:

(3ab — 5a?)? = (3ab)? — 2(3ab)(5x?) + (5x2)?
= 9a%b? — 30abx? + 25x*

“Cuadrado del primero, menos el duplo del primero por el segundo més cuadrado del
segundo”

a-1)A+2a)—2a-1)Ra+1)=4a%>-1

“Producto de la suma por la diferencia: cuadrado del primero menos cuadrado de la
segunda cantidad”.
(3x + 2y)2(3x — 2y)* = [(3x + 2y)(Bx — 2y)]* = [9x* — 4y?*]?

= (9x2)? — 2(9x*) (4y*) + (4y*)? = 81x* — 54x*y* + 16y*




Combinacién de los dos ejemplos anteriores:

n+3)(n—5) =n%2-2n-15

“Producto de la forma (x + a)(x + b): se eleva al cuadrado n, luego se suma

algebraicamente 3 + (—5) = —2, el ultimo se obtiene de multiplicar (3 ) (—=5) =
—15”
(a+2)(a—-3)a—-2)a+3)=(a+2)(a—2)(a—3)(a+3)=a?—13a*+ 36

“Producto de la suma por la diferencia y producto de la forma (x + a)(x + b): "
4.10. Factorizacion

Anteriormente hemos visto que los nimeros racionales se pueden factorar, es decir, se

puede expresar como el producto de algunos factores.

Como ejemplo, se puede decir que 14, tiene como divisiones el 2 y el 7, es decir 14 =

2 x,y x = 7, Asi mismo ocurre con los polinomios o expresiones algebraicas.

La factorizacién es importante en el algebra. No solo permite expresar un polinomio
como un producto de factores también ayuda a: simplificar expresiones racionales,
efectuar operaciones (suma, resta, multiplicacion y division) de expresiones racionales y
resolver ecuaciones que contienen expresiones racionales, ecuaciones e inecuaciones
cuadraticas. Entonces factorizar un polinomio, significa transformar un polinomio en un

producto de expresiones algebraicas o polinomios irreductibles.

Es importante sefialar que no todos los polinomios se pueden factorar; y que el factorar

los polinomios es mucho mas completo que el proceso de factorizacion de numeros.
4.11. Caso de factorizacion
4.11.1.  Factor comun monomio

El maximo factor comun de un polinomio es el producto de factores que aparecen en cada

término y cada uno elevado al exponente mas pequeno.
Procedimiento:
1° Paso: Buscamos el factor comun (que debe ser el mayor posible)

2° Paso: Se expresa el polinomio dado como el producto del factor comun por el

polinomio que resulta de dividir el polinomio dado por el factor comun




Ejemplo: Factorar 4a® + 2ab?

Se puede ver claramente que en cada termino se repite la a y la b; ademéas que 2 divide a

4 y a 2 en los coeficientes numéricos del polinomio; por lo tanto, factor comun es 2ab
Ejemplo: Factorar: 3xby — 9xa
En este caso el factor comun de las letras es la x; de los nimeros es el 3.
3x(by — 3a)
Ejemplo: Factorar: 24a’xy? — 36a’y*

El factor comun de las letras es xy?, y de los nimeros es 12. El 12 es el factor mayor

que divide exactamente a 24 y 36:
12xy?(2a? — 3xy?)
Ejemplo: Factorar a?° — a'® + a2 — a® + a® + a?

Todos los términos tienen la a y el mayor exponente es 2, por lo tanto el factor comun es

a?:

20 _ 16

a a® +a% —-a®+a®+a®=a*@® -a* +a%—-a®+a®+ DR/

Ejemplo: Factorar 14x2y? — 28x3 + 56x*
El factor comun de las letras es x3, de los numeros es 14.
14x2(y? — 2x + 4x*) =R//
Ejemplo: Factorar 4x%z — 6xz? — 6xyz
Se repite las letras x, z; ademas que 2 divide exactamente a 4 y 6. El factor comun es 2xz

4x?%z — 6xz% — 6xyz = 2x2(2x — 3z — 3Y)

4.11.2.  Factor comun polinomio

El Factor comun de un Polinomio es otro Polinomio que tiene menos términos que el

primero.
Ejemplo: Factorar (x + y)a— (x + y)b + (x + y)c

Se puede ver claramente que el factor comun es el binomio (x + y)




x+y)a—-(x+y)b+(x+y)c=x+y)la—b+c)R/

Ejemplo: Factorar (a —b + c)a? + (a—b + ¢)b?> + (a — b + ¢)c?

Se puede ver claramente que el factor comun es el trinomio (a — b + ¢)
(a—b+c)(a*+b?>+c*)R/

Ejemplo: Factorar (x —y)x+zx+ (x —y+2)yb+ (x —y + 2)z

Dos términos tienen el factor comin (x — y + z). Factorizando x en los dos primeros

términos, podemos verificar que podemos obtener el factor (x — y + z)

x—y)x+zx+(x—y+2)yb+ (x—y+2)z
=x(x—y+z2)+(x—y+2)yb+ (x—y+2)z
=x—-—y+z)(x+yb+2)R/

Ejemplo: Factorar (bx — az)ax + (az — bx)az

Los términos (bx — az) y (az — bx) se parecen mucho. Cambiaremos el orden: (bx —
az); (—bx + az) tienen signos cambiados. Si sacamos el signo negativo al segundo

tenemos —(bx — az). Por lo tanto, éste es el factor comtn polinomio.

(bx — az)ax + (az — bx)az
= (bx — az)ax — (bx — az)az

= (bx —az)(ax — az) = a(bx —az)(x —z) R/
Ejemplo: Factorar (a + b)x + ax? — ay + bx? — by

El factor comun posible es (a + b), por lo que hay que agrupar los otros términos de tal
forma que se obtenga el mismo factor. Los términos 2do. y 4to. tiene factor comun x2, el

tercero y quinto - .

( ) 2 /—2\
a+ b)x +ax* —ay + bx* — by
v
=(a+b)x+x%*(a+b) —y(a+b)

4.11.3.  Factor comun por grupos o agrupacion de términos

Se aplica en polinomios que no tienen factor comun en todos sus términos, y se puede

seguir el siguiente procedimiento:

1° Paso: Se forman grupos de igual cantidad de términos que tengan factor comun, se

sustrae dicho factor comun en cada uno de los grupos.




2° Paso: Debe quedar un paréntesis comun.
3° Paso: Se extrae dicho paréntesis como factor comun.
Ejemplo: Descomponer en factores: ax + bx + ay + by

Los dos primeros términos tienen el factor comiin x y los dos ultimos tienen el factor
comun y. Agrupamos los dos primeros y agrupamos los dos tltimos y obtener el factor

comun.

= (ax + bx) + (ay + by)

=x(a+b)+y(a+b) Ahora tenemos factor comin polinomio
=(a+b)(x+y)R/
Ejemplo: Descomponer en factores: 2xy?a + mb + 2xy*b + ma
Agrupo el primero y el Gltimo término, agrupo el 2do. y 3ro.
= (2xy?a + ma) + (mb + 2xy?b) obteniendo el factor comiin de cada grupo

= a(2xy? + m) + b(m + 2xy?) obteniendo el factor coman polinomio
= (2xy?+m)+ (a+b)R/
Ejemplo: Descomponer en factores: x2 + ax + bx + ab
= (x? + ax) + (bx + ab)
=x(x+a)+b(x+a)
=(x+a)x+Db)R/
Ejemplo: Descomponer en factores: 2am — 2an+2a—m+n—1
2am —2an+2a)+ (—-m+n—-1)
2a(m—n+1)+(—m+n-1)
2a(m—n+1)—(m—-n+1)
m-n+1)2a-1)R/
4.11.4. Trinomio cuadrado perfecto
Recuerde en productos notables, “El cuadrado de un binomio” es de la forma:

(x+y)2=xZ+2xy+y2

La suma de dos cantidades al cuadrado, es igual al cuadrado del primero + dos veces el

primero por el segundo + el cuadrado del segundo.




Procedimiento:

1° Paso: Se reconocen los cuadrados perfectos, los cuales no deben tener un signo
negativo adelante, posteriormente calcular sus raices cuadradas, dicha raices seran las

bases.

2° Paso: Luego calcular el doble producto de sus bases; y luego verificar que el doble

producto figura en el trinomio dado.

3° Paso: Si el doble producto figura en el trinomio dado, entonces se dice que es un
Trinomio Cuadrado Perfecto; y luego se factoriza como el cuadrado de un binomio,

formado por dichas bases.

Observaciones importantes:
v" Si el doble producto que figura en el “Trinomio dado” es positivo, entonces las bases
del Cuadrado del Binomio tendran las dos el mismo signo.
v" Siel doble producto que figura en el “Trinomio dado” es negativo, entonces las bases

de Cuadrado del Binomio tendrén signos opuestos.

Ejemplo: Factorar: 4x2 + 12xy + 9y?

V4x? = 2x; \/9y? = 3y; El doble producto de raices 2(2x)(3y) = 12xy
Por lo tanto, es trinomio cuadrado perfecto.

4x2% + 12xy + 9y? = (2x + 3y)?* R/

Ejemplo: Factorar: 4x° + i + x3

El polinomio est4 desordenado

V4x® = 2x3; \/1/16 = 1/4 El doble producto de las raices
4x?

2
2(2x3) G) === x*. Por lo tanto 4x° + 1—16 +x3 = (2x3 + i)

Ejemplo: Factorar: c8b? — g abc* + gaz




4a

4
El doble 2(c*b) (g a) = %C‘L. Por tanto es = (c“b - ga) R/

4.11.5. Diferencia de cuadrados
Recuerde en productos notables, “El producto de binomios conjugados”, tiene la forma:
(x =N +y) =x*—y?
Si tenemos el producto de binomios conjugados, el resultado es igual a elevar al cuadrado
el primero menos el cuadrado del segundo término.

Procedimiento:

1° Paso: Identificar la resta (debe haber un solo sino negativo) y luego los cuadrados

perfectos.

2° Paso: Calcular las bases de los cuadrados perfectos (haciendo la raiz cuadrada de cada

termino).

3° Paso: Transformar la diferencia de cuadrados en un producto de binomios conjugados,
formado por dichas bases.

Ejemplo: Factorar: 9x% — 25y?

[9x2 = 3x; J25y2 =5y = 9x%2-25y%2=3x—-5y)(3x+5y)R/

Ejemplo: Factorar :gx6 — z*y?

4 2 4 2 2
—x6=2x3; \Jz4yZ = 7%y = —x6 — zty? = (—x3 _ Zzy) (—x3 n Zzy)
9 3 9 3 3

Ejemplo: Factorar: z10d'? — p18¢26

1210d12 — Z5d6 p18t26 — p9t13
Z10d12 _ p18t26 — (ZSd6 _ p9t13)(Z5d6 + p9t13) R/
1
Ejemplo: Factorar: y8 -

b8

\/ﬁzj’4 F:F




1 1 1
= ) ) W

4.11.6.  Cuatrinomio cubo perfecto
Recuerde, en Productos Notables, “El Cubo de un Binomio”, es de la forma:
(x +v)> = 23 4+ 3x%y + 3xy% + 93
Procedimiento:

1° Paso: Se reconocen los cubos perfectos, Para calcular sus raices cubicas, dichas raices

seran las bases.

2° Paso: Luego calcular:
v' El triple producto del cuadrado de la primera base por la segunda.

v' El triple producto de la primera base por el cuadrado de la segunda.
Luego nos fijamos si estos céalculos figuran en el cuatrinomio dado.

3° Paso: Si estos calculos figuran en el trinomio dado, entonces se dice que es
Cuatrinomio Cubo Perfecto; y luego se factora, como el cubo de un binomio, formado

por dichas bases.

Observacion importante: Las bases que figuran en el Cubo de Binomio, van a conservar

su signo.

Ejemplo: Factorar: 8a® + 36a?b + 54ab? — 27b3
V8a?=2a  -27b% = -3b
3(2a)?(—3b) = —36a?b 3(2a)(—3b)? = 54ab?
Entonces 8a® + 36a%b + 54ab? — 27b3 = (2a — 3b)3

Ejemplo: Factorar: §x3 — %xz + Sx -1

3’§x3 =%x V-1=-1

1 \? 3 5 1 3 5 : .
3 (E x) (-1 =- oX 3 Ex(—l) =X Es un cuatrinomio cubo perfecto




3
Entonces =x3 —>x2 +>x — 1 = (lx - 1) R/
8 4 2 2

Ejemplo: Factorar: x3 — Sx2 2 2
4 64 16

Va3 =x
s| 27 3

54 4
3x? (— Z) = —-x2 Esun Cuatrinomio Cubo Perfecto
3 ( 3)2 27

*\71) 16"

3
9 27 27 3
Entonces: x3 —-x? —=+4+=x = (x — —)
4 64 16 4

4.11.7. Trinomio de la forma: x2 + bx + ¢

Si un trinomio no es cuadrado perfecto, puede que sea de la forma x2 + bx + ¢, si el

coeficiente de x? es igual a 1.
Procedimiento:
1° Paso: Ordenar el trinomio en forma descendente y luego descartar que sea trinomio

cuadrado perfecto haciendo el andlisis anterior.

2° Paso: Comprobar que exista dos nimeros que multiplicado sea igual al valorde c y a

la vez que sumado algebraicamente sea igual a b.
3° Paso: Si existe esos numeros entonces queda factorizado de la siguiente manera:
(xxp)(xtq)
Donde ¢ = (+p)(xq) yb=1p + ¢q

Observacion importante: El signo del primer factor seréd igual al signo de b; y el signo
del segundo factor sera al signo que resulte de aplicar la ley de signos para que sea igual

al signo de c.




Ejemplo: Factorizar x? — 17x + 72

Observar que no es trinomio cuadrado perfecto. Pero el 72 resulta de la multiplicacion

del9x8yell7delasumade9 + 8.

Entonces x? — 17x + 72 = (x —9)(x — 8) R/
Se comprueba que =9 —8 = —17 y (=9)(—8) = +72
Ejemplo: Factorizar x* + 5x° — 150

Asimismo no es un trinomio cuadrado perfecto. El trinomio tiene una estructura x*, luego

el que sigue es x2, por lo tanto podria ser un trinomio de la forma x2 + bx + c.

Verificamos si existe dos numeros que multiplicado de 150 y que sumado o restado de 5.

Facilmente se puede verificar el 15 y el 10.

Por lo tanto x* + 5x? — 150 = (x + 15)(x — 10) R/
Comprobamos que (+15 —10) =5 y (+15)(—10) = —150
Ejemplo: Factorizar x? + 5x — 104

No es trinomio cuadrado perfecto. Buscamos un numero que multiplicado de 104 y
restado de 5, para esto descomponemos en factores el 104. Para buscar los nimeros que

restado den 5: 13y 8.

104 2
52 2
26 2
13 13
1

x?+5x—104 = (x+13)(x —8) R/

Ejemplo: Factorizar (42)2 — b*(4z) — 306b*




306 2
153 3
51 3
17 17
1

Tiene la estructura para un trinomio de la forma x? + bx + ¢ y no un cuadrado perfecto.
p y p

Un numero que multiplicado de 306 y que restado de -1.
(az)? — b?(4z) — 306b? = (4z — 18b?)(4z + 17b%) R/

4.11.8. Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

Es similar el trinomio de la forma x2 + bx + ¢ son la salvedad que a = 1. Ahora buscamos
dos numeros que multiplicado sea igual a la multiplicacién de a por ¢ y que sumado o

restado sea igual a b.
Ejemplo: Factorizar 2x% — 13x + 20

Buscamos un nimero que multiplicado de 40 = 2 x 20; y que sumado algebraicamente
de 13. Los nimeros son 8 y 5.

(2x—-)2x—-) (2x—-8)(2x—5)

2x% —13 20 =
X X + > >

=(x—4)2x—5)

4.11.9. Trinomio cuadrado perfecto por adicion y sustraccion

Existen Trinomios que parecen ser cuadrados perfectos. Por ejemplo, que dos de sus
términos son cuadrados perfectos; pero que al verificar si el otro término es el doble
producto de las raices de los otros dos términos, ocurre que le falta para ser trinomio. En

este caso se completard el trinomio.

Ejemplo: Factorizar m* + m?n? + n*

Veamos si es trinomio cuadrado perfecto m* + m?n? + n*

La raiz de m* es m?. La raiz de n* es n?. El doble producto de éstas raices son:
2(n?)(m?) = 2m?n?. Luego este trinomio no es cuadrado perfecto. Entonces vamos a

lograr que sea trinomio cuadrado perfecto: m* + m?n? + n*

+ m°n —m?n? se suma lo que le falta para ser trinomio cuadrado perfecto




(m* + 2m?n? + n*) — m?n? asu vez le resto para no alterar la expresion

(m4 + n2)2 _ mZnZ

((m? + n?) — mn)((m? + n?) + mn)
(m? + mn +n?)(m? —mn +n?) R/
Ejemplo: Factorizar 81a* + 64b*

En este caso tenemos los dos términos que son cuadrados perfectos, pero falta el término

del medio. Podemos realizar como el caso anterior:

81a* + 64b*
9a? 8b? = 2(9a?)(8b?) = 144a?b? Obtenemos las raices cuadradas

Procedemos a completar el trinomio:

81a* + 64b*
+ 144a2b? — 144a2b?
(81a* + 144a2b? + 64b*) — 144a2b?

(9a? + 8b?)? — 144a%b?

y tenemos una dolencia de cuadrados

((9a? + 8b?) — 12ab)((9a? + 8b%) + 12ab)
(9a? + 8b? — 12ab)(9a? + 8b? + 12ab)

4.11.10. Suma o diferencia de potencia impares iguales

Expresiones del tipo x™ + y™ 6 x™ — y™ cuando n es potencia impar son factorizables.
Ejemplo: Factorizar x> + 32

Obtener las raices quintas de cada uno de los términos: x.

x5 +32=(x+2)(x*—x32) +x2(2)2 — x1(2)® + (2)Y)

= (x+2)(x*—2x3+4x2 —-8x + 16) R/




Es importante hacer notar que si es una suma de potencias impares iguales:

v" El primer factor sera la suma de sus raices, (x + 2)
v El segundo factor sera la serie de términos alternados en signos, y los términos

aparecen uno disminuyendo su potencia, en cambio el otro aumentara.
Ejemplo: Factorizar x” + y’

x” =y = (x —y)(x® + x5y + x*y? + x3y3 + x2y* + xy° +y9)

El primer factor serd la resta de sus raices, y el segundo factor tendra todos sus términos

positivos.

4.11.11. Combinacion de los casos de factorizacion

Ejemplo: Factorizar 29—0x5b3 —5x3b

Observamos un factor comun: 5x3b (g x%b? — 1)

5x3b (3 x%b? — 1) Diferencia de cuadrados

2 2
5x3b <§xb - 1) <§xb + 1) R/

Ejemplo: Factorizar: a® + a? —a + 1
(a?—a®>)+(—a+1)
al(a—1)+(-a+1)
a?(a—1)—(a—1) FACTOR COMUN POLINOMIO
(a—1)(@*>—1)  DIRENCIA DE CUADRADOS

(a—1D(a+1)(a—-1) Multiplicar los factores con igual base
(a—1)?(a+1) R/

Ejemplo: Factorar: x3 — x2y — 2x2y? + 2xy3 + xy* — y°
Agrupamos términos
(e® —x?y) + (=2x%y* + 2xy°) + (xy* - y°)

Sacamos factor comun en cada grupo




2 —=y)+—2xy*(x —y) +y*(x —¥)

Obtenemos el factor comun polinomio

(x —y)(x? — 2xy? + y*) trinomio cuadrado perfecto
(x =y —-y*?R/

Ejemplo: Factorar:—4x3 — 2x? + 4x + 2

2(—2x3 —x%24+2x+1) factor coman
2[-x2Qx + 1)+ 2x + 1)] factor comiin por grupos
22x + D(—x%+1) diferencia de cuadrados

22x+ 1)1 +x)(1—x) R/

4.12. Minimo comun multiplo de expresiones algebraicas (m.c.m.)

El minimo comun multiplo (m.c.m) de expresiones algebraicas es otra expresion
algebraica que es divisible exactamente para cada una de las expresiones algebraicas
dadas en el ejercicio. El minimo comun multiplo sirve como herramienta para simplificar
expresiones algebraicas en operaciones de suma, resta que tienen denominadores; asi

mismo, es utilizado en la resolucidon de ecuaciones fraccionarias.

La REGLA: Se descomponen las expresiones algebraicas en sus factores primos; para
ello es necesario que el estudiante conozca de factorizacion. Luego el m.c.m es el

producto de los factores primos, comunes y no comunes con el mayor exponente.
Ejemplo: Hallar el m.c.m. de: 9m; 6mn? — 12mn
9m = 3%m

6mn? — 12mn = 6mn(n — 2) = 3 * 2mn(n — 2)

El m.c.m. es 3% * 2mn(n — 2) = 18mn(n — 2) R/

Ejemplo: Hallar el m.c.m. de: 28x; x% + 2x + 1




28x = 2% % 7x
x2+2x+1=(x+1)>
Ejemplo: Hallar el m.c.m. de 1 + 4a + 4a?; 4a®> — 1;1 + 8a3
Factorizando tenemos

1+ 4a+ 4a®? = (a + 2a)?

402 —1=QRa+1)Ra-1)=1+2a)2a—-1)

1+8a®=(1+2a)(12 - 1Q2a) + 2a%) = (1 + 2a)(1 — 2a + 4a?)
Elm.cm. = (1+ 2a)?(2a — 1)(1 — 2a + 4a?) R/

Ejemplo: Hallar el m.c.m. de (9a® — x?); 9a? — 6ax + x?; 9az — xz
Factorizando tenemos:

(9a%? — x?) = Ba —x)(3a + x) diferencia de cuadrados

9a? — 6ax + x? = (3a + x?%) trinomio cuadrado perfecto

9az — xz = z(3a —x) factor comin

El m.c.m.es (3a + x)?(3a —x) R/

4.13. Simplificacion de expresiones algebraicas aplicando factorizacion

Ejemplo: Simplificar las fracciones:

6x%>+4+5x—6 6 —x—x? 3an — 4a — 6bn + 8b
a) b) ———— c)

15x2%2 — 7x — 2 15 + 2x — x2 6n2 —5n—4
Factorizamos.

(6x +9)(6x — 4)

_ 6 _(@x+3)3x—-2) (2x+3)

a) = (15x —10)(15x +3)  Bx—-2)5x+1) Gx+1)
15

by = ~(x*+x—-6) (x+3)(x—-2) x-2
)_—(x2—2x—15)_(x—5)(x+3)_x—5




_ (Ban—4a) + (-6bn+8b) a(Ba—4)—-2b(3n—4) (a—2b)(3n—4)

(6n — 8)(6n + 3) - Bn-4)2n+1) < (Bn-4)2n+1
2x3

_(a—2b)
S (2n+1)

3x2 (2x+5)%—x3 (%) (2x+ 5)_%(2)

Ejemplo: Simplificar 1
[(2x+5)2]?

2 1 x3
3x%(2x+5)2— 1
(2x+5)2
(2x+5)

definicion de exponente negativo

1.1
3x2(2x + 5)272 — x3

1
(2x + 5)z _ 3x*(2x +5) —x°
(2x +5)

B (2x + 5)%(2x +5)

_ 6x® +15x* —x®  5x®+15x® 5x*(x +3)

1 3 3
(2x + 5)2** (2x+5)z (2x+5)2

4.14. Ejercicios propuestos de expresiones algebraicas:

Hallar el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas:

3 x=-5
1. — 4+ — paralos valores de y

L 1
x+y 3y = 5
1 3 x =2
2 _ 1,4, 3.2.23
2. 3x°—2xy+ 5X*z—7y°z> para los valores de y =48
z=-1
2m+n—(m-n)? m= -3
3 — /= Dana los valores de { =4
a=:
2
2 5 _ _ m b = 0,1
4. a Moy (n—b)™ para los valores de m =1
n=-
2

_ 2 X 2 ¥y _ 1 = =
5. x+ /x+\/§ (c+y)?++2xy? +25 -1 parax=2ey=4
% para los valoresde a = 3;b =vV—-2;c =75
b
7. atbVx—a/fy+bb -+~ Jabxy paaaa=2;b=8x=4y=9

Sumar los siguientes polinomios:




8. Zx3—4x?—2x—25 tx+2x2 -4 2x3;0202 — Zx —2x3 —1; Zx —
3 2 2" s 5 5 3
2+§x2

9. 5x3— ixzy + 0,5xy% + 9; 5xy? —%y3 + 5+ x2y; 25x%y — y3 +§x3 —%

lo.iazx — a3 + 2,5ax? —§x3 — ax; ax? —gax —1,8a%x +§a3; Sax -
0,9x% + 2a3 — 17—0x3 —0,5a%x
2.3_ .2 2.1.3_,3_1 .2_3,2.3.1.2 43,13 5 .3.3

11.3x xy+2xy,6x Yoo oxyt — xS oxty oyt Hoxt — X%y

. 1 2 1 1 2 1 2 2
12. Sumar A+B+C,sid =-x2—-x+-; B=-x3—-=x+>; C==x3—->x+
4 3 6 3 4 9 3 4

1,2_1
3 9
. 2 1 1 2 1 1
13. Sumar A+B+C+D, si Azgxz—g B=§x2+§x—§; C=5x2—
3 1 1 1
_x_l__; D=—x——+2x2
2 6 6 9

14. Simplificar
a) 7a —{3a—[4a — (5a — 2a)]}
b) a—{2b+[3c—3a—(a+b)]+2a—(b+3c)}
c) x2—{4x3—[6x2 —(dx—D]}—(x*+4x3 +6x2+4x+ 1)
15. Simplificar: —4a + {—5a + [4b — 3a — (5a + b) + (5a — 3b)] — 4a} — 4a
16. Simplificar: —{3xy — [7x — (—2x + 5)] + [-3x + 8 — (18x — 9)]} + 3xy
17. Simplificar
A=8xy—2x+2y—8xy+ (2xy — 2x + 2y) — (2xy — 2x + 2y)
B =3xy+ (5xy+3y)—9xy — Bx+3y)+ (2x — 2y) + 3x
18. Reducir términos semejantes:
{—-3a+[8a — (4a — 2a) + 3b] — (b — 2b + a) — 3b}
19. Reducir términos semejantes

_{xn _ [xn—ly _ (_an—zyz + xn—3y3) + (_3xn—1y _ xn—ZyZ)] _ xn};n 2 3

Restar los siguientes polinomios:
20. (6x3 —2x2+x—2)— (8x2 —x—2)
De 2a3bb — 1a2p*x? — 2 ab?x* — = x6
21 2 5 3 27
restar 4,1ab’x* + §x6 —0,2a’b*x? — 0,25a3b°
22. Demn + %mzn + %mn2 -m3+ §n3 restar — zmn — §m3 + i +0,3n3 —
m?n — mn?
Efectuar las siguientes multiplicaciones:

23.(a?—4a—-7)(a+4)
1 1, 1,
4. (x+2y) (x+57) (x - 27?)
25.(x+Dx—1)+ (x+2)(x —3)
26. (m* — 2mn3 + 4n’m? — 8n3m + 16n*)(m + 2n)

1 1 2 1 1 2

27. (x§ - y5) (xi + x3y3 + yE)




28. 2x +y — 32)?
Efectuar las siguientes Divisiones:

29 (a® + 3a?b + 3ab? + b3) + (a + b)
' {

31. (%x‘* - %x3 F11x2+ 2 + 40) + (§x3 —3x%2 —8x — 9)

2
32. Factorice

a) a?b = ab?

b) 6p*q + 24pq®

c) 12x3y — 48x?%y?

d) 9m?n + 18mn? — 27mn
€) ima +imb + %mc
f) %x:“ + %xz — 1—15x
g) x2—8x+16

h) 16y% + 24y +9

i) 36a%?—12a+1

j) 4x? + 20xy + 25y?
k) 16x? — 25y?

) 144 — x2y?

m) 36 — 25a2

n) 25— 4x2

dd)px +py + qx + qy

ee) 3x3 +12x2 —2x — 8

1) 3x3+2x?+12x+ 8

gg)x* — 27

hh) 125x3 + y3

ii) 8y3+z3

7)) 64—y3

kk) a®b® + a*b* — a®?b> + 2a?b3

0) lé6m?n? — 9p?

p) x?—4x+3

qQ x?—-2x-—15

r) x?—7xy— 18y?

s) 12— 4x — x?

t) 5x%—11x+2

u) 6x2—7x—75

v) 12x24+17x -5

w) 7u* — 7u?v?

X) kx3+ 2kx? — 63kx

y) 5x3 —55x2 + 140x

z) 4m?n? + 24m?n — 28m?

aa) 7Thkx? + 21hkx + 14hk

bb) wx?y — 9wxy + 14wy

cc) 2x3 +10x2+x+5

Il) (Bac + bc — 2ac)x — 2(3ac +
bc — 2ac)z

mm) AZM — AnHIBRHL 4 p2n=1

nn)3a® — 7b%x + 3ax — 7ab?

00)(z+a) +2(z+a)— 224

pp)3m — 2n — 2nx* + 3mx*

qq) x*y3 — 33xy + 270

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas:

4+ 4+
33 3x+3h—-1 3x—1
) h

2
4 (x2 +4)%(3)—(3x)(§) (x2+4)73 (2x)

1
[(x2+4)3 ]2




3 2
R 2x“—22x+69
ATy 39, ————
R 75-3x2
X+4 x+4 x1-8%xt12
4_ 2 - x+2
xX*—49x 40 %—5
" x3+2x2-63x . x_4+11;c_—222
x*—7x%-2x+8 27
T x%-2x3-9x2+10x+24 41 x-1
3402 ah2y_ah2 . w242
x°+x“y—4b“x—4b“y x42— 5
P
4b2—4bx+x2 X%

. Demuestra las siguientes identidades:

) (et o) G- =3
b) (i:z B z:z) + (xiS B xiz) =2x -5

a’-1 a’+2a+1
C) a?-3a+2 T az-a-2 =1
. Encontrar el cociente y el resto cuando el polinomio 3x3 —4x + 2 es
dividido por x + 3.
. Descomponer en factores estos polinomios y di cuales son sus raices:
x3—2x?—x+2 e) 6x*—5x3—23x%+20x—4
x* —5x%+4 f) x> —16x
2x3 —=3x%2—-9x+ 10 g) 4x?—25
x> —7x*+10x3 —x?2 + 7x — 10 h) 4x?+4x+1




CAPITULO V: ECUACIONES

Ecuacion o igualdad es el enunciado de que dos expresiones algebraicas son
igualdades. Las ecuaciones se utilizan en todos los campos de la ciencia y se utiliza con

numeros reales.

Consta de dos miembros separados por un signo de igualdad. Uno o ambos miembros de
la ecuacion deben tener al menos una variable o letra, llamada incégnita. Una ecuacion

que se usa frecuentemente en fisica es:
d=vt

Esta ecuacion tiene tres variables d, v y t. (distancia = velocidad x tiempo). Una
ecuacion algebraica que utiliza a la x como variable, contiene expresiones algebraicas

como polinomios, expresiones racionales y otras.

Es decir, una igualdad es un enunciado que indica la igualdad en valor de dos expresiones
matematicas y se pueden dar de dos clases: igualdades absolutas e igualdades

condicionales.

Igualdad Absoluta (Identidad), es un enunciado que compara dos expresiones
matematicas con el simbolo =y es verdadera para todos los valores de las variables del

conjunto referencial que corresponde.

Ejemplos:
1
472 = —
16
x0=1

(a+b)? = a? + 2ab + b?

Igualdad Condicional. También conocida como ecuacion la cual es verdadera solo para

varios o alglin valor de las variables del conjunto referencial a la que pertenece.

Ejemplos: x — 2 = 17, es una igualdad siempre y cuando x = 19.




3x + 2 = 7, es una igualdad siempre y cuando x = 5/3.
x? — 1 =0, es una igualdad siempre y cuando x = +1 0 |x| = 1

Los valores de la incognita x para la cual la ecuacion se convierta en una proposicion

verdadera se llama SOLUCIONES o RAICES de la ecuacion.

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucion. Los miembros de la

ecuacion son las expresiones que estan a ambos lados del simbolo de igualdad “=".

y=_ax + b
ler Miembro 2do Miembro

Existen distintos tipos de ecuaciones y t solo de las ecuaciones lineales, cuadraticas, en

valor absoluto y con racionales.

5.1. Ecuaciones de primer grado

También llamada ecuacion lineal, y es una ecuacioén con una incognita, se dice de primer grado

o lineal, cuando el mayor grado con que figura la incognita es el primero de grado 1. Asi, por

ejemplo:
4x+5=3
ax = —b
b
X=—=
a

Regla para resolver ecuaciones enteras de primer grado.

Resolver una ecuacion de primer grado es hallar el valor de la incdgnita x que satisfaga la
ecuacion. Para calcularlo se retnen todos los términos que contiene x al primer miembro de la
ecuacion, y los términos independientes al segundo. Cada vez que se pasa un término de un

miembro de la ecuacion a otro se debe cambiar el signo del término.

Ejemplo:
7Xx—5=4x+7
3x =12
Xx=4

Regla para resolver ecuaciones fraccionales de primer grado.




Para resolver una ecuacion fraccionaria de primer grado, primero se elimina los denominadores
aplicando el m.c.m., hasta obtener una ecuacion equivalente entera; luego se aplica la regla vista

anteriormente.

X+a x+b
+ =2
2a+b a+2b

Ejemplo: resolver

(@+2b)(x+a)+(2a+b)(x+b) )
(2a + b)(a + 2b) B

(@a+2b)(x+a)+ (2a+b)(x+b) =2(2a+b)(a+ 2b)
ax + 2bx + a? + 2ab + 2ax + 2ab + bx + b? = 2(2a? + 4ab + ab + 2b?)
3ax + 3bx + a® + 4ab + b? = 4a? + 10ab + 4b?
x(3a + 3b) = 3a? + 6ab + 3b?

_3a®+6ab+3b* 3(a®+2ab+b?) 3(@+b)® N
=T 3a+3 3@+b)  3@+b) -

5.2. Solucion de Ecuaciones de primer grado
En esta seccion ilustramos algunos ejemplos de desarrollo de ecuaciones de primer grado con
una incégnita. Iniciando con ejemplos sencillos hasta los mas complejos.

Ejemplo: resolver 5x - 4 = 2(x — 2)

Primero eliminamos los paréntesis, para después agrupar las incognitas al primer miembro de
la ecuacion cambiando el signo cada vez que hago un cambio. Se suman los términos

semejantes.

5x-4 = 2x- 4

5x — 2x —4 + 4

3x =0
x=0/3=0

3+5x 4-x

Ejemplo: resolver




Calculamos el m.c.m. que es 35
73 + 5x) = 5(4- x)
21 + 35x = 20-5x
35x + 5x = 20-21
40x = -1

x =-1/40R//.

5 3
4 . N + —
Ejemplo: resolver 8 X 2 X
Calculamos el m.c.m. que es x
8x-5 = 2x +3
8x-2x =3+ 5

6x = 8;
x = 8/6;
x = 4/3R//
5 - 7
Ejemplo: resolver X 6+ aTX =102

Calculamos el m.c.m. que es 10
5x+a)-60+ 2(a-x) = 7a
5x + 5a- 60 + 2a- 2x = 7a
3x =7a-5a-2a + 60
x = 60/3
x = 20
Ejemplo: resolver (x + 2)(2x —3)+ (x—5)x—-4) —(x+1DBx+2)-5 1; =0

Procedemos a eliminar los paréntesis.

11

2x2—3x+4x—6+x2—9x+20—(3x2+2x+3x+2)—7 =0
11
2x2—3x+4x—6+x2—9x+20—3x2—2x—3x—2—7=0

11
—13x + 12 -5 = 0

11
—26x+24—7 =0

13 = 26x




Ejemplo: resolver Gz — é) ; + (g - zz) % - Gz + %)g =0

152—4 2 12-25z 1 5z+46_ 4
(%) 373 D 27 3
(152 —4) (12 —25z) (5z+ 6)

30 T 60 15
2(15z- 4) +12- 25z- 4(5z + 6) =0

30z-8 + 12- 25z-20z-24 =0

=0

-15z-20 =0
—15z = 20
15z = —-20
z= —20/15
zZ= —iR/

3

5x—6

4 1
Ejemplo: resolver — + —
jemplo: resolve x+2+ T2 x2-a

Primero, Factorizando el denominador, se tiene: El m.c.m: (x +2) (x —2)

4 5x—6

1
x+2  x-2 (x+2)(x-2)
Cuando se tiene este tipo de respuesta, la ecuacion tiene infinitas soluciones. Por lo tanto, el
conjunto solucion de la ecuacion: Todos los reales excepto 2 y -2. Si reemplazo por 2 6 - 2, se
tiene una division por cero.

4(x-2) + 1(x + 2) = 5x-6
Probemos que la respuesta obtenida es verdad: Reemplacemos para x=3 Verificacion:

4 1 5(3)-6
342 3-2 32-4

4 1 9 4 5 9 9 9
c— 4= 4 ===+ Z=ZVerificado
5 1 5°5 5 575 5

Ejemplo: resolver —— — — = 27
jemp/o: 2x+1  2x-1 4x241

Calculamos el m.c.m. que es 2x +1) 2x—-1)

22x-1)-32x + 1) =-2x + 7




4x-2-6x-3 =-2x + 7
dx-6x + 2x = 7 + 3 + 2 0=12

R// La ecuacion no tiene solucion

; 3x _ 6
Ejemplo: resolver = 1+ —

Calculamos el m.c.m. que es (x - 2)

3x = 1(x-2) + 6

3x-x =—-2+6
2x = 4
X = 2

R/ No tiene solucion

JPorqué? Si reemplazamos el valor de x=2 en la ecuacidn primaria, se tiene lo siguiente:

3(2) 6

7 1 -

2 —2 2-2

6 6 . P . . .
i 1+ o Puesto que no se permite la division entre cero, la ecuacion no tiene solucion.

5.3. Problemas sobre ecuaciones de primer grado con una incognita

En esta sesion se mostrara algunos ejemplos que permitiran al estudiante tener la destreza
necesaria para plantear un problema que se resuelven con ecuaciones de con ecuaciones de
primer grado con una incognita. Se iniciard desde primer grado problemas sencillos hasta los

mas complejos
planteo de ecuaciones

para resolver problemas con enunciado verbal, se pueden considerar las siguientes reglas de

resolucion:

1) Lecturay Comprension del Enunciado del problema. El primer paso es realizar una
lectura cuidadosamente del problema las ocasiones necesarias para esclarecer dudas
sobre lo que se pide resolver y como se relaciona la informacion dada.

2) Designacion de Incégnitas del problema. Para designar la o las incognitas se debe
prestar atencion a la pregunta planteada en el enunciado del problema. Definidas las
incdgnitas, buscar las relaciones que tenga con los datos del enunciado.

3) Tabulacion del enunciado del problema al lenguaje matematico. Se debe expresar

en términos algebraicos las relaciones del enunciado del problema.




4) Expresar las relaciones usando ecuaciones. Se plantean las ecuaciones que
representen las condiciones del enunciado del problema.

5) Resolucion de las ecuaciones y analisis de las soluciones encontradas. Se resuelve
las ecuaciones, ademas se debe verificar que la solucion satisfaga las condiciones del

enunciado del problema.

Ejemplo: La suma de dos nimeros es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar los nimeros.
Sea x el nimero menor, y x + 8 el mayor.
La suma de ambos es: x + (x + 8) = 106; resolviendo: x + x + 8 = 106
2x = 98
x = 49
El mayor es: (49) + 8 = 57R/

Ejemplo: La edad de Pedro es el triplo de la de Juan, y ambas edades suman 40 afos. Hallar

ambas edades.
Si x es la edad de Juan,
3x es la edad de Pedro.

Entonces:

x 4+ 3x = 40 resolviendo:

4x = 40

40
X =
x = 10R/

La edad de Juan es 10 y la de Pedro es: 3(10) =30

Ejemplo: Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triplo de la primera y 40 unidades

mayor que la tercera

Sea x la primera parte,

3x la segunda,

3x — 40 la tercera.

x + 3x —y3x — 40 = 254 resolviendo:
7x = 294
x = 42R/

La segunda es entonces 126 y la tercera 86




Ejemplo: La suma de dos ntimeros es 100 y el duplo del mayor equivale al triplo del menor.

Hallar los nameros.

Sea x el nimero menor,

200 — 2x = 3x

200 = 5x
200

=
40=x R/

Entonces 100 — (40) = 60 es el naimero mayor.

Ejemplo: La edad actual de A es doble que la de B, y hace 10 afios la edad de A era el triplo

de la de B. Hallar las edades actuales.

Sea x la edad de A, hace 10 afios: x — 10 edad de B, 2x — 10 edad de A. Esta edad de A era
el triplo de lade B: 2x — 10 = 3(x — 10), se pone asi para expresarlo como una igualdad.
Resolviendo:
2x — 10 = 3x — 30
—10 + 30 = 3x — 2x
20 = xR/
Luego A tiene 2(20) = 40 afos

Ejemplo: Compré doble numero de sombreros que de trajes por $702. Cada sombrero costo $2

y cada traje $50. ;Cuantos sombreros y cuantos trajes compré?

Si x es el nimero de trajes,

2x es el nimero de sombreros,

cada sombrero costo $2,

Juegos 2x sombreros costaron 2(2x).

Cada traje costd $50, luego x trajes costaron 50(x).

Como todo costd $702, entonces:

4x + 50x = 702.

54x = 702
x= 13R/

Luego se compraron 2(13) = 26 sombreros R/

Ejemplo: Hallar el nlimero que disminuido en sus 3/8 equivale a su duplo disminuido en 11




Si x es el numero, ¢l disminuido en sus 3 / 8 es: x — 3x /8, su duplo disminuido en 11:

x — (3x /8) = 2x — 11, resolviendo:
B8x —3x)/8 = 2x — 11

5 /8 = 2x — 11

5x = 16x — 88

88 = 16x — 5x
88 = 1x
8 = xR/

Ejemplo: Hallar dos niimeros consecutivos tales que los 4/5 del mayor equivalgan al menor

disminuido en 4

Sean x el nimero menor, y x + 1 el nimero mayor, 4 / 5 del mayor seran: 4(x + 1) / 5, nos

queda: 4(x + 1) /5 = x — 4, resolviendo:

4(x + 1) = 5(x — 4)

4x + 4 = 5x — 20

4 + 20 = 5x — 4x
24 = xR/

El otro nimero es 25 R/

Ejemplo: La suma de dos ntimeros es 59, y si el mayor se divide por el menor, el cociente es 2

y el residuo 5. Hallar los nimeros.

Si x es el mayor, entonces 59 — x es el menor,
x /(59 — x) = 2y5deresiduo,
luego 2(59 — x) + 5 = x
118 — 2x + 5 = x
118 + 5 = x + 2x
123 = 3x
41 = xR/
El menor es 59 — (41) = 18R/




Ejemplo: En tres dias un hombre gan6 $175. Si cada dia gan6 la mitad de lo que gand el dia

anterior, jcuanto gan6 cada dia?
El siguiente dia gan6 la mitad de lo que gand el dia anterior: x / 2, y asi continud.
Es estos tres dias gané: x + (x /—2) + x /4 = 175, resolviendo:
(4x/4) + 2x/4) + x/4 = 175

(4x + 2x + x) /4 = 175

7x /4 = 175x = 100R/
Asi que el segundo dia gan6 x/2 = 100/2 = 50 R/, y el tercer dia: x/4 = 100/4 =
25R/

Ejemplo: Tengo cierta cantidad de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo gastar los 4/5

de mi nuevo capital y me quedaron $20. ;Cuanto tengo ahora?

Si g es lo que tengo ahora, y me pagan $7: g + 7, los 4 /5 de este nuevo capital: 4(g +
7) /5, como después de todo esto me quedan $20: g + 7 — 4(g + 7) /5 = 20,
resolviendo esta ecuacion:

59 + 35 — 4(g + 7) = 100

59 + 35 — 4g — 28 = 100

59 — 49 = 100 — 35 + 28

g = 93 Asique gasté: 4(93 + 7) /5 = 80R/

Ejemplo: La edad de C es 1/3 de la de B, y hace 15 afios la edad de C era 1/6 de la de B.

Hallar las edades actuales.

Sea x laedad de B, asi x / 3 eslaedad de C, hace 15 afios: x — 15y (x /3) — 15, nos queda:
(x/3) — 15 = (x — 15) / 6, resolviendo:

(x/3) =15 =(x/6) — (15/6)
(x/3) — (x/6) = (—15/6) + 15
(2x —x)/6 = (—15 + 90) /6
x/6=75/6

x = 75R/




Ejemplo: C tiene doble dinero que B. Si C le diera a B 20 doélares, tendria los -1/5 de lo que

tendria B. ;Cuanto tiene cada uno?

Si x es lo que tiene B, 2x sera lo que tiene C, si C le da 20 dolares a B: 2x — 20y x + 20,
nos queda: 2x — 20 = 4(x + 20) /5, resolviendo:

2x — 20 = (4x/5) + 16
2x — (4x/5) = 16 + 20
(10x/5)4x /5 = 36
(10x — 4x) /5 = 36
10x — 4x = 36(5)

6x = 180
x =180/6
x = 30R/
Luego C tiene 2(30) = 60 dolares. R/
54. Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacion cuadratica o de segundo grado se la representa de la siguiente manera:
ax? + bx + ¢ = 0,donde: a,b,c € Raa # 0
En la ecuacion la incognita x es la que hay q determinar.

Las formas de resolver una ecuacion cuadratica son por varios métodos. El método que se debe
aplicar depende del ejercicio. Pero en todo caso toda ecuacion cuadratica se resuelve mediante

la formula general. Entre los métodos que se tiene son:

1) Factorizando

2) Aplicando la formula general: x = M; donde b? — 4ac, es conocido como el
p g 2a

discriminante de la ecuacidon

Haciendo un anélisis del discriminante en la formula general de la ecuacién podemos afirmar

que:

> La ecuacion de segundo grado tiene solucién real, cuando b? —4ac = 0. Si el

discriminante es mayor que cero aseguramos que exista la raiz cuadrada.




> La ecuacién de segundo grado tiene unica soluciéon, cuando b? —4ac = 0. Si el
discriminante es igual a cero, por lo tanto, su raiz cuadrada es cero y la ecuacion tendra
una sola raiz.

> La ecuacion de segundo grado tiene no tiene solucién real, cuando b? — 4ac < 0. Si el
discriminante es menor que cero aseguramos la raiz cuadrada sea negativa; si la raiz

cuadrada es negativa entonces no tiene solucion.
Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion 15x? — 12 = —8x

Expresamos la ecuacion en la forma ax? + bx + ¢ =0

15x2 — 12 = —8x = 15x2 + 8x — 12 = 0 Buscamos dos nimeros que multiplicado

den 15(12) = 180 y que restado de 8, para esto descomponemos el 180

180 2 Entonces: 15x2 + 8x — 12 = 0;
90 2

15 18)(15x —10) =0
s | (15x + 18)(15x— 10)
15 3 G5x +6)3x —2)=0
S S S5x + 6 =0y3x —2 =0
1 6

La alternativa es 10y 18

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion vx + 13 =2 + V7 — x

Con el objetivo de eliminar las raices, elevamos miembros:
(Vx+13) = Q+V7—x)?
x+13=4+4V7—x+7—x
x+13—-4-7+x=47—x
2x + 2 = 47— x Elevamos al cuadrado otra vez
Qx +2)2 = (4V7 —x)?
4x2+ 8x +4 = 16(7— x)
4x? +8x+4-112+16x =0
4x2+24x - 108 =0

4x2+6x-27)=0




(x?2 + 6x - 27) = 0, Trinomio de la forma x? + bx + ¢
(x+9)(x-3)=0

Luego, se verifica que las respuestas obtenidas no proporcionen raices cuadradas de numeros
negativos, reemplazando en la ecuacion original. Las dos son soluciones de la ecuacion original

porque no proporcionan raices cuadradas de nimeros negativos.

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion Vx2 — 1 = 2

Elevamos al cubo ambos miembros de la ecuacion

2 — 9 = ( Diferencia de cuadrados

x+3)(x—-—3)=0
xy = —3y x, = 3R/

X

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion X3 +x/3-6=0

2
(x1/3) +x/3-6 =0 haciendo quex1/3 =u

w +u-6=0 Trinomio de la forma x? + bx + ¢
(u+3)u-2)=0

u; = —3yu, = 2 Por lo tanto

x/3= -3 y x'/3 = 2 Elevamos al cubo:

x1:_27 y x2:8R/

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion x* -3x2+1=10

Haciendo x? = u
x»)2-3x2+1=0
u?-3u + 1 = 0 No se puede factorizar, entonces empleamos la férmula general

(=) (=3)2-4(D)(1) _ 3+V9-4 _ 3445

2(1) 2 2

Resolviendo por la féormula general: u =




3+4/5
2

x =+

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion abx?- (a + b)x + 1 = 0

Para ésta ecuacion a = ab; b = —(a + b) y ¢ = 1 Aplicando la férmula general, tenemos:

—(-(a+bytJ(-(@ + b))? —4(@b)(1) _a + b+ Va?+2ab+ b7 —4ab

X

2(ab) 2ab

_a+b*tva?-2ab+b? a+bty(@a-b)? a+bta-b
= 2ab = 2ab = 2ab
_a+b+a—b_2a 1R a+b—a+b_2b_1R
1= 2ab “2ab b [ %2 = 2ab " 2ab  a /

Ejemplo: ;Qué valores ha de tomar k para que x> — 6x + k = O no tenga soluciones

reales?

Para que no tenga soluciones reales b? — 4ac < 0. Para ésta ecuacion

a=1b=—-6yc =k
(=6)2 -4 (k) <O
36 — 4k < 0
— 4k < — 36 multiplico por (— 1)
4k > 36
k > 9R/

5.5. Ecuaciones con valor absoluto

Una ecuacion con valor absoluto es aquella expresion algebraica que contiene expresiones con

valor absoluto y se lo representa de la siguiente forma:

lax+b|+c=0 X ER

lax? +bx+c/+d=0 x€R

x, Six=>0

Recordando: |x| = {—x cix<0




Teorema 1: Vx € R, se cumple que:

1 |x] =0
(i) |x|] = 0.six =0

(i) |x|* = x?

(iv) VxZ = |x|
Teorema 2 Vx,a, b € R, donde b > 0 se cumple que:
<b

i |x] £b => —-b < x

IA

x —al <b =>-b<x—-a<bh
|x] = b (Laoimplica Unidn)

ii.
iii. |x] =2b =2|x] <-b o

Propiedades del Valor Absoluto

i. |ab| = lallb]
a

_ lal
o —lbl,bth

iii. |a+b|<]al+|b]

iv.  |la—b| = l|a| = |b]

ii.

Ejemplo: Resolver 5- |x - 1| = 3

5—|x—1|=3
[x—1]|=5-3
[x —1| =2
Por definicion:
x—1=2 \Y% —-(x—1)=2
X = —x+1=2
x=-1

Ejemplo : Resolver 2x? - 3|x| = x

2x? = 3(—x)=x

2x% —3(x) =x %
2x% —4x =10 2x% +2x =0
2x(x—2)=0 2x(x+1)=0
x=0

2x=0 Vv x—2=0




2x=0 Vv x+1=0 x=0 x =-1

Ejemplo: Resolver la ecuacion |x2;3| =4

Aplicando la definicion de valor absoluto, tenemos:

x—3 X —
x —3 > Si =0
| 2 |: x =3 X=3_,
- , Si
2 2
x-3 x-3
) =4 -7 =4
x—3=8 —-(x—3)=8
x =11 —-x +3 =28
-5
Comprobacion:
a) x=11 b) x = =5
= 4l = 414l = 44 = 4 === 45 = 4 1-41= 44 = 4
2 2 2 2

Ejemplo: Resolver la ecuacion |[x? — 1| = 3

a) (x2-1) = 3 b) —(x?- 1) = 3
x*=3+1 —x% +1 =3
x2 =4 -x2=3-1
x = +2R/ —x? = 2(-1)

x? =2

x = +vV—2 No son soluciones

Ejemplo: Resolver las siguientes ecuaciones:

a) |[x—5=3x—-1 b) |x + 2| = |x — 6]

c) |x2—-3x+1]=1 d)|x? —x| = |1 —x?|

a) [x—5]=3x—-1
x—5=3x-1 —(x-5)=3x -1
x—3x=-1+4+5 —x+5=3x -1
—2x = 4 —x-3x=—-1-5




., 3
x = — 2 No es solucion x =z R/

Al reemplazar los dos valores obtenidos podemos ver que -2 no es solucion de la ecuacion.

b) [x = 2| = |x - 6]

*x-2 = —(x-6) *—(x-2)=—(x-6) *—(x-2)=x-6
x+x =6+ 2 —-x+2=—-—x+6 —-x+2=x-6
2x = 8 0 =14 —x-x=—-6-2
x =4 R/ *x-2=x-6 —2x = -8

0 =-4 x=4R/

c) |x2—-3x+1]=1

*(x?-3x+ 1) =1 *—(x?2-3x+1) =1
x3-3x+1-1=0 —x2+3x—-1-1=0
x?-3x =0 —x%+ 3x — 2 = 0 (multiplico por (—1)
x(x-3) =0 x? —3x + 2
x=0 x, =3 x-2)x—1) =0
x, =2 x, =1

Todas son las soluciones de la ecuacion

d) [x? — x| = |1 —x?|
* x2-x = —(1- x2) *x2-x = 1- x?
x2-x =-1+ x? 2x*-x-1=0
x =1 x-1D2x +1) =0

*—(x%-x) = 1- x?

N =

x1:1 x2:_

f—(xt-x) = —(1- )
Al multiplicar por —1 queda igual que el

caso anterior

N | =

Las soluciones son: x ; = 1y x, = —

Ejemplo: Resolver las siguientes ecuaciones

a) x*—x2-12=0




5 _ 1+V1+48 117:{ x2=4>x=42
x? = =3, No es solucion

_ BEV64+36 _ 8410 { x2=9>x =43
x? = —1, No es solucion

Ejemplo: Resolver las siguientes ecuaciones

a) V2x =3 —-Vx+7=4 b) —V2x—3+1=x c) 2+Vx=x
a) 1—x=+v2x—-3

1—x?—-2x=2x—3:x>—4x+4=0:x = 2 (no vale)

No tiene solucion R/

Verificacion
1-(-2)=2(2)-3
1+2=v4-3

3 =1 Falso

b) 2x —3=16+x+7+8Vx+7

x—26=8Vx+7

x%+ 676 —52x = 64(x + 7)
x%+ 676 —52x = 64(x + 7)
x?+ 676 —52x = 64x + 448

116 £ 112
x2 —116x + 228 = 0; sz:{

114 R/
2 = No es solucion

OVx=x—-2;x=x>+4—4x; 0=x%>—-5x+4

5+v25—16 53 { 4 R/
x: == =

2 2 1 = No es solucién

Ejemplo: Resolver las siguientes ecuaciones

4, 2(x+1) _
a) X + 3(x-2) -

b)

Xl
+

><N|,_\
Sl w




a) m.cm = 3x(x —2)
3(4)(x — 2) + 2x(x + 1) = 4(3x(x — 2))
12(x —2) + 2x(x + 1) = 12x(x — 2))
12x — 24 + 2x? + 2x = 12x% — 24x
10x?2 —38x+24=0

I G OF V(=38)% — 4(10)(24)

2(10)

3841444 -960 38++484 38+22 19+11
= 20 “T 20 20 10
_19+11 30 o _19-11_8 4
M=o 10 3Rl = g =15~ sR/

b) m.c.m = 4x2

3x2—4x+4=0
- —(-9) /(9> -4B3)(-4) 4+Vi6+48 4+8

2(3) 6 6
_4+8_12_2R _4-8 -4 2R
M= =g TR == =g R
5.6. Problemas sobre ecuaciones de Segundo grado con una incognita

En esta sesion se mostrara algunos ejemplos que permitirdn al estudiante tener destreza
necesaria para plantear un problema que se resuelven con ecuaciones de segundo grado con una

incognita.

Ejemplo: Un granjero espera obtener $ 36 por la venta de huevos. En el camino al mercado se
le rompen cuatro docenas. Para obtener el mismo beneficio, aumenta en $ 0,45 el precio de la

docena. ;Cuantas docenas tenia al principio?

n nimero de docenas Nuevo precio: p + 0.45
p precio por docena. n - 4, # de docenas actual.(p + 0,45)
n.p = 36 (1) (n —4) =36(2)

Despejando en (1) p = 36/n ; y reemplazo en (2)

(2+0.45) (n-4) =36




36 36
—n+045xn—4——4%0.45 = 36
n n

144
36 + 0.45n — e 1.80 = 36

36n + 0.45n% — 144 — 1.8n = 36n
0.45n? —1.8n— 144 =0
n?—4n-320=0
(n— 20)(n +16) =0
n = 20 n = —16 no es solucion
n = 16 R/
Ejemplo: Varios amigos toman refresco en una terraza y deben pagar $6 por el total de los
consumos. Como dos no tienen dinero, los demas les invitan, debiendo aumentar su aportacion
en $ 0,80 cada uno. ;Cuantos amigos son?
Sea x el nimero de amigos.
Sea n el valor que debian pagarn, x = 6n = n=6/x (1)

(x-2)(n + 0.80) = 6 (2); reemplazo (1) en (2)

(x—2) (g+ 0.80) —6

x (g) —2 (g) +0.80x — 2(0.80) = 6

6 —§+ 0.80x — 1.6 = 6 El m.c.m es x

—2 4 0.80x% — 1.6x = 0 Dividido para 0.80
x2—2x—15=0

(x=5)x+3)=0

x; =5 x, = —3, Soneltotal 5amigos R/

Ejemplo: Resolver las siguientes ecuaciones

Ejemplo: La superficie de un tridngulo equilatero es de 50 m2. Calcula el lado.




Nota: Triangulo equilatero es el tridngulo que tiene todos sus lados iguales, por lo tanto, todos

sus angulos seran iguales y su valor de 60°

1
b+ (z) = 0
2 2 _B_38 , _ V8l
b™=1 4 4’7 T 2
Area= @ =50
4
V200
2=22 2=2-1075m
l X N
Figura No. 40. Triangulo Equilatero
Ejemplo: Resolver las siguientes ecuaciones
5.7. Ejercicios propuestos de ecuaciones

Resolver las siguientes ecuaciones:

x+4 X 5x+8 5(x+11
) 7t xr_ 58 sl
3 3 27 9

2 2 _ 2, 5
2) (3x—§)(3x+§)—4— (3x—5)2 +3
V5 —x x—1 _ 2v3 +x _
) FrE oA ]
4) Entre estas seis ecuaciones de primer grado, hay dos que no tienen solucion, dos que

tienen infinitas soluciones y dos que tienen solucion unica. Identifica cada caso y

resuelve si es posible:

x+1 2x+3
a) =

2 4
b) x+ZX-1=2«
3 3

C) (x+1)2 1+x (x-1)%2  2+4x
16 2 16 4

d) 0,2x +0,6-0,25(x-1)? = 1,25x - (0,5x + 2)?
e) (5x-3)%-5x(4x-5) =5x(x-1)

2x+1 (4D (x-2) _ x-2  (x-2)?
7 7 2 T2 2




Resolver las siguientes ecuaciones:

5) —= 43 -1 ) (x+1)2—-(x—-2)2= (x+3)*+
x24+25+10x  x2-25 x+5

2x+3) _ 2 4 x% =20

4x2-25  2x+5 2x—5

6)

9 x2-2x+5 x%+43x _ x%2—4x+15
x+a ) 2 4 6
2a%b
7) x;b —
ab 2x(x—b)

3x+1  5x2+43  x%-1 x+42
10) - = -—

3 2 2 3

Resuelve estas ecuaciones de segundo grado en las que la incognita es x:

1) (x- a)®>-2x(x + a)- 4a®* =0
12) ax?+ bx + b-a =0 13) (@ + b)x*> + bx-a =0

Resuelve las siguientes ecuaciones:

14)36x™* - 13x™2 + 1= 0 x43 _ x%+1_ 26
20) T =
2/3 4 4X1/3 4 0 x—-1 x“—1 35
15) 3X - == 2_ 2
21) X 1+(x_2)2:x+2

3 2

16) V2Vx +1=/3x -5

17) V7 —-2x—+/5+x =4 —-3x

3 (x 2 x41 1 x-1
18) x+V5x—19=—1 2) S(G-2) - =
19) i+i_§

x+2 = x+3 2

Demuestra las siguientes identidades:

24) (L-i- 2x )(}_1):i 25) a?-1 +a2+2a+1: 1

1+x  1+x2/ \x a?-3a+2 a2-a-2
x—2 x—3 1 1

26) (A2-2) 4 (- L) =2x—5
x—3 x—2 x—3 x—=2

Resuelve estas ecuaciones bicuadradas

27) x*-5x2 +4 =0 29) x* +3x2+2=0
28) x* +3x2 -4 =0 30) x* —9x2 +2 =0

Descomponer en factores estos polinomios e indicar sus raices:

31) x%-2x%-x + 2 32) 2x%—-3x2-9x+10

22)  (0.5x —1)(0.5x+1) = (x + 1)2—9




33) x*—5x%+4 35) 4x?+4x+1
34) 6x*—5x3—23x%+20x—4

Resuelve las siguientes ecuaciones, factorizando previamente:

36) x3—-7x—6=0

37) 2x3—-3x2—-9x+10=0
38) x*—5x3+5x2+5x—6=0
39) 3x3—-10x+9x—2=0

Resolver los siguientes problemas:

40) La suma de dos nimeros impares consecutivos es 736. ;Cudles son dichos nimeros?

41) La mitad de un numero, la tercera parte de su consecutivo, mas la cuarta parte del
siguiente, es igual a éste ultimo. ;Cuales son los numeros?

42) Tres personas heredan 1140 acciones; segun el testamento, la primera recibe la mitad
de lo que recibe la segunda, y la tercera, seis acciones menos que el triplo de la primera.
(Cuantas acciones corresponde a cada una?

43) El perimetro de un jardin rectangular es de 58 m. Si el lado mayor mide 11 m. més que
el lado menor. ;Cuanto miden los lados del jardin?

44) Halla un tal que su mitad mas su cuarta parte mas 1, sea igual al nimero pedido.

45) Jorge es 3 afios menor que Alvaro, pero 7 afios mayor que Miluska. Si la suma de las
edades de los tres es 38, ;qué edad tiene cada uno?

46) La suma de tres nimeros es 200. El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65.
Hallar los ntimeros.

47) Tres canastos contienen 575 naranjas. El primer canasto 10 naranjas mas que el segundo
y 15 mas que el tercero. ;Cudntas naranjas hay en cada canasto?

48) Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor que la del medio
y 70 unidades menor que la mayor.

49) Un estanque puede ser llenada por tres tuberias independientes. La primera tuberia llena
el estanque en 15h; la segunda en 20 h y la ultima en 30 horas. ;En qué tiempo llenaria
se llenaria el estanque considerando las tres tuberias juntas?

Problemas de Ecuaciones de Segundo grado.

50) Un tendero invierte $ 125 en la compra de una partida de manzanas. Desecha 20 Kg por
defectuosas y vende el resto, aumentando 0,40 cada kilo sobre el precio de compra, por
$147. ;Cuantos kilogramos compr6?

51) Se quiere hacer una caja de 50 cm3 de volumen con una cartulina cuadrada. Para hacerla
se cortan en las esquinas cuadrados de 2 cm de lado. ;Cuénto mide el lado de la cartulina
cuadrada?




52) El cuadrilatero central es un rombo de 40 m. de perimetro. Calcula las dimensiones del
rectangulo sabiendo que la base es el triple de la altura.

Nota: El rombo es una figura geométrica que tiene todos sus lados iguales.

53) Determina los lados de un rectangulo, sabiendo que su sami perimetro es 25m y su area
es 150m2.

54) Un nimero de dos cifras es igual a 8 veces la suma de sus digitos. Si los digitos se
invierten, el valor resultante es menor en 45 unidades que el nimero original. Enuentre
el numero.

55) Un rectangulo equivale a un cuadrado de 96 cm de lado. Determina las dimensiones del
rectangulo sabiendo que una de ellas es 6 de la otra.

56) El digito de las decenas de cierto nimero es 4 unidades mayor que el digito de las
unidades. La suma de los cuadrados de los dos digitos es igual a 26. ;Entonces la
diferencia de los digitos es?

57) Determina las medidas de un tridngulo rectangulo, sabiendo que su perimetro es 80 cm
y la suma de los catetos es 46 cm.

58) El area de un rectangulo es 360 m2 y el largo excede al ancho en dos unidades. Calcula
el perimetro del rectangulo.




CAPITULO VI. DESIGUALDADES E INECUACIONES

Previo al estudio de esta seccion se estudiara los intervalos, los cuales son un conjunto de

numeros reales a los cuales satisfacen una determinada condicion.

6.1. Tipos de intervalos

Un subconjunto de la recta real se llama intervalo y contiene todos los nimeros reales que estan
comprendidos entre dos cualquiera de sus elementos. Geométricamente los intervalos

corresponden a segmentos de recta, semirrectas o la misma recta real.

Los intervalos de nimeros correspondientes a segmentos de recta son intervalos finitos, los
correspondientes a semirrectas y a la recta real son intervalos infinitos. Los intervalos finitos

pueden ser cerrados, abiertos o semiabiertos.
Sean a y b dos nimeros reales tal que a < b, se tiene los siguientes intervalos:

6.1.1. Intervalo cerrado

| 77777777777777777 |
0 l/ 7. /////////]

A

\

[a,b] = {x E R/a < x < b} a b e
Figura No. 41. Intervalo cerrado
6.1.2. Intervalo abierto
< (////////////// ////‘) >
(a,b) ={x € R/a < x < b} - 3 b =
Figura No. 42. Intervalo abierto
6.1.3. Intervalo semiabierto / semicerrado
< | 7777777777777 777\ >
[a,b) — {x E R/a S x < b} 0 la //////////{) +00
- [ P777777777777777779 >
‘_00 \/ ////////////////] +°°'
(a,b] ={x € R/a < x < b} a b

Figura No. 43. Intervalos semiabiertos




6.1.4. Intervalos con extremos infinitos

(—0,a) = {x € R/x < a} <z 7 To o
-+ = >
(—o,a]l={x ER/x < a} i ,; Fr
< r’ »
[a,4) = {x e R/x = a} -c0 5 +o0
< 2 :
- { —>
(a,4+o) = {x € R/x > a} - a +
Figura No. 44. Intervalos con extremos infinitos
Ejemplos:
e [-510] = {x € R/-5 < x < 10}
5 0 5 10
Figura No. 45. Intervalo [—5,10
e (0,7/2) ={x € R/0 < x < 7/2)
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Figura No. 46. Intervalo (0,7/2)
e (-3,6] ={x e R/-3 < x < 6}
2 0 2 { 6
Figura No. 47. Intervalo (=3, 6]
e [1,5)={x€eR/(x <1v(x =5)}
O * - 1

0 5 10 15 —_ x5

Figura No.48.  Intervalo [1,5)¢
o (—0,-2]={x ER/x > -2}

(8%
ot
(8%

Figura No.49.  Intervalo (—oo, —2]¢




6.2. Desigualdad.

Es un enunciado que compara dos expresiones matematicas, separadas por simbolos de orden.

Los simbolos que expresan una desigualdad son:
> mayor que > mayor o igual que
< menor que < menor o igual que

Ejemplo: 16 > 7; < —1>-2; 2> —

N w
NN

6.3. Inecuacion.

La inecuacion es una desigualdad condicionada y su solucion significa encontrar todos los
valores del conjunto referencial para los cuales el enunciado constituye una proposicion

verdadera.

Normalmente, resolver una desigualdad implica encontrar un conjunto de niimeros reales para
los cuales la desigualdad resulta una proposicion verdadera; y se la expresa mediante intervalos.
Para el ejemplo, usted podrd demostrar que el conjunto soluciéon de la desigualdad es S =
{x/x > 3} que se lee "es el conjunto de todas las x tales que x sea mayor que 3". Cualquier
valor mayor que 3 es parte del conjunto solucion. Se tienen inecuaciones lineales, cuadraticas,

con valor absoluta y con radicales, tal como se vio en la seccion de ecuaciones.

6.3.1. Inecuacion lineal.
Una inecuacion es lineal si se la representa de las siguientes formas:

ax—b<0
ax+b20; a,b € R A a # 0 donde x es la incognita cuyo valor hay que determinar.
ax—b=0
ax—b>0

6.3.2. Resolucion de una desigualdad lineal

Para resolver desigualdades se emplea el mismo método utilizado para resolver ecuaciones. A
menudo usamos los teoremas vistos en la seccion "Teoremas de orden de los naumeros reales"

a fin de sustituir una desigualdad por otra equivalente.

Ejemplo: Resolver la desigualdad 6x > 18




6x > 8

x> 18/6

x>3

S={x/x<3}6 S= (3,0

3 2 1 0 1 2 3
Figura No. 50. Intervalo (3, ©)

Verificacion: Un elemento del conjunto solucion es: x = 4; si reemplazamos en la

desigualad original tenemos: 6(4) > 18

24 > 18 es una proposicion verdadera

Ejemplo: Resolver la desigualdad —4x + 21> —x+6

—4x + 21 > —x + 6
—4x + x > 6 — 21

—3x > —15(-1)
3x < 15

X < 15/3

X < 5

S={x/x<5} 6 S=(—x;5) R/

O

4 2 0 2 4
Figura No. 51. Intervalo (—o0; 5)

2x-3
5

Ejemplo: Resolver la desigualdad 3 < <7

En este ejemplo tenemos dos desigualdades conjuntas, por lo tanto, la soluciéon de la

desigualdad es el conjunto interseccion de las desigualdades individuales.

3(5) <2x—-3<7(5 Separo las desigualdades

a)15<2x-3 b) 2x —3 < 35
a)15<2x -3 x>0
2x—32>15

b) 2x — 3 < 35




x <19

Intercambio el orden y cambia el sentido de la desigualdad

10 12 14 16 18

Figura No. 52. Intervalo x < 19

Ejemplo: Resolver 4x +3 > 12x — 13

4x —12x = —13 — 3
—8x = —16
8x <16

ro

1 2
Figura No. 53. Intervalo (—o0, 2)

EkmﬂmR%dwx%Bx—2)<§+2

2%,
7353

X 2
x—§<2+§
8x—x 642

8 < 3
3(7x) < 8(8)
21x < 64

64 , 64
x<— 6 (—00, —)
21 21

O

3 2 1 0 1 2 3

FiguraNo.54.  Intervalo (oo, %)




6.3.3. Inecuaciones cuadraticas.

Las inecuaciones cuadraticas pueden ser de la siguiente manera:

ax? + bx+c>0

2
gzz i Ez i E i g ;a,b,c € Raa# 0donde x es la incognita cuyo valor hay

ax? + bx + ¢c<0

La solucion se encuentra factorando o mediante el empleo de la formula general, con el fin de
poder expresar la inecuacion en funcidon de un producto de dos factores y poder separarlos en

dos inecuaciones lineales, tal que cumplan las siguientes propiedades:

. Vx,y €R(xy>0={x>0Ay>0V&x<0Ay <0)}
II. vVx,y €ER(xy<0)={x>0Ay<0)Vx<O0Ay > 0)}

Ejemplo: Resolver x? - x- 2 > 0

x-2)(x+1) =0
{(x-2)20A(x+ 1) =20}V{x-2) <0A(x+1) <0}
{x=22)A(x =2 -D}V{(x < 2)A(x < -1)}

Debe recordarse que la conjuncion de conjuntos involucra a la interseccion y la disyuncion

involucra la unién de sus conjuntos.

3 -2 A1 0 1 3 4
@ [ 2
2 0 2 ! 6
Figura No. 55. Interseccion y union de soluciones

: Sex—2)—71(1-% 2E-2
Ejemplo: Resolver: _ (6x — 2) 3(1 3)<4x+3(2 12)

30x — 10 7(3—2x> 2<6x—5)

8 (T3 ) < ¥ 33




30x —10 /21— 14x 12x — 10
e (o)< ()
36[9(30x — 10) — 8(21 — 14x)] < (144x + 12x — 10)72
270x — 90 — 168 + 112x < 2(156x — 10)
382x — 258 < 312x — 20
328x — 312x < —20 + 258

70x < 238

_ 238
XS0

119

x<¥

17 17
x<—o0 (—00,—)
5 5

Figura No. 56. Intervalo (—00, 15—7)

Ejemplo: Resolver x?2 - 9x +18 < 0
x—-6)(x—-3)<0
{(x—6)>0A(x—3)<0} V{(x—6) <O0OA(x—3)> 0}
fx>6 Ax<3}vi{x<6 Ax>3}

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

Figura No. 57. Intervalox <6 A x >3

6.3.4. Inecuaciones con polinomio de grado mayor a 2

En las desigualdades cuadraticas, cubicas, etc. es esencial tener 0 en un lado del signo de
desigualdad, para ver la posibilidad de factorizar el polinomio, para lual se pueden emplear dos
métodos de solucion que se ilustrara en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Determine los x € R que satisfacen la inecuaciéon 3x — x? > —28

Primer método

3x —x? > 28 pasamos el -28 al primer miembro

3x —x?>+28>0

x2+3x+28=0 (-1) multiplicamos por -1




x?—3x—28<0 factorizamos

x—7Dx+4)<0

Para que sea menor a cero o negativo debe cumplirse dos casos:
{a) ) ()=

© }; Segun la ley de los signos
b) =) (==

aA)(x—7)=20 A (x+4) <0 Ubx-7)<0 A (x+4)>0
x=>7 A x<—4U x<7 A x> —4

< LT /EXXXXXXXXX\\\\\\\\\\\\\\\I\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ > b)

0 Hay interseccion
-4 +7
4 TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT ] [\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ > a)
-4 0 +7 Conjunto vacio

Figura No. 58. Intervalo de solucion @ U [—4; 7]

Por lo tanto, la solucion de la desigualdades: S =@ U [—4;7]

Como hemos podido observar para que sea menor a cero la desigualdad debe cumplirse dos
casos: el caso (a) 6 el caso (b). La 6 estd asociado con la Union. El simbolo A representa la "y"

o la interseccion.
Segundo método

Un segundo método es el uso de un diagrama de signo en la recta real, en la que se representan
los signos de los factores que intervienen en la desigualdad. Para el caso del ejemplo, los puntos
criticos, despejando en la desigualdad factorizada (x + 4) < 0, sonx =7y x = — 4. (Si

existe dos puntos criticos hay tres intervalos definidos)

Tabla No. 18. Asignacion de signo en la recta real

Signo Resultante + . +

- -4 7

r

Como obtenemos los signos. Veamos como ejemplo la primera
Columna o primer intervalo (—oo; —4).

< Un valor de x en ese intervalo puede ser — 5.

X +4 = —-54+4=-—1= —




Graficamos en la recta real los puntos criticos, y dando valores en cada uno de los intervalos a
los factores, determinamos sus signos. En todo caso el signo resultante debe ser negativo (-) ya

que la desigualdad debe ser menor a cero.

El signo resultante es negativo entre -4 y 7. Por lo tanto la solucion de la desigualdad es S =
[-4;7] R/

. . x 2
Ejemplo: Resuelve la desigualdad Frr
En este ejercicio, cuya caracteristica es que la variable x también se encuentra en el
denominador, se procede también a ubicar todos términos en el primer miembro y dejar el cero
en el segundo miembro.

X 2 X 2 x(x—1)—-2(3x-5)

< - <
3x—5_x—1=>3x—5 x—1_0=> Bx-5x-1) ~

(x=5)(x—2)

Simplificando y factorizando resulta: 37-5)(r-1)

De entrada decimos que no es parte de la solucion x = 5/3 y x = 1; estos valores generan una

division por cero en la desigualdad original. Necesitamos que el signo resultante sea negativo.

Resolviendo con el diagrama de signo en la recta real; y sabiendo que los puntos criticos son:

X=5X=2;X=5/3yX =1, tenemos los 5 intervalos:

+

Signo resultante 1 - + -
(x — 5) = - -
(x-2) - - +
(3x-5) - + +

(x- 1) - + - +

Tabla No. 19. Asignacion de signo en la recta rea del ejemplo




o 0 o Y

1 2 3 4 5

Figura No. 59. Intervalo solucion: S = (1;5/3) U [2; 5]
Lasoluciones S = (1;5/3) U [2;5] R/

Ejemplo: Resuelve la desigualdad x3 > x

x3>x
x3 — x > 0 Factor comiin
x(x? — 1) > 0 Diferencia de cuadrados

x(x+1)(x —1) > 0 Los puntos criticos son 0;1 y -1. Por lo tanto, hay cuatro intervalos

definidos. Se quiere que el signo resultante sea positivo (> 0)

Resolviendo con el diagrama de signo en la recta real;

Tabla No. 20. Asignacion de signo en la recta rea del ejemplo

+ + +0

(o — O-
-1 0 1

r
w

Figura No. 60. Intervalo de solucién: (—1; 0) U (1; o0)
La soluciones S = (—1;0) U (1; ©)R/
2x+1 2x+5

Ejemplo: Resuelve la desigualdad 1" 3e2

2x+1>2x+5
3x—1 3x+2

2x+1 2x+5 2x+1 2x+5 2x+1)(3x+2)—(2x+5)(3x—-1
_ S0 ( )( )=( )( )

>0
3x-1 3x+2 3x—1 3x+2 (B3x-1)(3x+2)

6x2+7x+2—6x2—13x+5>0(:} —6x + 7 PR 6x—17 S o
Bx-1)Bx+2) Bx—-1)Bx+2) Bx—-1)Bx+2)




(Se cambia el sentido de la desigualdad porque se ha multiplicado la fracciéon por —1)

Resolviendo (+) con el diagrama de signo de la recta real

(<N

(6x7) _ + _
Gx-—1DGx+2) " °

+ + + o+

Tabla No. 21. Asignacion de signo en la recta rea del ejemplo

(6x-=7)

Como el sentido de la desigualdad en ——————
(Bx-1)(3x+2)

< 0 es “<” (valores menores que 0), la

solucion consistird en aquellos intervalos sefialados con el signo menos. Entonces la solucion

5= (oo EDR)

O O—)
-2.0 -1.5 -1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0
Figura No. 61. Intervalo de solucion: (—00; - %) U G ; %)
6.4. Inecuaciones con valor absoluto

Ejemplo: Resuelve la desigualdad |x — 5| > 10

Cuando se tiene una desigualdad con valor absoluto y el signo es mayor que 6 mayor o igual

que, se obtiene la union de las desigualdades individuales.

Método 1. Aplicando la definicion de valor absoluto:

x—5>10 six—5=20
|x—5|>10={
—(x—=5)>10 six—5<0
{x>10+5 si x=>5 x> 15 si x=5
—x>10-5 six<5 x < =5 six<5

El conjunto solucién es: § = (—o0, —5) U (15, +x) R/




Método 2

|x — 5] > 10 es equivalente a —10 > x — 5 > 10 Separo las desigualdades

—10>x-5 u b) x—5>10
x—5<-10 ] x > 15
x <=5 U x > 15

S = (—o0; =5) U (15; ) R/

-0 O

10 0 10 20 30 40

Figura No. 62. Intervalo solucion: (—oo; —5) U (15; o0)

Ejemplo: Resuelve la desigualdad |2x3+5

| <1
Cuando se tiene una desigualdad con valor absoluto y el signo es menor que 6 menor o igual

que, se obtiene la interseccion de las desigualdades individuales

2x+5
3

| < 1lesequivalente a: —1 < 2x3—+5 <1

Separando las desigualdades

2x+5 2x+5

—1<T Nn b T<1
—3<2x+5 N 2x+5<3
2x+5> -3 N 2x <3-5
2x > —8 N 2x < =2

x>—4 N x< -1

S=(-4-1) 6 S={x/-4<x<1}R/

O O

4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 1.0

Figura No. 63. Intervalo solucion: (—4; —1)

Ejemplo: Resuelve la desigualdad |x% — 1| > 3

Cuando se tiene una desigualdad con valor absoluto y el signo es mayor que 6 mayor o igual

que, se obtiene la union de las desigualdades individuales




x2—-1|>3=-3>x2-12>3

a) —-3=2x*-1 U b) x2—1=>3
x?2—-1<-3 u x2—4>0
x>+2<0 U x+2)(x—2)=0

La parte a) no tiene solucidon por cuanto no hay ningin numero que elevado al cuadrado y

sumado 2 sea negativo. La desigualdad a) siempre sera positiva
O despejando: x% < —2; x <+/—2,locual no existe. S; = @

En la parte b), los puntos criticos son 2 y -2. Por lo tanto, hay tres intervalos definidos. Se

requiere que el signo resultante sea positivo (>=0)
Resolviendo con el diagrama e signo en la recta real,

Signo resultante 4 - +

Tabla No. 22. Asignacion de signo en la recta rea del ejemplo

La solucién S, = (—o0, —2] U [2, +0)
La solucion total es S; = §; US, = @ U (—o0, —2] U [2, +0)

S; = (=, —2] U [2, +0)

-6 -4 " 0 2 4 6

Figura No. 64. Intervalo de solucion: (—oo, —2] U [2, +0)

Ejemplo: Resuelve la desigualdad |%| =>4

Cuando se tiene una desigualdad con valor absoluto y el signo es mayor que o mayor o igual
que, se obtiene la union de las desigualdades individuales. Con x en el denominador se deja 0

en un miembro de la desigualdad y Se multiplica por (—1) y cambia el sentido de la desigualdad

en (b




"+2|24=>—42 2 >4

2x-3 2x—
xX+2 X+2
Q) — 4> U hZ22>4
2x—-3 2x—3
xX+2 S _4 U xX+2 2 4
2x—-3 2x—3

2 L 4<0 U 2 _ 4>

2x-3 2x-3
9x-10 7x-14
<0 U <0
2x-3 2x-3
9x-10 x-2
<0 u <0
2x-3 2x-3

En la parte a), los puntos criticos son 10/9 y 3/2. Por lo tanto, hay tres intervalos definidos.

Se requiere que el signo resultante sea negativo (<= 0). Resolviendo con el diagrama de signo

en la recta real;

Signo resultante - +
(9x —10) + +
+

(2x—-3) - -

Tabla No. 23. Asignacion de signo en la recta rea del ejemplo

Nota: 3/2 no puede ser parte de la solucion por que hard una division por cero en la desigualdad.
La soluciéon S; = [E ; E)

9 "2

En la parte b), los puntos criticos son 2 y 3/2. Por lo tanto, hay tres intervalos definidos. Se

requiere que el signo resultante sea negativo (<= 0). Resolviendo con el diagrama de signo en

la recta real;

Signo resultante - +
(x—2) - +
(2x—3) - + +

Tabla No. 24. Asignacion de signo en la recta rea del ejemplo

Nota: 3/2 no puede ser parte de la solucion por que hard una divisidon por cero en la desigualdad.

La solucion S, = (z ; 2]

La solucion total sera S, = [17,0;3) U (2 ; 2] R/




Figura No. 65. Intervalo solucion: [%0; %) U G, 2]

Ejemplo: Si p(x): |x — 2| = 2x + 3 y q(x): |x| — 2x < 4 Hallar p(x) n q(x)

Son desigualdades que habra de desarrollarlas por separado y luego encontrar la interseccion.
Ordenando la desigualdad q(x): |x| < 4 + 2x

Método 1: Por tener el signo de mayor se desarrolla la union de dos desigualdades de p(x)

P(x):—(2x+3)=2x—2=>2x+3

a)—(2x+3)=2x—-2 U b) x—2>22x+3

—2x—3=2x-2 U x—2x=+4+34+2
—2x—x=>-2+4+3 U —x=5
x < -—1/3 U x < -5

3

Solucién de p(x) = (_oo; _l]

Por tener el signo de menor se desarrolla la interseccién de las dos desigualdades
de q(x)

q(x): x| < 4+ 2x

—(4+2x)<x<4+2x

a) —(4+2x)<x b) x<4+2x
—4—-2x<x x—2x<4
—2x—x<4 -x<4

x>—4/3 x> -4

Solucién de: g(x) = (—g; oo)

Solucién de p(x) N q(x) = (_ 2. l]

3 3




2 1.0 0.8 0.6 0.4

3

Figura No. 66. Intervalo solucion: ( 2 1]
Método 2: Resolviendo con la definicion de valor absoluto, se tiene:

0 (relacionado con union)

(x—2)=2x+3 six—220
|x —2|=2x+3 =
—-(x=2)=22x-3

six—2<0
[(x—2=22x+3)N(x—2=20)]JU[-(x—2=22x+3)N(x—2<0)]

[(x—2x>3+2)Nn(x>2)] U[(~x—2x>3-2)N(x<2)]

[(x =5)Nn (x = 2)] U[(=3x=1)n(x < 2)]

[x<-=5)NnKx=2)] Ulx<-1/3)n(x<2)]

0 U(~ens—3] = (s3] = p0

x <4+ 2x

Si x=0
|x|<4+2x={

—x < 4+ 2x Si x<0

[(x<4+2x)N(x=0)] U [(—x<4+2x)N(x <0)]

[(x—2x<4)N(x=0)] U [(—x—2x<4)Nn(x<0)]

[((x<4)Nnx=0)] U [(-3x<4)n(x<0)]

[x>—-4)Nnx=0)] U [(x>-4/3)Nn(x<0)]

[0; 00]U (—g;o) = (—g; 0) =@

pC) N qC) = (-5:-3]

1.2 1.0 0.8 0.6 0.4

Figura No. 67. Intervalo solucion: (— 2 - %]




6.5. Problemas de inecuaciones

Ejemplo: Un cantante quiere realizar un concierto. El costo del mismo puede ser cubierto con
un pago unico de $2440, o un pago de $1000 mas el 40% de lo que se obtenga por la venta de
las entradas. Se estima la asistencia de 800 personas. ;Cuanto podra cobrar por boleto de manera

que la segunda forma de pago no sea mas elevada que el pago tnico?
x: precio de la entrada
pago unico: $2440
segunda forma de pago = 1000 + 0.1(800x)
Por condicion del problema, la segunda forma de pago debe ser menor o igual que el pago
unico, lo que se representa por la siguiente inecuacion:
1000 + 0.4(800x) < 2440
1000 + 320x < 2440
100 + 32x < 244
32x < 244 - 100

32x < 144

_ 144
X="37

x < 45

La entrada debe valer a lo mucho $4.5. Un valor mayor a este, provocaria que el pago tnico

sea mayor que la segunda forma de pago.

Ejemplo: El propietario de un hotel tiene la posibilidad de alquilar todas las 50 habitaciones si
el alquiler mensual es de $120 por habitacion. Por cada incremento de $5 en la mensualidad de
alquiler, una habitacion quedara vacante sin posibilidad alguna de alquilarse. ;Cudl es el valor

maximo de alquiler que debera fijarse para obtener un ingreso mensual de al menos $6000?

x: nimero de incremento de $5
Ingresos = (precio de la habitacion) (# de habitaciones)

El ingreso mensual viene dado por: I = (120 + 5x) (50 - x)




Debe cumplir que los ingresos superen los $6000
(120 + 5x)(50 — x) = 6000
6000 — 120x + 250x — 5x2 > 6000
—5x%2+130x =0
x?2—26x<0
x(x—26)<0
x<0AXx—-2620V(Xx=0AXx—26<0)
x<0Ax=26)V(x=0Ax<26)

@ U [0, 26] = [0, 26]

Figura No. 68. Intervalo solucion: [0, 26]

6.6. Ejercicios propuestos de inecuaciones.

Resolver las siguientes inecuaciones:

1) 5x—12>3x—4 14) (x+ Dx?(x—3)>0

2) 2x—2>%410 15) 2=>0
3 3 x—-3

3) (x+2)x—1)+26<(x+4)(x+5) 16) i’:izo
4) (Bx—-1)(10x+4) = (6x —5)(5x —

7)
5) 52 +x)>—-5x

x2
17) 2=<0

18) x3 —x?—6x<0

-2

6 “i>x-1 1) ey <0

3x—1

7) x245x<0 20)1<;‘_3<2

8 x*4+5x<0 21)_l<2x+3<§

2 5 2
(2x-1)(3x+4)

9) ————=<0 4 2
(x=5)(x=7) 22) 3x—2 < X1
x%—x-2 4 1

10) x2+4x+3 =0 23) x+2 > x—1

11) x?=3x—4<0 24) |x — 4| <7

12) x*=3x—420 25) |x+3] =6

13) x> +7<0 26) |2x —5| <3




27) Sip(x):|x+4| <2yq(x)=|x| =3 Hallar p(x) nq(x) R/ (—6;—3)

28) |2 <3 3 || >2

x+1 4-x
29) |x2—-3x+42|<2 32) [3x—|2x—1|| <x
30) [x*—4x+3|>1 33) |Ix+11+1] <2

CAPITULO VII: SISTEMA DE ECUACIONES Y MATRICES

Ocurre en la practica que frecuentemente se requiere trabajar en forma simultanea con mas de
una ecuacion donde aparecen mas de una variable para resolver algiin problema practico. En
¢éste capitulo estudiaremos métodos para hallar las soluciones a todas las ecuaciones que
conforman el sistema. Ademas, estudiaremos el algebra de matrices y determinantes, y veremos

coémo se pueden aplicar en la resolucion de ecuaciones simultaneas lineales.

7.1. Ecuacion de primer grado con dos incognitas

En el capitulo de "Ecuaciones", hemos analizado las ecuaciones de primer grado con una
incognita y como resolverlas. Si tenemos una ecuacion de primer grado con dos o mas

incognitas podriamos decir que ésta admite infinitas soluciones.
Ejemplo: x + 2y = 14;

ésta ecuacion admite infinitos pares de nimeros "x" ¢ "y" que cumplan que la suma sea igual

a 14. Entre ellos tenemos:

{x=4 {x=10 {x=14 {x=20
y:S = =

Por lo tanto; cada uno de éstos pares de nlimeros, es una solucion para la ecuacién de primer
grado con dos incognitas. Para qué no ocurra esto debemos al menos estar seguro de tener el

mismo nimero de ecuaciones que de incognitas.

7.2. Sistema de ecuaciones

Se llama sistema de ecuaciones todo conjunto de ecuaciones distintas que tiene una o mas
soluciones comunes. Resolver sistemas de ecuaciones simultaneas es hallar el conjunto de

valores que satisfacen de forma simultanea cada de sus ecuaciones.




Caracteristicas de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

Los resultados caracteristicos de resolver un sistema de dos o mas ecuaciones lineales con dos

0 mas variables son:

» Hay exactamente una solucion. Un sistema es consistente si tiene por lo menos una
solucion.

» Un niimero infinito de soluciones. Un sistema con un numero infinito de soluciones es
dependiente y consistente.

> No existe solucidon. Un sistema es inconsistente si carece de solucion.

7.3. Sistema de ecuaciones lineales con dos variables

Se llama sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas a dos ecuaciones de
primer grado con dos incognitas cada una, que deben admitir simultdneamente las mismas
raices o solucion del sistema.

. ) (x+y=10
Un ejemplo podria ser: { X—y=2

El conjunto solucidn del sistema de ecuaciones x = 6 ey = 4.

Conx =6 e y=4,sesatisfacen las dos ecuaciones, pues la suma de esos nimeros es 10
y su diferencia es 2. Se puede afirmar que éste sistema de ecuaciones. tiene solucion unica, ya
que no existe ningun otro par de valores de x e y que satisfaga por igual a las dos ecuaciones
simultaneas. Podriamos encontrarnos con sistema de ecuaciones que tienen solucion Unica,

infinitas soluciones y que no tenga solucion.

7.4. Métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas

Eliminacion de una incognita.

Eliminar una incognita de un sistema de ecuaciones es reducir el sistema propuesto a otro que

tenga una ecuacion y una incoégnita menos. Los métodos de eliminacion son:

> Por reduccion.
» Por igualacion.
> Por sustitucion.




Eliminacion por reduccion

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas empleando el método de

reduccion:

a) Multipliquense los dos miembros de una de las ecuaciones, o de ambas, por nimero
tales que resulten iguales los coeficientes de una misma incognita pero con signo
contrario.

b) Sumense algebraicamente las dos ecuaciones

c) Resuélvase la ecuacion que asi resulta, con lo cual se obtiene el valor de la incognita
que contiene.

d) Sustitiiyase este valor en una de las ecuaciones dadas y resuélvase; se obtiene asi la otra

incognita.

x—3y=9

Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: {Zx +y=-10

ec. (1) x — 3y = 9 Multiplico la ecuacion 1) por -2
ec. (2) 2x + y = —10
ec. (3) —2x + 6y= —18 Sumo miembro a miembro las dos ecuaciones
+7y = -28
y = —28/7 = —4 Despejamos y

(P2 €690,

Sustitiiyase “y” por su valor en cualquiera de las ecuaciones dadas, y despéjese a “x™:

x—3y=9
x—3(—4)=9
x+12=9

x=-=3; por tanto: x = —=3;y = —4

Eliminacion por igualacion:

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas empleando el método de

igualacion:

a) Despé¢jese, en cada ecuacion, la incognita que se requiere eliminar.
b) Igudlense las expresiones que representan el valor de la incégnita eliminada.
c) Resuélvase la ecuacion que resulta, con lo cual se obtiene el valor de la incognita

no eliminada.




d) Sustitiyase el valor hallado en una de las expresiones que representa el valor de la

otra incognita, y resuélvase.

x+ 2y =22

Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: { dx—y=7

1) x+2y=22
2) 4x—y=7
Se va a eliminar “x”. Despéjese el valor de “x” en (1) y (2); se tiene:
3) x=22-2y

4) x=(T7+y)/4

22 -2y = 7;43]
88—-8y=7+y
—9y =81
Sustitiiyase en (3) o en (4) el valor hallado para “y”:
x=22-2y
x=22-209)
x =4

Por tanto: x = 4;y = 9.
Eliminacion por sustitucion

a) Despéjese una incognita en una de las dos ecuaciones.

b) Sustitiyase la expresion que representa su valor en la otra ecuacion.

c) Resuélvase la nueva ecuacion, con lo cual se obtiene el valor de la incognita no
eliminada.

d) Sustitiiyase el valor asi hallado en la expresion que representa el valor de la otra

incognita, y resuélvase la ecuacion resultante.

. . + 2y =22
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: {x4 y .
x—y=7
1) 3x+y =22

2) 4x —3y=-1




Se va a eliminar “x”. Despéjese el valor de “x” en (1):
4(22-y)—9y =-3
88 —4y -9y =-3
—13y = -91

PS4

Sustitiiyase en (3) el valor hallado para “y”.

22-7
*=73

Por tanto: x = 5;y = 7.

Observaciones: En la resoluciéon de un sistema dado, puede usarse indistintamente uno o
cualquiera de los tres métodos estudiados, y cada uno tiene sus ventajas segun los casos
particulares. Sin embargo, como los ultimos procedimientos introducen, por lo general,
expresiones fraccionarias, se usa con preferencia el método por adicion o sustraccion, por ser

el mas sencillo.

. . . ( x+y=2
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: {Zx +2y=-3
Resolviendo por el método de reduccion:
ec. (1) x +y =2 Multiplico la ecuacion (1) por -2
ec. (2) 2x+2y=-3
ec. (3) —2x+-2y=-4 Sumo miembro a miembro las dos ecuaciones
0 = -7

Expresiones de este tipo, nos permite concluir que el sistema no tiene solucion. R/

2x—y =4
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: {x 1 y=2
2

1) 2x—y=4
2) x—2y=2 Multiplico la ecuacién (2) por -2
1) 2x—y=4

3)—2x+y=-4




Expresiones del tipo 0=0 nos permite concluir que el sistema tiene infinitas soluciones. R/.
Entre ellas tenemos:
x=2 x=3 x=5
y=0 : y=2 : y=6 :etc
Pues las infinitas soluciones de una de las ecuaciones son también soluciones de la otra.
%x +y=8

Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: | ¢ 3
-x—-y=7
2 2

Primero, transformamos en ecuaciones equivalentes enteras:

1) zx + y = 8; Multiplicamos por 2

3x +2y =16

2) gx—gy =7;m.cm 2

5x -3y =14
ec. (1) 3x +2y =16 Multiplico la ecuacion (1) por 3
ec. (2) 5x -3y =14 Multiplico la ecuacion (2) por 2
ec. (3) 9x + 6y = 48
ec. (4) 10x — 6y = 28
19x = 76 Sumo miembro a miembro las dos ecuaciones
x = 7—6 =4
19

Sustitiiyase en (3) el valor hallado para “x”.
9(4) + 6y =48
6y=48—-36=12=y=2

El conjunto solucion del sistemaes x = 4;y =2 R/

Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: 1) 35(%2;]) = —24;2) 2((51%2233) =1
- Jt5y
3

Expresamos las ecuaciones como ecuaciones equivalentes enteras simplificadas:




4(5x+2y)

1) 22 = 94 mem (5x — 2y) 2) =1 mem. 3(3+5y)

5x—-2y 3(§+5y)
3) (2x — 5y) = —24(5x — 2y) 4) (5x +2y) = 3G +5)

(2x = 5y) = —8(5x — 2y) 20x +8y =1+ 15y

2x +40x — 5y — 16y =0 20 -7y =1
42x — 21y =0 I 42x — 21y =0
{ 20x—7y =1 ala ec (2) multiplico por (-3) {—60x +21y = -3

Reemplazando en 20 — 7y = 1
1
20(3)-7y=1 20-42y=6

- x=y
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: 1) ’ fzszy =8; 2) ,/37 =81

3 2x-y

1) ~ 5 =8 Elevamos al cubo ambos miembros para eliminar el radical
3
<3 ’2”%) =(8)3 2 sz_y = (2%)3 sz% = 29 Eliminamos las bases
2x—y
= 6= 2x—y =45

2

f x-y x-y x-y
2)( 373 > =(81)2 >33 =(3%)? = 33 = (3)® Eliminamos las bases

x_
3

y=8:>x—y=24

{2x—y=45:>{ 2x —y =45 > fx = 21;

xX—y=24 —x+y=-24

X—y=24221—y=24y=21-24=y=23

Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: 1) _[x +y + 5 —+20x + 20y = 0;




2)  |x43[Eo1=Y00E

Como la segunda ecuacion esta en funcion de x, la despejamos

2)  |x43[Eo1=Y00E

Utilizamos la transformacion va + Vb = aJ;m + a_zm, siendom =+Va? —b

jx+3/——1—jx+ 19(——1)= x+6x —9
x+x—3 x—x+3 2x — 3 3
/x+\/6x—9= + = + |5
2 2 2 2
’2x—3+ §:m+\/g ’2x—3+\/§:\/E+\/E_
V4 2 2 2 2 2

2 2
2x—3\ _[V10+V6 |3
2 B 2 2

2x —3 10+2\/ +6

= f(\/_+\/_)+—

2x — 3 3 3 5
z =4+\/E—\/E—3+§=1+§=§:>2x—3=5:>x=4

Reemplazando en (1)

\/4+y+5—w/20(4)+20y=0 J9+y— 80 + 20y = 0
2
<\/9+y—w/80+20y) =02 9+y—.,/80+ 20y =0

O+y)2=(/80+20y) 2y*—2y+1=0=(y-1)?=0=y=1




xty 7Y _ 1+ 1, _y-x
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: { 2~ X7¥ . 2 2x-2y
Yy o1 _y2
x-1 x X
Expresamos las ecuaciones como ecuaciones equivalentes enteras:
x+y lxy 1 2_x x+ lxy 1 2_x
) =22 = oy -2 R e [ -
2 x-y 2 2x-2y 2 x-y 2 2(x-y)
Factorizando el denominador y encontramos m.c.m = 2(x — y)
1
D G+ -y —2(Gay) = 20— y) +x(x —y) = (2 = 1)
x2—y?—xy=2x—-2y—x?>—xy—y*+x
0=3x—-2y (3)
y 4 1_y+2 —
2) 1 + . x m.c.m. x(x 1)
xy+(x-1)=Ww+2)(x-1)
xy+x—1=xy—-y+2x—2
—x+y=-1(4)
ec. (3) 3x =2y =0
ec. (4) —x+y=-1 Multiplico la ecuacion (4) por 3
ec. (3) 3x—2y=0
ec. (5) —3x+3y=-3
y = -3 Sumo miembro a miembro las dos ecuaciones

Reemplazo en (4) el valorde y: —x + (—3) = —1; —x = 3 — 1; por lo tanto: x = —2

7.5. Ecuaciones lineales con mas de dos variables

Para sistemas de ecuaciones lineales con mas de dos variables, se puede emplear el método de

eliminacion por sustitucion o el método de eliminacion por reduccion.

El método de eliminacién por reduccion es la técnica rapida y facil para hallar soluciones. Mas
adelante, estudiaremos la técnica de matrices o determinante. Un sistema de ecuaciones lincales
con tres variables puede tener una tinica solucion, o un niimero infinito de soluciones o no tiene

solucion.




x+2y+3z=9
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: {4x + 5y + 6z = 24
3x+y—2z=4

Aplicando el método de eliminacion por reduccion.

El procedimiento que se sigue es transformar el Sistema de Ecuaciones Lineales de 3x3 (tres
ecuaciones con tres incognitas) a un sistema 2x2. Para ello se elige cual de las incognitas
eliminar. Se escoge la variable mas facil, es decir la que tenga los coeficientes mas bajos. Para
este caso puede ser x 6 y. Si escogemos eliminar la incognita x; entonces el sistema 2x2 estara

conformado por 2 ecuaciones que tengan las variables y € z.

ec. (1) —3x — 6y —9z = —27  Multiplico la ecuacioén (1) por —3
ec. (3) 3x+y—2z=4
ec. (5) —5y —11z = =23
ec. (1) —4x — 8y — 12z = —36  Multiplico la ecuacion (1) por —4
ec. (2) 4x + 5y + 6z = 24
ec. (4) —3y—6z=-12

. . . . . (-5y—11z=-23
El sistema 2x2 que se conformo es el siguiente: { 3y —6z=—12
ec. (4) —15y — 33z =-69 Multiplico la ecuacion (4) por 3
ec. (5) +15y + 30z = +60 Multiplico la ecuacion (5) por —5

-3y= -9 Sumo miembro a miembro las dos ecuaciones

Por lo tanto; z = 3, Reemplazo este valor en la ecuacion (4) o en (5).

-3y —-6(3) =—-12
—3y=-12+18
—3y=6 =>y=-2
Reemplazo y ¢ Z en la ecuacion (1).

x+2y+3z=9
x+212)+3B3)=9 = x=4




1_2,5_g
x ¥y z
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones: % + S + 5 = 32
2yi 214
X y 2
Aplicando el método de eliminacion por reduccion.
Eliminamos 1/x, en las ecuaciones [1] y [2]
1 2+5—8 3+6 15 24
x y z x' 'y z {E 14
3 6 1 3 6 1 o
—+—+—=232 —t+-+5=32 Yo
X y z x y 2
oy . 6 7
Dividiendo para 2, se obtiene [4] {; - = 4
Eliminamos 1/x, en la ecuacién [1]y [3]
1 2+5—8 2+4 10 16
x y 2 X'y 2 - {8 13
2 4 3 2 4 3 y z 7
—+———=14 —+t-——-—-=14 Yy
X y z X y z
S _T_4
Con [4] y [5] ahora tenemos el sistema 2x2 By 132 eliminamos 1/y
vz
6 7 24 28
———=4 ——+—=-16
y z y VA 1
8_13_ 24 39 {'_—22"_22
y z y z
{_ At _ {l =z R/
—22 2

=4; L-1a=4; °=18 =y w

6
Reemplazo z=1/2 en [4] {; B y

ISPV EN

Reemplazo z=1/2 y y=1/3 en [1]

1 2 5
+ p—

x y z

+2=8 --6+10=8 =8-10+6 -=xR/
x X 4

I

I

I

I

I

ee}
R IR

I
wir| N

NN RS




7.6. Sistema de ecuaciones cuadraticas

Hemos visto anteriormente el sistema de ecuaciones lineales. Ahora en ésta seccidon veremos
los sistemas de ecuaciones de segundo grado con dos incdgnitas y también un sistema de

ecuaciones conformado por una ecuacion de primer grado y otra de segundo grado.

x3+xy+y*=21

x+y=1 ; Hallar las soluciones del

Ejemplo: Dado el sistema de ecuaciones {

sistema

En éste tipo de ecuaciones normalmente se reemplaza la ecuacion de primer grado en la
ecuacion cuadratica. Método de Sustitucion. Entonces la ecuacion (2) la expresamos comoy =

1 - x. esto lo reemplazo en (1)

Dx? +xy+y% =21
x*+x(1-x)+(1-x)?=21
x2+x—x24+1-2x+x?=21
—20—x+x2=0
x-5x+4)=0

x1=5 N x,=-4

Para x; = 5 Reemplazo en (2) Para x, = —4 Reemplazo en (2)
y1=1-5 y2 =1-(-4)
yl =—4 yl = 5

Las soluciones son: s; = (5; —4) y s, = (—4;5)

x2+4y2—-25=0

X2 =2y —5=0 ;Hallar las soluciones del

Ejemplo: Dado el sistema de ecuaciones {

sistema.
Aqui se puede aplicar el método de eliminacion por reduccion. Elimino la x?2

ec. (1) —x%—4y2+25=0  Multiplico la ecuacion (4) por —1
ec. (2) x2=2y—-5=0
—4y2 — 2y +20 = 0 Sumo miembro a miembro las dos ecuaciones

2y? +y—10 = 0; dividimos para —2

w = 0; Factorizar: Dos numeros que multiplicado den 20 = 2 * 10 y restado de 1




Q2y+5W-2)=0
5
Mi=—3Y V2= 2
Con: y; = —g , hallamos x, reemplazando en (2) es mas sencillo

x2—2y-5=0; x*=2(-3)-5=0; 22 +5-5=0; x=0

5, = (0;—E)R/

2
Con y, = 2 hallamos x; reemplazando en (2) es mas sencillo
x2—=2y—-5=0; x2-2(2)—-5=0; x2-9=0; x,=3 y x3=-3
S2=032)yS;=(-32) R/

2Vx+1=y+1

Ejemplo: Resuelva el sistema de ecuaciones { 2x -3y =1

En las dos ecuaciones despejo “Y” e igualo las ecuaciones.

) 2Vx+1=y+1
3) 2Vx+1-1=y
2) 2x-3=1

4) y= 2x3—_1; Igualo 3) y 4)

2x—1
2Vx+1-1= 3
32Vx+1-1)=2x-1
6Vvx+1—-3=2x—-1

6vx + 1 = 2x + 2; Elevando al cuadrado ambos miembros

(6vx +1) = (2x +2)?
36(x+1) =4x%2 +8x + 4
36x +36 =4x%+8x + 4
0=4x?>+8x—36x—36+4
4x2 —28x—32=0
x2—7x—8=0




x-8)x-1)=0
x1=8 y x,=-1

_2(8)—1_15_5
-3 37
_2-H-1 -2-1 -3 .
y= 3 =—5 =73 =
S$1=x,=8y,=5y S =x,=-1, y,=-1
Ejemplo: Resuelva el Sistema de ecuaciones { x*—y=0
JEmpe: y—x+3=0

66,9

En ésta ecuacion, cuya caracteristica es que contiene la “y” en ambas ecuaciones; es preferible
[IPeS2)

eliminar la incégnita “y” igualando los coeficientes y luego sumar las dos ecuaciones, para

transformar en una ecuacion que depende Gnicamente de x.

1) x2—y=0
2) —x+y+3=0

, B =D JED2-4MB)  1+VI-12 14V-11
x“—x+3=0 x= 20D = > = >

El sistema no tiene solucién. R/

9x% + 4y* = 180

Ejemplo: Resuelva el sistema de ecuaciones {
xy =12

En este tipo de ecuaciones, que tiene términos xy, es preferible eliminar los términos

independientes.
1) 9x2 + 4y? = 180
2) xy = 12 multiplico por -15
1) 9x2 + 4y? = 180
2) =15xy =—-180
9x2 — 15xy + 4y?> = 0 Trinomio de la forma ax? + bx +¢ =0

9x —12y)(9x — 3 4
Ox y;(x y):0 (Bx—4y)3x—1y) =0 x1=—y




Reemplazando en (2)

4y 12 12 36 9
x1:— = — = e

(x=3y=3);(x=—4y=-3); (x=2y=6); (x =2;y =—6)

7.7. Matrices

Si analizamos el método de solucion, vemos los simbolos usados para las variables carecen de
importancia: debemos tomar en cuenta los coeficientes de las variables. Puesto que esto es
verdadero, es posible simplificar el proceso. En particular, introducimos un esquema a fin de

seguir los coeficientes en forma tal que no haya necesidad de escribir las variables.

Con referencia al sistema 3x3 que se resolvi6 anteriormente,

4x + 5y + 6z = 24

{x+2y+3z=9
3x+y—2z=4

Primero comprobar que las variables aparezcan en el mismo orden en cada una de las
ecuaciones y los términos sin variables estén a la derecha de los signos de igualdad. En seguida

anotamos los numeros que intervienen en las ecuaciones en una matriz extendida de la forma:
12 3 9
4 5 6 24
3 1 -2 4

Una ordenacién de nimeros de este tipo se llama matriz.

Los renglones (o filas) de la matriz son los nimeros que aparecen uno a continuacion del otro

en sentido horizontal:
1239 primeraregion Ry

4 56 24 segundaregion R,




3124 terceraregion R;

Las columnas de la matriz son los nueros que aparecen en sentido vertical.

Primera Columna c¢; Segunda Columna c, Tercera Columnacs; Cuarta Columnac,

1 2 3 9
4 5 6 24
3 1 2 4

La matriz obtenida del sistema de ecuaciones lineales del modo anterior es la matriz del
sistema. Si eliminamos la ultima columna, la matriz resultante se denomina la matriz de

coeficientes.

En vista de que podemos tener la matriz del sistema a partir del matriz coeficiente agregando
una columna, le decimos matriz coeficiente aumentada o simplemente matriz aumentada.
Después, para hallar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, introduciremos un
segmento de linea vertical en la matriz aumentada a fin de indicar donde aparecerian los signos

de igualdad.

Sistema de Matriz de Matriz Aumentada
ecuaciones Lineales coeficientes

x+2y+3z=9 1 2 3 1 23] 9
4x + 5y + 62 = 24 [ PN [4 5 6 | 24]

3x+y—2z=4 31 -2 3 1 =2 4

Figura No. 69. Sistema de ecuaciones en forma matricial
Antes de estudiar un método de matrices para resolver un sistema de ecuaciones lineales,

daremos una definicion general de matriz.

7.7.1 Definicion de matriz.

Sean m y n numeros enteros. Una matriz mxn (m filas (renglones) y n columnas) es una matriz

de la siguiente forma donde a, es un elemento de la matriz y es un numero real.

a1’1 al'z a1,3 al,n
az'l az’z a2,3 B a2,2

An1 Am2 Am3 ... Anun




Los elementos m y n se denominan dimensiones de la matriz. El elemento a; ; es el elemento

que esta es la i — ésima filay j — ésima columna.

Ejemplos de matrices y sus dimensiones respectivas.

_[-8 3 6 -5 7 . _
a=[s 2 o B=[3 ¢=B 1-2]
2 x 3 2 x 2 1x3
7.7.2 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales con matrices

Con el objeto de hallar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, es importante dar

algunos conocimientos fundamentales.

Si una variable no aparece en la ecuacion significa que el coeficiente es cero, para después
trabajar con las filas de la matriz como si fueran ecuaciones. Es muy importante recordar que
los elementos de la primera columna de la matriz corresponden a la primera variable, los de la
segunda columna a la segunda variable, etc. Y los elementos de la ultima columna seran los

términos independientes de las ecuaciones.

Se hardn operaciones entre filas, tales como multiplicar una fila por una constante; multiplicar
una fila por una constante para sumar o restar con otra fila. Estas operaciones entre filas haran
de la matriz original matrices equivalentes. El propoésito serd hacer operaciones elementales

entre filas para lograr hacer ceros algunos elementos de las matrices.

7.1.3 Teorema sobre transformaciones de renglones (filas) de matrices.

Dada una matriz de un sistema de ecuaciones lineales, resulta una matriz de un sistema

equivalente si:

a) Se intercambian dos renglones. Simbolo: Ri Rj.+
b) Se multiplica o divide un renglon por una constante diferente de cero Simbolo: kRi +
Ri.

c) Un multiplo constante de una fila o renglon se suma a otra fila. Simbolo: kRi + Rj.




7.7.4 Matrices para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

x+2y+3z=9
Ejemplo: Resuelve el sistema: {4x +5y+ 6z =24
3x+y—2z=4

Comenzaremos con la matriz del sistema, es decir, la matriz aumentada:

1 2 3 9
[45624]

31 -2 4
7.7.5 Forma escalonada para resolver sistemas de ecuaciones lineales

En general, una matriz esta en forma escalonada si satisface estas condiciones:

a) El primer nimero es diferente de cero de cada fila, leyendo de izquierda a derecha,
es .

b) La columna que contenga el primer nimero diferente de cero en cualquier fila esta
a la izquierda de la columna con el primer nimero distinto de cero del renglén de
abajo.

c) Las filas formadas enteramente de ceros pueden ubicarse en la parte inferior de la

matriz

Ejemplo de matriz escalonada.

0 1 a,; A

[1 alz a13 a14]
0 O 1 A3zq

7.7.6 Guia para hallar la forma escalonada de una matriz.

a) Localizar la primera columna que contenga elementos diferentes de cero y aplicar
operaciones elementales de fila a fin de obtener el valor 1 en el primer renglén de esa
columna.

b) Aplicar transformaciones elementales de renglon del tipo

c) kRy+ R; R;. Paraj > 1y obtener 0 bajo el numero 1 obtenido en a guia (a) en cada

uno de los renglones restantes.




d) Hacer caso omiso del primer renglon. Localizar la proxima columna que contenga
elementos de rengldén con objeto de obtener el nlimero 1 en el segundo renglon de esa
columna.

e) Aplicar transformaciones elementales del tipo kRy + R; R;. Para j > 2y obtener 0
bajo el numero 1 obtenido en la guia (c) en cada uno de los renglones restantes.

f) Hacer caso omiso del primer y segundo renglones. Localizar la siguiente columna que
contenga elementos diferentes de cero y repetir el procedimiento.

g) Continuar el proceso hasta alcanzar la forma escalonada.

7.7.7 Método de Eliminacion de Gauss

En esta seccion aplicaremos la guia para hallar la forma escalonada de una matriz a fin de
resolver sistemas de ecuaciones. Formaremos la matriz aumentada, conformada por los

coeficientes y los términos independientes del sistema.
Ejemplo: Resolver el sistema de ecuaciones mediante la matriz escalonada

2x+y—3z+w=28
—x—2y+z=-5
-y+2z+w=-6
xX+z+2w=-3

Si al menos tenemos una fila totalmente llena de ceros, nos encontramos en este caso.
1 1 4 2
01 2 4
0 0 0 O
7.7.8 Sistema de ecuaciones sin solucion (inconsistente)

Al resolver el sistema de ecuaciones tengo una fila llena de ceros excepto el término

independiente, expresado en el ejemplo con el valor de k # 0

1 1 4 2
01 2 4

0 0 0 O




Ejemplo; Encontrar el valor de “a” para que el sistema de ecuaciones tenga infinitas

ax+y+z=1
soluciones. {x+ay+z=a

x+y+az=a*
a 1 1 1 1 1 a a?

—DR, + R, = R

1 a 1 al Intercambiofilaly3 |1 q¢ 1 a DRy + Ry > Ry
1 1 a az a 1 1 1 (_a’):Rl + :R3 --> :}33
1 1 a a? 1 1 a a2
0 a—1 1—-a a—a?| DR;>R;3=>10 a—=1 1—a a—a?| (1R, - R
0 1-a 1-ad®> 1-a8 0 a—-1 a?*—-1 a%®-1

1 1 a a’
0 a—1 1—a a—a? Factorizo la Gltima fila =
L0 0 a’+a—-2 a*+a*—-a-1

2

1 1 a a
0 a-—-1 1—a a—a® +Rypara(a—1) =
[0 0 (a+2)(a—-1) (a+1?*(@a-1)

2

1 1 a a
0 a—-1 1—-a a(l—-a)
0 0 (a+2) (a+1)?
Observamos en la segunda fila que sia = — 1 se tendra la fila totalmente llena de ceros. R/

Ejemplo: Sean x,y,zy K € R, entonces el valor de K para que el sistema d ecuaciones sea

2x+3y+z=2
inconsistente. { Kx +y+z =10

xX—y =2
2 3 1 2 1 -1 0 2

—k)R, + Ry > R

k 1 1 0| Intercambiofilaly3=[k 1 1 of COR+R =R,
1 -1 0 2 2 3 1 2] CORAR: R,
1 -1 0 2 1 -1 0 2
0 1+k 1 —2k|Ry+(k+1)>R,= [0 1 —— —Z| (=5)R,+R3~> Ry
0 1 =2 0o 5 1 -2

—_

Eh\\ (&3]
-

N

2k
0 1 —
1+k  1+k
k-4 8k-2
0o 0 —

1+k 1+k




. k-4 . . .y . .
Si — =0 el sistema no tiene solucidn; y esto ocurre si k = 4. Puesto que queda la matriz

1+k
1 -1 0 2
0 1 8
5 5
0 0 6
7.7.9 Sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

Un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos sus términos son variables, es
decir sus términos son constantes igualadas a cero. Un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo siempre tiene una solucion trivial obtenida al sustituir con el valor de cero en
cada variable. A veces se encuentra soluciones que no son la trivial, y el procedimiento
para hallar las soluciones es idéntico mediante la forma escalonada. El siguiente ejemplo

es un sistema lineal homogéneo.

x+3y+z=0
x+y—z=0
x—2y—4z=0

Ejemplo: Resolver, a parte de la solucion trivial, la solucion del sistema lineal homogéneo.
x+3y+z=0
{ x+y—z=0
xX—2y—4z=0

11 -1 0l TRt R —2 -2 0| Ry=+(=2) R,
1 —2 —4 0 1T R R |g 5 _5 ¢
L3 1 o 2 1 -3 1 5
0 1 1 0| 5)R,+R, R, _01 _i ; 0 =3lp or,
0 -5 -5 0 p boe
1 0 1 2 -3
1 0 1 2 -3 1 0 1 2 -3
1 -2 1 0 -5 1 -1 1 0 =5
0 -1 2 1 -6/ BB g 32 2 1 _g|WRi+RsoRs
2 0 -3 1 8 2 1 -3 1 8
1 0 1 2 -3 1. 0 1 2 -3
0 -1 2 1 -6 0o -1 2 1 -6 ,
0 —=2 2 2 -8 (2)Ry + Ry © R, 0 —2 2 2 _3 (=DR, =R,
2 1 -3 1 8 0 1 -5 -3 14




1 0 1 2 -3 10 1 2 -3
0 1 -2 -1 6|, . 01 -2 -1 6],

01 2 3 Sleasor-r|d L 22 1 e R 4R -
0 1 -5 -3 14 0 1 -5 -3 14
R3

10 1 2 -3 10 1 2 -3
01 -2 -1 6 ~ 01 -2 -1 6

00 1 0 -2 DR+R-R, 00 1 0 -2

0 1 -5 -3 14 00 -3 -2 8

10 1 2 -3

01 -2 -1 6

01 =2 "1 6l R +R >R,

00 0 -2 2

La matriz final est4 en forma escalonada y corresponde a un sistema de ecuaciones:

1 0 1 2 -3 xX+z+2w=-3
(1 = 01 -2 -1 6 y—2z—w=6
(=(1+2)) Ry>R, 00 1 0 ) 7= —2

0 0 0 -1 1 w= —1

Ahora usamos sustitucion a fin de hallar la solucion. De la ultima ecuacion vemos que W =

—1; de la tercera ecuacion vemos que Z = —2

Sustituimos en la segunda ecuacion, y obtenemos:

y+2z—w=6
y=2(=2)-(-1)=6 . . L
Y +4+1=6 ; Sustituimos los valores encontrados en la primera ecuacion:
y=1

xX+z+2w=-3

x+(=2)+2(-1)=3

xX—2—-2=-3 x=1
Por lo tanto, el sistema tiene una solucion: X = 1, y =1,z = -2, w= -1

7.7.10 Casos varios al resolver un sistema de ecuaciones lineales

Cuando resolvemos un sistema de ecuaciones lineales en la forma matricial, aplicando las
operaciones elementales entre filas hasta querer obtener la forma escalonada en la matriz

aumentada, se puede encontrar que el sistema de ecuaciones tenga los siguientes casos:




7.7.10.1 Sistema de ecuaciones con solucion unica.
Si al resolver e sistema de ecuaciones encuentro que todos los elementos de la diagonal

principal son diferentes de cero, el sistema tiene solucion unica.

Diagonal principal

7.7.10.2 Sistema de ecuaciones con infinitas soluciones.

Si al menos tengo una fila totalmente llena de ceros, nos encontramos en este caso.

1 1 4|2
0 1 2|4
(10 0 ofol |

7.7.10.3 Sistema de ecuaciones sin solucion (inconsistente)
Al resolver el sistema de ecuaciones tengo una fila llena de ceros excepto el término

independiente, expresado en el ejemplo con el valor de k # 0

Ejemplo: Encontrar el valor de “a” para que el sistema de ecuaciones tenga infinitas

ax+y+z=1
soluciones. {x+ay+2=a

x+y+az=a*
a 1 1 1 1 1 a a?

-DR, +R, » R

1 a 1 al Intercambiofilaly3 =|1 q¢ 1 a DRy + Ry > Ry
1 1 a az a 1 1 1 (_a’):Rl + :R3 --> :}33
1 1 a a? 1 1 a a2
0 a—1 1—-a a—a?| DR;>R;3=>10 a—=1 1—a a—a?| (1R, > R
0 1—-a 1—-a* 1-a8 0 a—1 a*—-1 a®>-1

1 1 a a’
0 a—1 1—a a—a? Factorizo la Gltima fila =
L0 0 a+al-2 a*+a*—-a-1




1 1 a a?
a—1 1—a a—a® +Rypara(a—1) =
[0 0 (a+2)(a—-1) (a+1?*(a-1)

o

1 1 a a?
0 a—-1 1—-a a(l—-a)
0 0 (a+2) (a+1)?

Se puede observar en la segunda fila que si a = 1, se tendr4 la fila totalmente llena de ceros. R/

Ejemplo: Sean x,y,zy K € R, entonces el valor de K para que el sistema de ecuaciones sea

2x+3y+z=2
inconsistente. { Kx +y+z =20
xX—y =2
2 3 1 2 1 -1 0 2
; A (R, + R, > R
k 1 1 0| Intercambiofilaly3=|k 1 1 o] TRRFR 2R,
1 _1 O '2 2 3 1 52 (_Z)Rl + :R3 --> R3
1 -1 0 2 1 -1 0 2
0 1+k 1 —2k|Ry=(k+1)->R,= |0 — —Z2| (=5)R; +R3 > Ry
o 5 1 -2

0 5 1 -2

1 -1 O 2
1

14k 1+k
k— k—
0o 0 — 2
14k  1+k
. k- . . .y . .
Si ?: = 0 el sistema no tiene solucidn; y esto ocurre si k = 4. Puesto que la matriz queda:
1 -1 0 2
0 18
5 5
0 0 6

7.8. Algebra de Matrices
Hemos visto en seccion anterior las matrices con el objeto de introducirlos en la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales. Ahora analizaremos alguna de sus propiedades.
Basicamente las operaciones que se pueden dar entre matrices osn las siguientes:

a) Suma de matrices

b) Resta de matrices




c) Multiplicacion de matrices
d) Multiplicacién de una matriz por un escalar o numero

¢) La inversa de una matriz cuadrada

7.8.1 Suma y resta de matrices

Se puede realizar suma de matrices si tienen la misma dimension. Es decir, si A tiene
dimensiones mxn, la matriz B tiene que ser mxn. Dicho de otro modo, si la matriz A es de
dimensiones 2x3; para poder sumar con otra matriz debe ser la dimensiones 2x3. La suma de

A+B=C y C es otra matriz de las mismas dimensiones.

Cmxn = Amxn + Bmxn = ViVj(c; = a;; + b;;)
Cmxn = Amxn— Bmxn = ViVj(cij = a;j — bl-j)

La suma y resta de matrices goza de las propiedades: Conmutativa, Asociativa, Existencia del

elemento neutro (matriz cero), la existencia del inverso negativo (—A)

6 -1 3 1
Ejemplo: Sean: A = | 2 0 | yB=|-1 5|;Hallarla suma de las matrices A + B;
-3 4 6 0

Hallar la resta de matrices: A - B

Como podemos ver, si podemos efectuar la suma y resta de matrices por cuanto las dos son de

dimensiones 3x2 (3 filas y 2 columnas)

6+3 -1+1 9 0
C=A+B|2+(-1) O0+5 =l1 5]
-3+6 440 3 4
6—3 -1-1 3 =2
D=A-B|2-(-1) O—5]=13 —5]
—-3—-6 4—-90 -9 4
7.8.2 Matrices nulas o matriz cero

Es aquella matriz cuyos elementos son todos iguales a cero

000
. 0 0 000 0000
Ejemplo: [o o] 000 [0000

000




7.8.3 Multiplicacion de una matriz por un escalar

Sea a € R y sea la matriz A; entonces se puede hallar a4, para cualquier matriz mxn.

al = (a a;j)
6 -1
Ejemplo: SeaA= (2 0 |;Hallar- 4 A4
-3 4
6 -1 —4(6) —4(-D| [-24 +4
—4A = —4[ 2 0 ] =|-42) -400) |= l -8 0 |R/
-3 4 —4(-3) —-44) 12 -16

Se puede demostrar que si tenemos A y B ambas matrices mxny a 'y 8 escalares.

1) a(A+B)=aA+aB
2) (a+p)A=aA + BB
3) (ap)A=a(B A)

7.8.4 Multiplicacion de dos matrices

Sea A=[ai jJ una matriz mxn y sea B=[bi jJ una matriz nxp. El producto AB es la matriz

C==[cl- jJ de dimensiones mxp tal que

Cij = ailblj + a;;by + aigbgj + .- '""+ambnj

Parai =1,2,3,.........myJj =123, .......p

Para que se d¢ la multiplicacion de matrices, los cuales dependen de la dimensiones de la
matrices, debe cumplirse que el nimero de columnas de la primera matriz deber ser igual

al numero de filas de la segunda matriz. Asi:

Amxn Bnxp
Cmxp= X A Iguales —#
Dimensiones de C = AB
4 -3 1 2 1
Ejemplo: Siendo: A = [_ 5 9 2] yB =10 1 |; Encuentra el producto de matrices AB y
-4 7

BA




La matriz A,,3 y B3y,: como el numero de columnas de la primera Matriz es igual al nimero
de filas de la segunda, si podemos efectuar la multiplicacion. El matriz producto serd C,,.,.

42) + (DO)+ (D4 @O + (=3)(D) + ()7

C = AxB =[(_5)(2) + 20+ (2)(-4) (=5 + @)+ (2)(7)

1 840—4 4-3+71.[4 8
C=l_10+0-38 —5+2+14]_[—18 11]R/

Lam matriz B3,, y A,,3: como el nimero de columnas de la primera Matriz es igual al nimero

de filas de la segunda, si podemos efectuar la multiplicacion. La matriz producto serd Ds, 3

QW +ME5 @OE+MER) @M+ (1))
D=BxA=| (0)@)+ M5 OD+MR) O+ D)
DD+ D5 EDED+HNDER) DD+ (D)
Q@W+ME5S @OE+ME) @M+ (1))
D=BxA=| (0@ + M5 OED+MR) O+ (D))
DD+ D5 EDED+HNDER) DD+ (D)
3 -4 4
D=BxA=|-5 2 2|R/
-51 26 10

Como vemos la multiplicacion de matrices NO ES CONMUTATIVA

3 -3 7 -9 5 -8
Ejemplo: Sea: A=|12 6 —2|y B=[3 -7 1 [; Realizar la siguiente operacion
4 2 5 12 6 15

matricial; 3A —-BA

-9 21

3 -3 7 9
3A=3|2 6 -2|=|6 18 -6
4 2 5 12 6 15

-9 5 -=8][3 -3 7
3 =7 11|12 6 =2|=
-1 2 6114 2 5

—9(3)+5@2)+(-8)(4) -9(=3)+5(6) + (-8)(2) (-9)(7) +5(-2) + (—8)(5)‘

BA =

33+ =N@+1® 3(=D+ (=N +1(2)  3(7) + (=7)(=2) + (D(5)
-33)+2@)+6(4) (D=3 +2(6)+6(2) (-7 +2(-2) +6(5)




BA=| -1 —-49 40

25 27 19

—-49 41 —113]

3A-BA= R/

—9 21 —113 58 =50 134
—49 40 |=1 7 67 —46

19 -13 -21 -4

Ejemplo: Hallar los valores de a, b y c tal que:
8 —2 1 0 0 1 -2
[ al_q 1]+b[1 1]+C[2
Procedemos a ingresar las variables a, b y ¢ dentro de las matrices
8 —2 0 0 b —-2c ¢
|5 Zel=als derly elelie &l
Sumando las matrices se tiene:

[ ¥ _2] - [—aa+_b2-lf 2c a -IPb-I_-IfBC]

Por lo tanto, se forman las ecuaciones:

a—2c =8 (D
—a+ b+ 2c = -7 (2)
b+c=-2 3

a+ b+ 3c=-6 (4
Sumando (1) y (2) se tiene; b = 1;
Reemplazandoen 3):b+c=-2;c=—-2—-b;c=-2—-1;¢c = -3;
Reemplazandoen(l):a — 2c¢=8; a= 8 + 2¢c; a= 8 +2(-3); a=2

Entonces:a =2; b=1;c = —-3;

7.8.5 Matriz transpuesta

Si tengo un matriz A,,,, podemos construir la matriz A’ denominada Matriz Transpuesta,
cuyas dimensiones nxm, de tal manera que sus filas se hacen columnas y sus columnas las filas

de A,n

Ejemplo: Hallar la matriz transpuesta de A = [_45 -3 1]




Lo tinico que hago es rotar la matriz: A’ =

7.9. Inversa de una matriz cuadrada

Para iniciar el estudio de la matriz inversa, podemos indicar que esta se calcula, si existe,
unicamente para matrices cuadradas; es decir matrices de dimensiones nxn. Dicho de otro
modo, se puede calcular, si existe, la inversa de matrices que tengan el mismo numero de filas
que de columnas. Hemos hecho énfasis de la palabra “si existe”, toda vez que no toda matriz

cuadrada tiene una inversa.

Existe otra matriz importante dentro de este andlisis, llamado Matriz Identidad, cuya
caracteristica es que todos los elementos de la diagonal principal son 1, y 0 en todas las demas

posiciones.

1 0 O
La matriz Identidad de orden 3 sera: I=[0 1 0]

Definicion de matriz inversa: Sea A una matriz cuadrada de orden n. si existe una matriz B

tal que:
AB = In= BA

Entonces, la matriz B se llama INVERSA de A y se denota por A™1, y se lee “A inversa”. Si
A tiene su inversa o en invertible, podemos calcular A~ mediante operaciones elementales de

filas, al igual que haciamos para obtener la forma escalonada.

Pero para ello sera necesario ubicar los elementos de la matriz A y ayudarnos ubicando de lado

derecho la matriz identidad que corresponda, de la siguiente manera.

;7 412 Ai3|1 0 O
A1 Az 4310 1 O
as; dszz ds3|0 0 1




Aplicamos una sucesion de transformaciones elementales de filas, para hallar formas
escalonadas reducidas, hasta la matriz identidad aparezca en el lado izquierdo de la linea

vertical.

Ejemplo: Hallar la inversa de 4 = [g

5 7|1 2 310 1
L 3lo 1] Intercambio R1 y R2; [ 211 0 ()Rl - Ry;
[, 3 1 1 3 1
1 °/,|0 /Zl(—S)R1+R2—>R2 {2 éz (=2R,) > R,
5 711 0 =501 =3/
1 3,0 1 1 3 -7
2 2|(=2 1—
o 11y +5( )R2+R1—>R1,[0 2 +5] Entonces A~ [ 5]R/
-2 2 3
Ejemplo: Hallar A™deA=|1 -1 0
0 1 4
-2 2 311 0 0 ~1 0|0 1 0
1 -1 0olo 1 0|Rl® R2=|-2 2 3|1 0 0|2R, +R, >R,
0 1 4o 0 1 410 0 1
1 -1 0[5 1 0 1 -1 0/0 1 0
0 0 3|1 2 O0fIntercambioR2yR3 :>[0 1 4(0 O 1<§)R3—>R3
0 1 4lo o 1 o o 3l1 20
1 -1 0[5 1 0 1 -1 0/0 1 0
—4)R; + R, > R
[o 0 31 2 o|R2e R3 =>[o 1 4{0 0 ]E_4%R3+R2:R2;
0 1 4o 0 1 0 0o 311 2 0 3T T
_4; _5 _4; _5
10 o /3 /3 1 /3 /3 1 1[4 -5 3
0 1 0|-%; -8/ 1|=41=|-%; -8/, 1|=41=2|-4 -8 3
0 0 1l 1 2 1 2 31 2 o0
/3 /3 0 /3 /3 0

7.10. Determinante

Este término est4 asociado con cada matriz cuadrada. Es decir que a toda matriz cuadrada le
podemos calcular s determinante. Se denota por |A|. Si los elementos de la matriz son nimeros

reales, entonces el det (A) es un nimero real.




Determinante de una matriz 2x2

ajq a12]

Si tenemos una matriz cuadrada A,,,; expresado de la siguiente manera: A=[ a a
21 22

entonces el det (A) = aq1Q32 — Q31012

54]

Ejemplo: Encuentre el determinante de la siguiente matriz [: 3 9

El determinante de la matriz es: Det(A) = (—=5)(2) — (—=3)(4) = —10+12=2R/
Determinante de una matriz 3x3

Para encontrar determinantes de orden mayor que es importante introducir el termino de

menores y cofactores.

Sea A una matriz cuadrada de orden mayor que n > 2. El menor M;; del elemtno a;;, es el

determinante de la matriz de orden n — 1 obtenido de borrar el reglon i y la columna j.

El cofactor A;;, del elemento a;; es A;j = (—1)i+jMij. [lustraremos con un ejemplo los

menores cofactores de algunos elementos de una matriz A.

MATRIZ MENOR COFACTOR

a a _ 1+1 _
M, = | 22 23| Ay = (1) My = My,
a3, dsz

a32033 — Q3033
a a _ 1+2 _

My, =2 7 Ay = (1) "My, = My,
a3; dsz

A2033 — A310y3

a,; a _ 1+3 _
My, =| 2% % Ajz = (=1)"""My3 = My3
azz 0ass

Q22033 — A32073
Figura No. 70. Ejemplo de los menores cofactores
Asi sucesivamente se pueden obtener 9 menores y 9 cofactores. Podemos ver que los signos
cambian segun la posicidon en que se encuentran alternadamente.
+ - +

_+_
+ - +




Definicion de un determinante 3x3

a;; Q12 Qg3
A1 Qzz dzs
a3 A3z QAzz

|Al = = ay1411 + a4, + a3413 = Al = ay My, — a; ;Mo + a3My5

Az, dpz

a1 dzz
Al =a | |
|Al = aq, 3y Qs

az, a22|
asz; dsz

s |
Blas; as;

| - axz |

Hemos realizado el determinante para el primer reglon o fila. Podemos hacer la expansion del

determinante para la segunda columna:

|A] = a12A12 + az245; + a3343;, = |A| = —a,My; + axMy, — azpMs,
Al = —a |a21 a23| a |a11 a13| —a |a11 a13|
B 12 laz; as; 22laz; as3 32]az; aps
-5 4 1
Ejemplo: Hallar el determinante de lamatrizC=| 3 -2 7
2 0 6

Siempre hay que buscar el mayor nimero de ceros en las filas (reglones) o columnas, esto

nos facilitara el calculo. En este caso tomaremos el tercer reglon.

_ 4 11 ,1-5 1 -5 4 |_ _ _
det(C) = +2|_2 7| o| , 6| +6| ; _2| =2(28 +2) + 6(10 — 12) = 48 R/
1 0 2 5
Ejemplo: Hallar el determinante de la matriz A = _02 (1) 53 (())
0 -1 0 3

Para el célculo de este determinante de 4x4 vemos que es mejor obtener la expansion del tercer

reglon por cuanto tiene 3 ceros y nos facilitara el célculo.

|A] = +0M3;—0M3,+(—3)M33—0M;,

|A| = +(—3)M35
1 0 5
0 -1 3 o o

1Al = =3(1[R) = (=D®] + 2[(0)(B) = (=D(B)D




Al = 3(1[(3)] + 2[-(-1)(D)]) = 3(3 + 10) = |4] = -39
Nota:

(1) “toda matriz cuyo determinante es igual a cero, no tiene inversa”
(i1) Si una matriz tiene un regléon o columna de elementos llena de ceros, su determinante es

CCro0.

7.11. Propiedades de los determinantes

Con el fin de evaluar el determinante de una matriz, bajo otra alternativa, procedemos a
enunciar algunas reglas o propiedades de los determinantes. Con las reglas que se detallan a
continuacion nos sirve para cambiar el determinante en forma escalonada. En un determinante

se pueden no solo hacer transformaciones elementales de filas sino también en columnas.

Sea A una matriz cuadrada de orden n.
1) Si a partir de A se obtiene una matriz B al intercambiar dos reglones o columnas,

entonces det(B) = — det(4)

a1 Az Az
a1 Q1 Qg3
asz; dzz dsz

a1 Q412 Qg3
a1 dzz Qg
az; dzz dsz

1Al = Al = —

2) Sia partir de A se obtiene B al multiplicar B al multiplicar cada elemento de un reglon
(o columna) de A por un niimero real K, entonces det (B) = K det(A).
A1 Q12 413

a1 dzz Qs
az; dzz dzz

a1 aiz a3

ka,; ka,, ka,3| =K

as, as; ass

3) Sia partir de A se obtiene B al sumar K veces cualquier reglon o columna de A a otro
reglon o columna para un numero real K, entonces det (B) = det (A), es decir los
determinantes son iguales.

a1 Q12 Q13

a1 Ay Q3
asz; dsz; dzz

|A| = 2R, + R, = R, como ejemplo

ajq ap; a3

IAI = 2a11 + a1 2a12 + (05Y) 2a13 + azs

as; as; ass




4) Si dos reglones o columnas de una matriz cuadrada A son idénticos, entonces el

det (A) = 0.

Ejemplo: Hallar el valor del determinante de la matriz C, después de introducir ceros.

31 -2 2
c=|2 0 1 4
0 1 3 5
-1 2 0 -3
1) Intercambio de reglon 2)2R{ +R, > R, 3R +R;—>R,
-1 2 0 -3 -1 2 0 -3
c=|2 0 1 4 c=|0 4 1 =2
0 1 3 5 0 1 3 5
3 2 =2 2 0 7 -2 -7
3) intercambio R, y R; 4) (=4)R, + R; = R;
c=|2 0 1 4 -1 2 0 -3
0 1 3 5 0 1 3
3 2 =2 2 C =
0 0 -11 -—22
0 0 —23 —42
5) saco factor comun (-11) en R; 6) saco factor comun (-1) en R;
-1 2 0 -3 1 -2 0 +3
0 0 1 2 0 0o 1 2
0 0 —23 —42 0 0 —23 —42
7) (23)R; + R, = R,
1 -2 0 +3
c=11 8 (1) 5; 25 = El determinante es: 11(1)(1)(1)(4) = 44R/
0 0 0 4

Ejemplo: Cual es el valor de b, para que la matriz A no tenga inversa o no sea invertible

1 b -1
A=[1 -1 b
1 1 1

Para que no tenga inversa una matriz cuadrada, el det(4) = 0

1 b -1
deray = 11— _ 1|71 BI_p|t bl oyt 1
et(A) 1 11 ll’ |1 1| |1 1|+( )|1 1|

=1(-1-b)—b(1—b)—1(1+1) =0




=—1-b-b+ b2 —-2=0
b2—2b—-3=0
(b—-3)b+1)=0
b=3b=—1R/

7.12. Ejercicios propuestos de sistemas de ecuaciones y matrices

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

| (Bx=5y=19 vy _yx_ 7 x =2
: = 6 3 24 4
[ 2x+y =4 10 f xy_ S R/Y 1
) x+ 2y =-12 2 6 12 Y =3
- (8x=y=-1 x4l _y=s _1
4x —5y =0 3 2 6
3. x+ 2 y_ 26 11. 3(y-2) _ 6x+3 _ 3x-y
(X y= 2 6 3
x . x+y
4 =2=3 _=
3 2 T2 (v _
5 4 : 2
y+2  XTHxy
x+2y 2 1 x+T_ x+1 2
5 3x + ” 3 —123 /o
2y - E2 15 =621 13 {*/x“’_*/x_y_ 2x
xX+y=
3x—y_4
s V2 14 {\/4y+2x=\/3y+x—1
. x+2y:3 y+x=-5
2x-y
5 3 3
2x+y+7:3x+2y+5 \/_}_ﬁzz
AR E : 1 {i_i_l
: 4x—-y+25 — x+4y—-20 VY Wx T3
5 9
1 7 5 5 7
g 3x —(9x +y) =3y — (2x + 9y) e [25_(§+E)]x+(20§+3ﬁ)y_35
' 4x — 3y +7) =5y —47 - 1D43s
By ) y (3(;)222 x—§(4+§)y=—8
5x—fy—2x+3y=E i
9 5 5

S4+3y+4x—9y=—6+2x

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones 3x3

{6x—2y+3z=—13 3 4y 5z _ 4
17. {5x+3y+2z=-2 2 3 4
5x 2y SZ_E
x—4y+6z=—-4 19. T+?_?_6
0.7x + 0.4y = 0.15 %+1Y_5+%:%
18. 0.5y — 0.3z = 0.01
0.6z — 0.5x = 0.13




z 0.8 9_1
10 6 X y z
20 {Z+¥2 =1 22 {=+21%=-10
x y z
YyXzZ_3 20 12 , 15
6 5 — =4+ ==6
X y z
1,1,1_g
x ¥y z
21 {*-2+2=-8
x y z
Y
x y z

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones, que se encuentran en forma escalonada

(Método de Gauss)
x =7 2x =5y +4z=-1
23.4{ 2x—3y =8 28.{ 4x —5y+4z=3
3x+y—z=12 5x —3z=13
3x+dy =0 x+y+z=18
24. {2y =—6 29. {x —-z=6
Sx+y—z=17 x—2y+z=0
x+2y—z=-3 x+y+z=2
25.43x+y = — 30. {2x+3y+52=11
S5y =—10 x—5y+6z=29
x+y+z=3 x—y=1
26.2x —y+z=>2 31.{2x + 6y —5z=-5
x—y+z=1 x+y—z=0
5x —4y+3z=9 2x —y—z=2
27.32x+y—2z=1 32. { 3x—2y—2z=2
4x+3y+4z=1 —5x+3y+5z=-1

33. Qué valor debe tener a para que el sistema no tenga solucion. Resuelve mediante el método

matricial forma escalonada.

x+y+z=4
x+2y+4z=3
y+a’z=1
34. Justificar porque este sistema no puede tener solucion
Xx+y—z=3
2x—y+z=5
X+y—z=2

35. Verificar que el sistema de ecuaciones homogéneas tiene infinitas soluciones:

a+2b+c=0
—a+b+2c=0
a—c=20




Determine el (los) valor(es) de k de modo que el sistema de ecuaciones lineales dado tenga

el nuero de soluciones indicado.

4x +ky =7 x+2y+kz=6
36{kx-+-y=0 38"{3x+6y+8z=8
x+2y+kz=6 kx + 2ky + 3kz = 4k
37.{3x+6y+82=4 39{ x+y+z=0
kx+y=0 2x—y+z=1

40. Se quiere repartir, mediante un sistema de ecuaciones, 330 ddlares entre tres personas de
forma que la primera reciba 20 délares mas que la segunda y la tercera la mitad de los que
han recibido las otras dos. ;Como lo hacemos?

41. La suma de las tres cifras de un numero es igual a 7. La cifra de las decenas es una unidad
mayor que la suma de las otras dos. Si invertimos el orden de las cifras, el nimero aumenta
en 99 unidades. ;Cudl es el nimero? Resuelva plantando un sistema de ecuaciones

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones cuadraticas

42{y+4:x2 48 y2—2y+1=x
2x+y=-1 | Vx+y=5
2 2
43.{9x2+16y2:140 3x+y)+x=12
x“—4yc =4 2x—y=6
x+3)(y—-5)=0
44. {(x—Z)(y—l)—O 50. y+2=x+1
2x— =5
. 2 2 _
45.1 x 'y 6 51 {Bx — 5y 7
2x + 3y = 2x%2 =11y? -3
y =15 2Jx=3+y
46{ x_5 52. {y+6 4(x-9)
y 3 —+—=3
9 9y

47 {x +y2—-5x—-5y+10=0
‘(x2—y2—-5x+5y+2=0

Realiza las siguientes multiplicaciones AB

4 3
53.4=| 0 Bz[]
4
-7
4 -2 0
712 1 0-3 111 =2
54"4_[—7 0 —-24 B= 0 0 5
-3 -1 0
3 -3 7 -9 5 -8
Sea:A=(2 6 -2 y B=|3 -7 11§
4 2 5 -1 2 6




Realiza la siguiente operacion matricial:

55. A% + B? 56. A2 — 5B

57.Seaa,b,c € R.hallarlos valores de a, b, c tal que

0 1 1 1 0 11 _712 1
1 0]+b[1 o]+c1 =l 3
58. Hallar la inversa, si existe de: 4 = [ 8 _5]
-3 2
1 2 3
59.Hallarlainversade4d =11 3 5
2 5 9
3 -1 2
60. Hallar A° de A = [ 3 4]
[3 1 0]
61. Hallar el determinante de la matriz|[—2 0 1
[ 1 3 —1.
[5 4 37
62. Hallar el determinante de la matriz [—3 2 1
[0 7 =21
2 3 04
63. Hallar el determinante de la matriz introduciendo ceros (1) g _21 63
-3 2 0 -5
2 =2 00-3
3 0 32-1
64. Hallar el determinante de lamatriz|0 1 —2 0 2| introduciendo ceros en la matriz.
-1 2 030
0 4 100

CAPITULO VIil: FUNCIONES REALES

Sean X e Y dos conjuntos no vacios, subconjuntos de los R. Una funcidn de variable real de X
en Y, es una regla de correspondencia que relaciona a cada elemento de X con un unico

elemento de Y. Esto se representa por f: X — Y.

A la variable X se la denomina variable independiente o argumento. X = Y = f(x).




Mientras que a la variable Y se la denomina variable dependiente. A las variables

independientes y dependientes se las puede representar por cualquier simbolo.

fx) =x f@®e =t fx) = x? f@o = ¢ f(2) = z°
Y 4 P A
fix)=y flt)=p  p=f(t)
y=f(x)
X t
Figura No. 71. Grafica de funciones

8.1. Dominio de una funcion de variable real

Sea f una funcién de variable real f: X — Y. El conjunto X para el cual se encuentra definida
la funcién constituye el Dominio de la funcion. Este conjunto se representa simbolicamente
por dom f. En otras palabras, el dom f lo constituye los valores posibles de x para los cuales

existe la funcion.
Ejemplo: Determinar el Dom f si f(x) = 3x + 2

Domf = R = (—o0, )

Ejemplo: Determinar el dominio de f si f(x) = % esta funcion esta definida por Vx diferente

de3,yaquesix =3 - f(x) = oo.
~Domf = R- {3} = (—,3) U(3,+)
Ejemplo: Determinar el dom f si f(x) = Vx? — 4

2, Six =2

f(x) esta definidasi: x2-4>0 - x2>4 - |[x| =2 =|2] ={_2 Gix < —2

~ Dom f = (—00,—-2] U[2,+)




8.2. Rango de una funcion de variable real

También llamado recorrido de la funcioén. Sea f una funcion de variable real f: X - Y, el
conjunto de todas las imagenes de los elementos del dominio, forman el rango de la funcién.
Este conjunto se representa simbolicamente por rang f. En otras palabras, el rang f sera el

conjunto de todos los valores que puede tener la variable Y, una vez despejada la variable X.
Ejemplo: Determineelrg f si f(x) = 2x- 3Vx € R

+3
y = 2x-3 xzyT

Resulta evidente que V valor de y, existe un valorde x, ~ rg f = R

Ejemplo: Determine el rang f si f(x) = x;—l,Vx 0

1y =xt1 1 x(y-D=1 x=—
. Xy =x xy—x=1 x(y = x—y_1

y:

x no esta definido cuando y = 1, por lo tanto, x existe Vy # 1, entonces: rg f = R - {1} =

(—oo, 1) U(l, +OO)
Ejemplo: Determine el rg f sif(x) = x2 + 1Vx € R
y=x*+1 xt=y—1 x=+4Jy—-1

El radical estd definidosiy- 1 > 0,esdeciry > 1 ~ rgf = [1,+»)




8.3. Representacion grafica de funciones

La representacion grafica de las funciones reales se las realiza en el plano cartesiano.

y A
A x € domf
y=fwergs
rango domf = [ab]
"0 £0) - r9f = led)
| %
; | b
|¢———— dominic——>

Figura No. 72. Dominio y recorrido de funciones

Ejemplo: Cual de las dos graficas representa una funcion:

Y 4 Ya g

g no es funcion

: f es funcion

a X

»

Figura No. 73. f(x) es funciéon y g(x) no es una funcion

v

Una curva en el plano cartesiano representa una funcion, si cualquier recta vertical interseca la

grafica, como méximo en un punto.




Ejemplo: Sea f el grafico de una funcion:

p I
-3 -:
4+
Figura No. 74. Grafica de f(x)
Encontrar el valor de fcuandox = -2,x =2yx =6
G =y J@ =3
f-2) =2 0 =3

El dominio de la funciéon: dom f = [-2,7]
El rango de la funcion: rg f = [—3, 3]

Las intersecciones con los ejes coordenados
Interseccion con el eje y (0, 1)

Interseccion con el eje x (1, 0), (5,0)

8.4. Tipos de funciones
8.4.1. Funcion inyectiva

Una funcidon f: X — Y es llamada inyectiva, si y solo si para cualquier elecciéon de numeros x;

y x,, con x1 # x2 es el dominio de f, entonces f(x1) # f(x2), esto es: Vxq,x, €

X[(x1 # x2) » (f(x1) # f(x2))].

Una curva en el plano cartesiano representa una funcion inyectiva, si y solo si cualquier recta

horizontal interseca su grafica como maximo en un punto.




v

/ X1 X2 \ "
No es inyectiva Si es invectiva
Figura No. 75. Funcion inyectiva y No inyectiva

8.4.2. Funcion sobreyectiva

Una funcién f: X — Y es sobreyectiva, si y solo si todo elemento del conjunto de llegada Y se

encuentre relacionado con algin elemento del conjunto de partida X, lo cual se representa por:

Vy e Yidx € X[y = f(x)].

N 4

. N I ti
Es sobreyectiva 0 es sobreyectiva

Figura No. 76. Funcion sobreyectiva

8.4.3. Funcion creciente

Una funcion f se dice creciente en un intervalo I, si 'y solo si para cualquier eleccion de x; y

X, en I, siempre que x; < X5, se cumple que f(x;) < f(x,), por lo tanto:

Vxy,x, € 1(x1 <x3) = (f(x1) < f(x2))].




f(x1
f(x2)

v

v

Es creciente No es creciente

Figura No. 77. Funcion creciente y decreciente

8.4.4. Funcion estrictamente creciente

Una funcién f es considerada estrictamente creciente en un intervalo I, si para cualquier

eleccion x; y x, en el intervalo I, siempre que x; < x,, tenemos f(x;) < f(x,). Esto es:

Vxy,x, € 1[(xx; <x2) = (f(xp) < fx))].

f(x2)
f(x2)

f(x1) -1

’/

f(x1)

v

Es Estrictamente creciente No es Estrictamente creciente

Figura No. 78. Funciones estrictamente creciente y creciente

8.4.5. Funcion decreciente

Una funcién f se dice que es decreciente en un intervalo I, si para cualquier eleccion x; y X,

en I, siempre que x; < X,, tenemos f(x;) = f(x;). Esto es:

Vxy,x, € 1[(xx; <x2) = (f(x1) = f(x2))].




\ fx1) f(x2)

f(x1)

X} . X2

No es Decreciente

\ 4

X2
T IR
Es Decreciente

Figura No. 79. Funciones estrictamente decreciente y decreciente

8.4.6. Funcion estrictamente decreciente

Una funcioén f se dice estrictamente decreciente en un intervalo I, si para cualquier eleccion

X1y X, en I, siempre que x; < X5, tenemos f(x;) > f(x,). Esto es

Vxy,x, € 1[(xx; <x2) = (f(x1) > f(x2))].

No es
Estrictamente
Decreciente

Es Estrictamente
fx) +  Decreciente

f(x2)

v
v

)] fe—p—

Figura No. 80. Funciones estrictamente decreciente y No estrictamente
decreciente

8.4.7. Funcion monotona

Se dice que f es una funcion Mondtona en un intervalo I, si y solo si f es Estrictamente

Creciente o Estrictamente Decreciente en el intervalo analizado.

8.4.8. Funcion par

Una funcion f se dice par si para todo x que pertenece a su dominio, el nimero -x también esta
en el dominio y ademas f(—x) = f(x).Vx € dom f [f(—x) = f(x)], en otras palabras,

una funcion par es simétrica con respecto al eje y.




X | X

N7

Es Par

Figura No. 81. Funcion par

8.4.9. Funcion impar

Una funcién f se dice impar si para todo x que pertenece a su dominio, el nimero -x también

pertenece al dominio y ademas f(—x) = — f(x).Vx € dom f [f(—x) = —f(x)], en otras

palabras, una funcion es impar si es simétrica con respecto al origen de coordenadas.

f(x) f---r-oz==

10%) SUNR x, f(x))

Figura No. 82. Funcion impar

8.4.10. Funcion periodica

Es una funcién que tiene la caracteristica de repetir los valores de su rango cada cierto intervalo

de su dominio. Es una funcién f (x) que cumple con la siguiente proposicion: 4T € R + Vx €

dom f [f(x+T) = f(x)]

COS X

Figura No. 83. Funciones periodicas




8.4.11. Funciones acotadas

Cuando el rango o dominio de la funcién esta contenido en cierto intervalo limitado, se dice
que la funcién f es Acotada. Es decir, una funciéon en el que HM,N € RVx € dom f [N <
f(x) < n] se dice que es una funcidén acotada, donde M y N son valores reales que se

denominan cota superior y cota inferior, respectivamente.

y J
;
X 4 /
‘) /
2 f ;
11 2
. 1
} } + } — } : } } X | \ /
-5 4 -3 -2-1 : 1 2 3 4 5 3-2-1, 120345/678
S AT -3
_41
M=2 cota sunerior. N= -2 cota inferior M=5 cota sunerior. N=-3 cota inferior
Figura No. 84. Funciones acotadas
También hay funciones que solo tienen cota superior o cota inferior.
¥ ¥
3 >
J 5]
24 X
f I
14
— — X
S AN 4 -3 2 -1 )
-4 -3 2 -1 12 |
-1+ ” 27
f tiene cota sunerior M =3 f tiene cota inferior N = -1

Figura No. 85. Funciones con cota superior y cota inferior

8.5. Asintotas de la grafica de una funcion

8.5.1. Asintota horizontal

Si cuando x — - o o cuando x — +oo los valores de f(x) tienden a algiin nimero fijo L,

entonces la recta y = L es una asintota horizontal de la grafica de f.




La recta y = 5 es una asintota

X

Figura No. 86. Funcion con asintota horizontal

8.5.2. Asintota vertical

Si cuando x se aproxima a algiin nlimero c, los valores |f(x)| — oo, entonces la recta x = c es

una asintota vertical de la grafica de f.

Funcion con asintota vertical,

- W A
—t—t

se verifica que las rectas x =

X

n

-5 —4 -3 -2\ -1, 1h2 37 4
VLT - 1 v ar = A rnn acledatan
Lo}

[_2d
(—3

| 41

Figura No. 87. Funcion con asintota vertical

8.5.3. Funcion definida por tramos

x—1, —2<x<0
Ejemplo: sea fx) =4x?, 0<x<2; graficar y encontrar
1, x> 2

fEDf(2),f(5),dom fyrg f,

X ‘ 2 -1 0 fED =2 y
yls 2 2 1@ =4 51
fG6) =1 44 f

domf = [-2,0) 34
X ‘ 0 1 2 rg f = [-3,-1) U[0,4] 24
y ‘ 0 1 4 l

t X
1 2 3 4 5

Figura No. 88. Funcion definida por tramos o intervalos




8.6. Continuidad de una funcion

Si dibujamos la grafica de una funcion de forma manual, diremos que f es continua si podemos
dibujarlo sin tener que levantar la mano. Una funcion es discontinua es una punto, cuando no
esta definida en ¢l o bien porque en dicho punto hay un salto, por ejemplo, en el grafico anterior

se puede notar que la funcion es discontinnaen x = 0y en x = 2.

8.7. Desplazamientos del grafico de una funcion

Puede darse en forma horizontal o vertical, es decir podemos desplazar la grafica de una
funcién hacia la derecha, hacia la izquierda, hacia arriba o hacia abajo. Dada la regla de

correspondencia de la funcion, siendo ¢ > 0, se pueden generar las siguientes nuevas

funciones:
| ‘- i |
-C C -C c y = f (x + C)
-C
se desplaza la grafica c
y =fx) unidades hacia la izquierda.
y=fx)+c
ol o se desplaza la gréfica c

/ unidades hacia arriba.
- c
/ y = fx= 0

-c
/ se desplaza la grafica c
unidades hacia la derecha.

y=fx)-c
se desplaza la grafica c
unidades hacia abaio.

S

Figura No. 89. Tipos de desplazamientos en funciones




Graficar las siguientes funciones:

H N W &N
>

1) f(x) =2x

4 -3 -2 -1 J0 1 2 3 a x
v f1

6 3

Figura No. 90. Graficade f(x) = 2x
2) fx)=2x+1

yl-1 1 3
x | -1 1
Figura No. 91. Graficac °7 > =, °
3) f(x) = 2x-2 /

4 -3 -2 a1 |9 2 3 a x
| i
v
|
V-

0|4 2 0 /
X ‘-1 0 1

Figura No. 92. Graficade f(x) = 2x- 2

4) f(x+2) =2x=2(x+2)=2x + 4

ARV 2L EERR
Figura No. 93. Graficade f(x) = 2x + 4
5) f(x—1) = 2x=2(x—1) = 2x- 2

Figura No. 94. Graficade f(x) = 2x— 4




6) Hallarelrangode f(x) = 2x- 3; x € [—1,10)

f(x)‘-S‘-3‘-1‘ ‘17

Rg f = [-5,17)
x+1 six<-1
7) Bosqueje la grafica de la funcion f(x) = { —X, silx] <1
x2+1, si1<x<3

f)=x+1

y
x | -1 -2‘-3 ol
y |0 -1‘-2 ol
f@) = —x ol

x |-1]1 il -
y |1 [-1 31
fx)=x%+1 a\?

x |1 2‘3 4 - 277 NI 23 P
y |25 ‘10 -2

Figura No. 95. Grafica de f(x)
Domf = (—o0,0) = R
Rg f = (—OO, 1) U[Z' 10]

En qué intervalo f es estrictamente creciente?: (—oo,1) U (1,3)

En qué intervalo f es estrictamente decreciente?: (—1,1)

En qué puntos f es discontinua?

Es discontinnaenx = —1,x = 1lyx = 3

8.8. Operaciones con funciones

Sean f y g las funciones de variable real, se definen las cuatro operaciones fundamentales de

la siguiente forma:

Funcion suma: (f + g)(x) = f(x) + g(x)




Funcion resta: (f — g)(x) = f(x) — g(x)
Funcion producto: (f * g)(x) = f(x) * g(x)

e (D) (o = £
Funcidén cociente: (g) (x) = 760 SO gx)+0

Ejemplo: Sea: f(x) =3x+1  g(x) =2x—4
f+9)x)=3x+1+2x—-4=5x-3
F+9@)=52)-3=7
f+9)(=3)=5(-3)-3=-18
Ejemplo: Sea: f(x) = x* — 3 gx)=x+3
F-—g)x)=x2-3—-(x+3)=x2-3-x—-3=x2-x—-6
f-9R)=22-2-6=-4

fF-9)(=2)=(-2)?2-(-2)—-6=4+4+2-6=0

X

Ejemplo: Sea: f(x) = ;3 gx)=2x-1

X X 11
(f'g)(x)=(5—3)(2x+1)=x2+§—6x—3:x2 +7x_3

Ejemplo: Sea: f(x) =—x—-1 g(x)=2x+3

()0 -2

Ejemplo: Obtener las funciones f + g,f - 9,9- f,fgy f/g st

1—x |x| <1 (x)_{xz, x>0
X Yy 9=

f(x)={, x| > 1 , x<0

Una técnica que facilita la solucion esta en anotar sobre la recta real la regla de correspondencia

de cada funcion con sus respectivos intervalos.

2% [ 1 o X 1 an
f T t T
-1 0 1
g ! ; f —
-1 0 1

Figura No. 96. Representacion del dominio de cada funcion propuesta




Sobre una nueva recta se marcan los intervalos comunes a ambas funciones y se efectiian las
operaciones segun corresponda.

x+1 y 2—-x yxX*—x+1y x2+x
f+g T T T
-1 0 1
Figura No. 97. Intervalos comunes de las funciones propuestas
2-x -1<x<0
f+9@=1{x +1 x < -1
x2-x + 1 0<x<1
x—1 L =x  y=x*—x+ 1y —xi4x
/-8 T T T
-1 0 1

Figura No. 98. Intervalo de (f — g)(x)

x—1 x < —1
)= -1<x<0
f -9 = —x%-x 4+ 1 0<x<1
—x2 4 x x> 1
o l—x i X ¥y ¥+x—1ly x¥X-—x
&1 1 T )
1 0 1
Figura No. 99. Intervalo de (g — f)(x)
1—x x < —1
) x -1<x<0
(g - = x> +x—1 0<x<1
x% —x x> 1
X y l=-x y-x+xy X3
fg T 1 3
-1 0 |

Figura No. 100. Intervalo de (f * g)(x)

X x < —1
1—x -1 <x<0
1—x
(f * ) = p 0<x<1

x>1

R




f [ y I
g N n I
-1 0 |
. f
Figura No. 101. Intervalo de (E) (x)
X x < —1
(1)00: 1-x -1<x<0
g —x3 + x? 0<x<1
x3 x> 1

8.9. Composicion de funciones

Sean f y g dos funciones de variable real, la funciéon compuesta de f con g denotada como f o

g se define como: (fog)(x) = flg(x)], que se lee “f compuesta con g”
Y el dominio dom (f 0 g) = dom g.

También se puede realizar la funciéon compuesta de g con f denotada como g o f, definida

como: (gof)(x) = glf (x)], cuyo dominio es dom (g o f) = dom f

Ejemplo: Sean f(x) =vVx —1y g(x) = x? + 2, encontrar f(g(x)) y g(f(x)).

Fog)®) =f(gx)=J/x2+2)-1=yx2+1,Vx€R
(gof)(x)zg(f(x))z(\/m)2+2=x—1+2=x+1,Vx21

Ejemplo: Sea f(x) =—-y g(x) = 2x + 1, encontrar (f 0 g) y (9 0 f).

5 5
2x+1)—-2 2x+1-2 2x-1

fog) =f(g)=f2x+1)=

) 10 10+x-2 8+x

(90N = g(F@) = 9 (=) = 2 Stl=— =

X — 2 X — 2

Ejemplo: Sea f(x) = Vxyg(x) = x?- 1,encontrar (f o f), (f 0 g),(g o0 g),(go f)con

sus correspondientes dominios. dom f = [0,00) - dom g = (—00, ).




S

(0 /I = F(F) = F(VE) = [V = xF = A
Dom (fof) = x = 0,[0,)
(Fo@ =f(gl0) = fGx? -1 =+/x* -1
Dom (f 0 g) = (—w0,—1] U[1,)
o) =g(g(x) =gx? -1 =@x2-1)2—-1=x*—-2x2+1—-1=x*—2x?
Dom (g0 g) = (—oo,)

(o N =g(f®)=g(Vx)=(Vx) —1=x-1

Dom (gof) = [0,)

8.10. Funciones especiales

8.10.1. Funcion valor absoluto

o _(x x=0 L f /
f@=k={* *=7,
\, ] /
\ 8| _ /
Dom |x| = (—o0,0) \‘\\ 6| / x from -12 to 12)
\, t //
N\ 4! /
Rg |x| = [0, +) N4
N ol /
\) ]
10 5 ! 5 10
Figura No. 102. Graéfica de f(x) = |x|

8.10.2. Funcion signo

1 x>0
f(x)=sgn(x)={ 0 x=0
-1 x<0 1
Dom sgn(x) = (—o0,00) . X

Rg sgn(x) = {-1,0,1}

-1

Figura No. 103. Grafica de f(x) = sgn(x)




8.10.3. Funcion identidad

f(x) = x

Domx = (—o0, )

Rgx = (—90,00)

Figura No. 104. Grafica de
f) = x

8.10.4. Funcion maximo entero o entero mayor

La funcién entero mayor se puede describir para un nimero real x como el mayor entero, menor

o igual que x. A partir de esta descripcion, el entero mayor de 2.1 es 2, de —1.05 es —2, el de
—3 es —3.

f() = [x]

)s

A

34 —0

21 o—o0

1+ e—O0
: ] Il e : ] : > X
-3 =2 -l 1l 2 3 4

—o -2

—o +-3

Figura No. 105. Grafica de la funcién méaximo entero

8.11. Funcion inversa

La funcién inversa de una funcion f es otra funcion f ~1, tal que para cualquier valor de x de

su dominio se cumple que:

v Sif(x) = b, entonces f “1(b) = x

v Si f 7! es la funcion inversa de f, si cumple que (f "o f) = (fof ™) = x




Figura No. 106. Grafica de una funcioén y su inversa

La gréfica de una funcion y la de su inversa son simétricas respecto a larectay = x.

Ejemplo: Encontrar la funcién inversa de f(x) = 3x - 1.

Primero: expresamos la funcion en forma y = f(x) e intercambiamos x por ¥y en ambos
miembros.

f(x) =3x-1->y=3x-1->x=3y-1

Segundo: despejamos y en la funcion resultante

x+1
3

x=3y-1->y =

Por lo que la funcién inversa de f(x) = 3x- 1es: f71(x) = xTH

Ejemplo: Sea f(x) =- 2x + 6 Vx € R, encuentre f~1 y grafiquela.
q

Fof 100 = f(F ) = x
—2f1x)+6=x .
—Zf_l(x) =x—6 o \\-.\

X

— [ .
6 - ' b —6
t ™~ 6

—2 | ~

f7e) =

6—x | ~  —3.%
2

f7e) =

Figura No. 107. Grafica de f~1(x) yf (x)




5x

Ejemplo: Hallar la inversa de g(x) =

2x-1
5x 5x
= —_ =
Y e -1 T ax—1
2xy —x = 5y
2xy — 5y =x
y(2x —5) =x
X
y_2x—5

Por lo que la funcién inversa de g(x) = es: g~ 1(x) = —
2x—-1 2x=5

Ejemplo: Encontrar f =1 (x) si f(x) =-2x + 6

fof7)=f(f10()=x

y=—-2x+6 - x=-2y+6
2y =6—x

6—x 6—x

v s MW=

Comprobarsi fo f™1 = x

6_
Fof D) =fF1x)=-2 (Tx) +6=—6+x+6=x

6— (-2 6 2
(F 1o N = FH(f) = I (~2x +6) = 2 zx+ ):7x=x

8.12. Funcion polinomial

Una funcidn polinomial o polindmica es una funcion de la forma
f(xX) =apx™+a,_x" 1+ -+ a;x + a

donde a,, a,_1,..., ai,ay son nameros reales y n € Z*. El dominio esta funcion lo
constituyen todos los numeros reales. El grado de una funcion polinomial es el mayor
exponente de la variable presente en el polinomio, en este caso el exponente n. Con esta funcion

también se realizan las 4 operaciones fundamentales (+, —, x,+).

Ejemplo: Determinar cuéles de las siguientes funciones son polinomiales:




a) f(x)=2x3—-x?—4, Vx € R = FP de grado 3
b) g(x)=vx—1, Vx=1=>NoesFPyaquen & Z*,n="%
c) h(x) =5, Vvx €R = FP de grado 0

xX—2

d) m(x) ===, Vx # —1 = No es FP, ya que es el cociente entre los polinomios
x+1

8.13. Funcion racional

Es de aquella que puede expresarse como la division de dos funciones que pueden ser

L _p®
polinomios. f(x) = prs
.y .p(x) _ r(x)
También puede expresarse como: pr c(x) + pr
p(x) q(x) —  px) =clx)qlx) +r) ¢(x): polinomio cociente
1(X) c(x) r(x): polinomio residuo
Ejemplo: Encontrar f(x) = % sip(x) = 4x3-3x2-8x+4yqx) = x- 2.
Método Tradicional
c(x) = 4x% +5x + 2
r(x) =8
4x3-3x% -8x +4 | x- 2
—4x3 + 8x2 4x?% 4+ 5x + 2
5x2 — 8x
5x2 + 10x
2x +4
—2x+4
8
Division Sintética
4 3 8 4
2 8 10 4
4 5 2 8




Ejemplo: Encontrar % sif(x) = 4x*-3x2+1yg(x) = x + 3.

4x*- 3x2 +1 | x+3
—4x* — 12x3 4x3 —12x% 4+ 33x — 99
—12x3 — 3x% — 8x
—12x3 + 36x?
33x? +1
—33x%2 — 99x
—99x + 1
99x + 297
298

Cociente — 4x3 —12x% +33x —99

Residuo — 298
4 0 -3 0 1
-3 -12 36 99 297
4 -12 33 99 298

8.14. Teorema del residuo

Sea funa funcién polinomial, si f (x) es dividida entre (x — c¢), entonces el residuo es f (c).

Ejemplo: Encontrar el residuo si f (x) = x3 — x? + 2x + 4,Vx € R, se divide entre: a) x —
2yb)x + 3

a) f(2)=28-22+2(2)+4=8—4+4+4=12

b) f(=3)=(=3)%—(=3)2+2(=3)+4=-27-9—6+4=—38

8.15. Funciones trascendentes

Hasta ahora hemos visto solo las funciones algebraicas, que son las que pueden expresarse en
términos de suma, resta, producto, cociente, potencia o raices polinomios. Las funciones que
no son algebraicas se llaman Funciones Trascendentes y las mas elementales son: Funcion
Exponencial, Funcion Logaritmica y Funcion Trigonométrica (circulares). También son
Funciones Trascendentes las Funciones Hiperbolicas y sus inversas, asi como las inversas de

las Funciones Trigonométricas.

8.15.1. Funcion exponencial

Se conoce como funcidon exponencial a la funcion f de variable real cuya regla de

correspondencia es:




f(x) =a%a € R+A (a # 1)

Como se observa, la variable x aparece como exponente y tiene de base una constante “a”
diferente de 1. Cuando a > 1 la funcién exponencial es Creciente y cuando 0 <a < 1 entonces

la funcioén exponencial es Decreciente.

i Y| o7
Funcion Funcidn
decreciente creciente

f(x) =a*

a>1

Figura No. 108. Graficas de funciones exponenciales
Todas las funciones exponenciales son continuas.
El Dominio de la funcién exponencial son todos los R.
El Rango de la funcién exponencial es el intervalo (0, 00).

Las funciones exponenciales siempre pasan por los puntos (0,1) y (1, a).

YV V V VYV VY

Tiene asintota horizontalen y = 0.

Funcion Exponenciala > 1

flx) =27
X —--w | ..|=3|/=2/-110|1/|2]3 — 4w
FO | -0 |l d3l1]2]4]8].]o4w
¥
N
: /
| //
; v/"
d /
_’ ///‘/ from -2 to 2
Ny
//

Figura No. 109. Grafica de una funcién exponencial con basea > 1




Funcion Exponencial 0 < a < 1

1 X
f(x) = <E>
X — — -3/-2 -1 0 | 213 —> 40
. . 111
‘/ (-\') -4 |...| 8 4 2 | 5 1’ § — 0

(3%
"
-+
P

(3%
o

Figura No. 110. Grafica de funcion exponencial conbase 0 < a < 1

8.15.2. Funcion exponencial natural

X

La Funcion Exponencial Natural es la funcion cuya regla de correspondenciaes f(x) = e

n

1
e = 2.71828 e= (1 + E) cuandon — oo

20}

Figura No. 111. Grafica de la funcion exponencial natural




Ejemplo Graficar f(x) = e Il

_(x x=20 _(e* x=20
={ T, er@=0% T,

08\
/] \
/m’f \ rom -4.2 to 4.2
/'/ I \
/04| \
/ - \
/ \,
/ 0.2 \\\
/// | \\\‘-;
I L T
4 2 ! 2 4
Figura No. 112. Graficade f(x) = e ¥l
Ejemplo: Graficar f(x) = e~ 1*l + 2
. Y
m/f\
Domf = R J/
/| \\‘
Rgf = (23] £ol\
/ o\
/24l \ rom -4.2 to 4.2
f es par // : \\
/ 22| AN
/ j N
— .01 T
Zz
|

Figura No. 113. Graficade f(x) = e ¥ +2
8.15.3. Propiedades de las funciones exponenciales
i. a*a¥ =a*"Y
. —=a*"7
iii.  (a*)Y =a*

iv.  (a X b)* =a* xb*

8.15.4. Funcion logaritmica

Se conoce como funciéon logaritmica a la funcion f de variable real cuya regla de

correspondencia es:




f(x) =loga(x),x >0ANa €R+A(a+1)

donde a representa la base y x el argumento.

La funcion logaritmica es la inversa de la funcién exponencial, por lo que se puede afirmar

que:
f(x)=a* e fH(x) =log.(x)
f () = loge(x) & f7(x) = a*

Funcion Logaritmica a > 1 Funcion Logaritmica 0 <a<1

f(x) = a*

Figura No. 114. Grafica de las funciones logaritmicas
Cuando a > 1 la funcion logaritmica es Creciente y cuando 0 < a < 1la funcién

logaritmica es Decreciente.

El dominio de la Funcion Logaritmica son R+ = (0, o).
El rango de la Funcion Logaritmica son todos los R = (—o0, +00).
Todas las Funciones Logaritmicas son continuas.

Las Funciones Logaritmicas siempre pasan por los puntos (1,0) y (a, 1).

V V. V VY V

Tiene asintota vertical en x = 0.




Funcion Logaritmicaa > 1

e

Funcién
creciente

f(x) =loggx
a>1

f(x) =log,x
0<axl1

Funcién

we:iente

Figura No. 115. Monotonia de la grafica de funciones logaritmicas

f(x) = log, x
x | 50 1Lt liyla04]s S 400
8|1 4|2 = A -
fx) | 2—0|..|3|2|-1{0|1]|2]|3 — 4w
3 /’/
2 / ’ (x from -26 to 26)
[/
1 .’/
[f
1
20 10 ; 10 20

1 f'
Figura No. 116. Grafica de f(x) = log, x

Funcion Logaritmica0 < a < 1

f(x) = log1x

x | 20 | |2ld[3]1]2]4]8 |04
fx) | >+ 3(2(1]0|-1[=2]|-3]|...|>-
ni\\
15 10 5 H\ 5 10 15
l: \\ .
\ (x from ~18 to 18)
\
2 \
AN
t N\
3 | \
x: ~—

Figura No. 117. Graficade f(x) = logix
2




8.15.5. Funcion logaritmica natural

Si la base de una funcion logaritmica es el nimero de Euler o constante de Napier
representados por la letra e, entonces tenemos la funcion logaritmica natural.

f(x) =log,x =Inx

Cuando no se especifica base alguna, se supone que la funcion logaritmica tiene base 10.

A estos logaritmos se los conoce como logaritmos comunes, es decir: log x = log;, x.

8.15.6. Propiedades de los logaritmos

1) log,1=0 VaeR " Aa#1

2) log,a=1 VaeR " Aa#1

3) aloge,M =M VaeR*Aa+#1,VM >0

4) logaaM:M VaeR"Aa#1,VMER

5) loga(MN)zlogaM+logaN Va>0Aa#1,VM>0,VYN >0
6) loga(%)zlogaM—logaN Va>0Aa+1,VM>0,VN>0
7 loga(%)z—logaN Va>0Aa+1,VN>0

8) logaM"‘:alogaM Va>0Aa+#1,VM>0,Va€R
9) log, M =127 Va,b € (0,1) U (1,00),¥M > 0

Ejemplo: Escriba la siguiente expresion 211ogs 3/x + logs x2 — logs 25 como un

unico logaritmo.

1
21 (5) logs x + 2logz x — 2logs 5 Propiedad 8.
7logz x + 221og; x — 21logs 5 Simplificando
9logz x — 2 Propiedad 2.
9log; x — logs 32 Propiedad 4.
9log; x —log3 9 Operando

x9
logs 5 Propiedad 8.y 6.

1 1
In e2—logg 25+1ogy(25)3
5

Ejemplo: Determinar el valor de la siguiente expresion: T — I
log 107+log2(%) —ln(e3>




1 2
Ine? — logs 52 + loga (5)3 Tine -2+ Zlog 5
5 5

1 -4 1 1 1 1
log 102 + log, (1) —In (ea) >10g 10 + (—4) log, 5—glne

2

g Ziog (3"

2 39815

-1 1

7_410g22_1_8
1 2 3—2—-4
27 2*t3CD _—F— -3_ 1
1 1 34+4-1" 6 2
7-4D-5 —%—

3
Ejemplo: Sia # 1,a > 0,b > 0y log, b = 3, determine el valor de log: (:—2)
b

Aplicando la propiedad 9 de cambio de base

a3
a3y 198, (p) log,(a*) - log, (b°)

3 3log (a) —2log, (b) 3 3 —2log (b)
B 0 —log, (b) ~ —log_(b)

como log, b = 3, se reemplaza y se tiene: logs (Z—i) - 3'_23(3) =1
b
Ejemplo: Resolver 3(2**3) = 192(3*73)
3(2%)(2%) = (29(3)(3M)(37)
3(2%)(2%) = (29(3)(37?)
2*  (293™)

7= w3 237
2% 283
3x 33
2\ 2\?
G -G
X =

Ejemplo: Resolver 42%+3 = 5x+2

Aplicando logio en ambos lados de la ecuacion




42x+3 x+2

log
(2x+3)log4 = (x +2)log5
2xlog4 + 3log4 = xlog5 + 2log5

= log5

2xlog4 — xlog5 = 2log5 — 3log4
x(2log4 —log5) = 2log5 — 3log4
x(log4? —log5) = log 52 — log 43

42 25
xlog <?> log (64)
log (53)
log (%5

8.16. Ejercicios propuestos de funciones reales

N

X =

Encuentre el dominio y recorrido de las siguientes funciones reales:

1) f(x)=7x-3
) f(x) = 2x2 — 28x + 49 17 f) = \/ v
3)  f(x)=+4+28—-3x—x?
4 fx)= (x—l)(x+2)(x—5) 18) f(x) _\/7x+5
5)  f(x) = m 19) f(x) = eS_S"
6) f(x)= 3;‘; 20) f(x) = 3x+2
7 f) = (x— 4)(x+5) 21) f(x) = —10V*-7
28 _ 22) f(x) = ln|\/x— 7|
8) f(x)= m 23) f(x) = In(4 — 3%)
9 f(x) = |4 9x] 24) f(x) =M (22
10) f(x)=|x*—3x—40| 25 Fx) = In ((x 4)(x+5))
1) £l == L e
12) f(x) = |(2 v 20 /00 = n((x+4)<x—5))
X 27) f(6) = 3sin(26 — 45)
13) f)=|zmaes 28) f(8) = csc(30 + 46)
14) f(x)=vx—7 29) () = tan(26) — sin(46)
15)  f(x) = V4x2 — 28x + 49 30) f(x)=4sin"1(135 —x)

16) f(x) =(x—D(x+2)(x—5)




CAPITULO IX: TRIGONOMETRIA

9.1. Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los de los

cuadrados de sus catetos.

W=c1?+c2> = h= /C12+C22

= [4*+32=/16+9=25=5

S
cateto

cateto
+«—3—»

Figura No. 118. Triangulo Rectangulo

9.2. Razones trigonométricas

En cualquiera de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo se definen las siguientes

razones trigonométricas:

a =+/b?%+ c?

cateto opuesto

sinf = -
hipotenusa
c cateto adyacente
cosf = -
hipotenusa
i cateto opuesto
tanf =

cateto adyacente

Figura No. 119. Razones trigonométricas en el triangulo

b c b

sinff =— cosf =— tanfs = —
p a 3 a p c

) c b c
sina = — cosa =— tana = —
a a b

r

Angulo: Esta dado por la union de dos semirrectas que se intersecan en su extremo, en el

cual la abertura entre las dos semirrectas representa la medida del 4ngulo.




JABC=XB
B

A

Figura No. 120. Definicion de angulo

Estas 2 semirrectas determinan 2 dngulos:

o como la medida positiva

X/ B como la medida negativa
N

{ B /7\ Y

' / Lado inicial

\\*-,/

Figura No. 121. Semirrectas formando un angulo

Un éangulo se encuentra en posicion estandar o normal si su vértice estd ubicado en el

origen del sistema de coordenadas rectangulares y su lado inicial coincide con el semieje

X positivo.
) )
Il cuadrante I cuadrante
aes (+)
Lado final o o
’ o . Veértice Lado inicial ,
Veértice Lado inicial B ’
IIT cuadrante | IV cuadrante B cs (_)
Lado final

Figura No. 122. Angulo en cada cuadrante del plano cartesiano
Al girar el lado final en sentido contrario a las manecillas del reloj, se encontrara ciertos
angulos especiales: 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° y 360°. 360° representa un giro

completo alrededor de una circunferencia.

L -I. - ; 1 \‘fi l 60
AN E Iz L
X AN30
’ N 30
V2 X
2

Figura No. 123. Representacion de angulos conocidos

(SR




Considerando ar = 1; por lo tanto, 1* = x2 + x% = 2x2

, 1 1 1 V2
X=X = |- =—=—
2 2 2 2
V2
in4s5° = Y2 450 = Y2 tan45° =2 =1
sin == cos == an _\/7_
2
1\ 1 3
2_2_ (1) _,_2_
x*=1 <2> 1 1-1
3
=7
1 1
a2 L o V3 o_2 V3
sin 30 =1=3 cos 30° = > tan 30 _\/§_ 3
2
3 1 3
sin60°=§ cos60°=§ tan60°=§-2=\/§

Relacion entre grados sexagesimales y radianes
A partir de la igualdad 2m radianes = 3609, determinamos que:

0 _ , T
180° = w radianes 450 = 7 radianes

s
90° = — radianes VA
2 300 = E radianes

T
60° = — radianes

3
, 90°, %
120°, % | ,60°, %
135°, % [ s
150°, % 30°, %
180°, 0°, 360°, 21
210°, % 30°,3
25,% / 315°, %
240°, % ¥
T 300

Figura No. 124. Ubicacion de angulos en el plano cartesiano




lado

del

Medida en Medidas en Grados Ubicacion

Radianes gesimales terminal
(0°,90%) I cuadrante

(90°,180%) II cuadrante
(180°,270%) III cuadrante
(270°,360%) IV cuadrante

09,90°,180°,270°,360° Semieje
xtytxT,yT,xt

Tabla No. 25. Ubicacion de angulos en el plano cartesiano

—y =sin(x)
—y = cos(x)
—y =tan(x)

Figura No. 125. Graficas de las funciones seno, coseno y tangente

Medida del angulo sin ¢ cos ¢ tan ¢

b

00
0

00
0

Tabla No. 26. Medida de angulos conocidos del seno, coseno y tangente




9.3. Clases de angulos

1) Coterminales: Son aquellos angulos que tienen los mismos lados inicial y

terminal.
- )
60°=a =7 |
B =360—a=-300°=—2n /;
a(+) () /M ) S
ay ,3 son conterminales KJ

Figura No. 126. Angulos coterminales
2) Consecutivos: Dos angulos o y B de un mismo plano son consecutivos cuando

soOlo tienen un lado en comun.

o

Figura No. 127. Angulos consecutivos
3) Complementarios: Dos angulos a y B son complementarios cuando la suma de
las medidas de sus angulos es 90° (@« + f = 909).
La funcién de un angulo agudo de un tridngulo rectangulo es igual a la cofuncion
de su angulo complementario.
4) Suplementarios: Dos angulos o y B son suplementarios cuando la suma de las
medidas de sus angulos es 180° (¢ + f = 1809).
El seno de un angulo es igual al seno de su angulo suplementario.
sin 8 = sin(180 — )
El coseno de un angulo es igual al negativo del coseno de su éangulo
complementario.
cos @ = —cos(180 — 6)
La tangente de un angulo es igual al negativo de la tangente de su angulo
complementario.
tanf = —tan(180 — @)
5) Opuestos por el vértice: Dos angulos o y B se dicen opuestos por el vértice

cuando los lados del uno son semirrectas opuestas a los lados del otro. « = f8




[o><8,

Figura No. 128. Angulos opuestos por el vértice

9.4. Funciones trigonométricas

Sea P(a, b) un punto sobre la circunferencia de radio unitario y x el angulo en posicion
estandar que forma el segmento OP, con el semieje X *.

.“
A partir de la circunferencia unitaria de la figura, se

P(a.b) pueden establecer valores de las seis relaciones

\ ! trigonométricas de cualquier angulo, con las cuales, y
r 1

0 escogiendo los dominios adecuados en R, se definen las
seis funciones trigonométricas que se estudiaran en este

capitulo.

Figura No. 129. Circunferencia de
radio unitario

9.4.1. Funcion seno

La funcion seno esta definida por: f(x) = sin(x) = ?, Es una funcion de R en R.

Figura No. 130. Grafica de la funcion f(x) = sen(x)

La gréfica de la funcion f (x) = sen(x), tiene las siguientes caracteristicas:

domf = R.
rg f = [-11].
f es impar.

f es acotada, |f (x)| < 1.
f es periddica, su periodo fundamental es T = 2m.
Las intersecciones con el eje x estan en el conjunto {x/x = nm,n € Z}.

AN NN NN




9.4.2. Funcion coseno

La funcion coseno esta definida por: f(x) = cos(x) = % Es una funcién de R en R

1.0/

Figura No. 131. Grafica de la funcion f(x) = cos(x)

La gréfica de la funcion f (x) = cos(x), tiene las siguientes caracteristicas:

v domf = —R
v orgf = [-11].
v f espar.

v' fesacotada, |f (x)| < 1.

v’ f es periddica, su periodo fundamental es T = 2.

v Las intersecciones con el eje X estan en el conjunto {x/x = (2n +
1 Z,n € 7}

9.4.3. Funcion tangente

Si(a # 0), la funcion tangente esta definida por: f(x) = tan(x) = S

Figura No. 132. Grafica de la funcion f(x) = tan(x)
La gréfica de la funcion f (x) = tan (x), tiene las siguientes caracteristicas:

v domf = —{2n+ 1) 7,n € Z}.

v rgf = R.

v' f esimpar.




v f es periddica, su periodo fundamentales T = .
v’ Las intersecciones con el eje x estan en el conjunto {nmw,n € Z}.
v' Tiene asintotas verticales Vx € {(2n + 1) g,n € Z}.

9.4.4. Funcion cotangente

Si (b # 0), la funcion cotangente esta definida por: f(x) = cot(x) = %

~— P S~ ~ (x from -3.1 to 3.1)

Figura No. 133. Grafica de la funcion f(x) = cot(x)
La gréfica de la funcion f (x) = cot(x), tiene las siguientes caracteristicas:

domf = —{nm,n € Z}.

rgf = R.

f esimpar.

f es periddica, su periodo fundamentales T = m.

ANANANAY

Las intersecciones con el eje X estan en el conjunto {(2n + 1) g, n € Z}.

v Tiene asintotas verticales Vx € {nm,n € Z}.

9.4.5. Funcion secante

Si (a # 0), la funcion secante esta definida por: f(x) = sec(x) = % Es una funcion de

R—{(2Zn + 1) g,n € Z}enR.

(4]

I S - x from 6.3t0 6.3)

(%))

Figura No. 134. Grafica de la funcion f(x) = sec(x)




La gréfica de la funcion f (x) = sec(x), tiene las siguientes caracteristicas:
v domf =R —{(2n+1)7,n € Z}

rgf =R — (—1,1).

f es par.

f es periddica, su periodo fundamentales T = 2.
No tiene intersecciones con el eje x.

Tiene asintotas verticales Vx € {(2n + 1) g,n € Z}.

ANANANAY

9.4.6. Funcion cosecante

Si (b # 0), la funcion cosecante esta definida por: f(x) = csc(x) = %. Es una funcion

deR — {(nm),n € Z}enR.

Figura No. 135. Grafica de la funcion f(x) = csc(x)

La gréfica de la funcion f (x) = csc(x), tiene las siguientes caracteristicas:

domf = —{nm,n € Z}.
rgf = —(-11).
f esimpar.

f es periddica, su periodo fundamentales T = 2.
No tiene intersecciones con el eje x.
Tiene asintotas verticales Vx € {nm,n € Z}.
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9.5. Funciones trigonométricas inversas

Las fusiones trigonométricas inversas son las funciones inversas de las funciones
trigonométricas, pero redefinidas en su dominio para que sean funciones biyectivas.
Especificamente, son las inversas de las funciones seno, coseno, tangente, cosecante,
secante y cotangente, y permiten obtener un angulo a partir de cualquiera de las relaciones

trigonométricas angulares




9.5.1. Funcion seno inverso

Si restringimos el dominio de f(x) = sen(x) al intervalo [— g,g] y el conjunto de

llegada al intervalo [— 1, 1], obtenemos una funcién biyectiva. A la funcion inversa del

seno se la denota por sen1(x) o arcsen(x).

- - - (x from <1 to 1)
1.0 0.5 | 0.5 1.0

Figura No. 136. Gréfica de la funcion f(x) = sen™1(x)

9.5.2. Funcion coseno inverso

Si restringimos el dominio de f(x) = cos(x) al intervalo [0, ] y el conjunto de llegada
al intervalo [—1, 1], obtenemos una funcion biyectiva. A la funcion inversa del coseno se

la denota por cos~1(x) o arccos(x).

1.5~ (x from -1 to 1)

1.0 0.5 ' 0.5 1.0
Figura No. 137. Gréfica de la funcion f(x) = cos™(x)

9.5.3. Funcion tangente inversa

Si restringimos el dominio de f(x) = tan(x) al intervalo (— g,g) , obtenemos una

funcion biyectiva. A la funcion inversa de la tangente se la denota por tan™1(x) o

arctan(x).




3]
]

_— l.nf
Figura No. 138. Grafica de la funcion f(x) = tan™1(x)

9.5.4. Funcion cotangente inversa

Si restringimos el dominio de f(x) = cot(x) al intervalo (0, ), obtenemos una funcion

biyectiva. A la funcion inversa de la cotangente se la denota por cot ~1(x) o arccot(x).

Figura No. 139. Grafica de la funcion f(x) = cot™1(x)

9.5.5. Funcion secante inversa

Si restringimos el dominio de f(x) = sec(x) al intervalo [0, 7] — {g} y el conjunto de
llegada al intervalo R - (- 1,1), obtenemos una funcién biyectiva. A la funcion inversa

de la secante se la denota por sec™1(x) o arcsec(x).

r

4

4 2

Figura No. 140. Gréfica de la funcion f(x) = sec™1(x)




9.5.6. Funcion cosecante inversa

Si restringimos el dominio de f(x) = csc(x) al intervalo [— %, g] - {0} y el conjunto de
llegada al intervalo R — (— 1, 1), obtenemos una funcién biyectiva. A la funcidn inversa

de la cosecante se la denota por csc™1(x) o arccesc(x).

o
[

Figura No. 141. Grafica de la funcion f(x) = csc™1(x)

9.6. Identidades trigonomeétricas

Una expresion trigonométrica, es posible simplificarla o transformarla en otra expresion
equivalente a la original, empleando las identidades trigonométricas principales del seno,
coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante, &ngulo doble, angulo medio, productos

de seno y/o coseno. El procedimiento para demostrar identidades es:

v" Empezar con el miembro que tenga la expresién mas compleja.
v' Preferir el uso de funciones senos y cosenos.
v Trabajar en el miembro seleccionado de la expresion teniendo en cuenta

la expresion del otro miembro.

9.6.1. Identidades cocientes

» tan(x) = ::;ch))’ Vx ER—-{(2n+ 1)%,71 €7}
> cot(x) = zzzig, Vx ER— {ng,n € 7}

9.6.2. Identidades reciprocas

1 T T

» tan(x) = o’ Vx e R—{(2n+ 1);,11 € Z}U{n>,n € Z}
1 .
cos(x)’

» sec(x) =

VxER—{(2n+1)§,nEZ}




> csc(x) = — 'VxE]R—{ng,nEZ}

sen(x)’

9.6.3. Identidades Pitagoricas
> sen?(x) +cos?(x) =1,Vx €R
A partir de esta identidad y dividiendo por cos?(x) y sen?(x), obtenemos:

> tan?(x) + 1 =sec?(x);Vx e R—{(2n + 1)%,71 € 7}

> cot?(x) +1=csc?(x);Vx € R—{nm,n € Z}
9.6.4. Identidades pares o impares

sin(—x) = —sin(x); Vx € R

cos(—x) = cos(x); Vx ER

tan(—x) = —tan(x); Vx E R — {(2n + 1) g,n €7}
cot(—x) = —cot(x); Vx € R — {nm,n € Z}

sec(—x) = sec(x); Vx e R—{(2n + 1)%,11 €7}

vV V V VY VY V

csc(—x) = —csc(x); Vx € R — {nm,n € Z}
Ejemplo: Demostrar que (sen(x) + cos(x))? + (sen(x) — cos(x))? = 2

(sen®(x) + 2sen(x) cos(x) + cos?(x)) + (sen2 (x) — 2sen(x) cos(x) + cos? (x))
2sen?(x) + 2cos?(x)
2(sen?(x) + cos?(x)) = 2

Ejemplo: Demostrar que sec?(x) + csc?(x) = sec?(x)csc?(x)

1 + 1
cos?(x) sen?(x)

sec?(x) + csc?(x) =

sen?(x) + cos?(x)
= Cos? (x)sen?(x)
1
~ Cos? (x)sen?(x)

- (cosi(x)) (sen1 (x))




sec?(x) + csc?(x) = sec?(x)csc?(x)

. . tan(x)+tan (y)
Ejemplo: Demostrar ot oot (y) tan(x) tan (y)

sen(x) , sen(y) sen(x)cos(y) + sen(y)cos (x)

tan(x) + tan (¥) _ cos (x) ' cos (¥) _ cos (x)cos (y)
cot(x) + cot (y) ~ cos (x) , cos (y)  cos(x) sen(y) + cos(y) sen(x)
sen(x) = sen(y) sen(x)sen(y)

_ sen(x)sen(y) _ (sen(x)) <sen(y)) _ tan(x) + tan (y)

~ cos (x)cos (¥)  \cos (x)/ \cos (y)/  cot(x) + cot () = tan(x) tan (y)

. . 1+cos(—x)—sen (—=x) _
Ejemplo: Demostrar ——— ar—— sec(x) + tan(x)

_ 1+ cos(x) + sen(x)
"~ 1+ cos(x) — sen(x)

_( 1+ cos(x) + sen(x) 1 — (cos(x) — sen(x))
B <1 + (cos(x) — sen(x))) <1 — (cos(x) — sen(x)))

_ 1 —cos(x) + sen(x) + cos(x) — cos?(x) + sen(x) cos(x) + sen(x) — sen(x) cos(x) + sen?(x)
B 1 — (cos(x) — sen(x))?

B 1 — cos?(x) + 2sen(x) + sen?(x)

1 — (cos?(x) — 2sen(x) cos(x) + sen?(x))

_ sen?(x) + 2sen(x) + sen®(x) _ 2sen®(x) + 2sen(x)
2sen(x) cos(x) ~ 2sen(x) cos(x)

_ 2sen®(x) 2sen(x)  sen(x) 1
~ 2sen(x) cos(x) = 2sen(x)cos(x) cos(x) cos(x)

= tan(x) + sec(x) = sec(x) + tan(x)

9.6.5. Identidades de suma y diferencia de medidas de angulos

» cos(x —y) = cos(x) cos(y) + sen(x)sen(y)
» cos(x+y) = cos(x) cos(y) — sen(x)sen(y)
» sen(x +y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)
» sen(x —y) = sen(x) cos(y) — cos(x)sen(y)
> tan(x+y)=%m Vx,yE]R—{(Zn+1)§,nEZ}
> tan(x—y)z%m Vx,yE]R—{(Zn+1)§,nEZ}

Ejemplo: Demostrar sen(x + y) + sen(x — y) = 2sen(x) cos(y).




sen(x +y) + sen(x —y)
= sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y) + sen(x) cos(y)

— cos(x)sen(y)
sen(x +y) + sen(x —y) = 2sen(x) cos (y)

Ejemplo: Demostrar sen(x + y) sen(x — y) = sen?(x) — sen?(y).

sen(x + y)sen(x — y)
= [sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y)][sen(x) cos(y)
— cos(x)sen(y)]
= sen?(x)cos?(y) — cos?(x)sen?(y)
= sen?(x)[1 — sen?(y)] — sen?(y)[1 — sen?(x)]
= sen?(x) — sen?(x)sen?(y) — sen?(y) + sen?(x)sen?(y)

= sen?(x) — sen?(y)

9.6.6. Identidades de angulo doble

> cos(2x) = cos?(x) —sen?(x) Vx€R
> cos(2x) = 1 — 2sen’(x) VxR
> cos(2x) = 2cost(x) — 1 Vx ER
» sen(2x) = 2sen(x) cos(x) Vx €R
__ 2tan (x) N T L3
> tan(2x) = 20 vieR—{@n+ D nezju{@n+ D} nez)

. . .. ) . _sen3(x)+cos3(x) _ _1
Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad: sen(tcost) 1-3 sen(2x)

sen3(x) + cos3(x) _ (sen(x) + cos(x))(sen?(x) — sen(x) cos(x) + cos?(x))
sen(x) + cos(x) (sen(x) + cos(x))
_ (sen(x) + cos(x))(1 — sen(x) cos(x))
B (sen(x) + cos(x))

1
=1- Esen(Zx)

9.6.7. Identidades de angulo mitad

> cos(g)zi /H%S(x) Vx € R




> sen(g)zifl_%s(x) Vx € R
x 1-cos (x) .
> tan (2) + /1+cos = Vx ER—{(2n+ 1)m,n € Z}

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad: sen(3r) _ 0560 _ 5

sen(x) cos(x) -

sen(2x + (x)) cos(2x + (x))
sen(x)  cos(x)

sen(2x) cos(x) + cos(2x) sen(x) cos(2x) cos(x) — sen(2x)sen(x)
sen(x) B cos (x)
2sen(x)cos?(x) + (2cos?(x) — 1)sen(x)
sen(x)
B (2cos?(x) — 1) cos(x) — 2sen?(x)cos (x)

cos (x)

2sen(x)cos?(x) + 2cos?(x)sen(x) — sen(x) B 2c0s3(x) — cos(x) — 2sen?(x)cos (x)

sen(x) cos (x)
sen(x)(2cos?(x) + 2cos?(x) — 1)  cos (x)(2cos?(x) — 1 — 2sen?(x))
sen(x) B cos (x)

2c0s%(x) + 2cos?(x) — 1 — 2cos?(x) + 1 + 2sen?(x)

2(sen”(x) + cos?(x)) = 2

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad: csc? (g) = 1—c:s )
x 1 1
csc? (—) = =
2 2 (X —cos? (X
sen (2) 1—cos (2)
1 2

1_< fi1+c§s(x)>2 ~1—cos (x)

9.6.8. Identidades de suma a producto

> sen(x) + sen(y) = 2sen (%) cos (% ;Vx,y ER
> sen(x) — sen(y) = 2sen (%) cos (% ;Vx,y ER
» cos(x) —cos(y) = 2sen (%) sen (x% ;Vx,y ER

x+

» cos(x) + cos(y) = 2cos (T) cps (T ;Vx,y €ER




> sen(x)cos(y) ==[sen(x +y) +sen(x —y)]; Vx,y € R

» sen(x)sen(y) = -[cos(x —y) —cos(x + y)]; Vx,y € R

» cos(x)cos(y) =

1
2
1
2
%[cos(x +y)+cos(x —y)];Vx,y €R
1
2

» cos(x)sen(y) = -[sen(x +y) —sen(x —y)]; Vx,y € R

. . .. . . . sen(4x)+sen(8x) __
Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad: cos(dn)FcosEn) — tan(6x)

2 4x + 8x 4x — 8x
sen(4x) + sen(8x) _ ~S€M\— 5 JCOS(T 3

cos(4x) + cos(8x) 2c0s <4x -5 8x> cos <4x E 8x>

_ 2sen(6x)cos (—2x)
2 cos(6x) cos (—2x)

= tan (6x)

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad:

sen(x)(sen(3x) + sen(5x)) = cos (x)(cos(3x) — cos(5x))

sen(x)(sen(Sx) + sen(Sx)) = sen(x) [ZSen <3x '; Sx) cos <3x ; Sx)]

= sen(x)[2sen(4x) cos(—x)]
= 2cos (x)[sen(4x)sen(x)]

= 2cos (x) (% [cos(4x — x) — cos (4x + x)])

= cos (x)(cos(3x) — cos(5x))

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad:

cos(x) + cos(y) x+y xX—y
cos(x) — cos(y) —cot( 2 )COt< 2 )

cos(x) + cos(y) _ 2€0S (x er y) cos (x 7 y)

cos(x) = cos(y)  _ggon (x '; }’) sen (x ; }’)

= —cot <x -; y) cot (x ; y)

Ejemplo: Demostrar la siguiente identidad:sen (37" + x) = —cos(x)

sen (3; + x) = sen (3;) cos(x) + cos (37“) sen(x)
= (—1)(cos(x)) + (O)(sen(x)) = —cos (x)




CAPITULO X: GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO

10.1. Geometria analitica plana

Se conoce como Geometria Analitica al estudio de ciertas lineas y figuras geométricas
aplicando técnicas basicas del andlisis matematico y del algebra en un determinado
sistema de coordenadas, de tal manera que las ecuaciones algebraicas corresponden con
figuras geométricas. Es decir, que las lineas y ciertas figuras geométricas se pueden
expresar como ecuaciones y, a su vez, las ecuaciones pueden graficarse como lineas o

figuras geométricas.

Permite representar las figuras geométricas mediante funciones del tipo f(x,y) =0 ,
donde a cada punto en un plano le corresponde un par ordenado de nimeros y a cada par
ordenado de numeros le corresponde un punto en un plano. En definitiva, las rectas
pueden expresarse como ecuaciones polindmicas de primer grado y la circunferencia y el

resto de conicas como ecuaciones polindmicas de segundo grado

10.2. Recta en el Plano.

La recta es la linea de menor longitud que une dos puntos y constituye el lugar geométrico
de los puntos en el plano que estdn en una misma direccion. Tanto el punto como la recta

pueden ser definidos de algunas maneras, a saber:

Existen infinitos elementos llamados puntos, sabiendo que el punto es el inicio de

todo. Un punto en el plano cartesiano contara con un valor en el eje x y otro en el eje y,

YA
&, .
(-5, 6)
®(36,32" . D
: (4.4, 2.4) C
L)
« 4 4 « 3 _— y > A
© L °
sy B
4
(~4,-3)
‘ ®69

Figura No. 142. Grafica de puntos en el plano cartesiano




Dos puntos determinan una Unica recta a Una recta comprende infinitos puntos
la cual pertenecen:

B B

Figura No. 144. La recta contiene

Figura No. 143. Dos puntos forman infinitos puntos
una recta
Un punto pertenece a infinitas rectas La recta determinada por dos puntos en un

plano, pertenecen al mismo plano.

o XD
()
Punto W&

Plano

Figura No. 145.  Interseccion Figura No. 146.Recta en un plano
de rectas en un punto

10.3. Distancia entre dos puntos

En el plano cartesiano, si A tiene coordenadas (X;,Y;) y B tiene coordenadas (X,,Y,),

entoces la distancia entre A y B denotada por:

d(A,B) = |AB| = | (X, — X2)? + (Y, — V)2,

Si el segmento que corresponde a la distancia entre A y B es paralelo al eje X, los puntos

Ay B tienen la misma coordenada x, X;,= X, por lo que:
d(A, B) = Ier - YZI

Si el segmento que corresponde a la distancia entre A y B es paralelo al eje Y, los puntos

Ay B tienen la misma coordenada y, Y;,= Y,, por lo que:

d(Al B) = IX]_I - XZI




Ejemplos:

1. Determinar la distancia entre cada par de puntos dados

"N P1(1,1) P2(3,3)
- d(P1,P2) = |[P1P2| = (1 -3)2+(1-3)2=V4+ 4
9 .
> =22
Figura No. 147. Grafica de
los puntos P1(1,1) P2(3,3)
A

2y

P1(-1,3) P2(5,-3)
3
d(P1,P2) = |P1P2| = /(-1 —5)2 + (3 + 3)2
o =+/36+81 =3V13

Figura No. 148. Grafica de los
puntos P1(-1,3) P2(5,-3)

¥

AN
P1(-4,-2) P2(0,-3)
z d(P1,P2) = |P1P2| = /(=4 — 0)2 + (=2 + 3)?
¥ =VI6+1 =17
I

Figura No. 149. Grafica de los
puntos P1(-4,-2) P2(0,-3)

2. Encuentre un punto sobre el eje y que es equidistante de los puntos (5,-3) y ( -2,4).

P1(5,-3), P2(—2,4)y P3(0,y)

d(P1,P3) =+/(5-0)2+ (=3—y)2=/25+y2+6y+9 =/y2+ 6y + 34

d(P2,P3) =/(-2—-0)2+(4—y)2 =4 +y2 -8y + 16 =/y2 —8y + 20
d(P1,P3) = d(P2, P3)

Jy?+6y+34 =/y2—8y+20




y2+6y+34=y2—-8y+20

14y = 20 — 34
—14
y=—y="1 - P3(0,y)=P3(0,-1)
Comprobando d(P1,P3) =y2+ 6y +34 =V1—6+34 =29

d(P2,P3) = /y?2 -8y +20 =V1+8+ 20 =+29

10.4. Punto medio de un segmento de recta

Si las coordenadas del segmento AB son A(X;,Y;) y B(X,,Y,), entonces las coordenadas

_ 1+x2 yl+y2
del punto medio M de AB son (x 2x ,%)

B(X3,Y2)

AXy, Y1)

X

Figura No. 150. Punto medio de una recta

Ejemplos:

1. Si M es el punto medio del segmento de recta AB, donde (—4, —2) son las coordenadas

de Ay (2,1) son las coordenadas de M, encuentre las coordenadas de B.

Las coordenadas de M son (Myl;—yz) donde:
_4 + xz _2 + yz
2= 1=—0=2
2 Y 2

Y despejando se tiene: x, = 8; y, = 4, por lo que las coordenadas de B son (8,4)

2. Encuentre las coordenadas del punto que esté a tres cuartas partes del camino de A(1,2)

a B(3,—2), en el segmento de recta que los une.




1 Las coordenadas de M son:
143 2-2
L oa Xu =75 =2 'y Yy =7=0
1, M(2,0)
Las coordenadas de M’ son
4 ’ i 243 5 0-2
Xy = 5 =3 v Yw=7=-1
M’(5/2,-1)
Figura No. 151. Punto medio de los
puntos de A(1,2) a B(3,—2)
10.5. Ecuacion de la recta
AY
B(X,,Y3)

V2

Y1 /
e x

X1 X5

Figura No. 152. Ecuacion de la recta
La linea recta es uno de los conceptos fundamentales en la comprension de la asignatura

de la Geometria Analitica, algunos de los mas utilizados son:

1. Una linea recta es el lugar geométrico en un plano formado por una sucesion de
puntos que tienen la misma direccion. Dados dos puntos diferentes, sdlo una recta
pasa por esos dos puntos.

2. Esel lugar geométrico de los puntos de un plano, de los cuales al tomar dos cuales
quiera, el valor de la pendiente m, es siempre constante.

3. Es el lugar geométrico formado por un polinomio de primer grado de la forma
y= ay + ayx.

4. Es el lugar geométrico obtenido al unir dos puntos, tal que la distancia recorrida,

es la mas corta posible.




La ecuaciéon de una linea recta se puede presentar de varias formas, las cuales

estudiaremos a continuacion:

10.5.1. Forma simétrica de la ecuacion de la recta

y

PZ(XZr Yz) = (0,b)

P, (X1, Y1)=(a,0)

X a X

Figura No. 153. Forma simétrica de la ecuacion de la recta

Sean P;(X,,Y;), P,(X;,Y,), dos puntos que definen una recta y P(x,y) un punto

. x—x1 y-yl
cualquiera de la recta entre P, y P,, se cumple que =
q 1Y 2, pleque ——7 y2—y1

Ahora particularizando los puntos P; y P,, que corresponden a las intersecciones con los

ejes coordenados, y al reemplazar sus valores en la ecuacion dada se tiene

x—x1 y-yl
x2—x1  y2—yl

x—a y—0
0—a b-—0

Esta ecuacion se suele utilizar para obtener la ecuacion de una recta de la que se conocen
sus intersecciones con los ejes y cuando, a partir de la ecuacioén de una recta, se desean

conocer los puntos donde dicha recta intersecta a los ejes.




10.5.2. Forma general de la ecuacion de la recta

De la ecuacion —% = 22 ge obtiene =y (x—x1) = (22 —x) (Y — y1)
X2—X1 Y2=Y1

V2 —y)x — (2 —y1)x1 = (x2 — x1)y — (x2 — x1)y1, € igualando a cero
2 —y)x — (x; —x1)y — (2 = y1)x1 + (x2 — x1)y; = 0, donde:

z2—y)=A —-0(o—x)=B y ——y)x+@—x)y=C
Y reemplazando tenemos: Ax + By + C =0
Ax+By +C
— =

A B C_,
B*TBYTB”

A4 <
Y="B*"B

y=mx+n

Donde el coeficiente de x, m = —A/B, representa la pendiente de larectayn = —C/B
sefiala la ordenada en el origen cuando B sea diferente a cero o en otras palabras, la
interseccion de la recta con el eje Y. Estos datos son suficientes para representar cualquier

recta en el plano cartesiano XY
10.5.3. Pendiente de una recta

La pendiente m de una recta es la tangente del angulo que forma la recta con la direccion

positiva del eje de abscisas.

Pendiente dado el angulo

m = tan(0)

P;(X2,Y2)  pendiente dados dos puntos

Y, - Y,

P,(X,,Y, (Y - 1) -z 1

1(X1, Y1) m X, — X,
/ X, — X Pendiente dada la ecuacion

m\
A

A
general de la recta. m = ——

/ B

Figura No. 154. Pendiente de una recta




La pendiente de una recta puede ser positiva, negativa, cero o infinita, como se muestran

en las siguientes graficas:

Recta con pendiente positiva Recta con pendiente negativa
.
y :
2.5/
0.5 P . [
// S ) (
L ,/'/ X N : I
! 2 : 1 4 . »
. . 15/
0.5 //'/ N |
[~ e
1._11,;"/ N
- 05l N
15| | R
yd | N X
e 20 2 1 | 1 2
yd 2 0.5 b
Recta con pendiente cero Recta con pendiente infinita

Figura No. 155. Tipos de pendiente de la recta

10.5.4. Ecuacion de la recta punto-pendiente

Corresponde a la ecuaci6bn de la recta que pasa por un punto y tiene una pendiente dada.
Geométricamente, una recta queda perfectamente determinada por uno de sus puntos y

su direccion.

Analiticamente, la ecuacion de una recta puede estar perfectamente determinada si se
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su angulo de inclinacién o lo que es lo
mismo su pendiente. Por tanto la recta que pasa por el punto dado P; (x1,y;) y tiene la

pendiente dada m , tiene por ecuacion: y — y; = m(x — xq)

Ejemplos:

1.  Encontrar el valor de la pendiente y las intersecciones con los ejes coordenados, de

la recta cuya ecuacion es 3x + 2y = 6




La ecuacion se la puede expresar en su forma general Ax + By + C = 0 donde —A/B es

su pendiente y —C /B es la interseccion con el eje y

3x+2y—6=0

Donde la pendiente es: m = —% y la interseccién con el eje Y esn = — 76 =3 =1y por

lo que la ecuacion la podemos expresar de la forma

3
y=mx+n=—§x+3

de donde para encontrar la interseccion con el eje x, se hace y = 0, por lo tanto

3 3 . .y .
0= —;xt 3 - JX= 3 ~  x =2 es lainterseccion con el eje x
T Como se puede observar en la figura, las intersecciones
k con los ejes coordenados estan dadas por los puntos

P;(0,3) y P,(2,0), con una pendiente de —3/2. Una vez

encontradas las intersecciones, la ecuacioén de la forma

. . X
general se la puede expresar de la forma simétrica: -+

=1 - g + % = 1; donde los denominadores a y b

representan las intersecciones con los ejes coordenados

Figura No. 156. Rectay = —2x +3

10.5.5. Forma normal de la ecuacion de la recta

p1(x1,¥1)
p1(x1,¥1)

p ’\ @
ol X P N
’ 0

v




/s
"
%

i)

()
p1(x1,¥1) I p1(x1,¥1)

Figura No. 157. Formas NorJrral de la recta

Consideremos un segmento OP1 de longitud p y con uno de sus extrernos O siempre en
el origen, tal corno puede verse en las figuras indicadas. La posicién exacta de este
segmento de recta en el plano coordenado esta determinada por el Angulo @, que , corno
en Trigonometria, es el Angulo positivo engendrado por el radio vector OP1 al girar
alrededor del origen. De acuerdo con esto, la longitud p se considera siempre positiva, y

la variacion de los valores del Angulo @ viene dada por 0° < @ < 360°

Se observa que para un par cualquiera de valores dados de p y @, la recta [ trazada por
p1(x1,¥1), perpendicular a OP1 queda perfectamente determinada. Ahora obtendremos
la ecuaci6bn de la recta 1 por medio de la formula de la recta que pasa por un punto y tiene

una pendiente dada.

Por Trigonometria, para cualquier posicion de la recta 1, x; = pcos (w), y | =
p sen (w). Por tanto, las coordenadas del punto p; son (p cos (@), p sen (w)). Para las
dos figuras dadas, el angulo de inclinacionon del segmento OP1 es @ , y, por tanto, su

pendiente es tan(@).

Para las posiciones de las ultimas dos figuras dadas, donde « es el angulo de inclinacion
de OP1 y de acuerdo a la formula de reduccion trigonométrica tg(180° + a) = +tga
se tiene que: tgw = tg(180° + @) = tg a. Por lo que para todas las posiciones del

segmento OP1, su pendiente es tan(@).

Como la recta [ es perpendicular al segmento OP1, se cumple que el producto de las

pendientes entre las rectas [ y el segmento OP1 es igual a —1

1 1 cosw
=——= —Ctg w=—-
mOP1 tgw senw

ml+«*mOPl=-1 - ml=-—

Por lo que la ecuacion de la recta [ normal al segmento OP1 es:




y —yl =ml(x — x1)

cos(w)

y—psenw=— (x — p cos(w))

sen (@)
y sen(w) — p sen’(w) = —x cos(w) + p cos*(w)
x cos(@) +y sen (@) — p sen? (@) — p cos?(@) = 0
x cos(@) +y sen (@) — plsen? (@) + cos?(w)] = 0
x cos(@) +y sen (@) —p =0

Donde p es un niimero positivo igual a la longitud de la normal trazada desde el origen a
la recta y @ es el angulo positivo menor a 360° medido a partir de la parte positiva del

eje x a la normal.
10.5.6. Reduccion de la forma general de la ecuacion de la recta a la forma normal

La ecuaciéon general de la recta es Ax+By+C =0 y la forma normal es
x cos(w) +y sen (w) —p = 0, como ambas ecuaciones representan a la misma recta
sus coeficientes son proporcionales, por lo tanto cos(w) = kA sen(w)=kB y —

p=kC

Si elevamos al cuadrado los dos primeros términos y los sumamos, se tiene que:

cos?(w) + sen?(w) = k?(A*> + B?) - 1= k?(42+B?) - k= si A% +

A2+B2

B% > 0 y Sustituyendo en cos(w) = kA sen(w)=kB y —p=kC secobtiene

B C
verp 2 P iEree

sen (w) =

A
o) e

Y la recta definida por la forma general tiene por ecuacion en la forma normal

A B C
x+ + =0
VA2 + Bz JAZ+ Bzy VA? + B?

Ejemplo: Dada la ecuacion de la recta 5x — 7y — 11 = 0, hallar los valores

de p y w yreducirlaa suforma normal.




. A=+5
! _ B=-7 =>VA>+B2 =
| — C=-11

| I X

1 : 1 _—2 3 4 |
1 VB2 + (=72 =74

31 La ecuacion en forma normal es:

4! 5 7 11

Y w0
Figura No. 158. Grafica de la
5 7 11
recta ﬁx - ﬁy N
5
COS\W) = —
(@) 7
= sen(m) = —~ = @ = sin"! ( > ) 305°32'16”
sen(w) = — W = SIn — | =
V74 V74
11
p=—7=
V74
10.5.7. Distancia de un punto a una recta
A Y
Py(Xo, Yo) c= \]
h) py ¥
S&ng L. ax X y
Y
P&X) 3
] >
- »
X

Figura No. 159. Distancia de un punto ¢
Sea el punto Py(X,,Y;) vy larecta L cuya ecuacion es ax + by + ¢ = 0, la distancia entre
Poy L esté definida por la siguiente expresion:

lax, + by, + c|

JaZ 1 b2

d(PO'L) =

Ejemplo: Determinar la distancia del punto P, (—2,1) a larecta L cuya ecuacion es 2x —
3y+2=0
lax, + by, + c|

dbo, L) == s




|(2)(=2) + (=3)(1) + 2|

d(PO 'L) = 2 n (_3)2
|—4 — 3 + 2]

Wo )= aTo
ap L)_I—5| 5V13

0 ===

Vi3 13

10.6. Secciones Conicas

En geometria analitica, las secciones conicas (o simplemente conicas) son todas
las curvas resultantes de las diferentes intersecciones entre un cono y un plano,
cuando ese plano no pasa por el vértice del cono. Existen cuatro tipos de secciones
conicas: la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola. A continuacion,
tienes representadas graficamente las cuatro secciones posibles que se pueden obtener a

partir de cualquier cono:

Circunferencia :

Parébola
- Elipse |
. Hipérbola

Figura No. 160. Secciones de un cono
Toda seccidn conica se puede expresar analiticamente en forma de ecuacion. De hecho,

todas las ecuaciones de las secciones conicas deben ser de segundo grado:
Ax?> + Bxy + Cy*+ Dx+Ey+F =0

Para todas las secciones conicas que estudiaremos en este capitulo B = 0 ya que los ejes
son horizontales o verticales. Cuando una conica esta escrita de esta forma, debemos

completar el cuadrado para transformarla a la forma estandar.




10.7. Circunferencia

Es el conjunto de puntos en el plano cartesiano que se encuentran a una distancia
constante r, de un punto fijo O (h, k). La distancia fija r es denominada longitud del radio

y el punto fijo O(h, k) es el centro de la circunferencia.

Y a

P(x,y)

O(h.k) X

v

Figura No. 161. La circunferencia

Circunferencia = {P(x,y) € R2/d(0,P) = r}

Considerando la circunferencia centrada en O (h, k) y de longitud de radio r. La condicién

para que un punto P(x,y) pertenezca a la misma es: d(0,P) = r, es decir que

Ja-P+G-k2=r - @-h*+G-k*=r’

Si el centro de la circunferencia es el origen de coordenadas (0, 0), h=0 y k=0, la forma

canodnica de la ecuacion de la circunferencia es x2 + y? = r?

10.7.1. Partes constitutivas de la circunferencia

Arco

Central

Figura No. 162. Partes de una circunferencia

10.7.2. Forma general de la ecuacion de una circunferencia

Desarrollando (x — h)? + (y —k)? =1? se obtiene x2? —2hx + h? +y? —2ky +
k? = r%. Donde: x% + y? — 2hx — 2ky + h?* + k> —r? = 0, y considerando que los




coeficientes de términos cuadraticos son iguales, se los puede agrupar con el factor comun
A y obtener
Ax?+y*)+Dx+Ey+F=0

Donde D = —2h, E = -2k y F = h? + k? — r2, por lo que se concluye que para que
una ecuacion cuadratica represente a una circunferencia, se debe tener los coeficientes de

x? y y? iguales.

Ejemplo: Encontrar la ecuacion general de la circunferencia centrada en el punto

0(5,—2) y cuya longitud de radio es 3.

La distancia de P a O es r = 3. Para que P pertenezca a

A

- R S

. lacircunferencia debe cumplirse

x-m*+ @ -k)?=r?

(x—=5)2+ (y+2)? =32

x2—10x+25+y2+4y+4=9

x2+y?2—10x+4y+20=0

Figura No. 163. Circunferencia con
centro O(5, —2) y radio=3

Ejemplo: Encontrar la ecuacion general de la circunferencia cuyo centro es 0(1,1) y que

contiene al punto P(—2,3)

La distanciade PaOes: r = \/(x —h)?+ (y—k)?
r=y(=2-12+3B-12=+13
Por lo que la ecuacion de la circunferencia es

| (= )2+ (y = k)2 = 12
\,2 : ) / (x—1)2+(y—1)2=(\/ﬁ)2
' x2—-2x+1+y?—-2y+1=13

i x2+y?—2x—-2y—-11=0

Figura No. 164. Circunferencia con
centro en (5,—2) y P(—2,3)

Ejemplo: Encontrar la ecuacion de la circunferencia que tiene el centro en el punto

0(3,4) yestangentealarectax —2y +3 =0




r es la longitud del radio que es igual a la
\ distancia del punto 0(3,4), que es el centro de

\ la circunferencia, a la recta L que es tangente

a la circunferencia, por lo tanto

_ lax0 + by0 + |
N

r=(0,L)

Figura No. 165. Circunferencia con centro
0(3,4) y es tangente arectax — 2y +3 =0

LG - @MW +3] =2 2

JZ+ (=22 V5 5

Reemplazando los valores de las coordenadas del punto O y de r en la ecuacién de la

circunferencia (x — h)? + (y — k)? = r?, se obtiene:
2

-3+ 0= 9= ()

4
x2—6x+9+y2—8y+16=§

5x%+5y2 —30x—40y + 121 =0

10.8. Parabola

La Parabola esta definida por el conjunto de todos los puntos P(x,y) en el plano que
equidistan de un punto fijo F,, y de una recta fija L. El punto F; es llamado foco de la

pardbola y la recta L es la directriz de la pardbola.

Se denomina eje de simetria a la recta que contiene al foco y es perpendicular a la recta
directriz. Se denomina vértice de la parabola al punto donde ésta cambia de monotonia.
La distancia entre el vértice y el foco de una parabola recibe el nombre de parametro de

la parabola y se lo representa por p. El segmento de recta perpendicular al eje de simetria




que une dos puntos de la pardbola y que incluye al foco, se denomina lado recto y su

longitud es 4p.

Parabola = {P(x,y) € R2 -~ d(P,F0) =d(P,L)}

\ A%

\
\ directriz
Figura No. 166. La parabola

10.8.1. Forma canodnica de la ecuacion de una Parabola.

Se supone que el vértice es el origen de coordenadas y que el foco se encuentra en el
semieje positivo de las Y. Por lo que la directriz es la recta horizontal L: y = —p 6 y +

p = 0. Consideremos la distancia del punto P(x,y) al foco F,(0,p)

d(P,F0) = {/(x —0)2 + (y — p)2 = /x2 + (y — p)?

y la distancia del punto P(x,y) alarecta L es d(P,L) = |y + p|, Sabiendo que las dos

distancias indicadas deben ser iguales para que el punto P(x,y) que pertenece a la

Parabola, entonces /x? + (y —p)? = |y + p|, resolviendo se tiene que:
x>+ -p?=U+p)’
x* +y* =2py +p® =y* + 2py + p*

x* = 2py = 2py
Por lo que la ecuacion de la Pardbola con vértice en el origen de coordenadas V(0,0) y
foco en el punto Fy(0,p) es: x? = 4py. Tomando como referencia la ecuacién candnica

de la Parabola, existen otros tres casos elementales, a saber:

i.  Si el eje de simetria es vertical y el foco esta en el semieje negativo de las Y,

F,(0,p), la ecuacion de la parabola es x? = —4py




L directriz \

v

FO [ 3
(Or _p)

Figura No. 167. Parabola con eje de simetria vertical y foco en semieje
negativo

ii.  Si el eje de simetria es horizontal y el foco estd en el semieje positivo de las X,

Fy(p, 0), la ecuacion de la pardbola es y2 = 4px

A
directriz
FO(_p;O)
%
P(x,y)
L

Figura No. 168. Parabola con eje de simetria horizontal y foco en semieje
positivo

iii. 2. Siel eje de simetria es horizontal y el foco esta en el semieje negativo de las X,

Fy(—p, 0), la ecuacion de la parabola es y? = — 4px

v

e

directriz

Figura No. 169. Parabola con eje de simetria horizontal y foco en semieje
negativo




Si el vértice de la parabola no estéd en el origen de las coordenadas y se encuentra en un

punto cualquiera V (h, k), se tienen los siguientes casos:

Coordenad Recta Forma ;
. . . Grafica
as del Foco  directriz canodnica
W
|
—_
= I
| |
—_
QU & o) i
+ | = ! P(x,y)
22 ) < |
5 I I °
3 . .
4 . P L ’ directriz
<% ~ = !
| ' V(h. k) X
= >
—
Figura No. 170. Parabola con eje de
simetria horizontal y foco en semieje
positivo desplazado
A
\4 L [
|
—_
22
[
~ o)
) = <
! + &
-~ =< I
< L I
N
o = <
| /
\a
Figura No. 171. Parabola con eje
de simetria horizontal y foco en
semieje positivo desplazado
I ‘V
~ P(x,y;
= LN
| N
) = o) B A SR
- | . 15} -
b < = =
o [ I ©
=2 > =
%y = 'T V(h, k)
b \ X
Figura No. 172. Parabgla con eje

de simetria vertical y foco en
semieje negativo desplazado




FO(h - p: k)
lLy=h+p
directriz

v,

(y —k)?> = —4p(x — h)

Figura No. 173. Parabola con eje
de simetria vertical y foco en
semieje positivo desplazado

Tabla No. 27. Diferentes tipos de parabolas

Se puede concluir que la variable con término cuadratico determina la direccién con
respecto al eje de simetria de la parabola y el signo determina la direccion de la

concavidad

Ejemplo: Determine la forma canonica de la ecuacion de la pardbola 2x2 + 8x + 3y —

5 = 0. Encuentre su vértice, su foco y la ecuacion de su recta directriz

Como la variable con término cuadratico es x, la direccion del eje de simetria es paralelo

al eje Y y como el miembro lineal tiene signo negativo, la concavidad es hacia abajo, es

decir es de la forma (x — h)? = —4p(y — k)

Por lo que a la ecuacion original hay que completarla para formar un trinomio cuadrado

y poder expresarla como el cuadrado de un binomio, entonces trabajando en la ecuacion

se tiene
2x2+8x+3y—5=0
2x2+8x=-3y+5

2(x*+4x)=—-3y+5

xP+4x=—sy+

w N W

x*+4x+4=—sy+-+4

2

N Ul N Ul




(x +2)* = SO
* - 2Y7

3 13
c+22=- 50—

Por tanto su vértice es V(h, k) = (—Z?) y —4p = —g - p=z

Las coordenadas del foco Fo seran (h,k —p) = (—2, 13—3 - Z) = (-2, g)

Como el eje de simetria es paralelo al eje Y entonces la recta directriz es horizontal y su

coordenada en Y se obtiene al sumar el valor de Y del pardmetro p al valor de Y del

vértice, por lo que la recta directriz L es y = 34 B_18 y — 13 _ o
8 3 24 24
1,7
o113 _ T
L:yv— 51 =0 1
-~ o

Tabla No. 28. Grafica de la pardbola 2x% + 8x + 3y —5=10

Ejemplo: Determinar la ecuacion de la pardbola con eje de simetria horizontal que tiene

su vértice en el punto V(2,2) y que contiene al punto P(1,1)

Como la parabola tiene el eje de simetria horizontal y por la ubicacion de los puntos se
determina que la variable y tiene el término cuadratico y que su concavidad es hacia la

izquierda, por lo que la forma de su ecuacion sera (y — k)? = —4p(x — h).

Reemplazando las coordenadas del vértice en la ecuacion se tiene: (y — 2)% = —4p(x —

2). Como la pardbola contiene al punto (1,1), debe de satisfacerse la ecuacion en ese
punto y reemplazando (1 —2)2=—-4p(1—-2) » 1=4p =~ p= i por lo que la

ecuacion de la parabola sera:




5 1
(-2 = ~4()(x - 2)
-2 =—-(x—-2)
yi—4y+4=—x+2
yi4+x—4y+24=0

Donde las coordenadas del foco seran Fy(h-p, k) = (2 - i, 2) = (Z, 2)

9

La recta directriz es x=h+p=2+i=42 0 x—4—:0

Y
A

V+x—4y+2=0

~.

O es

7
- #P

S RN ERE R
—2

9
9

Figura No. 174. Grafica de la parabola
yi+x—4y+24=0

10.9. ELIPSE
Es el conjunto de todos los puntos en el plano cartesiano tales que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos, denominados focos F;y F, es una constante 2a, es decir que

d(P,F,) + d(P,F,) = 2a

Elipse = {P(x,y) € R28/d (P,F1) BBd (P,F2) = constante}

P(x.v)
TN

oo _

. ‘oo
N 1 O(h. k) F 2/

>\

Figura No. 175.  Laelipse




d(V;,V,) es la longitud del eje mayor =2a — a = semieje mayor
d(Fy, F,) es la longitud entre los focos =2¢ — ¢ = semidistancia focal
El punto medio entre los dos focos es el centro de la elipse con coordenadas (h, k)

Vi y V5 son los vértices de la elipse, que se encuentran a una distancia a del centro de la
elipse. La longitud del eje menor es 2b, el mismo que es perpendicular al eje mayor y

pasa por el centro de la elipse. Tomando en consideracion esta definicion se observa que

d(P,Fl):Vbz‘l'Cz y d(P,Fz):Vb2+C2 yCOH’lO d(P,F1)+d(P,F2):2a

se tiene que

Vb2 + 2 ++/b% +c2 =2a
24/b?% + ¢c? = 2a

Vb +c?2=a

b% + ¢? = a?

b2 = q? — 2

b=+a?—c?
Que corresponde al valor del semieje menor.

10.9.1. Forma candnica de la ecuacion de una elipse

La ecuacion de una Elipse centrada en el origen y con focos en F; (— ¢,0) y F,(c,0), es

x2 yZ
2 !

10.9.2. Ecuacion de la elipse con ejes paralelos a los ejes de coordenadas

Si la elipse tiene sus ejes mayor y menor paralelos a los ejes de coordenadas, y su centro

en el punto O(h, k), se dan los siguientes casos, cuando:




i.  El eje mayor es horizontal se tiene que

{ G-hy 0=k
Filh—c.k) F(+ck a’ b?
A A
. oL k) ™
Vith—a.lk '
(1= aib) \ /Vz(/z +a. k)
- g
Figura No. 176. Eje mayor horizontal de la elipse
ii.  El eje mayor es vertical se tiene que
I/’
0 Viih. k+ a)
/- R Fy(h k) il M D
/ '. a b?

| Os(h. ':,z—_)

\
/

\:7’;]:2(/1. F—c)
V’_)(]l_. k— (7)

>X
Figura No. 177.  Eje mayor vertical de la elipse

10.9.3. Forma general de la ecuacion de la elipse

La ecuacion general de la elipse es Ax? + By?+Dx+Ey+F =0 donde Ay B son

diferentes de cero y tienen el mismo signo. Puede ser transformada como

(x — h)? N v — k)

a? b2 =l

Ejemplo: Determinar la forma canonica de la ecuacion 4x? + 9y? — 8x + 18y — 23 =

0. Si se trata de una elipse, encontrar su centro, sus focos y sus vértices.

Se reordena la ecuacion en términos de sus variables, se saca factor comun, se completan

los trinomios cuadrados perfectos y se factoriza:

4x? —8x +9y? + 18y —23 =0

4(x2 —2x) +9(y?* +2y)—23=0




Al(x2—2x+1) —1]+9[()2 +2y+1)—1] =23 =0
Alx—1)2—1]+9[(y+1)2—1]—-23=0
4(x —1)2+9(y+1)% =36

4(x — 1)? N Oy +1)?

36 36 1
x —1)? +1)?
G-D° O+
9 4

El centro de laelipse es O(h,k) = O(1,—-1);a =3 y b = 2
Para encontrar los focos hay que sumar y restar el valor de c a la abscisa del centro, asi:
b2=a?—c* - 2=a?-b?=9-4=5 - c=+5
Por lo que las coordenadas de los focos son
F1(1-V5,-1) y F2(1++5-1)

Para encontrar los vértices hay que restar y sumar el valor de a = 3 a la abscisa del centro,
asi:

V1(=2,-1) y V2(4,-1)

Ya con todos los datos se grafica la elipse

17
A
Vi(—2.-1) L 7@ -1
1(I 'A'.I /I)/ l T\I\-( IJA l )\ X’
I i\l‘/_ I _l I I _i{l’ I P
(1. —
A
F(1-N5. -1  FA1+V5.-1)

_1)2 2
Figura No. 178.  Grafica de la elipse % + @ =1

Ejemplo: Encuentre los elementos de la elipse 25x2 + 16y% — 50x + 64y — 311 = 0;
se reordena la ecuacion en términos de sus variables, se saca factor comun, se completan

los trinomios cuadrados perfectos y se factoriza

25x% — 50x + 16y%2 + 64y — 311 =0




25(x%2 —2x)+16(y>+4y) —311=0
25[(x% — 2x + 1) — 1] + 16[(y% + 2y + 4) — 4] — 311 = 0
25[(x — 1) — 1] + 16[(y + 2)2 — 4] — 311 = 0
25(x — 1)% + 16(y + 1) = 400

25(x — 1)? N 16(y + 1)

400 400

x —1)? +1)?

G-D° O+
16 25

El centro de la elipse es O(h, k) = 0(1,-2)

Siempre el denominador mas grande corresponde al semieje mayor denominado a, por

tanto:a? =25 - a=5 y b?*=16 - b=4
Ademas c> =a?—-b?>=25-16=9 - ¢c=3

Para encontrar los focos hay que sumar y restar el valor de ¢ = 3 a la ordenada del

centro, asi: Por lo que las coordenadas de los focos son
F1(1,1) y F2(1,-5)

Para encontrar los vértices hay que sumar y restar el valor de a = 5 a la ordenada del

centro, asi: V;(1,3) y V,(1,—7). Ya con todos los datos se grafica la elipse

17

[ 7.3
/" 'H(A
[
|‘ T 10 (1. —2).|
1 /‘,
\‘ '_Fg(l_/‘_tﬁ
T 7. -7
. . . (x-1)? | (y+1)?
Figura No. 179.  Gréfica de la elipse —— +—=1

16 25

10.10. Hipérbola

Conjunto de todos los puntos en el plano cartesiano, tales que el valor absoluto de la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, denominados focos F1 y F2, es una

constante.




Hipérbola = {P(x,y) € R2/|d (P,F1) — d(P,F2)| = constante}
Y
=]
. . B
G’\. VI“
Fy) 0 NG

Figura No. 180.  La hipérbola

|d(P,F1) —d(P,F2)| = 2a para cualquier punto P de la hipérbola

» Larecta que pasa por los focos se denomina eje principal, real o transverso.

» Lamediatriz del eje principal se denomina eje secundario, imaginario o conjugado

» El punto de interseccion de los ejes indicados que es el punto medio de los focos
se denomina centro de la hipérbola O

» Los puntos donde la hipérbola se intercepta con el eje principal son los vértices

ViyV,

La distancia entre los focos se denomina distancia focal y su valor es 2¢

La distancia entre los vértices tiene un valor de 2a

El semieje secundario o conjugado tiene un valor de b = va? — c¢?

vV V VYV V

. : . . b
La hipérbola tiene 2 asintotas correspondientes a las rectas y = — Xy y=

b ., : . :
—X cuando la hipérbola tiene un eje principal o transverso horizontal y el centro

estd en el origen de coordenadas.

10.10.1.Forma canonica de la ecuacion de la hipérbola

xZ 2
=1
a? b2

10.10.2.Ecuacion de hipérbola con ejes paralelos a ejes de coordenadas

Si una hipérbola tiene sus ejes principal y secundario paralelos a los ejes de coordenadas

y su centro es el punto O(h,k) se pueden dar los siguientes casos:




i.  Hipérbola con eje principal o transverso, horizontal

Y )
Th—-a k) W(h+a k).
- G- _ pLfmad mared
az bz - \‘li‘_.\‘:” ~-.:\:»|||’4

-t

Flh—-c k)."-.__ O, B

Los vértices son los puntos de la forma

(htak)

Figura No. 181. Eje principal horizontal de la
hipérbola

Los focos son los puntos de la forma (h =+ ¢, k) y estan en la interseccion del circulo

centrado en O(h, k) y de longitud de radio ¢, con el eje principal o transverso. Las

asintotas oblicuas tienen las ecuaciones (y — k) = S(x —-h)y (y—k)=- g (x—h)

ii.  Hipérbola con eje principal o transverso, vertical

I/‘
+c)
-k? (&-h?
a2 T p2 =1 ) > Vi (h k+a)
| ok
Los vértices son los puntos de la forma (h, k + a) Ry e
5 s Va(h, k—a)
7 Py (k-0 \,
X
Figura No. 182. Eje principal vertical de la

hipérbola
Los focos son los puntos de la forma (h,k + ¢) y estan en la interseccion del circulo
centrado en O(h, k) y de longitud de radio c, con el eje principal o transverso. Las

asintotas oblicuas tienen las ecuaciones (y — k) = %(x -h)yly—-k)=- % (x —h).

ili.  Rectangulo auxiliar

Las dimensiones de este rectangulo son 2a y 2b, siendo su area 4ab. Sus diagonales
forman parte de sus asintotas oblicuas. Si el rectdngulo auxiliar se convierte en un

cuadrado, es decir que a = b, la hipérbola se denomina equilatera.




10.10.3.Forma general de la ecuacion de una hipérbola

La ecuacion general de una hipérbola es Ax? + By? + Dx + Ey + F = 0 donde A, B,
D, E y F pertenecen a los Nimeros Reales, siendo A y B diferentes de cero y con signos
diferentes. Esta ecuacion puede ser reescrita en forma estandar o candnica de la siguiente

forma:

(x=-h?  -k)?* _ -k)?  (x=h)* _
e e tlo o =1

Ejemplo: Encuentre la forma candnica de la ecuacion de la hipérbola x? — y2 + 2x +

4y — 12 = 0, determinando su centro, sus vértices, sus focos y sus asintotas.

Se reordena la ecuacion en términos de sus variables, se saca factor comun, se completan
los trinomios cuadrados perfectos y se factoriza
x2+2x—y*+4y—-12=0
x?2+2x)—(y?—4y)—12=0
[(x2+2x+1)—1]-[(y*—2y+4)—4]—-12=0
[(x+1)?2-1]-[(y—2)2—-4]—-12=0
x+1)2—-(y—2)2=9

+1)? -2 _

1
9 9

v" La hipérbola tiene como centro O(h, k) = 0(—1,2) y sus semicjes a = b =
3
v" Sus vértices son los puntos de la forma (h + a, k), V1 (-4,2) y V2 (2,2)

v" Los focos son los puntos de la forma (h + ¢, k), con una semidistancia focal ¢ =

Ny

c=+a?+h2=,/32+32=+18=3V2

Fi(-1-3V2,2) y F,(-1+43v2,2)

Para encontrar las asintotas se iguala a cero la forma candnica:




(+D? -2 _ o
9 9

(x+1)?=(y—2)°

_ N _[Yy—2 _[x+3
S L R e
Por lo que la gréfica de la hipérbola es
If
y=1-x yv=x+3

Figura No. 183. Grafica de la hipérbola (x + 1)? = (y — 2)2




RESPUESTAS A EJERCICIOS PROPUESTOS

i.  Respuestas a ejercicios propuestos de logica matematica

1) Solucién: ¢
2)
3)
4)
S)

6)

Solucion: b
Solucion: e
Solucion: b
Solucioén: ¢
Solucion: d
ii.

1) Solucion: a

2) Solucion: d

iii.

3. a)V b) F )V dVv
) v g)F h) V i) F
4. Calcule las siguientes expresiones
a) R/ 1038 ¢) R/-10
b) R/ 11331 d) R/ 4
5. Calcule las siguientes expresiones
a) R/-88 b) R/-151
6. Simplifica
a) R/2/15 ¢) R/1/3
b) R/27/11 d) R/-2
7. Calcula
a) R/3 c) R
13 30
b) R/~ d R/
16. Simplifica, utilizando las leyes de los exponentes (potencias)
5 1
a) E C) Ea
80 a2c8
b) Z’ d) b_6 ;

7) Solucién: b
8) Solucioén: ¢
9) Solucioén: ¢
10) Solucién: ¢
11) Solucioén: d
12) Solucién: b

3) Solucion: e

4) Solucion: a

Respuestas a ejercicios propuestos de nimeros reales

20. Racionaliza denominadores y simplifica cuando puedas

R/a)V2—1c¢) Va—1 e)

2V3+/5
7

5V3 2vx
N5+2V6 g h =

=¥

13) Solucidn:
14) Solucidn:
15) Solucién:
16) Solucion: b

17) Solucion: d

=¥

(-]

Respuestas a ejercicios propuestos de teoria de conjuntos

eV

HF
e) R/-32
f) RO
¢) R/-26
e) R/9/8
e) R/-3/8
f) R/=




21. Reduce
R/Y3 V32 W8 3

22. Racionaliza los denominadores y simplifica

) & 0) 17 § 57
3v2-1
by VAT
23, $19£ 25, R//$161§ 27. R// Comprd 6;
4 $11.10
5 26.R// $1.12 ganard $11,
24.R/8%m $1, 28.R// 0,003

29. Expresa los siguientes radicales como potencias de exponentes fraccionarios y
simplifica

a) R/'Va® bR/Yx R/ Va3

30. Calcula utilizando potencias de base 2,3y 5

a) R/ — b) R/ ——
125 400
31. Saca de la raiz el factor que puedas
a) R/2? 4 |1 d) R/2vVa?+1
1 ) R/— |-
b) R/=V13 aya o) R/2E
12
32. Saca de la raiz el factor que puedas
3
a) 73\/81a—23\/3a4+@ g rR/-Z [
4545
b) 106 3
125 e) R/(T — Za) V3a
106
¢) RIf——2a 53 |2
( ) U AeNE
33. Racionaliza y deja en la minima expresion
a) R/3V5+6 ¢) R/2V35 d) R/VZ_2%6
2 3

b) R/2V/5—3

iv.  Respuestas a ejercicios propuestos de expresiones algebraicas

1. RO 10. R/ 5a

2. RI2 11. R/ 3a

3. R//-51 12.R/ —8x3 —8x
4. -5 13.R/ —20a

5. 33 14.R/ 30x —22

6. RI/9 15. R/ —xy

7. RIS 16.R/ 2a+b

8. R/x3+lx2—§x+% 17.R/2a+b

9 R/ ﬂxz—zx—i 18.R/ a® —23a—28

3 9




1 1 1

19.R/ x* -y ——xyt +—-y°

20. R/ 2x2—x—7

21.R/ m5 + 32n°

22.R/ x—-y

23.R/ 4x? +y? +92% + 4xy —
12xz — 6yz

27.Factorizacion
a) ab(a—D>)
b) 6pq(p +4q)
c) 12x%y(x —4y)
d) 9mn(m+ 2n —3)
¢) ;m(a+b+c)
0 Lx(cts 1)
g (x—4?
h) (4y + 3)?
i) (6a—1)?
D (2x +5y)?
k) (4x —5y)(4x + 5y)
) (12 +xy)(12 — xy)
m) (6 + 5a)(6 —5a)
n) (5+2a)(5-2a)
0) (4mn + 3p)(4mn — 3p)
p) (x=3)(x—-1)
qQ (x=5)(x+3)
n (x=9)(x+2y)
s) (6+x)(2—x)
t) Gx—1)(x—2)
u (Bx—-50Cx+1)
v) (4x —1)(3x+5)

-12
28. R/ (3x+3h-1)(3x—-1)

x2+12

29R/ s
30.R/ x + 5
31.R) X7

x+9
32.R/ =
33 R/ (x+2b)(x+y) 2(6—x)

x—2b / 3(x+5)
34.R/ 1
35.R/x—-1

R/ a?+ 2ab + b?
residuo = 0

1
25. {R/ —2x =3y
residuo = 0
1
26.{ R/ ;x=5
residuo = —5

24. {

w) 7u?(u? —v?) = 7ul(u + v)(u — v)

x) kx(x?+2x —63) = kx(x +9)(x — 7)
y) 5x(x? —11x +28) =5x(x —4)(x — 7)
z) dm*(n>+6n-7)=4m?*(n+7)(n—1)
aa) 7hk(x? —3x + 2) = 7Thk(x + 1)(x + 2)
bb) wy(x? — 9x + 14) = wy(x — 2)(x — 7)
cc) (2x2 —2)(x+5)

dd) (p + ) (x + )

ee) (3x2—2)(x+5)

f) (x% +4)(3x + 2)

gg) (x —3)(x% +3x +9)

hh) (5x + y)(25x2 — 5xy + y?)

i) (2y +2)(4y? — 2yz + z?)

i) (4—y)(16 +4y +y?)

kk) a?b3(a® + a?b — b% + 2)

1) (3ac + bc —2ab)(x — 22)

mm) AZn—l(A _ Bn+1A—n+2 + 1)

nn) (3a — 7b?)(a + x)

00) (z+a+16)(z+a—14)

pp) (1 +x*)(3m — 2n)

qq) (xy — 18)(xy — 15)

44. Descomponer en factores estos polinomios y di cudles son sus raices:

a) (x+1)(x—1)(x—2) > Raices: —1,1,2
b) (x—1)(x+ 1)(x—2)(x + 2) > Raices:1,—1,2,-2




¢) (x—1)(x+ 2)(4x — 10) - Raices: 1, —2,14—0

d) (x—D((x—2)(x—5)(x?+x+ 1) > Raices: 1,2,5
e) (x+2)(x—2)2x—1)(3x — 1) - Raices: — 2,2,
) x(x—2)(x + 2)(x? + 4) > Raices:0,2,—2

g) (2x +5)(2x —5) — Raices: ;, —;

h) (2x +1)? - Raiz: —~

N |

1
'3




Respuestas a ejercicios propuestos de inecuaciones

1) —31
2) 1
3) —V/(15)/3

4) No tiene solucion: a) y e) Infinitas
soluciones: b) y c); Solucién unica
d)x=-3y f)x =29/12

5) 20

6) —6

7) a/2

8 —2y2

9) 0y13

10)0 y 49

I1)—ay —3a

12)-1y (a—b)/a

13)+2, +3

14)8/27, —8

15)3

16)—1

17) -3

18)3; —4

19)6; —8/13

20)4; 4/5

21)2; —14/3

22)4; 11/3

23)1/x

24)1

25)2x =5

2602, =2; 1y —1

21y —1

55)76 cm

28) No tiene solucion

29)1;-1; 2V (2); —2V2

30)0—1; 1, 2

31)1; —2; 10/4

32)1; —1; 2; =2

33)2; —2;1/3;1/3

34)—-1/2

35)—-1;-2;3

36)1;—2;5/2

3N1;,-1;2;3

38)1;2;1/3

39)367 y 369

40)14,15y 16

41)191; 382; 567.

42)9 y 20 m.

43)4

44)edad de Jorge: 14 afios; edad de
Alvaro: 17 anos; edad de Miluska:
7 anos

45)99,67 y 34

46) 200, 190 y 185 manzanas.

47)23; 138 y 193.

48)20/3 h = 6,67 horas.

49)% (3 +V/13)

2
50)9 cm
51)Base 18m y altura 6m.
52) 72
53) 4
54) La hipotenusa igual a 34 cm.

Respuestas a ejercicios propuestos de sistemas de ecuaciones y matrices

Y

2)

4)

S 9 {22
i OR i

=10 = -3

Ol N {y—s
Lyx=:—64 8) ;C/ z g

x=0
%) {y=1
3

x =-
10) 1
y=3
x—_l
11){ T2
y=3




X = x=1
Dy =2 27y = -1
_ z=0
B)i;g x =2
k 12 N Y= %
X =—
14 z=-1
) \ y - 7 X =
= 29)4 =
15) _4 )y_
Y = Zx_:
ky - 7z =
= —2 x =2
17)] y = 3y =1
7Z = 7 = 3
X = 01 X = 2
18){y = 0.2 -1
7 =03 32)47 72
(. _1 z =3
X = g 2
19){y = Bla=2V8
: 34) No tiene solucion
Z=: 35Y{a=c¢;b=—c;c =c}
5
x =4 36) exactamente una
200 y=6 solucion
z=—6 37) Infinitas soluciones
(x =1 38) ninguna solucién
° 39) Exactamente una
2Dy vy = 1 solucion
s =1 40)X=120  ddlares la
\ 2 primera; Y=100 d6lares
x=5 la  segunda, Z=110
22))y =4 dodlares la tercera.
Zx:=37 41) El nimero es 142
23)]y=2 @)@ 3y =5)
z=11 x_1y_—$
x =4 (x =2V3;y =v2)
24y = -3 (x =23y = —2)
z=0
x=-1 (x——Z\/_y \/_)
25)*}/:—2 (X_—Z\/_y_
z=-=2 =-3y=1
Y=1 4®{x_2;L5
20y =1 5x2—2x+6=0
z=1 45){ %
tlenSe solugson
=5y=
%ﬂ@=—&y=—a

vii.

Encuentre el dominio y recorrido de las siguientes funciones reales:

Respuestas a ejercicios propuestos de Funciones Reales

(x=3;y=4)
x=3;y=1)
47) (x=2;y=4)
x=2y=1)
x=4
Wy =3
(x=6;y=6)
49) (x = 7;y = 28:no vale
x=2y=-1)
50)k x=3y=1)
x=2y=1)
x=2y=-1
N c=-2y=1
(x=-2y=-1)
(x=36;y=9)
52){ _ 9. 3
x=2y=-3)
[ 4
53) 12]
18 0 2
>4) —40 10 -10
135 —109 91
55)|-39 92 —33]
[ 45 3 95
(76 —38 102
56)|-5 61 —13]
[ 41 0 19
a=-—4
573 b =2
c=3
1_12 5
0=l 3
59)A71 =
2 -3 2
1 3 —2]
-1 -1 1
60)[57 106
61)48
62)—-216
63)120
64)359




1) f(x) =7x—-3
2) F(x) = 2x2 — 28x + 49 M) = \/ v,
3) f(x) =428 —3x — x?

2x—4
9 100 = (=1 +2)(x = 5) )= o
5) f) =2 19)f(x) =e>™
6) f(x) === 20) f (x) = 3x+2
D fa) = ol f><x+5) 21) f(x) = —10V%7
22) f(x) = ln|\/x — 7|
8) f(x)= % 23) f(x) = In(4 — 3x)
9) f(x) = 14— 9| 24) () = In (23)
10) f(x) = |x%? — 3x — 40| 25)F(x) = In ((x 4)(x+5))
)£ = [ e
12) f(x) = (2-x)(3-x) 26)f(x) =In ((x+4)(x—5))
X 27) f(0) = 3sin(26 — 45)
13) f(x) = m 28) £(8) =5 csc(30 + 46)
14) f(x) = Vx — 29) £(0) = tan(20) — sin(46)
15) f(x) = \/4x2 — 28x + 49 30) f(x) = 4sin"*(135 — x)
16) f(x) = /(x — D)(x + 2)(x — 5)
viii. Respuestas a ejercicios propuestos de triangulos
1) Solucion: a 4) Solucion: ¢ 7) Solucién: b

2) Solucion: d 5) Solucién: b

3) Solucion: b 6) Solucion: ¢
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ANEXOS

I. Casos de factorizacion

Los casos de factorizacion son importantes en el estudio de las matematicas incluyendo

el célculo diferencial y este proceso se basa en poder escribir una expresion algebraica

como un producto de factores que dan como producto la primera expresion, y existen

varios casos de factorizacion:

CASO L.

CASO II.

CASO III.

CASO IV.

CASO V.

Cuando los términos del polinomio tienen un factor comin: es el factor
que esta presente en cada término del polinomio

a) Factor comtn por Monomio

3a + 5ab — 4ac = a(3 + 5b-4c)
b) Factor comun por polinomio:
x(a+b)—yla+b)=(x—-y)(a+Db)
Factor comiin por agrupacion de términos: Es el polinomio que aparece
en cada término de la expresion:
ax+bx+ay+by=x(a+b)+y(a+b)=(a +b)(x + y)

Trinomio cuadrado perfecto: El trinomio de la forma x> + bx + ¢, y el
primero y tercer término tienen una raiz exacta, es decir es un cuadrado
perfecto y el segundo término es el doble producto de la raiz cuadrada del
primer y tercer término, separados por el signo del segundo término:

m? + 2mb + b2 = (m £ b) (m £ b) = (m + b)?
Diferencia de cuadrados perfectos:

b2-a?> =B + a)(b- a)
Combinaciones de los casos Il y IV:
a’?-2am+m?-b? = (a?- 2am + m?) - b? = (a- m)? - b?
= (a-m + b)(a-m-b)
Trinomio cuadrado perfecto por adicion y sustraccion:
X2 + cx +c?=x%x% 4+ x + c?+cx—cx
X2 + cx + ¢c?=x% 4+ 2cx + c? —cx

X2 4+ x + c? = (x+¢)? —x




CASO VL

CASO VIL

CASO VIIL.

CASO IX.

CASO X.

Trinomio de la forma x2 + bx + ¢, aqui se descompone en un
producto de dos binomios en el cual el primer término es la raiz cuadrada
del primer término del trinomio considerando que tiene un coeficiente de
1 seguidos por el signo del segundo término del trinomio para el primer
binomio y el signo del tercer término del trinomio, para después buscar
dos ntiimero que multiplicados den el tercer elemento del trinomio y que

sumados den el segundo elemento del trinomio.

x2 +5x+6 =+ 3)(x + 2)

Trinomio de la forma ax? + bx + c, a diferencia de los casos vistos,
se debe multiplicar por el valor de a todo el trinomio para que quede una
raiz cuadrada exacta en el primer término, después buscar dos numero que
multiplicados den el resultado de multiplicar el valor a por el tercer
elemento del trinomio y que sumados den el segundo elemento original

del trinomio, y se termina dividiendo para el valor a, para no alterar el

trinomio.
6x— 9)(6x — 4) (6x— 9)(6x — 4
o (6= O(Ex— 8 (6x- N6x— )
6 2+3
6x— 9) (6x— 4
6x? —5x + 6= X9 ( ) _ 2x— 3Bz -2)

3 2

Factorizacion de suma o diferencia de cubos perfectos: debe ter cuatro
términos, el primero y el ultimo deben ser cubos perfectos, que el segundo
término sea mas o menos el triplo del cuadrado de la raiz cubica del primer
término por la raiz cubica del ultimo y el tercer término mas el triplo de la
raiz cubica del primer término por el cuadrado de la raiz cubica del ultimo
termino.

(a + b)? =a®+ 3a?b + 3ab? + ¢3

(a—b)? =a®—3a?b + 3ab? — ¢3

Factorizacion de suma o diferencia de cubos perfectos:
a® + b3 = (a + b)(a? - ab + b?)
a>— b3 = (a— b)(a® + ab + b?)

Suma o diferencia de dos potencias iguales:

(a* — b¥), es divisible para (a — b), si kes un nimero par o impar.
p




(a® — b¥), es divisible para (a + b), si kes un nimero par.
(a® + b*), es divisible para (a + b), si kes un nimero impar.

(a® + b*), No es divisible para (a — b).

II.  Propiedades de los logaritmos
Logaritmo de un producto. Si x e y son dos nimeros reales positivos no nulos,

entonces: log, (x * y) =log,(x) + log,(y)

Logaritmo de un cociente: Si x ¢ y son dos niimeros reales positivos no nulos,

entonces: log, (i) =log,(x) —log,(y)

Logaritmo de una potencia. Si x es un numero real positivo y a un nimero real

cualquiera diferente de cero y uno, entonces: log, (x?) = b * log,(x)

Logaritmo de una raiz. Si x es un numero real positivo y b un nimero natural mayor

que 1, entonces: loga(li/f) = %loga(x)

log(x)
log(a)

Cambio de base. log,(x) =

III.  Propiedades de los exponentes

Producto de potencias de igual base. Si x e y son dos nimeros reales no nulos, entonces:

atxad = a(x+Y)

Division de potencias de igual base. Si x e y son dos niimeros reales no nulos, entonces:
X

a— = a(x—Y)

aY

Toda base elevada a la potencia cero es igual a uno: Si x un nimeros real cualquiera,

entonces x° =

Potencia de una potencia. Si x e y son dos numeros reales no nulos, entonces: (a*)¥ =

e




Relacion con el logaritmo: Sea a un nimero real positivo no nulo y distinto de 1, y x
otro niimero positivo no nulo. Se llama logaritmo del nimero x en base a, al numero

a que debe elevarse la base para obtener el niimero x
log,(x) =y a’=x

Aquellos logaritmos en base 10 se los llama Logaritmos decimales, y no requieren que

se especifique su base. y = log,o(x) = log(x)

Aquellos logaritmos en base e se los llama Logaritmos neperianos (deben su nombre a
su descubridor John Neper y es un niimero irracional que aproximadamente es igual a
2,71828), también conocido como logaritmo natural y no requieren que se especifique

su base. y = log,(x) = In(x)

IV. Perimetros, areas y volumenes de cuerpos

Nombre Perimetro Area Figura
Trisnculo __ base x altura
g P=b+c+d A=——"—"  fla \o

Cuadrado P =4xa A=a?

Rectangulo P = 2(b+a) A =bxa a

b
a
Dx*d
Rombo P =4xa =—

Romboide P =2(b+c) A=b-a




T . P _B+b
rapecio —B+b+c =5 *Qa
+d
. P .
Trapezoide A = Suma de las areas de N
=a+b+c .,
los dos triangulos
+d _
£
) P=nx?¢ 1
f:lilglzl:-o Donde 7 es el A= EP *a
g namero de lados
Circulo L = 2nR A =mR? @
n? = grados
Arco L 2nR
rc = —
360
Sector R2 R2 ‘
a = Radianes A=7T *xn° = —*x
circular 360 2
Corona
A = n(R*-1?%) e
circular
Nombre = Area lateral Area Total Volumen Figura
F_E
A
g }l:_=A ll)erlmetro Ar
= =Altura =A, +2xA4, V=A,%h '
& A, = Area base £k
AL == P * h b b i




'ql_: a Ar =4, + 4, 1
£ AL =Px> V=24,+h
«
=
[~
%]
T 32 P+p Ar
S E AT % =4+4
S = 2 — 4L by
£ £ + 4
= R bz
Ar —
e B
= A, =2m*Rxh | =2m*Rxh V=(m@*R?)*h [ H”
® + 2(R?)
Ar
g + mR? V=§(T[R2)*h
O g= generatriz
AT = Al + Ab
S vV
S A 1
pe 4 :ﬁ(R+r).g = A, + Ay, = §<Ab1 + Ay,
S A +4 A
§ =n(R+r)*xg b, + AblAbz)*h
H
s 4
% At=47T*R2 V=§T[*R3
=

V. Identidades trigonométricas

v sin(A)csc(A) =
v cos(A)sec(A) =

(sin(A4) = 0)

1
1 (cos(A) = 0)
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tan(A)ctg(A) = 1

tan(4) = S oAy # 0y
cos(A)
ctg (A) = (S:?ns—((j))(sin(A) +0)
sin? (A) + cos?(4A) = 1
sec? (A) = 1 + tan?(A) (cos(A) = 0)
csc?(A) = 1 + ctg? (A) (sen(A) = 0)
sin(2A) = 2sin(A)cos(A)
sin(3A) = 3sin(A) - 4sin3(A)
sin(4A) = 4sin(A)cos(A) - 8sin3(A)cos(A)
cos (2A) = cos?(A) - sin?(A)
cos (3A) = 4cos®(A) - 3cos(A)
cos(4A) = 8cos*(A) - 8cos?(A) + 1
tan(24) = 2 onay £ 11y
1 — tan " (A)
sen (% = i\/—l - C;)S(A)
cos(% _ i\/1+c;)s(A)

A _ 1 — cos(4 sin (4
mn(? - i\/% B sin(A() b= 1+C(()s()A)
, (sin(A) = 0)
sin(A + B) = sin(A)cos(B) + sin(B)cos(A)
sin(A- B) = sin(A)cos(B) - sin(B)cos(A)
cos(A + B) = cos(A)cos(B) - sin(A)sin(B)
cos(A- B) = cos(A)cos(B) + sin(A)sin(B)
tan(4 + By = —mD (B o Aytan(B) £ 1)

1 —tan(A4)tan(B)
tan(A-B) = tan(4) - tan(B) (tan(A)tan(B) = - 1)

(sin(A)cos(A) = 0)

l +tan(A)tan(B)




(A + B A - B
v sin(A) + sin(B) = Zsm[ 5 )cos[ j

2
_ _ _ (A—Bj [A+Bj
v sin(A) - sin(B) = 2sin 5 cos 5
A+ B A-B
v cos(A) + cos(B) = ZCOS( > jcos[ 5 j
A+ B A - B
v cos(A) - cos(B) =—25en( ) jsen( ) j
_ sin(4 + B)
v tan(A) + tan(B) = cos(A)cos(B)(COS(A)COS(B) = 0)
_sin(4 - B)
v tan(A)-tan(B) = cos(A)cos(B)(COS(A)COS(B) = 0)
v sin2(A) 1c02s(2A)

3 -4 COS(24)-COS(44)
8

v sin*(4) =

v COSZ(A) _ 1+cozs(2A)

v COS3(A) _ 3cos(A):cos(3A)

v COS4(A) _ 3+4 cos(2:)+cos(4A)

VI. Tabla para derivadas

En este apartado encontraran las derivadas de funciones mds relevantes, en la cual se
considera a las letras u y v como funciones reales con su variable independiente x, es

deciru(x) yv(x)yn€eR

«» Potencias

d d
y(x)=ux:>—y=n*u"‘1*—u
dx dx

% Funciones Exponenciales




D) u:>dy . du
= i * —
yix € dx ¢ dx

d u
y(x) :a“:éza“*ln(a)*a

% Funciones Logaritmicas

L du
y() = In(u) = = = 4X

du

dy Jx
y(x) = loga(w) = = = L« log,(e)

% Funciones Trigonométricas

) dy du
= _— K —
y(x) = sin(u) = I cos(u) I

dy . du

= _— = - k ——

y(x) = cos(u) = 0y sin(u) P
dy 5 du

= _— = kK —

y(x) = tan(u) = 7, = Sec (w) I

dy 5 du
= _— = — K —
y(x) = ctg(u) = Oy csce(u) I

dy . du
= —_— = * * —
y(x) = sec(u) = I sec(u) * tan(u) P

dy . du
= —_— = — * * —
y(x) = csc(u) = I csc(u) * ctg(u) I

% Funciones Trigonométricas Inversas

p du

_ @ _ __dx

y(x) = arcsen(u) = PR
du

dy dx
y(x) = arcos(u) = = _ﬁ




du

dy  dx
y(x) = arctan(u) = =112
p du
_ @& _ __dx
y(x) = arcot(u) = - 1t
p du
y dx
(x) = arcsec(u) » — = ——=——
Y dx  uvuz -1
p du
y dx
(x) = arcsec(u) » —= ———=——
Y dx uvu? — 1
% Operaciones mas usuales en derivadas e integrales
W=krumD o
= * — = * ——
yix Y7 dx
Cutvo dy du N dv
yo) =utv dx dx dx
_ R dy du N dv
yo) =u-v dx dx dx
@ R dy du N dv
= * _— = — %k k —
yx)=uxv dx dx v dx
u dy grvoux g—z
y(x) = > = dx 2

d d
(x)=u":>—y=v*u"‘1*—u+u”*ln(u)*
y dx dx
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Si quieres formar parte de nuestra comunidad,
registrate en https://www.grupocompas.org/suscribirse
y recibiras recomendaciones y capacitacion

comp/\s

JN PO de ca 3(\””\“ 1 e inves Q:t(\ ”X‘da]\ )\””

, @ @grupocompas.ec
compasacademico@icloud.com



cOmMpAS

Grupo de capacitacion e investigacion pe gice

f ’ @grupocompas.ec
compasacademico@icloud.com




' @ @grupocompas.ec
compasacademico@icloud.com




