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Unidad No. 1:
Aplicacién de las Funciones en Administracion de Empresas.

La Unidad No. 1 del presente libro expondri elementos matematicos muy
importantes para la Administracién y la Economia. Las funciones, en sentidogeneral,
tienen aplicaciones practicas que se complementan con estos dos campos que
forman parte de las ciencias sociales. Dentro de los mismos, podemos encontrar
aplicaciones de las funciones en materias tales como: planes de negocios, analisis de
ingresos, de costos, finanzas, macroeconomia, microeconomia, entre otras.
Objetivo de la Unidad: Aplicar conceptos basicos necesatios para el manejo de las
funciones en la Economia y la Administracion.
Para que el contenido de la unidad se presente de forma coherente y a su vez abarque
todos los temas relevantes; la unidad se estructura de la siguiente forma:
Capitulo I: Breve repaso de las ecuaciones lineales y cuadraticas. Aplicaciones enla
Administracién y la Economfa.
Capitulo II: Las Funciones lineales y Cuadriticas. Aplicaciones en la
Administracién y la Economia.
Capitulo III: Las Funciones exponenciales y Cuadraticas. Aplicaciones en la
Administracién y la Economia.
Los capitulos mencionados cuentan con los siguientes componentes que formansu
estructura:

- Contenido tedrico.

- Ejemplos pricticos en la administracién y la economia.

- Resumen delo tratado.

- Setde ejercicios.

Ademas, al finalizar la unidad, se presenta otro set de ejercicios que abarcantodas las
materias estudiadas. -
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Las funciones lineales y cuadraticas tienen una relacién directa con la Administraciény la
Economia. Constituyen una herramienta matematica muy utilizada en los tiemposactuales
para analizar diferentes escenarios, tanto internos de las empresas como externo, donde
se encuentran los mercados y la sociedad en si. La visualizaciéngrifica que ofrecen
estos elementos matematicos ayuda a la toma de decisiones quecada vez se vuelven mas
complejas y requieren de menos tiempo de analisis.

Por ejemplo, cuando se requiere realizar el analisis del precio de un producto
determinado para estimar su demanda en el mercado de bienes, es necesario partirde la
siguiente funcién lineal: donde esla cantidad demandada, dela cual dependeel precio, que
se traduce en la siguiente ecuacion lineal:

El precio de este producto dependera de Q, puesto que si por ineficiencias de
produccién o un incorrecto analisis del mercado, se coloca en el mercado con un
precio demasiado elevado, entonces tenderd a cero, esto se puede observar en la
siguiente tabla:

Para un precio de 14 usd la demanda
ot en el mercado es 0, por otro lado,
para un precio cercano a 0 la
demanda es de 18 000 unidades
del producto. Esto son los dos
extremos que se visualizan de forma
sencilla en la grafica presentada. La
‘ visualizacion grafica tiene un aporte
significativo a la hora de una ripida
toma de decisiones.

Q
‘ . ' 3 3 “u . 3 imiey vrideden)

Este sencillo ejemplo revela el uso que
ofrecen estas herramientas matematicas parallevar a cabo distintos analisis y realizar una
toma de decisiones mas acertada
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CAPITULO I: Breve repaso de las ecuaciones lineales y cuadraticas.

Aplicaciones en la Administracion y la Economia.
CONTENIDOS:

1.1.- Ecuaciones lineales.

1.2.- Sistema de ecuaciones lineales.
1.3.- Desigualdades lineales.

1.4.- Ecuaciones cuadraticas.

1.5.- Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la
administracion y la economia.

Es necesario refrescar, antes de comenzar con las funciones, dos elementos
matematicos que son la base para estudiar las funciones lineales y cuadriticas. Aunque
seran abordadas de forma breve, como una especie de recordatorio.Ademas, hay que
destacar que estos elementos tienen aplicaciones importantesen el area dela administracién
y la economfa.

1.1 Ecuaciones lineales.

Una ecuacién algebraica es un enunciado matematico que relaciona dos expresiones
algebraicas que involucran al menos una variable. El conjunto de reemplazo, o dominio,
de una variable lo constituye el conjunto de nimeros quepermiten reemplazar ala variable.
El conjunto solucién de una ecuacion se define como el conjunto de los elementosen el
dominio de las variables que hacen que la ecuacion se verdadera. A cada elemento del
conjunto solucién se le llama solucién o rafz de la ecuacion. Para resolver una ecuacion se
debe hallar el conjunto solucion.

Una ecuacion lineal es aquella que se puede escribir en la forma:

ax + b = 0dondea # 0 (Forma estandar)

A esta ecuacién también se le denomina de primer grado con una variable, donde
y son constantes reales y es una variable. El requetimiento a [ 0 es una relevante
restriccién ya que son ella se podrian escribir ecuaciones con aspectos de primer
grado que no tengan solucién o un nimero infinito de ellas.
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Ejemplo: Eficiencia productiva
Una compaiifa de produccion de pinturas posee un equipo de mezcla viejo que
letoma 6 horas poner en la textura adecuada la pintura. Con la incorporacion de
un nuevo modelo se termina el trabajo en solo 2 horas. ¢Cuanto tiempo le tomara
al nuevo modelo hacer solo el trabajo?
Solucién: Sea =tiempo (horas) que utilizar el modelo nuevo en hacer todo el trabajo solo.
(Parte del trabajo terminado en un tiempo dado) = (Rapidez) (Tiempo)

Rapidez del modelo viejo (MV) = V4 trabajo por hora
Rapidez del modelo nuevo (MN) = 1/X trabajo por hora

(Parte trabajo terminado MV en 2 horas) + (Parte trabajo terminado MN en 2 horas) =
1 (Rapidez MV) (Tiempo MV) + (Rapidez MN) (Tiempo MN) =1

1/6(2) +1/.(2)=1dondex #0

1/3+2/x:1
x+6=3x
x=3

1.2- Sistema de ecuaciones lineales.

En ciertas situaciones es conveniente introducit diversas variables, encontrar las
ecuaciones que las relacionan y luego resolver el sistema de ecuaciones resultante En
general, se tiene interés en resolver sistemas lineales del tipo:

ax + by = h Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables cx +

dy =k

Donde x y y son variables y a,b,c,d,h y k son constantes reales. Un par de
numeros X = Xg Y = Yg es unasolucion de este sistema si cada ecuacion se satisfacepor
el par. El conjunto de todos estos pares de niimeros se denomina conjunto solucion

para el sistema, por lo tanto, resolver el sistema es encontratlo.

Ejemplo: Oferta y demanda
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La cantidad de un producto que se esta comprando voluntariamente durante unperiodo,
depende de su precio. Por lo general, a mayor precio, menor demanday todo lo contratio
a la inversa. De forma similar, la demanda un producto que un proveedor vende
voluntariamente durante un periodo, también depende delprecio. Por lo general un
proveedor estara abasteciendo mds de un producto a precios altos y menos de un
producto a precios bajos. El modelo mas simple deproveedor y demanda es un modelo
lineal.

Suponga que se quiere analizar las ventas diarias de fresas en una localidadparticular.
Usando técnicas especiales de andlisis (andlisis de regresién) y recoleccién de datos,

un analista plantea las ecuaciones de precio-demanda y deprecio-abastecimiento:

p = —0.3q + 5 Ecuacién de demanda (consumidor)
p =0.06q + 0.68 Ecuacion de abastecimiento (proveedor)

Donde ¢q representa la cantidad en miles de libras y p representa el precio en usd. ¢Cual
debera ser el precio para que el abastecimiento sea igual a la demanda? Solucién: usando

sustitucion (sustituyendo p = —0.3q + 5 en la segunda ecuacion).

—-0.3g+5 =0.06q +0.68
—0.36q = —4.32
q = 12 mil libras

A esta cantidad vendida se le denomina cantidad de equilibtio, puesto que es la
cantidad donde ambas ecuaciones, demanda y abastecimiento, se igualan.

Ahora se sustituye g = 12 en cualquiera de las ecuaciones originales del
sistemay se obtiene un precio de p = 1.40 USD por libra, al cual se le
denomina precio deequilibrio.



1.3 Desigualdades lineales.

La desigualdad o relacién de orden, se origina cuando las relaciones entre la
ecuacion son de “menot que” o “mayor que”, reemplazando el = por los simbolos de
desigualdad <y >. La ecuacién de desigualdad lineal se puede escribir de la siguiente
forma:

ax + b <> 0dondea #= 0

El conjunto solucién para una desigualdad, es el conjunto de todos los valores de la
variable que hacen de la desigualdad un enunciado verdadero, por lo tanto, resolver

una desigualdad es encontrar su conjunto solucion.

Propiedades de las desigualdades: para cualquiera de los nimeros reales a, by c.

a) Sia<byb<c, entoncesa<c.

b) Sia<b,entoncesa+c<b+c

¢) Sia<b,entoncesa-c<b-c.

d) Sia<byces positivo, entonces ca < cb.
e) Sia<bycesnegativo, entonces ca > cb.

Sia <byces positivo, entonces a/c < b/c.

Sia <by ces negativo, entonces a/c > b/c.

Q. =

Propiedades similares se cumplen si cada signo de la desigualdad se invierte, o si < se
reemplaza con < y > se reemplaza con 2. De esta manera, encontramos que sepueden
ejecutar esencialmente las mismas operaciones para las desigualdades,que las que se

realizaron para las ecuaciones.
Ejemplo: Utilidades
Una compafiia electronica esta planeando comercializar un dispositivo mévil. Loscostos

fijos (CF) son de 650 000 usd y los vatiables (CV) 47 usd por dispositivo. Elprecio al
mayoreo serd de 63 usd. Es evidente que para que la compafiia obtengautilidades, los
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ingresos deben ser mayor que los costos. ¢Cuantos méviles sedeben vender para
obtener utilidades? ¢Cudntos méviles se deben vender para llegar al punto de equilibrio?
Analice la relacién de ambas preguntas.

En este ejemplo se habla de algunos términos que se emplean mucho en la
administracién de negocios. Los Costos Fijos son aquellos que independientementeque se
produzca o no, ellos se originan, como son la depreciacion de los ActivosFijos Tangibles,
seguros, rentas, entre otros. Los Costos Variables aglomeran todos aquellos costos que
son dependientes del nivel de produccién, como materias primas, salatios y otros.
Estos son los dos elementos que componen elCosto Total, por lo tanto, constituye la
suma de ambos.

El Ingreso Total es aquel que se origina por la venta del producto producido.
La Utilidad (o ganancia) se origina por la resta del Ingreso Total y el Costo Total.

Solucion: Sea = moviles a comercializar

Costo Total (CT) = 47x + 650000 Ecuacion de costo Ingresos
Totales (IT) = 63x Ecuacién de ingresos
47x + 650000 < 63x
650000 < 16x
40625 < x
Para que la compafia obtenga utilidades es necesario vender mas de 40 625

dispositivos moéviles. La respuesta a la segunda pregunta es la similar, solo cambia el hecho
de que, en lugar de vender mas, es vender hasta 40 625 moviles para llegaral punto de
equilibrio. La relacién de ambas preguntas estd que la respuesta en la cantidad de
dispositivos moviles a vender es la misma, solo que en el primer caso deben sobrepasar

esas ventas, es decit, es un minimo, en lugar de igualatlas.



1.4 Ecuaciones cuadraticas.

Una ecuacién cuadratica con una variable es cualquier ecuacion que se pueda escribir

enla forma:

ax2 + bx +c =0cona # 0(Forma estandar)

Donde x es una variable y 4, b y ¢ son constantes.
Las ecuaciones cuadriticas tienen, como deben recordat, varias formas de solucion:

a)

b)

d)

Solucién por factorizacion: este método se fundamenta en la propiedad cero
de los nimeros complejos (Propiedad cero: si m y n son numeros
complejos, entonces M *n = 0 si y solo sim = 0o0n =0, o ambos lo
son) la cual es una generalizacién de las propiedades cero de los nimeros
reales.

Solucién por raiz cuadrada: como su nombre lo indica, esta forma especialrequiete

del uso directo de la propiedad de la rafz cuadrada (Propiedad de laraiz cuadrada: si

#=C,entonces @ = +/C)

Solucién al completar el cuadrado: se basa en el proceso de transformar la
ecuacién cuadratica estandar ax* + bx + ¢ =0 en la forma(x + a)? = B,
donde ay b son constantes. Para completar el cuadrado de una cuadratica de la
forma x2 + bx, sume el cuadrado de la mitad del coeficiente, es decir,
sume(b/z)z. Asi, x* + bx + (b/z)z = (x + b/z)z. Esimportante destacar
que la regla para completar el cuadrado s6lo aplicaa formas cuadraticas, en las cuales
el coeficiente del término de segundogrado es 1.

Solucion por la forma cuadratica: este método consiste en el uso de la

ampliamente usada, en las matematicas, férmula cuadritica donde si x2+bx+

—b+/b*—4ac

c=0 con a # 0, entonces ¥ = ——_——. Hsta férmula debe ser

memorizada para usatla en la resoluciéon de ecuaciones cuadraticascuando los

métodos de solucion anteriores no sean aplicables.
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Debido a la variedad de métodos de soluciones que presentan las ecuaciones cuadraticas
y recordando que este epigrafe es un breve repaso de las ecuacionescuadraticas, materia que
se recibe en niveles escolares anteriores, el ejemplo quese presenta a continuacién emplea el
método de Solucién por la forma cuadratica,que concatena vatios métodos de soluciones
de este tipo de ecuacion.

Ejemplo: Eficiencia de tiempo

Un software de disefio se puede tardar 4 horas trabajando en dos computadoras
simultdneamente para presentar un dibujo en 3D de un producto determinado.
¢Cuintas horas serdn necesarias para que cada computadora termine sola si el modelo

viejo se tarda 3 horas mas que el nuevo? Calcule la respuesta con dos cifras decimales.
Solucién: Sea

x =Tiempo que tarda el nuevo modelo (MN) en terminar sélo el dibujo en 3D.
X + 3 = Tiempo que tarda en terminar el dibujo en 3D solo el modelo viejo (MV).
4 =Tiempo en que tetminan el dibujo en 3D ambas computadoras trabajando juntas.

Entonces,

1/ x = Rapidez del modelo nuevo (termina 1/ x del dibujo por hora)
1 / x+3)" Rapidez del modelo viejo (termina 1 / (x+3) del dibujo por hora)

Parte trabajoterminadoMN en4horas + Parte trabajoterminadoMV en4horas = 1 trabajo

Ys@+ Y 5@ =1x#0,x% -3

4(x + 3) + 4x = x(+3)multiplique ambos lados por x(x + 3)
4x +12 + 4x = x* + 3x

x2-5x—-12=0

X = (5 t \/ﬁ)/z ~ 6.77 (—1.77 se descarta,x > 0)
x+3=9.77
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La respuesta entonces es que el modelo nuevo terminarfa en 6.77 horas trabajando
sola, mientras que el modelo viejo lo concluitfa en 9.77 horas.

Este breve repaso sobre las ecuaciones lineales y cuadraticas refresca conocimiento
ya recibido en los niveles escolares antetiores. Estos son muy importantes para
comprender integramente los contenidos que son abarcados por los siguientes
epigrafes de esta unidad.

1.5-Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la administracion
y la economia.

Resumen del capitulo:

Ecuaciones lineales:

Una soluci6n o raiz de una ecuacién es el nimero en el dominio o conjunto de reemplazo
de la variable que cuando se sustituye para la variable hace que la ecuacién sea un
enunciado verdadero. Dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto
solucion.
Una ecuacién que se puede escribir en la forma estindar ax +b = 0 - a # 0, es una
ecuacion lineal o de primer grado.
Sistema de ecuaciones lineales:
Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos vatiables es un sistema de la forma:
ax+by=nh
cx+dy=k

Donde x'y y con las dos variables. El par ordenado de niimeros (x°, ¥%)es una
solucién al sistema (1) si cada ecuacion se satisface por el par. El conjunto detodos los

pares ordenados de nimeros se llama conjunto solucion del sistema.Para resolver el
sistema se debe encontrar el conjunto solucion.

Si resuelve el sistema por sustitucion, resuelva una ecuacién para una variabley sustituya
en la otra ecuacion, resuelva la ecuacién lineal resultante en unavariable y luego
sustituya este valor en la exptesion obtenida en el primer pasopara encontrar la otra
variable.
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Siuna ecuacién en un sistema es una ecuacion de demanda y la otra de oferta,entonces la
solucién produce el precio de equilibtio y la cantidad de equilibrio. Si una ecuacién del
sistema es una ecuacion de costos y la otra de ingresos, entonces la solucién produce

un nimero de unidades que se deben fabricar en elpunto de equilibtio.

Desigualdades lineales:
Los simbolos de desigualdades <,>,< y = se usan para expresar relaciones de

desigualdad. Una solucién de una desigualdad lineal en una variable es un valorde la
variable que hace que la desigualdad sea un enunciado verdadero. Dos desigualdades
son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucién.

El orden de una desigualdad se invierte si se multiplica o se divide a ambos lados dela

desigualdad por un nimero negativo.

Ecuaciones cuadraticas:
Una ecuacién cuadratica en forma estandar es una ecuacion que se puede escribir en la

forma:
ax*+bx+c=0cona #0

Donde x es una variabley 4, b y con constantes. Los métodos de solucién incluyen:
i. Factorizacion uso de la propiedad cero.
ii.  Uso delapropiedad de la raiz cuadrada.
iii.  Completando el cuadrado.
iv.  Uso de la férmula cuadratica.

Ejercicios relacionados con la administracion y la economia:
1. El precio de una laptop luego de descontatle el 20% es de 600 usd. ¢Cuanto costaba
antes del descuento?

2. Aunempleado de una tienda de moviles se le paga un salario base de 2 150usd al mes,
mis una comision del 8% si vende mas de 7 000 usd durante eseperiodo. ¢Cuanto debe

vender para ganar 3 170 usd al mes?
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Una torte de perforacion en el Mar Rojo se coloca de manera que unquinto de su
altura esta en arena, 20 pies estin en el agua y dos terciosen el aire. ¢Cudl es la altura
total de la torre?

Un editor esta planeando producir un nuevo libro de texto. Los costos fijos (revision,
tipograffa, entre otros) son de 320 000 usd y los costos variables (impresion,
comisiones pot ventas, etc.) son 31.25 usd por libro. El precio de mayoreo (es decir, la
cantidad que recibird el editor) serd de 43.75 usd por libro. ¢Cuantos libros debe
vender el editor para alcanzarel punto de equilibrio; es decir, cuando los costos

sean iguales a los ingresos?

A una empresa de grabacion pequefia le cuesta producir un album 17 680 usd. Este
es un costo fijo que incluye grabacién, el disefio del dlbum,etc. Los costos variables,
incluyendo la produccién, comercializacién y regalias son de 4.60 usd por dlbum. Si
el album se vende en las tiendasde discos a 8 usd cada uno, sCuantos debe vender la

empresa para llegaral punto de equilibrio?

Suponga que tiene 12 000 usd para invertir. Si una parte se invierte al 10% y el resto
al 15%, ¢cudnto se debe invertir en cada tasa para obtener un 12% sobre el total de la

cantidad invertida?

Un proveedor de la industria electronica fabrica los teclados y mouse para
computadoras, en plantas en Corea del Sur y China. En la tablase indica las
cantidades producidas por hora en cada planta. ;Cuantas horas debe operar para
cumplir exactamente con un pedido de 4 000 teclados y mouse?

Planta Teclados Mouse

Corea del Sur 40 32

China 20 32

8.

Un fabricante de videojuegos esta planeando comercializar un nuevo videojuego
en la version de 86 bits. Los costos fijos son de 550 000 usd y loscostos vatiables son
de 120 usd por articulo producido. El precio del equipo al mayoreo sera de 140 usd
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a. ¢Cuantos equipos se deben vender para que la empresa obtengaganancias?
b. ¢Cuintos videojuegos tendria que vender para llegar al punto deequilibrio?

C. Analice la relacion entre los resultados de ambos incisos.

9.  Sise invierte a una tasa anual de intetés, después de 2 afios la cantidad serd 4 =
P(1 + 1) :A qué tasa de interés los 1 000 usd aumentarin a 1 400 usd en 2
afios? (Nota:a =1440y P = 1 000)

10. Suponga que las ecuaciones de oferta y demanda para las cuchillas deafeitar

Gillette en Guayaquil para una semana en particular son:

p = 5.5 + 0.0002g Ecuaciéndelaoferta
p = 22—-0.001q Ecuaciéon de la demanda

Donde es el precio en délares y es el nimero de cuchillas de afeitar. Encuentre el
precio de equilibrio y la cantidad.
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Capitulo II:
Relacion de las funciones lineales y cuadraticas con la Administracion y la

Economia.

Contenidos: 2.1 - Funciones.

2.2 - Pendiente de una recta.

2.3 - Funcién lineal o afin.

2.4 - Profundizando en el dominio y rango de una funcion
lineal.
2.5 - Funciones polindmicas.

2.6 - Funciones cuadraticas.
2.7 - Factorizacién de la funcion cuadratica.
2.8 - Caso de estudio: Un modelado matematico de un
negocio.
2.9 - Resumen del capitulo. Aplicaciones pricticas en la
administracion y la economia.
Para aterrizar adecuadamente la relacién que existe entre las funciones linealesy cuadraticas
con las areas de administracién y economia es necesario revelar aspectos basicos de estas

dos herramientas matematicas.

2.1 Funciones.

La funcién es uno de los conceptos mas bisicos en todas las matematicas y es esencial
para el estudio del cilculo. Representa una relacion que expresa como dos elementos
dependen uno del otro, donde uno esla salida y otro es la entrada.Por ejemplo, si retomamos
la situacion planteada al inicio de la unidad, se puede

determinar que el precio (P) depende de la cantidad demandada (Q), es decit, que existe
una relacién intrinseca de estos dos elementos.

Por lo tanto, una funcién es una regla que asigna a cada cantidad de entrada unacantidad
exacta de salida. Las entradas constituyen el dominio de la funcion y lassalidas el rango, de
lo cual se estara profundizando postetiormente.

Para comenzar a trabajar con las funciones, se presenta el ejemplo siguiente:
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Tenemos que una estera de una maquinaria de produccion avanza 100 cm por cadavuelta
de las ruedas. Si se quiere conocer la distancia que recorre en funcién delnimero de

vueltas de las ruedas, se elabora la tabla de valotes cotrespondiente. Asi se obtiene:

Numero de vueltas 1 2 2.5 3 4 4.5 5 6

6.5

Distancia recorrida (cm) 100 200 250 300 | 400 | 450 | 500 | 600

650

La distancia recorrida y el nimero de vueltas de las ruedas son dos magnitudes
directamente proporcionales porque el cociente («distancia recorrida» y «aumero de
vueltasy) es constante. La constante de proporcionalidad es 100.

Esta relacién de proporcionalidad directa se puede expresar mediante una funcién en la
que la variable independiente es el namero de vueltas que dan las ruedas y lavariable
dependiente esla distancia recorrida.

Esta grafica representa la funcién y=I100x. Mediante el ejemplo mostrado se

revelaron variosindicios que conllevan a la construccién de ladefinicién de la
700 ' funcién
! proporcionalidad

99 ‘ | I I | directa.
e | | Por lo tanto, se denomina
g \ funcién de
§ i } ' proporcionalidad directa o,
> aa | , | simplemente, funcion lineal
= | ! ‘ ! ! ! | la cualquier funcién que
. \ relacione dos magnitudes
‘ directamente
e 4 , p 4 z % 2 . proporcionales (X, y). Su

NUMERO DE VUELTAS L _
ecuacion tiene la formay =

mx 6 f(x) = mx.
Elfactor es la constante de proporcionalidad y recibe el nombre de pendiente de la funcién

porque indica la inclinacién de la recta que la representa graficamente.Las funciones
pueden darse usando diferentes formas:

a) Meétodo analitico: Cuando la funcién se da a través de una o varias férmulas
matematicas.
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b) Método grafico: Cuando la funcion se da con ayuda de un grifico.
C) Mediante tablas donde aparecen los valores de la funcién para diferentesvalores del
argumento. Ejemplos: las tablas de logaritmos y de las funciones trigonométricas.
d) Método descriptivo: Cuando la funcién se da a través de la descripcion de la
cotrespondencia.
La representacién grafica de una funcién puede ser muy util para visualizar
propiedades de la funcién, asi como también para determinar si la relacién entrelas
vatiables corresponde o no a una funcion.
Esto significa que puede definirse una relacion entre dos conjuntos queno
corresponda a una funcién porque a un mismo elemento del dominio le correspondan
mis de un elemento en la imagen. Visto graficamente esto significaque al trazar rectas
paralelas al eje Y éstas corten a la curva mas de una vez. Portanto un grafico en el plano
representa una funcién siy sélo si ninguna rectaperpendicular el eje Xlo corta en mas de
un punto.
Es importante entender las representaciones graficas ya que es uno de los elementos
esenciales que se utilizan en la administracién y la economia donde las prestaciones

visuales que brinda permiten un analisis rapido y acertado.

Formas de la Funcion:

Forma explicita: y = f(x)

Forma implicita: F(x,y) = 0

Forma paramétrica: [ x = f(t); y = g(t)]

Funciones monoétonas.
Una propiedad geométrica basica de las funciones es su monotonifa. Al analizarel

grafico de una funcién puede ocurrir que al aumentar los valores de la variable
independiente x; aumenten los valores de la funcién (dados por los valores de lavariable
dependiente y) o puede suceder lo contrario, es decir, que a medida que aumentan los
valores de x; los valores de y disminuyan. Esto motiva la siguientedefinicion.

Una funcién real de variable real £se dice:
Monoétona creciente, si para todo par x3, x2 de elementos de Dom £ tales que X1 < X7,
se cumple que f(x1) < f(x2).

Monétona decteciente, si para todo par x3, x2 de elementos de Dom £ tales



Que xq1 < X7, se cumple que f(x1) = f(x2).

Estrictamente creciente, si para todo par x3, x2 de elementos de Dom £ tales
que X1 < Xz, se cumple que f(x1) < f(x2).

Estrictamente decreciente, si para todo par x;, x2 de elementos de Dom £ tales
que X1 < X, se cumple que f(x1) > f(x2).

2.2 Pendiente de una recta.

Enla funcién y = mx, el coeficiente expresa el aumento o disminucién de la variable
dependiente por cada unidad de la variable independiente.

Las funciones de este tipo se representan graficamente como lineas rectas. Ademas,como
y=mx, si x=0entonces y=0 por lo tanto la grafica de todas las funcioneslineales pasa
port el punto (0,0).

Por ejemplo, en la funciéon y = f(x) = - 3x, la pendiente es 3. Por cada unidad de la
variable independiente, la variable dependiente disminuye 3 unidades. En la funcién y =
f(x) = 2x, la pendiente es 2. Por cada unidad de la variable, la variableaumenta 2
unidades.

Cuando la funcién de la pendiente (1m) es igual a cero o nula, se denomina funcién
constante. Se representan mediante una recta paralela al eje X. La rectay=0 coincide con el
eje X.

Si x=1, entonces y=m, por tanto, m representa la variacién de la  por cada unidadde, es
decir, lainclinacién o pendiente dela recta. Sim es positiva, representa lacantidad que sube

la por cada unidad de ysi es negativala cantidad que baja.

Ejemplo:
Determinar si las relaciones entre las parejas de magnitudes siguientes sonlineales o
1o, escribiendo para ello la ecuacidn que las relaciona.
a. Relacion entre el precio inicial y el precio rebajado con un 10%.
b. Relaci6n entte el peso y el volumen de un material en condiciones
constantes de presion y temperatura.
C.  Unbanco ofrece un depésito anual al 5% con una comision fija de 20usd.

Relacién entre la cantidad invertida y los intereses recibidos.
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Solucion:
a. Sieldescuento es 10% pago el 90%: Precio Rebajado = 0’9 * Preciolnicial. (8i

es lineal).
b. Larelaciénentre peso (P) yvolumen (V) esladensidad (d), que es constantesino
cambianlas condiciones de presiony tempetatura: P = d * V (Sieslineal).

Si C es la cantidad invertida ¢ I son los intereses I = 0’05 * € - 20. (No es
lineal, pero casi lo es).

Para realizar en calculo de la pendiente de una recta es necesario tener en
cuenta si una recta pasa por dos puntos distintos

Py(x,y,)y P3(x,,), entonces supendiente esta dada por la

formula:
Y, -Y, cambio vertical (elevacion)
m=—_-——donde x; # x, = . p p
X, — X4 cambio horizontal (desplazamiento)

Es importante resaltar que la pendiente no depende de los dos puntos
elegidos en la recta siempre que estos sean diferentes. Esto es consecuencia
del hecho que lasproporciones de los lados correspondientes de triangulos
similares son iguales.
Existen dos formas de interactuar con la pendiente para realizar distintos calculos:
- Forma pendiente-interseccion: empleando como base la
conocida ecuacién f (x) =y =mx + b,donde f(x) =y =

elevacion

mx + b,donde m = = pendiente =

desplazamiento
interseccion con el eje Y . Mediante esta forma se lograr
obtener la ecuacién de una recta con una pendiente dada por la
interseccion con el eje Y.

- Forma punto — pendiente: se usa como base la conocida ecuacion
donde se desprende la ecuacion de una recta bajo esta forma: y_ — y1 = m(x_
—x1). Esta forma permite encontrar la ecuacién de una recta si se conoce la

pendiente y las coordenadas de un punto sobre la recta.

Ejemplo: Politica comercial de aumento de precios
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Una tienda de celulares vende un dispositivo de recarga que cuesta 60 usd, en 82usd, un
disco duro externo que cuesta 80 usd, en 106 usd.

a) Sise supone que la politica de aumento de precios de la tienda para articulosque
cuesten mas de 30 usd, es lineal y se refleja en el precio de estos dos articulos,
escriba una ecuacién que relacione el precio de venta al menudeoR con el costo

C.

b) Usela ecuacion y encuentre el precio de venta al menudeo de unos audifonosque
cuestan 40 usd.

Solucion:

a) Siel precio de venta al menudeo R se supone es lineal en relacién con el
costo C, entonces se debe buscar una ecuacion cuya grafica pase por(y pot
(. Se encuentra la pendiente y después se usa la forma punto- pendiente
para encontrar la ecuacion:

R, — Ry 106—82 24

= =—=12
C,—C, 80—60 20

m=

R— R, =m(C—-Cy)

R—82=12(C - 60)

R—82=12C—-72
R=1.2C+ 10

b) R=1.2(40)+ 10 = 58 usd

2.3 Funcién lineal o afin.
Si a dos magnitudes directamente proporcionales se les aplica alguna condiciéninicial, la
funcién que las liga ya no es totalmente lineal (las magnitudes ya no son proporcionales).
Se dice que es una funcién afin y su forma es: y = mx + bo f(x) = mx + b.
La pendiente, m, sigue siendo la constante de proporcionalidad y el término se denomina
ordenada en el origen porque es el valor que toma y (ordenada) cuandovale 0 (abscisa en el
origen). Ahora el cociente entre f{x) y x no es constante. La m continta siendo la pendiente,

pero f{x) y x no son proporcionales (salvo si b = 0).
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v Las funciones afines se
representan también mediante
lineas rectas, pues el término

independiente  que las

/‘ . diferencias de las funciones
: * de proporcionalidad  solo
b ) producen una traslacion hacia
f(x) = 0,5 +2 arriba o haciaabajo de la grafica
de éstas.

Para  dibujar la  grifica

necesitamosobtener dos puntos:

- Uno nos lo proporciona la propia ecuacion, pues, como hemos visto, la
ordenada en el origen, b, nos indica que la recta pasa por el punto (@, b).
- El otro punto se obtiene dando un valor cualquiera a x y obteniendo el
cortespondiente valor de .
Uniendo los dos puntos tenemos la grafica de la funcion.

Las propiedades de las funciones lineales son las siguientes:

Y a) Dominio de definicién:

' Dom f = conjunto de los nimeros
) racionales (NR).
b) Imagendelafuncién:

= Im f = NR (Sim = 0; Imf {b}).

)= a/3x+a %) La funci6n no es par ni
impart,ya que f(—=x) = m(—x) +
b=-mx+b+£f(x).(Sib

0 la funcién es impar,ya que f(—x) = m(—x) = —mx =

—f(x)

d)



¢) Elgrafico delafuncién interceptaal eje en el punto (—b/m; 0) yeleje enel
punto (0; b).Sim = 0 no tiene intercepto con el ¢je x.

f) La funcion es creciente param > 0 y es decreciente param < 0.
g La funcion es no acotada.

2.4-  Profundizando en el dominio y rango de una funcion lineal.
Enla figura siguiente se puede observar graficamente el comportamiento dela funcién
raiz cuadrada de un nimero. Que aunque no se ha estudiado, es la referencia visual mas

adecuada para ver el dominio de una funcién.

Rx)=\/x

Del lado izquierdo se observa el conjunto de partida (representado por los valores
que le asignemos a la variable independiente x), del lado derecho observamos el
conjunto de llegada (representado por los valores que toma la variable dependiente yuna
vez que se extrae la rafz cuadrada del valor que se leasigné a x) y sobre la flecha estd indicada
la relacion matematica (funcién) quetransforma los valores del conjunto de partida en

los valores del conjunto dellegada (imagen).

Dominio de una funcién:
Es el conjunto formado por los elementos que tienenimagen. Los valores que le damos ax
(variable independiente) forman el conjunto de partida. Graficamente, se mira en el eje
horizontal (abscisas), leyendo como seesctibe, de izquierda a derecha.
El dominio de una funcién esta formado por aquellos valores de x (numeros reales)para
los que se puede calcular la imagen f{x). En la grafica anterior se nota que si se le asignan
los valores “-2”y “-1” a la x, estos no tienen imagen, por lo tanto no pertenecen al
dominio de la funcién estudiada. Esto es 16gico ya que los nimeros negativos no tienen
raices reales sino raices imaginatias.



Rango de una funcion:
Es el conjunto formado por las imdgenes. Son los valores que toma la funcién y
(variable dependiente), por eso se denomina {(x), su valor depende del valor
que le demos a x.
Graficamente se mira en el eje vertical (ordenadas), leyendo de abajo a arriba.
El Rango de una funcién es el conjunto formado por las imagenes f(x) de los
valores de x que pertenecen al Dominio de dicha funcién.
La manera mas efectiva para determinar el Rango consiste en graficar la funcién
y ver los valores que toma y de abajo hacia arriba.

2.5- Funciones polinomicas.
Aquellas funciones cuya expresion algebraica es un polinomio, es decir, las funciones
polinémicas, tienen como dominio todo el conjunto de los nimeros reales: R, ya quea partir
de una expresion polindmica, se puede sustituir el valor de x por cualquier ndmero real
que hayamos elegido y se puede calcular sin ningin problema el nimeroreal imagen y.
Son funciones polinémicas: La recta (funcién lineal o afin), la parabola (funcién de
segundo grado) y los polinomios de grado superiot.
Domf(x) = R también se puede expresar > Domf(x) = (—oo, )

2.6- Funciones cuadraticas.
La funcién cuadratica es un polinomio de grado dos. Su grafico es una pardbola.El punto
V[(=b/2a); (c - b2/4a)] sellama vértice de la paribola.
Propiedades:
- Dominio de definicion: Domf = NR.
- Imagen:Sia > 0 setiene Imf = [0, +0); sia < Ose tiene Imf =
(=, 0].
- lafunciones par: f(—x) = a(—x)? = ax2 = f(x).
- Six = 0,entonces f(x) = 0.Elgrafico dela funcion pasa
port el origen decoordenadas.
- Si a > 0 lafuncién es decreciente en el intervalo (—00, 0] yes
creciente en elintervalo [0, +00).
- Sia <0lafuncién es decreciente en el intervalo (—0, 0] y es

decreciente enel intervalo [0, 400).
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Sia > 0 laparabola abre hacia arriba y la funcién tiene un minimo en
x=0;y..=0.
Si a < 0la parabola abre hacia abajo y la funcién tiene un maximo en

x=0,y,.=0.

Los grificos de las parabolas £(x) = a x* son:

b=c=0
b=c =0
y a>% y a<0
f(x)=ax?
X
X f(x)=ax?

Lafuncién f(x) = ax* + ¢

El grafico de esta funcién es una parabola que puede obtenerse si se
traslada la parabola y = ax2|c| unidades hacia arriba si ¢ >

0 (|c| unidades hacia abajo si ¢ < 0). Su vértice estd en el punto
(0,0).

La funcién f(x) = a(x +m)
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El grafico de esta funcién es una parabola que puede obtenerse si se
traslada laparibola y = ax2 |m/ unidades hacia la izquierda sim >
0 (Jm| unidades hacia la derecha sim < 0).Su vértice estd en el
punto (—m, 0).

a>0, m>0| ¥

y=a (x+m)

-m 0 m x

La funcién cuadritica f(x) = ax® + bx + c.

Es la funcién cuadratica que puede escribirse como una forma polinémica desegundo
grado, es decir como: f{x) = ax’ + bx + c. Donde a, by ¢, son constantesreales, pero debe
set distinto de cero; by cno tienen testricciones. El término ax’se denomina término bx
cuadratico, el término ¢ se denomina término lineal y el término , se denomina término
independiente.

Propiedades:

- Sia > 0 sctiecnequeDom f = NRelm f = [ac- b*/4a,+).

- Sia < O setiecnequeDom f = NRelm f = (—o,ac- b*/4a].

- Sia > 0 laparibola abre hacia arriba y la funcién tiene un minimo en X =
-b/2a; y,.. = c- b*/4a.

- Sia < 0 lapatibola abre hacia abajo y la funcién tiene un maximo en.

- Sieldiscriminante D = b*- 4a > 0, entonces los ceros de la paribola son los

puntos {[~b + V(b?- 4ac)]/2a,0}y {[-b - V(b*- 4ac)]/2a,0}. La

ecuacion tiene dos raices reales y distintas.



- Siel discriminante D = b*- 4a = 0, entonces la parabola solo intercepta al ¢jeX
en su véttice, es decit, su unico cero es el punto (—b/2a, 0). La ecuacién tieneuna
unica solucion real, una rafz doble.

- Si el disctiminante D = b*-4a < 0, entonces la parabola no tiene ceros, es decit,no
corta el eje X La ecuacién no tiene dos raices reales; tiene dos raices complejas
conjugadas.

Los graficos de las parabolas f(x) = ax? + bx + ¢ son:
El valor absoluto de modifica la abertura de las pardbolas:

L S0 [2>0,0<0]
0 T 0 X 0 P
Y
0 * 0 % 0/\x

- Cuanto menor es |a], la pardbola es mis abierta.
- Cuanto mayor es |a], la paribola es mas cerrada.

Si se continda investigando la grafica de una parabola, se centra la atencién ahora en la
funcién siguiente: ¥ = x2, cuya grafica es simétrica respecto del eje Y. Véase que si se
desplaza su grafica de forma vertical u horizontal, se obtienen las graficas siguientes:

Se concluye lo siguiente:
- Vertical: en el caso de contar con una parabola cuya ecuacion es de la forma

¥y = x* + k,las coordenadas del vértice son (0, k), mientras que el conjunto

imagenes [k, +00).
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- Horizontal: en el caso de contar con una parabola cuya ecuacion es de la
formay = (x + p)? las coordenadas del vértice son (p, 0), mientras que el

ejede simetriaesx = p.

En sintesis, al desplazar la grificade y = xZen p unidades en sentido horizontal y k en
sentido vertical, se obtiene la grafica de la funcién:

y=(x+p?itk

Suvértice es el punto V = (P, k) y el eje de simettia es la recta de ecuacion x = p.

2.7- Factorizacion de la funcion cuadratica.
Alaexpresion f(x) = (x + 1) (x + 1) se le llama: forma factotizada de la funcién
f(x) = x* + 2x + 1y,alvalor (— 1), se le llama raiz o cero de dicha funcién; pues
cuando la funcién se evalda en este valor, ésta se hace cero.
La forma (general) factorizada de wuna funcién cuadritica es: f(x) =
a(x - rl) (x - r2). La atencién se centrard en el caso donde y son constantes
(reales) yreciben el nombre de raices de la funcién o ceros de la funcion; es el coeficiente

del término cuadratico.

Ejemplo:
Factorizar la ecuacion fix) = 4x° —2x + 1

Si se extrae 4 factor comun tenemos: fix) = 4(x°> — ¥, x +1/), se tiene que

x = Y4 esla raiz doble de la ecuacion, es decit, se puede describir:

dx=-V) od4x-1)(-71)

Otra forma de dar resolucién a las ecuaciones de segundo grado completas es
mediante el procedimiento de completar cuadrados. Este método resulta importante
en la siguiente seccién para identificar los elementos que caracterizan ala funcién

cuadriatica.
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Ejemplo:

Factorizar la ecuacién fix) = 4x2 —2x + 1= 0.
El primer miembro de la igualdad es el desatrollo del cuadrado de binomio (2x — 7)4

luego resulta que (2x — 1F. Entonces (2x —1) 2x—1) =0y x, =", x, =7,

Las ecuaciones incompletas, también se pueden resolver directamente como se
muestra a continuacion:

Ejemplo:

Factorizar la ecuacion f{x) = 4x° = 0. Entonces x°= 0, x, =0,y x, =0.

La aplicacién de las funciones cuadraticas en la administracién y la economia es
variada. La busqueda de maximos o minimos es una de ellas, donde se analizan
funciones de costos, de precios y de ingresos. Un ejemplo de esto lo veremos a

continuacién:

Ejemplo: Facilidades de ventas

Una compafifa ofrece instalar bombillas a un costo de $300 cada una si el pedido esde 40
unidades o menos. Para conseguir mejores contratos, la compafia propone que si se
compran mas de 40 bombillas, el precio por unidad se reducird en 5 vecesel numero de
bombillas adicionales a 40. ;Cuantas bombillas por encima de las 40 deben negociarse para

que los ingresos por venta sean los mayores posibles?

Solucion: Sea.
x = cantidad de bombillas por encima de 40 bombillas

P(X) = Precio final de cada bombilla por compras superiores a 40 bombillas
C(X) = Cantidad definitiva de bombillas vendidas
I(X) = Ingresos por venta de bombillas (usd)

P(X) = 300 — 5x (ecuadion de precios)
C(X) = 40 + X (ecuacién de costos)

Funcién por optimizar I(P,C) = P(X) * C(X)
Funcion por optimizar con una variable:I(x) = (300 — 5x)(40 + x)



I(X) = 120000 + 300x — 200x — 5x2
= 5x% + 100x + 12000 (funcién a optimiza)

Recordando f(x) = ax2 + bx + ccona # 0, en este caso: @ =—5b =
100,c = 12000

La funcién planteada es concava hacia abajo puesto que, por lo tanto la funcién tiene un
maximo.

Ecuacién del eje de simettfa: por lo tanto el eje se simettfa es la ecuacion.

Lo anterior significa que se pueden negociar hasta 10 bombillas por encima de las 40 para
que el ingreso por ventas sea maximo.

El precio final de cada bombilla setfa:
Para conocer el ingreso maximo es necesario conocer las coordenadas del vértice:
evaluando la funcion

Por lo tanto el ingreso maximo a obtener serfa de 12 500 usd.

2.8- Caso de estudio: Un modelado matematico de un negocio.

Como se ha mencionado previamente la matematica tiene una estrecha relacioncon la
administracién y la economia. Estas constituyen una herramienta esencialen la gran
variedad de analisis que se llevan a cabo en estos dos campos. Desdeanalisis contables,
financieros, de mercados, entre otros, emplean distintoscomponentes matematicos
que ayudan a obtener resultados, visualizar estimaciones y esclarecer la toma de
decisiones.

Enlos epigrafes de este capitulo se han mostrado problemas donde las variableseconémicas
se analizan desde una perspectiva matematica. A través del empleode funciones lineales
y cuadraticas, se ha logrado dar respuesta a variables econémicas muy utilizadas en la

actualidad, tales como: costos, ingtesos, utilidad,precios, entre otras.

Para visualizar correctamente la interaccién de las variables econémicas con los
elementos matematicos estudiados en el epigrafe antetior, se analizard un caso de estudio.
Este caso de estudio es una actividad que se realizard en grupos donde losestudiantes

tendran la oportunidad realizar distintas tareas para llegar al resultado final del caso. Por
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lo tanto, el caso sera desarrollado con una guia que encaminaa los estudiantes pero que
no les brinda todas las soluciones para que ellos seanlos protagonistas a la hora de hallar

estos resultados, que le permitiran llegar a la respuesta final.

Caso de Estudio: Modelado matematico de un negocio.

Se presentan un grupo de actividades que tienen que ver con el analisis de un modelo
matematico para la fabricacién y venta de un producto empelando tablas de datos y
regresion lineal, para determinar los valores adecuados de las constantes a, b, myn enlas

funciones siguientes:

Tabla 1: Funciones para el modelado en negocios

FUNCION DEFINICION INTERPRETACION

Precio-demanda p(x) =m—nx

X = numero de articulos que se pueden vendera p usd.

Costo C(x)=a+bx Costo total de produccién de x articulos
Ingresos R(x) = xp = x(m — nx) Ingresos totales de la venta de x articulos
Ganancia P(x) =R(x) —C(x) Ganancia total de la venta de x articulos

Una empresa fabrica y comercializa motocicletas eléctricas. Al gerente le gustarfa tener las
funciones de precio-demanda y funciones de costos para el andlisis delpunto de

equilibrio y de pérdidas y ganancias.

Las funciones de precio-demanda y de costos podtfan establecerse al obtener los datos
adecuados en los diferentes niveles de produccién y luego encontrando unmodelo en la
forma de una funcién basica elemental que “ajuste a lo mas cercano”los datos obtenidos.
El departamento de finanzas, usando técnicas estadisticas, llegd a los datosde precio-
demanda y costo que se muestran en las tablas 2 y 3, donde p es el precio de mayoreo de

Tabla 2: Precio-demanda Tabla 3: Costo
x (miles) p (usd) x (miles) C (miles usd)
7 530 5 2100
13 360 12 2940
19 270 19 3500
25 130 25 3920
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una motocicleta eléctrica para una demanda de x miles demotocicletas y C es el costo, en
miles de ddlares (usd), para producir y vender xmiles de motocicletas.

a. Construccién de un modelo matematico para el precio-demanda.
Trace los datos de la tabla 2 y observe que la relacion entre y es casi lineal.Luego de
observar una relacion entre variables, 2 menudo los analistas intentanmodelar la relacion

en términos de una funcién que “ajuste mejor” los datos.

1. Las rectas de regresion lineal se usan frecuentemente para modelarfenémenos
lineales. Este es un proceso de ajuste de un conjunto de datosa una linea recta que
minimice la suma de los cuadrados de las distanciasde todos los puntos en la grafica
de los datos a la recta, mediante elmétodo de minimos cuadrados. Luego de obtener

la recta de regresiénlineal con los datos de la tabla 2, grafique la recta.

2. Larectaderegresionlineal encontrada en el paso anterior, es un modelomatematico para
la funcién precio-demanda y esta dada por:

p(x) = 666.5 — 21.5x (Funcién precio — demanda)

Grafique los datos de la tabla 2 y la funcién precio-demanda en el mismosistema de
coordenadas.

3. La recta de regresion lineal define la funcion lineal de precio-demanda. Interprete la
pendiente de la funcién. Analice su dominio y rango. Mediante el modelo
matematico, determine el precio para una demandade 10 000 motocicletas eléctricas

y para una demanda de 20 000 motocicletas.

b.  Construccién de un modelo matemitico para el costo.

Trace los datos de la tabla 3 en un sistema de coordenadas. ¢Qué tipo de funciénresulta que
ajusta mejor los datos?

1. Ajuste los datos de la tabla 3 con una recta de regresion lineal. Luego trace los puntos
dados por los datos y la recta.
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C.

La recta de regresion lineal encontrada en el paso anteriot es un modelomatematico
para la funcion costo y esta dada por:
C(x) = 86x + 1782 (Funcion costo)

Grafique los datos de la tabla 3 y la funcién costo en el mismo sistemade
coordenadas.

Interprete la pendiente y la interseccién de la funcién costo. Analice su dominio y
rango. Mediante el modelo matematico, determine el costo para una produccién y
venta de 10 000 motocicletas eléctricas y parauna produccion y venta de 20 000
motocicletas.

Anilisis del punto de equilibrio y de ganancias y pérdidas.

Formule una ecuacién para la funcidén ingreso y establezca su dominio. Formulala

ecuacién para la funcidn ganancia y establezca su dominio.

Grafique la funcién ganancia y la funcién costo, simultineamente en el mismo
sistema de coordenadas. Determine, de forma algebraica, con quéproduccion (a la
unidad mds cercana) la empresa alcanza su punto de equilibrio. Determine dénde los
costos exceden a los ingresos y donde los ingresos exceden alos costos.

Grafique la funcién ganancia y la funcidén costo, simultineamente en el mismo
sistema de coordenadas. Determine, de manera grafica, con quéproduccion (a la
unidad mas cercana) la empresa alcanza su punto de equilibrio. Determine donde los

costos exceden a los ingresos y donde los ingresos exceden a los costos.

Grafique la funcién ganancia en un sistema de coordenadas. Determine,de forma
algebraica, con qué produccién (a la unidad mas cercana) la empresa alcanza su
punto de equilibrio. Determine dénde ocurren las ganancias y dénde las pérdidas.
¢Con qué produccién y precio se tendrala maxima ganancia? ¢Se tienen los maximos

ingresos y maxima ganancia con la misma produccion? Analice.

Grafique la funcion ganancia en un sistema de coordenadas. Determine,graficamente,

con qué produccion (ala unidad mas cercana) la empresaalcanza su punto de
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equilibrio y donde ocurren las ganancias y las pérdidas. ;Con qué produccion y
ptecio se tendra la maxima ganancia?

¢Se tienen los maximos ingtesos y utilidades con la misma produccién? Analice.

Con este caso de estudio se estimula el analisis grafico de las funciones, as{ comoel trabajo

individual de los estudiantes y a su vez su desarrollo analitico.

2.9- Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la administracion yla

economia.

Resumen del capitulo:

Funciones:

Una funcién es una regla que produce correspondencia entre dos conjuntos de
elementos, de forma tal que a cada elemento, en el primerconjunto, le corresponda uno y

s6lo un elemento del segundo conjunto.

El primer conjunto se llama dominio y el conjunto de todos los elementos
correspondientes en el segundo conjunto se denomina rango. El dominio esel conjunto de
todos los primeros componentes y el rango es el conjunto detodos los segundos
componentes. Una ecuacién con dos variables define una funcion si para cada valor de la
variable independiente, al sitio de los valores del dominio, le corresponde exactamente
un valor de la variabledependiente, al sitio de los valores del rango. El simbolo f (x)
representa elnimero real en el rango de la funcién f que corresponde al valor dominio de

x. De forma equivalente, el par ordenado (x, f(x)) pettenece a la funcion f.



Pendiente de la recta:

La forma estindar para la ecuacién de la tecta es ax + by + ¢, donde a,b y cson
constantes y @ # 0y b # 0. La interseccién y es la ordenada del punto en que la grifica
cruza al eje Y, y la interseccién es la abscisa del punto dondela grafica cruza el eje X. La
pendiente de la recta que pasa por los puntos (X, ¥,) ¥ (X, ¥, ) es:

Y2— )1

m= ———=donde x{ * x,
X2 — X

La pendiente no esta definida para una recta vertical, donde X1 # Xx2. Dos rectas
con pendientes M, y M, son paralelas si y s6lo si m, = m,y perpendiculares siy sélo si

m, m, = -1

Funcion lineal o afin:

Una funcion fes una funcion lineal si £(x) = mx + b— m # 0. La grifica de una funcion

lineal es una recta que no es horizontal, ni vertical.

Dominio y rango:
El dominio de una funcién es el conjunto formado por los elementos que tienen
imagen. Los valotes que le damosa (vatiable independiente) forman el conjunto departida.

El rango de una funcion es el conjunto formado por las imagenes. Son los valoresque toma
la funcién y (variable dependiente), por eso se denomina f{x), su valordepende del valor

que le demos a x.
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Funciones cuadraticas:

Una funcién es cuadritica si f(x) = ax2 + bx + ¢ - a # 0. Las propiedades de

esta funcién son:

- Dominio de definicion: Dom f = NR.

- Imagen:Sia > 0 setene Imf = [0,+); Sia < 0 se tiene
Imf = (—,0].
- Lafunciénespar: f(—x) = a(—=x)2 = ax2 = f(x).

- Six =0 entonces f(x) = 0. El grifico de la funcidn pasa por el otigen de

coordenadas.

- Sia > 0lafuncién es decreciente en el intervalo (—00, 0] y es creciente enel

intervalo [0, +00).

- Sia <0lafuncién es decreciente en el intervalo (—0, 0] y es decreciente enel

intervalo [0, +00).

- Si la parabola abre hacia arriba y la funcién tiene un minimo en Ypmin =

- Sila parabola abre hacia abajo y la funcién tiene un maximo en Yypgy =

Factorizacién de funciones cuadraticas:

La forma factorizada de una funcién cuadratica f (x) = ax?* + bx + ¢ es:
f(x)=alx-r1)(x-r2).

Ejercicios relacionados con la administracion y la economia:

1) Los costos fijos por dia para producir una docena de helados son 300usd y los
costos variables 1.75 usd. Si diariamente se producen x helados,exprese el costo diario

C(x) como una funcién de x.

2} Los costos fijos por par de gomas de motocicleta son 3 750 usd y loscostos

variables 68 usd. Sitodos los dias se producen x pares de gomas,exprese el costo diario

C(x) como una funcién de x.
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El gerente de una empresa que fabrica boligrafos estima que sus costosde operacion
seran 200 usd por dia con cero producciones y de 700 usd por dia con una

produccién de 1 000 boligrafos.

a)  Supongaqueelcosto total Cpordiaestalinealmenterelacionadocon la produccion total

x por dfa, escriba una ecuacion que relacione estas dos cantidades.
b) ¢Cudl es el costo por dia para una produccion de 5 000 boligrafos?

Una agencia de renta de autos calcula un cargo de renta diaria paraautos
compactos con la ecuaciéon € = 25 + 0.25x, donde ces el cargo diatio enusd
y x es el recorrido diario en millas. Traduzca este enunciadoalgebraico en un enunciado

verbal que pueda ser usado para explicar loscargos diarios al consumidor.

Una empresa telefénica calcula los cargos para una instalacion de teléfonos con
la ecuacién € =15 + 0.7x, donde c es el cargo de instalaciénen usd y x es el
tiempo gastado en minutos al realizar la instalacién. Traduzca este enunciado
algebraico en un enunciado verbal que puedaser usado para explicar los cargos pot

instalacion a un consumidot.

La compafifa Bayern & Co. Inc. es la compaiifa farmacéutica mas grandedel mundo.
Los datos de la tabla que se muestra a continuacion fueroncorresponden al reporte
anual del ano 2013.

Datos Financieros seleccionados (en miles de millones) Bayern & Co.
2008 2009 2010 2011 2012
Ventas $5.9 $6.5 $7.7 $8.6 $9.7
Ingreso Neto $1.2 $1.5 $1.8 $2.1 $2.4

El modelo matematico para las ventas de la compafifa Bayern & Co. Inc. estidado por y =
5.74 + 0.97x, donde x = 0 corresponde a 2008.
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a) Complete la tabla siguiente. Redondee los valores de y a una cifradecimal.

Bayern & Co.

X 0 1 2 3 4
Ventas $5.9 $6.5 $7.7 $8.6 $9.7
y

b) Trace la grafica de “y” y los datos de ventas en los mismos cjes.
c) Use la ecuacién del modelo para estimar las ventas del afio 2014 yen el afio 2020.
d) Describa brevemente las ventas de la compafifa de 2008 a 2012.

7 La siguiente tabla enumera la produccién total de vehiculos de la compafifa
General Motors de Estados Unidos, en millones de unidades, de 1989 a 1993.

General Motots Co.

1989 1990 1991 1992 1993
Ventas 4.7 4.1 35 3.7 5.0

El modelo matematico para los datos de produccién de la compafifa GeneralMotors esta
dado por f(x) = 0.33x* — 1.3x + 4.8,donde x = 0 corresponde a 1989.

2)  Complete la tabla siguiente. Redondee los valores de a una cifradecimal.

General Motors Co.

X 0 1 2 3

Ventas 4.7 4.1 3.5 3.7 5.0
f(x)

b) Tracela grafica de £y los datos de produccién en los mismos ejes.

¢) Use los valores de la funcién del modelo £ redondee a dos cifrasdecimales
para calcular la produccién en el afio 1994 y en el afio 1995.

d) Describa en forma verbal la produccién de la compaiifa de 1989 a 1993.
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Una empresa compr6 una computadora servidor de dltima generacién en 20 000 usd
y supuso que su valor de recuperacion es de 2 000 usd después del0 afios. Su valor
se deprecia linealmente de 20 000 usd a 2 000 usd.

a)  Encuentre la funcion lineal f: V = f(t) que relaciona al valor V] en

ddlares (usd), con el tiempo # en afios.

b) Encuentre f (4)y f (8),los valores de la computadora luego de 4 y8

afios respectivamente.

¢) Encuentre la pendiente de la grafica £ (La pendiente indica la

disminucién en el valor por afio.)
d) Grafique fpara0 < t < 10.

Un vendedor de electrodomésticos recibe un salatio base de 200 usd a lasemana y
una comision del 4% por todas las ventas de 3 000 usd que hacedurante la semana.
Ademas, si las ventas por semana son de 8 000 usd o mas, el vendedor recibe un
bono de 100 usd. St x representa las ventas porsemana, exprese los ingresos por
semana FE(x) como una funcién de x y trace su grifica. Encuentre

E(5750) y E(9 200).

Enlos fines de semana y dfas feriados, un servicio de emergencia de plomerfacobra 2.00
usd por minuto, para los primeros 30 minutos de un servicio adomicilio y 1.00 usd
por minuto por cada minuto adicional. Si x representa laduracién de un servicio a
domicilio en minutos, exprese el cargo total del servicio§(x) como una funcién de x y

trace su grafica. Encuentre $(25) y $(45).

¢Qué compafifa interesa mas?

La compaiifa A ofrece una cuota fija de 15 usd al mes mas 0.05 usd/minuto.
La compaiifa B oftece pagar sélo pot el consumo a 0.25 usd/minuto.

Lacompafia Coftece unacuotade 0.15usd/minuto conun minimode 15 usd.
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12) Las acciones de dos compaiifas estan representadas en estas funcionescuadraticas.

Representa graficamente y estudialas graficas que obtengas.
a) y = 2x*-4x- 6
b) y = —x*- 6x + 27

13)  Juan recibe una factura mensual de 100 minutos de teléfono. Dos nuevascompaiiias

telefonicas le realizan las siguientes ofertas.

2)  ¢Cudl es mas beneficiosa para Juan?

b) ¢Existe algin nimero de minutos consumidos en el que la facturasea la misma
en las dos compaiifas?

14 Laparibola del rendimiento de un producto que se encontraba en declivey fue mejora
estirepresentadoast: y = (x + a)z - 5 donde, enel puntoV (=3, b), el vértice.
Halla el valor de a y b.
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15)  El comportamiento de los ingresos (en délares) de cuatro productos por laventa de x
esta dado por las siguientes pardbolas.

= 2x2
2x2 -3

1/2x2-2x + 1
5(x2 - 2)

R S A

Indica:

a)  Cuil es el unico producto cuya paribola abre sus ramas hacia abajo,es decir,

tiene un comportamiento negativo.

b)  Cudles otros productos tienen igual abertura.

¢) Cuales el producto con la paribola mas cerrada.
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Capitulo III:
Aplicacion de funciones exponenciales y logaritmicas en elcampo de la
administracion y la economia.

nteni . .
Contenidos 31 pynciones exponenciales.

3.2 Un acercamiento al interes compuesto.
3.3  La funcién exponencial de base.
3.4 Funciones logaritmicas.

Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la
administracién y economia.
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En esta seccion se trabajard con las funciones exponenciales y logaritmicas, lascuales
tienen importantes aplicaciones en los campos de la administracién y la economia. Se debe
plantear que estos elementos matematicos se emplean en analisis econdmicos y

administrativos mas complejos que los vistos hasta ahora.

3.1-  Funciones exponenciales.

Si se analizaran las funciones £y g que se muestran a continuacion:
f)=2"ygx)=x

Se puede notar que no son la misma funcion. En el caso de la primera, tieneuna base
constante elevada a una variable y en la segunda se tiene una variableelevada a un exponente
constante, entre las cuales hay una gran diferencia.

La funcién g es una funcioén ya estudiada en esta unidad, se trata de una funcioéncuadratica.
Sin embargo, la funcién f es desconocida hasta ahota, es un nuevo tipo de funcién que se
denomina funcién exponencial.

Lafunciénexponencial estidefinidaporlaecuacion: f(x) = bx dondeb > 0,b # 1.Esta
ecuacion define una funcién exponencial para cada b constante diferente, a la cualse le
denomina base. La variable independiente puede asumir cualquier valor real.
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Por lo tanto, el dominio dela funcion f es el conjunto de todos los nameros realespositivos,

se puede mostrar que el rango de f es el conjunto de todos los nimerosteales positivos.

Es util comparar las grificas de y = 2*yy = (1/ 9)* = 2% graficando ambas en el

mismo sistema de coordenadas. También se encuentra graficada f(x) = bx » b >

1yf(x) = b*->0<b >:

= (1) 272\ pe y=b" \ y = b*
y=0/2) / yes 0<b<1 \ . / b>1
. ol s T~ .

pa— — . . o ruse S ——
Dominio = (—w,w) Rango = (0,=)

Se puede observar claramente que ambas graficas son muy similares, ya que ¥y = 2% se
parece mucho a f(x) =b*>b>1yy= (1/2)x = 27%se parece mucho a

f(x) =b* > 0 < b > 1.Se observa que en ambos casos el eje X es una asintota
hotizontal para la grafica.

Ambas grificas sugieren las siguientes propiedades generales de las funciones

exponenciales:

1.

Todas las grificas que pasan por el punto (0,1) = b® = 1 para cualquier base
y b permitida.

Todas las graficas son continuas, sin huecos ni saltos.

El eje X es una asintota horizontal.

Sib > 1, entonces b* aumenta conforme aumenta x.

Si0 < b > 1entonces b* disminuye conforme aumenta x.

La funcién f es uno a uno.
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La dltima propiedad implica que una funcién exponencial tiene una inversa llamada

funcion logaritmica, esta se analizara mas adelante.

Las funciones exponenciales cuyos dominios incluyen niimeros irracionales, obedecen
las leyes de los exponentes. A continuacion se resumen estas leyes yse agregan otras dos

utiles e importantes propiedades:
Para ay b positivos, a# 1,b # 1 - x y "y" reales:

1. Leyes de los exponentes:

o EEEE_-—_—_—_—_—_—_—_—_—__—_—————— ~
[ x \
: —aa’ = a*ty — (f:/b)x =a /bx :
: _ (ax)y = a*y _a a’ — Xy !
I —(ab)* = a*b* I
\ ]

N o e e e e e e e e e e e e = = = - - -~

2. a* = aY siysolosix = y.
3. Parax # 0,entoncesa® = bXsiysolosia = b.

Una aplicacién muy significativa que tiene la funcién exponencial en el campo dela
administracién y la economia es la ganancia de dinero por interés compuesto.Este tema es
muy importante para el mundo financiero y es fundamental para lamateria matematicas

financieras.

Al ingreso que se cobra por prestar su dinero a otra persona se le llama interés. Este por lo
general se calcula como un porcentaje llamado tasa de interés de uncapital en un periodo
dado. Si al final del periodo de cobro, el interés obtenido se invierte nuevamente ala misma
tasa, entonces, tanto el interés ganado como capital generarin intereses durante el
siguiente petiodo de cobro. El interéscobrado por el interés reinvertido se le denomina

interés compuesto.

Supongan que se depositan 1 000 usd en una cuenta de ahorros y préstamos que paga el
8% de interés compuesto semestralmente. ¢Cuanto dinero tendra ahorrado y cudnto

debera después de 2 afios?
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Los intereses compuestos semestralmente son los intereses que se depositan ensu cuenta

luego de un periodo semestral y que volveran a ganar intereses.

La tasa de interés por periodo es la anual, , dividido entre el numero de periodos
compuestos por afio. Si y representan las nuevas cantidades que se deben al final del

ptimero, segundo, tetcero y cuarto petiodos respectivamente, entonces:

A; =1000+1000(008/,) P=1+T/p
A; =1000(1 + 0.04)

A, =A; (1+0.04) P(1+7/p)?
A, =[1000(1 + 0.04)](1 + 0.04)
A, = 1000 (1 + 0.04)>

As; = A, (1+0.04) P(1+7/p)3
As =[1000(1 + 0.04)%](1+ 0.04)
A; = 1000 (1 + 0.04)3

Ay =A3(1+0.04) P(1+T/)*
A, =[1000(1 + 0.04)3](1+ 0.04)
A, =1000 (1+0.04)*

¢Cuinto serfanlos ahorros y préstamos que deberaluego de 6 afios? Sise supone que:

Az =1000 (1+0.04) 12

Se observa un patrén que esta generalizado en la siguiente férmula de interés
compuesto: si el se invierte a una de interés compuesto, veces al afio, entonces laen la
cuenta al final del aflo esta dada por:
r, ynt
P(1+"/n)
Es importante destacar que la se expresa en forma decimal.
Como el capital Prepresenta la cantidad inicial de la cuenta y A4 representa la cantidad

tafios después, también se le llama Pal valor actual de la cuenta y A el valor futuro dela
cuenta.



Estos dos aspectos son sumamente importantes y empleados en el mundo financiero
actual, desde los préstamos al consumo hasta las grandes inversiones en sectores
industriales.

Ejemplo: Interés compuesto

Sise depositan 5000 usd en una cuenta que paga el 9% (r) de interés compuestodiariamente.
¢Cuinto tendra en su cuenta en 5 aflos (¢ Aproxime la respuesta alcentésimo mas cercano.

Solucién: Seusala férmula delinterés compuesto como se muestraacontinuacion:
A=P@A+T/))™

Donde es el monto para recibir al final, es el capital depositado y los dias del aflo.

— 0.09 365)(5
A=5000(1+ /365) 3>
A=7841.12

3.2- Un acercamiento al Interés Compuesto.

Se da continuidad al interés compuesto por su notable aplicacién en el mundo
administrativo y econémico actual, ya que esta presente en muchos instrumentos
financieros. Se recuerda que el interés compuesto es aquel en el cual el capital cambia al
final de cada periodo, debido a que los intereses se adicionan al capitalpara formar un nuevo
capital denominado monto y sobre este monto volver a calcular intereses, es decir, hay
capitalizacién de los intereses. En otras palabras,se podria definir como la operacion
financiera en la cual el capital aumenta alfinal de cada periodo por la suma de los intereses

vencidos.

El interés compuesto es mas flexible y real, ya que valora periodo a petiodo el dinero
realmente comprometido en la operacién financiera y por tal motivo es eltipo de interés

mas utilizado en las actividades econdmicas.

Es conveniente afirmar que el interés compuesto se utiliza en la Ingenierfa Econémica,
Matematica Financieras, Evaluaciéon de Proyectos y en general por todo el sistema

financiero.



Elinterés compuesto se puede subdividir de la siguiente manera:
1. Interés compuesto discreto: Se aplica con intervalos de tiempos finitos.

2. Interés compuesto continuo: Se aplica en una forma continua, o sea quelos

intervalos de tiempo son infinitesimales.

Sin importar el hecho de que el interés sea discreto o continuo y para dar una
definicién precisa del interés compuesto, es conveniente indicar los siguientes

aspectos:

1. Tasa de interés: Es el valor del interés que se expresa como un porcentaje.Ej. 5%.
10%, 20%.

2, Periodo de aplicacién: Es la forma como se aplicara el interés. Ej. 2%mensual,

20% anual compuesto trimestralmente, 18% anual compuesto continuamente.

3. Base de aplicacion: Es la cantidad de dinero sobre la cual se aplicara elinterés
para cada petiodo. Ej. 20% anual compuesto trimestralmente sobreel saldo minimo

trimestral.

4. Forma de aplicacion: Es el momento en el cual se causa el interés. Ej. 2%mensual

por adelantado, 18% anual por trimestre vencido.

El tiempo que transcurre entre un pago de interés y otro se denomina petiodo y se
simboliza por n, mientras que el nimero de periodos que hay en un afio se representapor m
y representa el nimero de veces que el interés se capitaliza durante un afio yse le denomina

frecuencia de conversion o frecuencia de capitalizacion.

El periodo de capitalizacion es un dato indispensable en la solucién de problemas deinterés
compuesto. Al realizar un calculo de interés compuesto es necesario que la tasa de interés

esté expresada en la misma unidad de tiempo que el petiodo decapitalizacion.
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Ejemplo: Calculo del periodo.

Siun documento oftece pagos semestrales y tiene una duracién de 3 aflos.

¢Cuanto vale m y n»
Solucién: Un afio tiene 2 semestre, por lo tanto, m = 2.

Teniendo que la obligacién financiera dura 3 afios, el nimero de veces que eldocumento
paga interés por afio serd 2, por consiguiente en 3 afios, pagara 6 veces, lo que indica que

n==e
Valor Futuro: otra via de utilizar el interés compuesto.

El valor futuro, se puede encontrar a partir de un valor presente dado, para lo cual, se debe
especificar la tasa de interés y el nimero de periodos, se muestra laférmula que permite
calcular el valor futuro:

A=P@A+nr)n
A = Monto o valor futuro.
P = Valor presente o valor actual.
r = tasa de interés por periodo de capitalizacion.
n = Nuamero de periodos o nimero de periodos de capitalizacion.

La antetior férmula se puede expresar nemotécnicamente de la siguiente manera: 4 =
P (A/P, i,n);queselecasi: hallar A dado P,una tasa ry n periodos. La formanemotécnica
se emplea cuando se usan las tablas financieras que normalmentese encuentran al final de

los libros de ingenietfa econdémica o de matematicas financieras.

El término (A/P,i,n) se conoce con el nombre de factor y es un valor que se

encuentra en las tablas financieras. El factor cotresponde al elemento (1 4+ 7)"de la
férmula, que se conoce con el nombre de factor de acumulacion en pago tnico.

Ejemplo: Interés compuesto en el valor actual.
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¢Cuinto dinero se tiene dentro de seis meses en una cuenta de ahorros que reconoceel 2%

mensual si hoy se invierte en una corporacién $400.000?

Solucion:
F=2
i = 2% mensual
01 2 3 4 5 6 meses

l

P =$400.000

F = P(1+r)%portanto: F = 400.000 (1 + 0.02)° = $450.465
El valor de Va se toma negativo ya que se trata de una inversién. Valor presente.
Se conoce que A = P(1+1)";porlo tanto,P = A(1+1r)™

El valor presente se puede definir, como el capital que prestado o invertido ahora, a una
tasa de interés dada, alcanzara un monto especifico después de un ciertonimero de

petiodos de capitalizacion.

En este caso, se expresa nemotécnicamente de la siguiente manera: P = F(P/F,i,n),que se
lee asi : hallar P dado F, una tasa 1 y i petiodos. El término (P/F,4,n) se conocecomo el
nombre de factor y es un valor que se encuentra en las tablas financieras. Elfactor
cortesponde al elemento (7#r)-n de la férmula, se conoce con el nombre de factor de

descuento o factor de valor presente para pago unico.

Ejemplo: Interés compuesto en el valor presente.

Dentro de dos afios y medio se desea cambiar la actual maquinaria empacadorapor una de
mayor capacidad. En esa fecha, se estimé que se puede vender por $§

300.000 y la de mayor capacidad estard costando $1.200.000 ¢Cuanto capitalse debe
consignar en una entidad financiera que paga el 3% mensual, si se deseaadquirir la nueva
maquinaria?
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Solucion:

Como la actual maquinaria se venderfa por § 300.000 dentro de dos afios y medioy la nueva
tendrfa un costo de § 1.200.000, realmente se debe tener consignadoen la entidad financiera
en esa fecha $ 900.000.

F = $900.000

1 = 3% mensual
Cl 30 meses

P=?
Se tiene que: P = A(1+ i)™ = 900.000 (1 + 0.03)73% = $370.788,08

3.3- La funcién exponencial de base.

En la matematica, el nimero 7 ha sido probablemente el numero irracional masimportante
que se ha encontrado. En esta seccién se mencionard otro nimero irracional, e, que
también es muy significativo tanto para las matematicas comopara sus aplicaciones.

Al igual que un nimero irracional como Ty V2 la, es un nimero irracional que no tiene
final, ni una representacién decimal repetitiva; para 12 cifras decimalesel valor de e =
2.718281828459.

El descubrimiento de este numero irracional se le atribuye, aunque todavia hay discusién
sobre el tema, al gran matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783),
quien calcul6 e con 23 cifras decimales usando la formula [1 + (1 / m)™].

La constante e parece ser una base ideal para una funcién exponencial ya que se usa
extensivamente en expresiones y formulas de modelos de fenémenos en el mundo real.
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Interés compuesto continuo.

Para un numero real x; la ecuacion:
f(x) = e* define a la funcién

exponencial de base e.

La funcién exponencial de base se
emplea con tanta frecuencia que a
menudo se hace referencia a ella
como una funcién exponencial. La

figura muestra las graficas de y =
X

e'yy=e".

La constante e aparece naturalmente en el estudio del interés compuesto. Volviendoa la

férmula planteada, del interés compuesto, previamente en este capitulo:

A=P (1 +T/p)™

Donde:

A = Monto o valor futuro.
P = Valor presente o valor actual.

T = tasa de interés por petiodo de capitalizacion.

n = Nuamero de periodos o numero de periodos de capitalizacion.

Suponga que P, r y t son constantes y 1 se incrementa sin limite sAumentara la

cantidad A sin limite o tendera a algin valor limitante? Se lleva a la practica para

responder la pregunta.

Una pequefia maniobra algebraica de la férmula de interés compuesto propotcionariuna

respuesta y un resultado relevante en matematica financiera.
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"I

A=PA+T/p)" > A=P (1 + 1/"/r)( - A=P[1+ 1™

seam ="/,
La expresion dentro del corchete les es familiar, cuando se estuvo haciendo algode historia
acetca del descubrimiento de la base e, donde se planted la formula:

[(1+ 1/m)m]que tiende a e conforme a que m tiende a 00
Puesto que 7" es constante, M = n/r tiende a @ conforme n tiende a. Por tanto:
P (1 4+ T/p) ™ que tiende a Pe™ conforme a que N tiende a 0

Llegando asi a la férmula del interés compuesto continuo, una formula muyusada en

negocios, bancos y economfas.
Ejemplo: Interés compuesto continuo.

Si se invierten 100 usd a una tasa anual del 8% de interés compuesto
continuamente, ;qué cantidad, aproximada al centésimo mds cercano, estard enla cuenta

luego de 2 afios?

Solucién: Use la férmula del interés compuesto continuo para encontrar A cuando

P=100usd,r =8%yyt=2.

A = Pe™ = 100e 0992 = 117.35 usd
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Crecimiento y decaimiento exponencial
Descripcion Ecuacién Aplicaciones
Crecimiento  sin y=c ekt - Crecimiento poblacional a corto plazo
limite conck > 0 - Crecimiento del dinero a un interés
compuesto.
. — ekt - Decaimiento radioactivo
Decaimiento y=ce Absorcid
il - Absorci6n de luz en agua
€xponencia conc,k > 0 - Presion atmosférica
o y=c(l — ek) - Habilidades de aprendizaje
Crecimiento - Ultimas ventas
limitado conck > 0 - C'recn'nlento/ de'la empresa
- Circuitos eléctricos
- Crecimiento de la poblacién al largo
Crecimiento y=M/1+cekt) | I])Elazizemias
logistico conc,k > 0 p
- Ventas de nuevos productos
- Crecimiento de una empresa
3.4- Funciones logaritmicas.

Se estard haciendo referencia a continuacién de un nuevo tipo de funciones, las

llamadas funciones logaritmicas, como funciones inversas de las funciones

exponenciales. Para revelar que es una funcién inversa es necesatio, inicialmente, definir

una funcién uno a uno.

Una es funcién uno a uno si ninguno de los pares ordenados en la funcion tiene el

mismo segundo componente y diferentes primeros componentes. Por ejemplo, sitenemos

las siguientes funciones:

f=1(0,3);(0,5); (4,7)}
9=1{(0,3); (2,3); (4.7)}
h={(0,3); (2,5); (4.7)}

El conjunto f no es una funcion, el conjunto g es una funcién, pero no es una funciénuno

auno debido a que no cumple con la definicién planteada; por tltimo, la funciénh es una

funcién y uno auno
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Lainversa de una funcién se obtiene si fes una funcién uno a uno, entonces lainversa
de f se denota f ™1, que es la funcion formada al invertir todos los paresordenados

en f. Por consiguiente:

-1 _ .
f7 = {0l y) estaen f|}
Si £no es una funcién uno a uno, entonces £no tiene una inversa y £7no existe.Las

propiedades de las funciones inversas son las siguientes:
Si f 71 existe, entonces:

1) f ~lesuna funcién uno a uno.

2) Dominio de f ~1Rango de f.

3) Rango de f ~1Dominio de f.

Con lo mostrado con anterioridad se conoce de qué se habla cuando en el textose refiere
a funciones inversas. Como se mencioné anteriormente, la funciénlogaritmica, es la
funcion inversa, de la funcién exponencial. En general, se definela funcién logaritmica de

base b como la inversa de la funcion exponencial debase b (b > 0, b # 1).

v Dominio = (0,) Una funcién es logaritmica cuando para
Rango = (=, ) b>0 y b#1ly=1logx es
y =logy x equivalente a x = b?. El logaritmo de

b>1

base b de x es el exponente al cualse debe

. clevar b para obtener

x. Por ejemplo, y = log, X es equivalente
y:[oghx ﬂ.x=10y.
0<b<1

Dominio = (0,«)  Hg necesario recordar que unlogaritmo es
Rango = (—w,»)

un exponente; ademas que y = log,xy
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x = bY definen la misma funcién, por lo tanto, se pueden emplear alternativamente.

Se pueden convertir formas logatitmicas a formas exponenciales y viceversa. Por ejemplo:

De logaritmica a exponencial: log, 8 = 3 es equivalente a 8 = 23
De exponencial a logatitmica: 49 = 7%es equivalente a log; 49 = 2

Propiedades de las funciones logaritmicas: si b, M y N son nimetos reales positivos,
b # 1,y p y x son nimeros reales, entonces:

1) log,1=0.

2) logpyb=1

3) log, b* =x

4) b9,  =x,x > 0

5) logy, MN = logyM + log, N

6) long/N= log, M — logp N

7) log, MP = plog, M

8) logyM = log, NsiysolosiM =N

Las primeras dos propiedades se deducen de la definicién de funcion logaritmica,la
tercera y la cuarta se deducen del hecho de que las funciones exponenciales y
logaritmicas son inversas unas a otras. Las propiedades 5, 6 y 7 permiten convertirla
multiplicacién en suma, la divisién en resta y los problemas de potencias y raicesen
multiplicaciones. Finalmente la octava propiedad se deduce del hecho de que lasfunciones

logaritmicas son uno a uno.
Existen en las matematicas dos tipos de logaritmos convencionales, estos son:

- Logaritmos comunes: son los logaritmos de base 10, ejemplo: log x =

log 19 x1,]Jamados logaritmos de Briggsian.
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- Logaritmos naturales: son los

- logaritmos de base e, ejemplo: In x = log x,llamados logaritmos
neperianos.

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

El siguiente ejemplo ilustra como el uso de las propiedades de los logaritmos para llegar a

la solucién de las ecuaciones exponenciales.
Ejemplo: Interés compuesto.

Una cierta cantidad de efectivo P (capital) se invierte a una tasa anual r de interés
compuesto anualmente. La cantidad de dinero A en la cuenta luego de ¢ afios,

suponiendo que no hay retiros, esta dada por la férmula ya estudiada previamente:

A=PA+T/ )" =PA+1r)->n
= 1 (para interés compuesto anual)

¢Calcule cuantos afios aproximadamente al afio mas cercano pasaran para quese
duplique si se invirti6é a un 6% de interés compuesto anual?

Solucién: Para encontrar el tiempo de duplicacion, se reemplaza A por 2P en laccuacion

A = P(1.06)"ysedespeja t.

2P = P (1.06)t
2 = (1.06)! dividiendo ambos lados entre P
log2 = log (1.06)t tome el logaritmo comun
= tlog 1.06 Observen como se ha empleado
las propiedades de los logaritmos para

sacar t del exponente.
2

. log
~ log 1.06

t = 12anos(aproximadoalaiiomascercano)
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3.5- Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la

administracion y la economia.
Resumen del capitulo:
Funciones exponenciales:

La ecuacién f(x) = b, b > 0,b # 1, define una funcién exponencial de base b,
con un dominio de fde (=, ) y un rango de (0,). La grafica de una funcion
exponencial es una curva continua que siempre pasa por el punto y tiene el eje Xcomo una
asintota horizontal. Si b > 1, entonces b*aumenta conforme aumenta X,y si 0 < b <
1, entonces b*disminuye conforme aumenta X. La funcién fes uno a uno i tiene

inversa.

La principal aplicaciéon que tiene las funciones exponenciales en el campo de la
administracion y la economia estd relacionada con el incremento del dinero en una cuenta,
financiamiento o inversién que paga interés compuesto. El interés compuestose emplea,
principalmente en la materia de matematica financiera y puede utilizarse para:

capitalizacion, valor presente y valor futuro.

La funci6n exponencial de base “e€” [ f (x) = e*], es cuando m se aproxima a o y la
expresion (1 + 1 / m)™se aproxima al numero irracional e = 2.718281828459.
Estas funciones se usan para modelar diferentes tipos de crecimiento y decaimiento
exponencial, incluyendo el crecimiento del dinero en formas de financiar que pagan un

interés compuesto continuo.
Funciones logaritmicas:

La funcién logaritmica de base b se conceptualiza como la inversa de la funcién
exponencial de base b y se denota por y = log, x. Asi,y = log, x siy solo si
x=Db%b > 0,b# 1. El dominio de una funcién logaritmica es (0,0)y el rango
es (—©0, ). La grafica es una curva continua que siempte para pot el punto y tiene el eje Y

como unaasintota vertical.
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Los logaritmos en base 10 se denominan logaritmos comunes y se escriben como log*.Los

logatitmos de base "e" se conocen como logaritmos naturales y se denotan por In*. Asi,

logx =y esequivalente ax = 107y In x = y es equivalente a x = e”.

)

2)

3)

9

5)

0)

Ejercicios relacionados con la administracion y la economia:

Si se invierten 1 000 usd en una cuenta que paga el 10% de interés compuesto
mensualmente, ;cudnto habra enla cuenta después de 10 afios? Aproxime surespuesta

al centésimo mas cercano.

Grafique y compare un crecimiento de una inversién de 1 000 usd al 10% deinterés
compuesto mensualmente con una inversion de 2 000 usd al 5% de interés

compuesto mensualmente. ;Cudndo tendran las dos inversiones el mismo valor?

Determine, mediante la graficacién, si una inversion de 5 000 usd al6% de interés
compuesto trimestralmente tiene el mismo valor que unainversion de 4 000 usd al

10% de interés compuesto diariamente.

Suponga que invierte 4 000 usd en una cuenta al 11% de interés compuesto

semanalmente. ¢Cudnto dinero habra en la cuenta en:
a) /Z afio?
b) 10 afios?

Una pareja acaba de tener un bebé. ¢Cuanto tendran que invertir al8.25% de
interés compuesto diariamente, con el fin de tener dentro de17 afios 40 000 usd para

la educaci6n del nifio? Aproxime su respuestaal délar mas proximo.

Una persona desea reunir 15 000 usd en efectivo para comprarse uncarro dentro
de 5 aflos. ¢Cudnto debe tener en la cuenta si ésta paga €19.75% de interés compuesto

semanalmente? Aproxime su respuesta aldolar mas proximo.
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8)

10)

11)

12)

13)

Si se invierten 7 500 usd en una cuenta que paga el 8.35% de interés compuesto

continuamente, scuanto dinero habrd en la cuenta luego de:
a) 5.5 aflos
b) 12afios

Financieros, es un negocio nacional y de finanzas semanales, publicé losiguiente “los
depdsitos ahorradores rinden” para certificados de cuentasde depésitos a 2 afios y
medio:

a.  Ahorros Alonso 8.30% (CC).
b. Ahorros y préstamos Gonzalez 8.40% (CT).

c.  Ahorros de Ecuador 8.25% (CD).

Donde CC representa el interés compuesto en forma continua, CT el interés
compuesto trimestral y CD el interés compuesto diariamente. Calcule el valorde un

capital de 1 000 usd invertidos en cada cuenta luego de 2 afios y medio.

Un prometedor pagaré alcanzara 30 000 usd al vencimiento luego de 10 aflosa partir
de ahora. ¢Cuanto estarfa dispuesto a pagar por el pagaré ahora si éste gana valor a
una tasa del 9% de interés compuesto continuamente?

Un pagaré pagara 50 000 usd al vencimiento después de 5 afios y medio a partir de
ahora. ¢Cuanto estatfa dispuesto a pagar por el pagaré ahora si éstegana valor a una
tasa del 10% de interés compuesto continuamente?

¢A qué tasa de interés anual compuesto continuamente se tendran que invertir un
importe de 1 000 usd para que se incremente a 2 500 usd en 10 afios? Usela férmula
A=Pe". Calcule la respuesta con tres digitos significativos.

¢Cuantos afios tendran que pasar para que 5 000 usd se incrementen a 8000 usd a
una tasa de interés compuesto continuamente del 9% anual? Usela férmula A=Pe",

Calcule la respuesta con tres digitos significativos.
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Ejercicios de repaso de la Unidad No. 1.

A 0.60 usd por bushel, la oferta diaria para el trigo es de 450 bushelsy la demanda
diaria es de 645 bushels. Cuando el precio se inctementaen 0.90 usd por bushel, las
ofertas diarias aumentan a 750 bushels y lademanda diaria disminuye a 495. Suponga

que las ecuaciones de ofertay demanda son lineales.

a. Encuentrelaecuacion oferta. (Sugerencia: forme la ecuacion dela oferta en

la forma p=aq+b para ay b))
b. Encuentre la ecuacién demanda.
C. Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

Si una persona entre los 65 y 69 afios de edad continda trabajandodespués de
comenzar a recibir los beneficios por seguridad social, los beneficios se reduciran
cuandolosingresos excedanunlimite establecido. En 2011, los beneficios se redujeron
en un délar por cada 2 usd que seganaron después de 8 880 usd. Encuentre el rango
en las reducciones de los beneficios para las personas que ganan 13 000 usd y 16 000
usd.

En Guayaquil, las ecuaciones precio-demanda y precio-oferta para los boligrafos son:

p = 75000 / q (Ecuacion demanda) p
= 0.0005q + 12.5 (Ecuacién oferta)

Donde q representan la cantidad y p el precio en délares. Encuentre elprecio de
equilibrio.



Las ecuaciones de costo para una fabrica son frecuentemente de naturaleza
cuadritica. Si la ecuacién de costos pata fabticar gomas paramotocicletas es C=x’-
10x+31, donde Ces el costo de fabricacion de unidades ala semana (Cy x en miles),
encuentte:

a. Laproduccion para un costo semanal de 15 000 usd.

b. Sila fibrica vende las gomas a 3 usd cada una, su ecuaciénde ingresos
es R=3x, donde R es el ingreso y x es el nimero deunidades vendidas

por semana. Encuentre el punto de equilibriopara la fibrica.
C.  Encuentre los niveles de produccion donde se obtiene una utilidad.

El costo de combustible por hora que un tren gasta en su recorrido es dev?/5usd,
donde ves la velocidad en kilémetros por hora. Otros costos, incluyendo mano
de obra, son 400 usd por hora. Exprese el costo total de un viaje de 500 kilémetros

como una funcién de la velocidad v.

Un almacén de ropa vende una camisa que cuenta 20 usd en 33 usd y unachamarra

que cuesta 60 usd en 93 usd.

a. Sisesupone que la politica de aumento de precios del almacén paralos objetos
que cuestan mas de 10 usd es lineal, escriba la ecuaciénque exprese el precio
de venta al menudeo R, en términos de costo C (precio de venta al mayoreo).

b. Cuinto paga el almacén por un traje que vende al menudeo a 240usd?

C.  ¢Cualeslapendiente dela grafica de la ecuacion que se encontré enel inciso a.

interprete verbalmente.

Una agencia de renta de autos renta 300 automoviles diarios a una tarifa de40 usd por
dfa. Por cada un délar de aumento en la tarifa se rentan cincoautos menos. ¢A qué
tarifa se tendrian que rentar para producir el maximoingreso? :Cuanto es el ingreso

maximo?



10)

¢Una inversién de 10 000 usd al 8.9% de interés compuesto diariamentedard

mayor rendimiento al final de un trimestre, que una inversion de 10 000

usd al 9% de interés compuesto trimestralmente? Explique.

Una cantidad de 5 000 usd se invierten al 13% de interés compuesto
semestralmente. Suponga que una segunda inversién de 5 000 usdobtiene una
tasa de interés compuesto diariamente. ¢Para qué valoresde , aproximados al decimal

mas cercano de un porcentaje, es mejor lasegunda inversion que la primera? Analice.

Una empresa estd intentando da a conocer un nuevo producto a tantaspersonas
como sea posible mediante comerciales de television en una gran area metropolitana
con dos millones de espectadores. Un modelo del numero de personas NV, en

millones, que conocen el producto luegode # dias de publicidad se encuentran con:
N=2(1-e 0. 037:)

Grafique esta funcion para . ¢Qué valor tiene cuando aumenta sinlimite?
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Unidad No. 2:

El Calculo Diferencial en la Administracion y la Economia.

La Unidad No. 2 mostrard que el calculo diferencial es uno de los elementos
matematicos que brinda un significativo aporte ala Administracién yla Economia. El calculo
diferencial, de modo general, tienen aplicaciones practicas que formanparte con estos dos
campos de las ciencias sociales. Dentro de los mismos, se pueden encontrar aplicaciones
del cilculo diferencial en materias tales como: microeconomia, mactroeconomia,

optimizacion de ingresos, de costos, en las finanzas, entre otras.

Objetivo de la Unidad: Resolver situaciones reales empleando técnica de derivacion,
enla Economia y la Administracion.

Para que el contenido de la unidad se presente de forma coherente y a su vez abarque

todos los temas relevantes; la unidad se estructura de la siguiente forma:
Capitulo IV: Andlisis de limites, continuidad e incremento de las funciones.
Capitulo V: La Derivada.

Los capitulos mencionados cuentan con los siguientes componentes que formansu
estructura:

- Contenido tedrico.

- Ejemplos practicos en la administracién y la economia.
- Resumen delo tratado.

- Setde ejercicios.

Ademas, al finalizar la unidad, se presenta otro set de ejercicios que abarcantodas las
materias estudiadas.
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Para la economia, no sélo es relevante determinar magnitudes que muestren una
determinada situacion, sino analizar como varfan estas magnitudes y de qué formainfluyen
sobre unas las vatiaciones de otras. Por ejemplo, la inflacién es un indicadorecondmico que
revela la variacion de los precios alo largo del tiempo; si dos nacionestienen la misma tasa de
paro, pero la de uno crece y la de otro decrece, entonces soneconomias diferentes; un
empresario podra estar interesada en estimar la variacion de sus beneficios que
ocasionatfa un incremento en la produccion, o del gasto publicitario, entre otros.

Suponga que el director de una empresa quiera maximizar los beneficios obtenidoscon la
venta de determinado bien. Suponga ademds que los beneficios (7r) recibidos solo
dependendela cantidad (g) vendida del bien. Esto se expresa matematicamentede la forma
siguiente:

% m = f(q)

En la figura se revela una posible relacion

o g~ & = fig) .

. | q entre Ty q. Evidentemente para lograr
e el miximo beneficio, el director debe
%3 ELEEEEETET producitq , que ofrece unos beneficios

iguales a T " Sise dispusiera de un
grafico como elmostrado, esta situacién
tendria solucionde forma sencilla mediante
G Cantided unaregla.

o o

No obstante, es mas probable, que el
director no tenga una descripcioén tan precisadel mercado. Por lo que el director tratard
de variar @ para ver donde obtiene elmiximo beneficio. Por ejemplo, partiendo de g,
donde beneficios de las ventas setfan 7. Luego intentatfa producit q®y verfa que los
beneficios se incrementarfan hasta 2. El sentido comun indica que los beneficios han
aumentado debido al incrementede q. Siempre que la relacion entre la variacién de T y la
variacion de q sea positiva,los beneficios aumentaran y la produccién se continuara

. ., * ’ e
elevando; sin embargo unaproduccion de ¢ > q , no setfa una decision acertada.

Este ejemplo ilustra lo util del calculo diferencial en diferentes analisis a nivel

empresarial.
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Capitulo IV:

Analisis de limites, continuidad e incremento de las funciones.

Contenidos: 4.1 - Funciones de vatias variables
4.2 Limites
43  Desigualdades lineales.
44 Ecuaciones cuadriticas.

4.5 Resumen del capitulo.

Aplicaciones practicas en la administracién y la economia

La definicion de funcion es elemental a la hora de estudiar la relacion entredistintas
magnitudes. Si se plantea que un elemento M es funciéon de otros elementos

x1,...,x,5si el valor que toman éstas determina totalmente el valor de
M. En tal caso se esctibe que M = M(x,,...,X,).

Por ejemplo, si se deposita un capital en un banco, el capital disponible (C),durante
un tiempo dado ¢ es funcién del capital inicial depositado Cy, del tiempo dado t y del tipo
de interés £ Concretamente:

C=C(,it)=C,(1+1i)
Esta férmula nos dice cémo calcular € si se conocen las vatiables Cy, i, t.

Es frecuente que una magnitud pueda considerarse funcién de otras sin que se conozca
explicitamente la relacién entre ellas. En tales casos entra en juego la modelizacién
matemdtica, que nos lleva a proponer férmulas aproximadas o razonables. Por
ejemplo, se puede suponer que la demanda de un articulo esfuncién de su precio, lo cual
no es exacto, pues ademas del precio pueden influirotros muchos factores, si bien éstos
pueden ser despreciados en la medida en la que puedan considerarse constantes. Aun
asf, una relacion explicita entredemanda y precios siempre debera considerarse como una
aproximacion teéricamas o menos simplificada a una funcién que en realidad es muy

compleja.
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4.1- Funciones de varias variables

Para definir las funciones de vatias variables se considera D un subconjunto de R™. Una
funcién escalar de n2 variables reales es cualquier criterio que a cada punto x E D le asigna

un unico numero real f(x). La funcién f se representa f: D ¢ R* — R.

El conjunto D sobre el que esta definida la funcién £se llama dominio de f y, dado x E D,
el namero f(x) se llama imagen de x por f.

Cuandon = 1, esdecit, cuando f: D ¢ R — R, se dice que f es una funcion real de
variable real.

En general, para determinar el dominio de una funcién habri que tener en cuenta que:
1) Los polinomios tienen por dominio R™
2)  Eldenominador de una fraccién no puede anularse.
3)  Elargumento de unlogaritmo ha de ser mayor que 0.
4 El dominio de la exponencial es el mismo que el dominio del argumento.
5 Elradicando de una rafz de indice par ha de ser mayor o igual que 0.

0) Eldominio de una raiz de indice impar es el mismo que el del radicando.

7). Labase de una potencia de exponente variable ha de ser mayor que 0.

Ejemplo: Calcula el dominio de la funcién f (x,¥,2) = In(x +y + z).
Solucién: Se trata de una funcion f: D ¢ R3 —— R, definida sobre el conjunto:

D = {(x,y,2)ER3|x + y +z > 0}

No obstante, a menudo sucede que si una funcion tiene una interpretacién econémica,
conviene consideratla definida en un conjunto menor que su dominio. Por ejemplo, la

funcién € (€O, i,t) = €O (1 + i)' es una funcion escalar cuyo dominio es:

D = {(C,i,) ER*|i > —1}
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Pues la unica restriccion es que la base 1 + i de la potencia ha de ser mayor que 0.
No obstante, cuando consideramos a € como la ley de capitalizaciéncorrespondiente
al interés compuesto hemos de considerar que su dominio es:

D' = {(CO,i,t) ER®*|CO = 0,i = 0},

Ya que no tiene sentido considerar capitales iniciales negativos €y ni tampoco tipos de
interés negativos. Incluso podemos desechar el caso de un capital ointerés nulo. En
determinados contextos convendra considerar Gnicamente tiempos no negativos

(t = 0),aunque en otros puede tener sentido que t sea arbitrario.

4.2- Limites.

Delo visto previamente, se llega al elemento matematico denominado Limite, quese define
cuando sea f: D ¢ R* - R una funcién escalar y sea p E R™ un punto de acumulacién
de D. Se dice que un punto LER es el limite de f{x) cuando x tiende a
p (y se representa por (!{iix},)f (x) = D siparatodo €> 0 existe § >

OtalquesixED,x #pyyllx —p|l < 6 entonces ||[f(x) — l]| < €SiE es
muy pequeiio, la condicién ||f(x) — || < € significa que f(x) es casiigual a I, luego
la definicién de limite puede parafrasearse asi: Si se toman puntos X suficientemente
cercanos a P (concretamente, tan cercanos como para que ||x

—p|| < 8), queesténen D (es decir, tales que exista f(X) y que no sean el propio

. entonces £{x) es casiigual a L.

En la prictica conviene recordar lo siguiente: La igualdad (lim) f(x) = U significa que si
xX=p

tomamos puntos X & P sobre los que esté definida la funcién £ entonces f(x) = I,

se entiende que la Gltima aproximacion serd mejor cuanto mejor sea la primera.

Ejemplo: Un caso practico de “paso al limite”, el interés continuo.

Se supone que un banco ofrece una cuenta cortiente con un interés simple de un3% anual.
Esto significa que los intereses generados en un tiempo ¢ (expresado en afios) seran I =
Gy 1t,donde Gy es el capital depositado e 7 el tanto por uno anual. El capital total serd C =
Gy + 1= Gy (1+ 1t). Se supone que depositen 10 000 usddurante 3 afios.

Segun esto, al cabo de tres afios dispondremos de un capital:

C(3) = 10 000(1 + 0.03 *3) = 10900 usd
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Ahora bien, se supone que al cabo de un afio (¢ = 1) se va al banco y se cancela la
cuenta, con lo que del banco se recibe:

C(1)= 10000(1 + 0.03 1) = 10300 usd
Y sise vuelve a ingresar, al tercer aflo se terminara con un capital de:

10609(1 + 0.03 * 1) = 10927.27 usd

Asipues, se ha ganado 27.27 usd sin mas que meter y sacar nuestro dinero cada aflo. La razén
es clara: al forzar al banco a que se nos pague los intereses del primer afio eingresarlos enla
cuenta, estos intereses generan a su vez nuevos intereses, los cuales,a partir del segundo afio
generan nuevos intereses. Ahora bien, todavia podriamosobtener ms dinero si cancelamos
y reabrimos nuestra cuenta cada mes. En general, si forzamos al banco a capitalizar los

intereses cada At afios (pot ejemplo, At = 1/ 12 serfa cada mes), se tiene que al final de

cada petiodo el capital se multiplica por 1 + iAt, y como en ¢ afios hay t/ A¢ Periodos,
el capital final serfa:

C(A) = Co(1 + iAt) /ae

Con los datos anteriores, si se capitaliza cada mes obtendra:

1 12-3
C =10000(1+0.03x1/;,) =~ = 10940,51 usd

Conlo que se ha beneficiado con 13 usd mas (40.27 usd mas que al principio).
En la practica no tiene sentido ir mas alla, pues las diferencias para valores mas
pequefios para At no llegan a un céntimo. Con lo visto puede probarse que:

lim Co(1+A0)E/,. = Cye' - C = Cye'

@arm, Co ( Vi At 0 0

La férmula que se muestra nos da el capital generado por un capital inicial Cp, enun tiempo
t auna tasa de interés continuo i.

En el ejemplo analizado:

C =10000e%%3"3 = 10941.74283 - C = ( Jlim ) C (Ab)
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Se intetpreta (en el caso de nuestro ejemplo), como que si At =~ 0, entonces el capital
generado por un interés simple anual del 3% durante 3 afios capitalizandointereses cada At
afios es C(At) = 10 941.74283.

Esto explica, entte otras razones, por qué los bancos no ofrecen interés simple,pues ello
serfa invitar a sus clientes a meter y sacar su dineto cuantas mas vecesmejor. En la practica
se usa el interés compuesto (discreto), que consiste enpactar no solo el tipo de interés,
sino también los intervalos en que capitalizan los intereses. Como es sabido, un depdsito
de un capital €y a una tasa efectiva anual i genera en un tiempo t un capital: € = Co(1 +
i)*,lo cual es equivalente a uninterés (simple) i en el que los inteteses capitalizan cada afio
(sin necesidad de que vayamos al banco a cancelar y reabrir la cuenta).

Podria pensarse que el interés continuo es una invencion, en el sentido de que ningin
banco nos va a capitalizar intereses cada segundo o cada hora, pero cualquiera
familiarizado con el interés compuesto sabe que, en realidad, el “periodo de
capitalizacién de intereses” carece de sentido con el interés continuo,pues un interés
efectivo anual es equivalente a otro tipo de interés efectivotrimestral, o mensual, o
diario, entre otras; y del mismo modo es equivalente a un interés continuo. Para
comprobatlo basta igualar las leyes de capitalizacién compuesta (discreta) y continua con
dos tipos de interés distintos i € i_:

Co(1+ i)t = Coei~t

De donde, tomando logaritmos, obtenemos la relacién:
tin(1+1i) =tiyzlne=ti, i, =In(1+1i)

Concluyendo, un interés efectivo anual (discreto) 7 es equivalente a un interés continuo
i, =In(1+1i),en el sentido de que la ley de capitalizacidn correspondiente al intetés
discreto 7 proporciona el mismo capital final que la ley de capitalizacién correspondiente
al interés continuo i . Asi pues, hablar de una cuenta cortientecon un tipo de interés
continuo del 3% no es una abstraccion matematica, sino dnicamente una forma
matematicamente mas comoda y simple de expresar la ley decapitalizacién que emplean
habitualmente los bancos.
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Propiedades de los limites:

Para que tenga sentido calcular (lim) f(x)es necesario que P sea un punto de acumulacion
X-p

del dominio de f, es decir, que nos podamos acetcar a p porpuntos donde esté definida f.

En la definicién solo se considera el valor de x) en los puntos X cetcanosa p distintos del
propio P, por lo que el limite de una funcién en un punto p sélo depende de la definicion de

f enlos puntos alrededor de p distintos del propio p.

Si una funcién tiene limite en un punto, el limite es unico, es decir, unafuncién no puede

tener dos limites distintos en el mismo punto.

Teotizando, se plantea que: sean f, g : D R" » R dos funciones escalates, d ER y p es

un punto de acumulacién del dominio D. Entonces:

L.

Sify g tienen limite en p, también lo tienen f + g ¥ fg y se cumple que:
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
(x-p) (x~p) (x~p)

lim f(x) g(x) = lim f(x) lim g(x)
(x-p) (x~p) (x~p)

Sif tienen limite en p, también lo tienen af y f gy se cumple que:
lim [af(x)] = a lim_f(x)
(x-p) (x-p)

Si fy g tienen limite en p y lim g(x) # 0, entonces f/g tiene limite en p y:

Una funcién vectorial £= (f1,..., fin) tiene limite en un punto P siy sélosi lo
tienen todas las funciones coordenadas fj, y entonces:

lim f(x) = | lim_f{(x),..., lim_f, (x)
(x-p) (x-p) (x-p)
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4.3- Continuidad.

Luego de haber analizado los aspectos fundamentales de la herramienta matematica
denominada Limite, se da paso al andlisis de otra herramienta matematica. La
Continuidad se define de la siguiente manera: una funcién f: D

C R c*n - Res continua en un punto p € D si existe (lim)f x) = f(p).
xX-p

En la prictica, para comprobar que f es continua en p se ha de verificar laspropiedades
siguientes:

—_—

) f estidefinidaenp (es decir, existe f(p)).

Do

) Existe lim_f (x).
(x-p)

=]

Se da la igualdad lim f (x
) Sedalaigualdad lim £ (x)

De las propiedades de los limites se deducen las siguientes propiedades de la
continuidad:

1. La continuidad de una funcién fen un punto p depende unicamente de los
limites, teniendo en cuenta el valor que toma en p).

2. Una funcién vectorial f = (f1,..., f,) es continua en un punto p siy solo si
lo son todas sus funciones coordenadas f;.

Se ha definido unicamente la continuidad de una funcién en un punto de acumulacién
de su dominio, lo cual deja sin considerar el caso de los puntosaislados. Se considera
que una funcién es siempre continua en los puntos aislados de su dominio, pero este
€4s0 N0 se va a aparecer en ningiin momento.

Por lo tanto se cumple que:

1. Sif,g:D cR"— R son funciones continuasenunpuntop € Dya C
R, entonces también son continuas en p las funciones f + g, af,fg vy, si
ademas g(p) # 0, también es continua la funcién f/g.

2. Todo polinomio es una funcién continua en todos los puntos de su dominio.

3. La composicién de funciones continuas es una funcién continua.
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. Las funciones e¥, f son continuas en todos los puntos de su dominio.
4. Lash e*, In x,"Vx t todos los puntos de su d

Se ha de recordar entonces que toda funcién construida a partir de polinomios
mediante sumas, productos, cocientes y composiciéon con las funciones usuales
(exponencial, logaritmo, entre otros) es continua en todos los puntos de su dominio.

Por ejemplo, si se analiza la funcion siguiente:

x+y

foy) = v y2+1

Es continua en todos los puntos de R’ pues es un cociente de polinomios (que son

funciones continuas) y el denominador no se anula en ningin punto.

lim x+y (10)_1
(x,y)—>(1,0)x2+y2+1_f' B

2

Concluyendo que siempre que tengamos que calcular el limite de una funcién en unpunto
donde sepamos que ésta es continua, el limite se obtendra sin mas que evaluarla funcion en
el punto, por la propia definicion de continuidad.

Ejemplo: Estudiar la continuidad de la funcién
f(x,y,2) = (x*y,z+y+ 2,y sinz)

Solucion:

La funcién f es vectorial, luego serd continua en los puntos donde sean tresfunciones
coordenadas. Las dos primetas son polinomios, luego son continuas en R3. La terceta es
continua en R®porque es producto del polinomio y por la funcion

continua Sin z. Por consiguiente, f es continua en R3.
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4.4- Incrementos de las funciones.

Los incrementos de las funciones se pueden dar de dos formas: parciales ototales.
Durante este epigrafe se estarin analizando ambos con el fin de brindaruna visién integral
de estos elementos matematicos que se utilizan con frecuenciaen la administracion y la
economia.

Incrementos parciales:

Sif:D cc R c ™ > R esuna funcidn escalar definida en un abierto Dy x € D, se
denomina funcién de incrementos parciales de f respecto de la variable x, a la funcién:

Bt f(X) = F Xy oo X DXy i, X)) = f (Ko Xy o X,)

De esta forma la funcién de incrementos parciales de una funcion f respecto a x; es otra
funcién cuyas vatiables son las de f mads la nueva variable Ax,, y permitecalcular el
incremento que experimenta f cuando la variable X; se incrementa enla cantidad Ax;. Si se
particulariza a un punto X, se obtiene una funcion cuya tnica variable es Ax;.

Ejemplo: Analisis de incrementos parciales en multiproductos.

Una empresa fabrica dos productos A y B, de modo que su funcién de beneficios es:

B(x,y) = x>+ 3y?—xy — 20
Donde x e y son, las cantidades producidas A y B respectivamente.

1 Calcula las funciones de incrementos patciales A B e Ay B.

2. La produccion actual de la empresa es (x,y) = (200,150). Calcula las
funciones de incrementos parciales para esta produccion.

3. Laempresa tiene la posibilidad de incrementar en 2 unidades la produccion de
A o de B. Determina cuil de las dos opciones es masconveniente.
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Solucion:
A.  Elincremento respecto de x es:

Ay B(x,y) = B(x + Ax,y) — B(x,y)
= (x + Ax)? + 3y% — (x + Ax)y — 20 — (xp + 3y* — xy — 20)
= x? + 2xAx + Ax?* + 3y* — xy — yAx — 20 — x? — 3y? + xy + 20

Llegando a: Ay B(x,¥) = (2x — y)Ax + Ax?

De la misma forma se realiza para Ay B(x,y) = B(x,y + Ay) — B(x,y), para

obtenet:

A ,B(x,y) = (6y — x)Ay + 3Ay>
B. Se sustituye x = 200 e y = 150 en las expresiones antetiotes:
A, B(200,150) = 250Ax + Ax> A, B(200,150) = 7004y + 3Ay?

C. Alaumentar la produccion de A (es decir, Ax = 2), el beneficio se incrementa
en

A, B(200,150)(2) = 504 u.m.
Mientras que si Ay = 2 entonces el beneficio se incrementa en
A,B(200,150)(2) = 1412 u.m.

Por tanto es preferible incrementar la produccion de B.Incrementos totales:
Si £D cc RM > R es una funcién escalar definida en un abierto D yxCD, se
denominafuncién de incrementos de f ala funcion:

Af(x) = f(xq +Axq, ..., xn+Ax, ) — f(X1, 0, X))

De esta manera la funcién de incrementos de una funcidén f es otra funcién cuyas
vatiables son las de f mads la nueva variable Ax, y permite calcular el incrementoque
experimenta f cuando cada variable X se incrementa en la cantidad Ax;j. Si se particulariza
aun punto p queda una funcién de las variables Axj.
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Ejemplo: Continuando con el ejemplo visto anteriormente.
Con el mismo enunciado del ejemplo analizado previamente responda:
Calcula la funcién de incrementos de B.

a) Laproduccion actual delaempresaes (x,y) = (200,150). Calcula la funcién
de incrementos para esta produccion.

b) Laempresatienelaposibilidad deincrementar en 2 unidades la produccién de

¢) Ayenlunidad lade B Determine el incremento de beneficio que obtendra.

Solucion:
a) Aplicando lo conceptualizado:

AB(x,y) = B(x + Ax,y + Ay) — B(x,y)
= (x + Ax)? + 3(y + Ay)? — (x + Ax)(y + Ay) — 20 — (x? + 3y — xy — 20)
= x2 + 2xAx + Ax? + 3(y? + 2yAy + Ay?) — (xy + xAy + yAx + AxAy) — 20
— x2-3y*+xy+20
= x% + 2xAx + Ax? 4+ 3y? + 6yAy + 3Ay? — xy — xAy — yAx — AxAy — 20
— x2 -3y +xy+20

b) La produccién actual de la empresa es (x,y) = (200,150). La funcién de
incrementos es:

AB(200,150) = 250Ax + 700Ay + Ax? + +3Ay? + —AxAy
©) Stel vector de incrementos es (L/x, 1y) = (2,1), el beneficio se incrementa en

AB(200,150)(2,1) =250 %2 +700+1+2/2+3+12-2+1=1205u.m.
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4.5 Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la administracion y la

economia.

Resumen del capitulo:

Funciones de varias variables.

La funcién f se tepresenta f: D € R*n — R. El conjunto D sobre el que estd definida la
funcion f se llama dominio de f y,dado x c D, el nimero Ax) se llama imagen dex por
f. Si una funcién tiene una interpretacién econdmica, conviene consideratla definida en
un conjunto menor que su dominio.

Por ejemplo, la funcién €(€0,i,t) = €0 (1 + i)t es una funcién escalar cuyo dominio es:

D = {(CO,i,t)R3 |i > —1}

Limites.

Unpuntol € R es el limite de f(x) cuando x tiende a p (y se representa por (lim) f(x)=
x-p

I) si para todo €>0 existe 6>0tl que sixcDx#pylx-pl| <9,
entonces [|f(x) — l|| < €. Si € es muy pequefio, la condicion [|f(x) — || < € significa
que f(x) es casiigualal.

Las propiedades de los limites que se plantearon fueron:

1. Para que tenga sentido calcular lim f (x) es necesatio que p sea un punto de

acumulacién del dominio de f, es decir, que nos podamos acercar a p porpuntos
donde esté definida f.

2. En la definicién solo se considera el valor de fx) en los puntos x cetcanos a p
distintos del propio p, por lo que el limite de una funcién en un puntop sélo
depende de la definicién de f en los puntos alrededor de p distintos del propio
p.

3. Siuna funcién tiene limite en un punto, el limite es dnico, es decit, una
funcién no puede tener dos limites distintos en el mismo punto.
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Continuidad.

Una funcién f:D cc R c *n - R escontinuaenun puntop C D siexiste lim f(x) =

f().

Se hade verificar las siguientes propiedades para comprobar que f es continuaen p:

1. f estidefinidaenp (es decir, existe f(p)).
2. Existe lim_ f (x).
(x-p)
3. Se dala igualdad (lim) f ().
x-p

La continuidad tiene las propiedades que se mencionan a continuacion:

1. La continuidad de una funcién fen un punto p depende dnicamente de los
valores que toma f alrededor de p.

2. Una funcién vectorial f = (f1,..., f;) es continua en un punto p si y solo si
lo son todas sus funciones coordenadas fj.

Incremento de las funciones.

Las funciones pueden incrementarse de forma parcial o total. En el primer caso,se analiza
elincremento desde el punto de vista delas variables de forma puntual,es decir, por separado;
en el segundo caso, el incremento es analizado en todaslas variables de la funcién ala vez,
es decir, como influye la variacién de todas lasvariables en la funcion.

Sielincremento es parcial se define como:sif: D € € R™ - R es una funciénescalar
definida en un abierto Dy x € D, se denomina funcién de incrementos parciales de f
respecto de la variable x, a la funcion:

Ay f(X) = f (X, Xi FAXG o X ) — (X1, e, Xy e, X))

En el caso del incremento total se define como: Si £D © € R™ - R es una funciénescalar
definida en un abierto D y x c D, se denomina funcién de incrementos de f a la funcion:

Af(x) = f(x1 +Axq, ., Xy + DX, ) — F (Xq, 00, Xp)
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Ejercicios relacionados con la administracion y la economia:

Se estima que la demanda de un producto en un mercado esta en funciéon
delprecio p y de la renta media r de los consumidores:

20rp?
D(r'p) :1"3 +p3er/p

Actualmente la renta es 7 =5 usd y el precio es p = 2 usd. Determina el
dominio matematico de la funcién D y el subdominio con sentido
econémico. Estudia lacontinuidad en uno y otro. Calcula la demanda actual
del producto, asi como elincremento esperado si Ap = 1. Igual si Ar = 1.
Interpreta el resultado. ¢ Cual serfael incremento si tanto la renta como el precio
se duplicaran, es decir, si se pasaraa (r,p) = (10,4)2 Interprétalo. Calcula
D(5,0.05) e interpreta el resultado.

Se estima que la funcién de costes de una empresa es:

C(x,y)=150In(3 + x + 2y)

Donde x ey son las cantidades producidas de los dos articulos que
fabrica la empresa. La produccién actual es (x,¥) = (100,100). Determina
el dominio matematico de la funcién € asi como el subdominio con
sentido econémico. Estudia la continuidad de € en uno y otro.
Determina los costes fijos dela empresa y la funcién de costes variables.
Calcula el incremento AC que experimentan los costes si la produccion se
incrementa en Ax = 4. Igual si Ay= 4.Igual si, simultineamente, Ax =
3y Ay = 2. Escribe el vector de incremento de laproduccion en cada uno de
los tres casos. Repite el problema suponiendo que elvector de produccion
actuales (x,¥) = (50,30).

Una editotial distribuye una enciclopedia y una historia del arte a través de un equipo
de 10 vendedores. Cada uno de ellos tiene un salario anual de 7 000usd mas una
comision de 30 usd por cada enciclopedia vendida y 35 usd porcada historia del
arte. Ademas, si las ventas anuales conjuntas superan las 2000 unidades el equipo
recibe un suplemento de 5 000 usd repartido enproporcion a las ventas de cada
miembro. Calcula la funcion de costes anuales C(x,y) que le supone a la editorial su
equipo de ventas, donde x e y son las unidades vendidas de la enciclopedia y la
historia, respectivamente. Indica su dominio econdmico y estudia su continuidad. El
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beneficio de la editorial (sin contar el coste del equipo) es de 130 usd por cada
enciclopedia vendiday de 140 usd por cada historia del arte. Calcula la funcién de
beneficio neto B(x,y) (es decit, descontando el coste del equipo), estudia su
continuidad, calcula B(15, 20) e interpreta el resultado.

La funcién de costes de una empresa en un instante ¢ (expresado en aflos) es:

C(x,y,t) = (100 + 20x + 10y)e? 01t

Donde x e y son las cantidades producidas de cada uno de los dos

articulosque fabrica.

Calcula el dominio matematico de la funciéon € y el subdominio con
sentido econémico. Se entiende que t = 0 es el afio actual, pero la empresa

ya existfaen aflos anteriores.

Suponiendo que la produccién no se altera de un aflo al siguiente, sen
quéporcentaje aumentara el coste de la produccién? (Es decir, se pregunta
el porcentaje de aumento que supone pasar de tat+1.) En el aflo
actual #=0la produccién ha sido (x,y) = (50, 30), mientras que para el
afio siguiente seprevé (x,y) = (51,32). Calcula AC para este periodo.

Depositamos un capital de 30 000 usd durante 5 afios a un 8% de interés
continuo anual. Calcula el capital final y el interés efectivo anual. Calcula

el incremento medio anual del capital.

Enviar una carta de primera clase tiene un costo de 10 usd por cada gramo ofraccion
menot. Analice la continuidad de la funcién de costo £{X) que resultade enviar una

carta que pesax gramos si0 < x < 8.

Después de consultar a un matematico, un fabricante sabe que el costo de
producir x articulos puede simularse por:
C(x) = 0.001x3 — 0.3x2 + 40x + 1 000

¢ Determine el incremento en el costo cuando el nimero de
unidades se incrementa de 30 a 70.

¢ Calcule el costo promedio por unidad adicional de incremento
en la produccién de 40 a 70 unidades.
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¢ Calcule el costo promedio por unidad adicional en el

incremento de produccion de 70 a 90 unidades.

8. SeaC(x) = mx+bconm > 0yb > 0 unafuncién de costo lineal. Verifique que

el costo promedio por unidad adicional es siempre el mismo, independientementede
los niveles de produccion. Ilustre graficamente.

9. Cuando el precio de cierto articulo es igual a p, el ntimero de articulos quepueden

venderse por semana (demanda) estd dado por la férmula:
1000

Jp +1

¢ Determine el incremento de la demanda cuando el precio de incrementa de4
usd a9 usd.

X =

¢ Determine el incremento en el ingreso bruto cuando el precio del articulo se
incrementa de 1 usd a 4 usd.

¢ Calcule el incremento promedio del ingreso total por unidad de incremento

en el precio cuando éste se incrementa de 1 usd a 9 usd.

10. Durante el periodo de 1990 a 2010, el producto nacional bruto de cierto pais se

encontraba dado por la férmula:
I=5+0.1x*

Enmiles de millones de dolares (x en afios y x=0 corresponde al afio 1990). Determineel

crecimiento promedio del PNB por afio entre 2000 y 2005.
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Capitulo V: La Derivada.
Contenidos: 5.1 El problema de la tangente: un breve repaso.

5.2 Detrivada de una funcién.
5.3 Técnicas de detivacion.
5.4 Derivadas parciales.
5.5 Derivadas en la administracién y la economia.
5.6 Composicién y homogeneidad de una funcién.
5.7 Aplicacién practica de la optimizacién de funciones.
5.8 Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la

administracién y la economia.

A continuacion trataremos uno de los conceptos fundamentales del Calculo,que es el
de la derivada. Esta herramienta tiene muchas aplicaciones en loscampos de la
administracién y la economia, lo que la hace una de los elementosmatematicos mas
importantes en el presente libro. Este concepto es un limite queesta estrechamente ligado a
la recta tangente, a la velocidad instantinea y en general a la razén de cambio de una
vatiable con respecto a otra. Por lo tanto esnecesario comenzar por refrescar brevemente el

problema de la tangente.

5.1- El problema de la tangente: un breve repaso.

Muchos de los problemas importantes del analisis matematico puedentransferirse o
hacerse depender de un problema basico que ha sido de interés paralos matematicos desde
los gtiegos. Es éste el problema de trazar una rectatangente a una curva dada en un punto

especifico a ella.

Este problema fue resuelto por métodos especiales en un gran namero de ejemplosaislados

aln en la temprana historia de las matematicas. Sin embatgo, no fue sino hasta el tiempo
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de Isacc Newton (1642-1727) y de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) que se dio un
método general sistematico para obtener la solucién.En este sentido se acredita a estos dos

hombres la invencidn del calculo.

Aunque el problema de la tangente pueda parecer de poco interés a los no
matematicos, el hecho es que las técnicas desarrolladas para resolver el problema son la
mera columna vertebral de gran parte de la ciencia y las tecnologfas actuales.Por ejemplo, la
direccién del movimiento de un objeto alo largo de una curva en cadainstante se define en
términos de la direccion de la recta tangente a la trayectoria de movimiento.

v Como al conocer la pendiente de unarectay

A T un punto de ella, la recta queda
completamente determinada, se tieneque el

e / Qfry) problema de trazar una rectatangente a

una curva dada, por unpunto de ésta, se
reduce a encontrarla pendiente de la recta.

ftx) = v |-—=4 W

] Considere la representacion grafica de
//“ 2 ¥ » Xuna curva con ecuacién y = f(x), donde
/ fes una funcién continua.

Se desea trazar la recta tangente en un punto P(xg; yo) dado de la curva. Sea PQ larecta
secante que pasa pot los puntos P(xg; ¥o) ¥ Q(x;¥) de la curva. La pendiente de esta
secante, denotada m; estd dada por:

_Y—Yo _f() — f(x)

S ox—xg X — Xg

Como la pendiente de una recta es igual a la tangente del angulo que forma la rectaconla
parte positiva del eje X, y como fes ese angulo parala recta secante, entonces:

m =tan @ = f(x) — f(xo)/(x — xo)
Suponga que existe una recta tangente a la curva en P(xg;¥g). Sea PT dicha recta. Se
mantiene ahora el punto P fijo y se hace que el punto @ se aproxime a P, a lo largode la
curva. Cuando esto sucede, la inclinacion 0 de la recta secante se aproxima ala inclinacién
de & de la recta tangente, lo que puede esctibirse como:

lim0 = a
Q-P
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En igual forma, la pendiente de la secante tiende a la pendiente de la tangente,es decir:

limtanf =tana
Q-P

Ademas, cuando @ tiende hacia P, la abscisa x tiende hacia xp por lo que:

x)— f(x
lqinzlr tanf = tana — lim tanf = tana — lim tanf = lim M = tana

x-Xg x-Xg x-Xo X — X

Sisedenotapor m,(x) lapendientedelarectatangentealacurvaen P (Xg; ¥g),entonces: X — X

m(x) = tim L)

Por lo tanto, La pendiente de la recta tangente a la curva con ecuacion ¥ = f(x) enel
punto (Xg; ¥o), denotadamy(xg ) es igual al limite mencionado previamente,siempre
que este limite exista.

Ejemplo: La recta tangente a la curva.

Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva con ecuacién f(x) = x2 —3x, enel
punto (1,-2). La ecuacién de la recta tangente es: ¥ = mx + b. Utilizando la definicién
antetior vamos a averiguar la pendiente en (1,-2).

Solucion:

fx) = f(1)
x—1

m.(1) = lim
x-1

Dot x?—3x—(-2)
me(1) = lim ——
o x2=3x+2
me(1) = lim=———
(= D(x—2)
m =TT

m(1) =lim(x —2) = -1



®

El Cilculo Diferencial en la
Administracion v la Economia

Luego my(1) = —1, por lo que y = —x + b. Para averiguar b, sustituimos el punto
(1,-2)
como sigue: =2 = —(1) + b de donde b = —1.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es y = —x — 1.

5.2- Derivada de una funcién.

Se retoma lo planteado en el epigrafe anterior, donde la a recta tangente a una curva

¥ = f(x) en el punto [xg, f (xp)] ha sido definida como la recta que tiene por pendiente:

. f(x) — f(xo)
my(xg) = lim ——————
x-Xg X —Xp
En el supuesto caso de que este limite exista.

Cuando este limite existe lo llamamos la derivada de la funcién f en xq y lo detonamos
port f'(x0). Es decir:

oy e £(X) = (Xo)
f(Xo)—il_l)g—X_ %

Sise hace x — x0 = h (0 sea x = x0 + h), se puede escribir:

F (e =t G0+ =)

A veces se usa Ax (incremento de x) en lugar de h y Ay en lugar de f(x0 + Ax) —
f(x0),en cuyo caso:

Entonces ahora se puede definir que si existe:

£ (xo) = lim fO) — (o) _ o SO0 —h) —f(xo) _ . Ay
¥ " xx x-%X,  h-0 h T -0 Ax
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Se dice que: la funcién f es derivable en xpy que f'(xg) es la derivada de f en xq. Si no
existe £(xp), se puede afirmar que la funcion f no es derivable en xp o bien que lafuncién f
no tiene derivada en x,.

La derivada de la funcion, f'(xg ), puede tener otras notaciones para reconocerla:

df (x)
dx

Considerando la definicion de la derivada de y = f(x) en x0, ya estudiada, se puede

_ O,df| 0P x=x0v
X=X dxX_X dx|x-x vy (Xo)

plantear que para obtener la derivada de f en x0 se tiene que calcular:

L. f(xq) 0 bien f(xg + h).

2. Elincremento de la funciéon: Ay = f(x) — f(xg) = f(xo + h) — f(xp).
3. El cociente de incrementos o cociente diferencial:
Ay _ @) = f(xo) _ flxo +h) — f(xo)
Ax X — Xp h
4, El limite del cociente diferencial
Ay f)—f(xe) . f(xo+h)— f(xo)
lim — = lim—— = =lim
Ax->0AXx  x-xg X — Xg h-0 h

Algunos expertos en el tema a este proceso de cilculo de la derivada de unafuncién le
llaman “la regla de los cuatro pasos”. Esta regla se visualizara mejor mediante el siguiente

ejemplo:
Calcular la derivada de la funcion f(x) = 4x3 — 5x* — 6x + 7enx = a.

Se emplealaigualdad f'(a) = lim Ay = lim f(x) — f(a)
Primer paso: f(a) = 4a® — 5a* — 6a + 7
Segundo paso:
Ay = f(x) — f(a) = (4ax® — 5x*> —6x + 7) — (4a® — 5a*> — 6a + 7)
=4(x*-a®)-5(x*—-a*)—-6(x—a)

Tercer paso:
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by f@)-f(a) 4(x*-a®)-5(x*-a?)-6(x—-a)
A x-a (x - a) -

4(x*+ax+a*)-5x+a)-6

Para: x + a

Cuarto paso:

A x)—f(a
lim =Y = limw =lim4(x*+ax+a?)-5x+a)-6
A0 Ax  x-a xX—a xX-a

=4(a*+a*+a*)-5(@+a) -6 =4(3a®)-52a) -6 =12a* - 10a -6

Entonces,

. Ay .
f'(a) = Alalcrjloﬂ = 12a® — 10a — 6 para cualquiera € R
5.3- Técnicas de derivacion.

La derivada de las funciones elementales se calcula recutriendo ditectamente a la
definicién, como en los siguientes ejemplos, aunque en algunos casos los limites

indeterminados que aparecen pueden ser complicados de calcular.

Ejemplo A: Detivada de una funcion constante f(x) = k

x+h)—f(x k—k 0
f(—’)lf()=lim—=lim—=}lin30=0

f (X) - }cl—l}(} h-0 h h-0 h

Ejemplo B: Derivada de f(x) = x?

 (x+h?-x>  x*+2xh+h®-x* _ 2xh+h®
lim = lim =lim———— =1im(2x + h) = 2x
h-0 h h0 h h-0 h h-0
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Ejemplo C: Derivada de f(x) = Vx
Vi +h) -Vx
h

g VO - DG VD) k) -
10 h(J (x + h) — Vx) "0 h(y(x + h) —Vx)

f(x) =lim

93
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Algebra de derivadas.

Conocidaslas derivadas delas funciones elementales, un conjunto de propiedadesconocidas
como algebra de derivadas, permiten calcular la derivada de otrasfunciones construidas

combinando aquellas mediante operaciones aritméticas ycomposicion de funciones.

A'gebta de detivadas

f)=gx)thx) f)=9g'() £h'(x)

fO) =g(x) *h(x) f) =g () * h(x) + gx) * k()

g'(x) * h(x) — g(x) * h'(x)
h(x)?

foy =99

0o ,Sih(x) #0

fl) =

f'(x) = g'(x) * ' (x) - (Regla de la cadena)

) = gh(x))

Tabla de derivadas de las funciones elementales
Funciones elementales FuncionesCompuestas g;a;l:;)) Reglade 1a
f)=a fx)=0
fx) =x Fe)=1
fQ) = ax f@=a f@) = ag(x) £ =ag'(x)
f@)=ax+b f@=a f@) = ag(x) +b f(x) = ag'(x)
f@) = x? f(x) = 2x F@) = g(x)? f(x) =2g(0)g (®)
1
= ) = L ==
[ = fe) =50 60 = Va0 F =@
fO) =" #0) £/(x) = nx™ f@) = g™ £/ = ng(x)" g’ (x)
fQ0) = e* f@)=eé* f@x) = e9® f@) = 995y
f@) = ax (a>0) F/(x) = a* In(a) F@) = a%© F@) = a9©m(a)g' (x)
1 — , 1,
F&) = In(x) f =1 f@) = In(g () 110 =55 90
1 My Y
£ = logp() f6) =y fo) =logotay | T @ gmmey O

Es necesatio aclarar que con el objetivo de aglomerar en una sola tabla todas las detivaciones de
funciones elementales, incluyendo las funciones compuesto que se derivan utilizando la Regla de

la Cadena, contenido que se estudiardposteriormente en este capitulo.

94
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5.4- Derivadas parciales.

Las funciones de incrementos estudiadas en el capitulo anterior suelen ser
complicadas. Sin embargo, si se esta dispuesto a renunciar a calcular el valor exactode los
incrementos de una funcién y sustituirlo por una aproximacion razonable,podemos

obtener una férmula relativamente sencilla.

Sea f: DR™— R una funcién escalar definida en un abierto D, para cada punto p C D, se
definela derivada parcial de f respecto ala variable x; enel punto p como:

of . Aif® .. f(Py.Di+ DX .. Dn) = f(D1, . PR)
—| lim ——— = lim
dx Ax~0  Ax; Ax;~0 Ax;

Se obsetrva ante todo que una derivada parcial es un limite y, por lo tanto, no tienepor qué
existir. En el supuesto de que exista, de acuerdo con la interpretacién del limite vista en
el tema anterior, se tiene que si AX; es suficientemente pequefio,entonces:

Aif(p)  of of
Ax,  ox, pAyf(p) = ox, |pAx;

Esta férmula contiene la interpretacién de las derivadas parciales. Para enunciatla
matematicamente conviene introducir el vocabulario usual en economia: “Una unidad
marginal de una magnitud es una unidad pequefia en comparacién con el valor que toma
dicha magnitud. Un incremento matginal de una magnitud es un incremento pequefio en

comparacion con el valor que toma dicha magnitud.”

Enlamayotfa de los ejemplos que se van a considerar sera fundamental que lasunidades
consideradas sean marginales. Por ejemplo, si la inversién de una empresaen produccion
es del orden de varios miles de ddlares, se podra tomar como unidad monetaria
(marginal) para estudiatla un centenar de ddlares, mientras que si queremos estudiar el
gasto mensual de cierta familia (por ejemplo, del orden de 300 usd), un centenar de délares
no servira como unidad marginal, pero sf servird,en cambio, un délar. En estos términos,

la interpretacion de la férmula anterior es:



&

El Cilculo Diferencial en la
Administracion v la Economia

“La derivada parcial de una funcién f respecto de una variable X en un puntop
representa el incremento que expetimenta f por cada unidad marginal queaumentala

vatiable X alrededor del punto p (suponiendo que las demas variablesno se alteran).

Sea £ D € CR"— R una funcién vectorial definida en un abierto D, dado p € D, sedice
que fes derivable en p si existen las derivadas parciales respecto de todas las variables de
sus funciones coordenadas, es decir existen:

of of of fm

ax, Pp)i=1,.nj=1,.m- a—xl(p) = (6x,- P, ... ax,

(»)

Si una funcién tiene derivada parcial respecto de una variable en todos los puntosde su
dominio, entonces la derivada parcial es otra funcién con las mismas variables:
of

:Dc [R"->R
ax,-

Como la funcién que a cada punto p € D le asigna la derivada parcial de f respectode x;
en dicho punto.

Continuando con el ejemplo analizado en el epigrafe sobre los incrementos en las

funciones, trabajandolo sobre la base de lo visto en este epigrafe.

Ejemplo: Calcula las derivadas patciales de la funcién de beneficios
B(x,y) = x2 +3y2 —xy—20

Solucion:
0B  AB  (6y —x)Ay+3Ay*
By "M T im g m m ey =2y
0B AB  (6y—x)Ay+3ay*
By My lm g - fmey —xay =6y

Por lo tanto,

0B (200,150) = 250 0B (200,150) = 700
dy | ’ - dy | ’ B
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De acuerdo con la interpretacién de la derivada, un incremento de 2 unidades en la
produccion de A produce un incremento de beneficios de

Ax
Ax B (200, 150)(2) =~ 33(2001150) a = 2502 =500 u.m.

Mientras que el mismo incremento en la produccién de B da lugar a un incrementode los

beneficios de
B
A, B (200,150)(2) = @(200, 150) Ay =700+2 =1400 u.m.

Estas estimaciones no son exactas, pues los incrementos exactos se calcularon en el ultimo
epigrafe del capitulo anterior y eran de 504 y 1 412 u.m. respectivamente,pero se observo
quelaaproximacién con las derivadas parciales es buenay, como severa enseguida, es mucho

mas facil de calculat.

Al comparar la definicién de detivada parcial con la definicidn de derivada de una funcién
de una variable se llega facilmente a la siguiente conclusion: “La derivada parcial de una
funcion f respecto de una vatiable X puede calcularse con las mismasreglas de derivacion

validas para funciones de una variable sin mas que considerar como constantes a las demas
variables de f.”

5.5- Derivadas en la administracion y la economia.

En economia es frecuente referirse a la derivada de una magnitud afiadiéndole aesta el calificativo
“matginal”. Por ejemplo, si C(x,¥) es u%cfuncién de costes, donde x ey son las cantidades
producidas de dos articulos, la derivada / 8% es el coste marginal respecto de x, es decir, el

(incremento del) coste que ocasionarfa aumentar en una unidad la produccion del primer articulo.

Igualmente, si B(t) son beneficios de una empresa en un tiempo ¢ entonces el beneficio
marginal es dB / dp que se interpreta como el beneficio que se obtiene alpasar una unidad
(marginal) de tiempo.
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Si U(x,y) es la utilidad que obtiene un consumidor al adquirir cantidades x e y dedos

productos A y B, entonces la utilidad marginal respecto de y es la derivada ()U/ ay

decir, (el incremento de) la utilidad que obtendria el consumidor al gastar una unidad
monetaria mas en el producto B, entre otras. Es importante sefialar que “estas y todas las
interpretaciones especificas del adjetivo “marginal”’en su uso en economia son casos

exclusivos de la interpretacion general de las derivadas parciales.

A menudo se usa la palabra “acumulado” por oposicién a “marginal”. Por ejemplo,si se dice
que el beneficio acumulado por una empresa en un tiempo ¢ (expresadoen afios) es B(t) =
50 000 In (1 + t)usd, esto significa que en su primer aflo seobtuvo B(1) = 34657
usd, en los dos primeros afios B(2) = 54930 usd (conlo que el beneficio
acumulado durante el segundo afio dnicamente fue de B(2) — B(1) = 20 273 usd,
etc. Por otra parte, el beneficio marginal sera:
50 000usd/ano
Bm(®) = 1+t

Lo cual significa que la empresa comenz6 acumulando beneficios a un ritmo de Bm(0) =
50 000 usd/aifo, pero al final de su primer afio la tasa de incrementode los beneficios
se habia reducido a Bm(1) = 25000 usd/afio, entre otros. Es frecuente que no se
especifique si una funcién corresponde a cantidadesacumuladas o marginales, pues
esto puede deducirse de las unidades: si sehabla de unos beneficios de 5 000t usd hay
que entender que son beneficios acumulados, pero si dicen 5 000t usd/afio entonces
han de ser beneficios marginales.

f
En general, las unidades de una derivada /@ son unidades de fcon respecto a la unidad

de Xx. Por ejemplo, un coste o una utilidad marginales se expresa en unidades
monetatias/unidad de producto, entre otros.

Es necesario recordar que un incremento puede representar un aumento o unadisminucién
segun sea su signo positivo o negativo. Como consecuencia: “Ladetivadade una funcion f respecto
de una variable X;j serd positiva si un aumento de x dalugara un aumento de f, y serd negativa si,
pot el contrario, un aumento de X da lugar auna disminucién de f.”

Por ejemplo, en condiciones normales, la detivada de la demanda de un producto respecto de su
precio serd negativa, pues un aumento del precio da lugar a unadisminucién de la demanda. Sin
embargo, la derivada de la demanda respecto al gasto en publicidad sera positiva, pues un aumento
del gasto publicitario da lugar aun aumento en la demanda.
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Introduciéndonos en el tema de los incrementos potcentuales, Siuna funcién Fdepende (entre
otras) de la variable X, la detivada oF / 9 fepresenta el incremento absoluto que produce en F un
incremento de una unidad en X, aunque a menudo es mas util determinar el incremento relativo al
valor de F, es decit, es mds informativosabet que el paro ha descendido enun 2% que no saber cuantos
parados menos hay.Para obtener un incremento porcentual basta con observar en lugar de tomar el
valorde F como el 100%, la derivada anterior supone un porcentaje de

AF—loan
T F ox

Si no se pone el 100 se tendra el tanto por ciento de incremento. Por ejemplo, la tasa de
crecimiento porcentual de un capital sujeto auninterés continuo Frespecto del tiempo, es decir,
la tasa de crecimiento porcentual de la funcién € = €O e respecto de £ es

1004C 100

Ta = micoeitt =100i
o

Si no se pone el 100, se concluye que i es el tanto por uno de incremento que experimenta el
capital en cada instante. Mas concretamente: “El interés continuo esel interés generado por cada
unidad de capital en una unidad marginal de tiempo.”

Hay casos en que la disparidad entre las unidades de la funcién y de la variable hacen
aconsejable considerar otro indice de crecimiento relativo. Por ejemplo, si D esla demanda
de un producto y p es su precio, un valor grande (normalmente negativo) pata

aD . , ~ .., . ..,
/ap indicara que una pequena variacion en el precio provoca una gran variacion en la

demanda, mientras que un valor pequefio de la derivada indica que la demanda apenas se
altera por la variacion del precio.

Ahora bien, se ha de tener presente que no se puede estimar si la derivada es grande o
pequeiia sin tener en cuenta las unidades que se estin considerando,principalmente porque
la demanda vendra dada en unidades de producto y el precio en unidades monetatias.

Para evitar este inconveniente lo usual es considerar incrementos relativos tantode la
vatiable como de la funcion. Es decir, suponga que el precio del articulo seincrementa en
un 1%. Esto significa que:
p
AAp = —
100

De acuerdo con la interpretacién de la derivada, el incremento que esto ocasionarden la
demanda serd de aproximadamente
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oD p

AD = ———
ap 100

¢Qué potcentaje de la demanda supone este incremento? La respuesta es:

100AD 1008D p paD
—5— = 35700 535 = FOP)
D D ap100 Dap

Este valor recibe el nombre de elasticidad de la funcién D respecto de la variablep (hay
quien lo define con un signo negativo para que sea positiva en el caso delademanda/ precio)
y, seglin se acaba de ver, representa el porcentaje en que seincrementala funcién Dpor cada
1% que se incrementa la variable p. Este valor esindependiente de las unidades en que se
expresen Dy p. Este término econémico estd muy familiatizado con las materias de
microeconomia y macroeconomia.

Por ejemplo, la elasticidad respecto del tiempo de un capital sujeto a un interés
continuo 7es

E(C,t) tac it
, =—-——=1
cat
Esto se interpreta como que, cuanto mas tiempo pasa, el incremento del capital sevuelve
mas sensible al paso del tiempo.

5.6- Composicion y homogeneidad de funciones.

En este epigrafe se estardn analizando las funciones compuestas y las funciones
homogéneas. Ambos tépicos permitirin comprender en toda su magnitud las
funciones compuestas mostradas en la tabla de las derivaciones y sus derivadas.
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Composicion de funciones.

Sif:AR" - R™y g: B c R™ - R*son funciones tales que f [A] € B, se define como funcion
compuesta g o f: A € R" - R*como la funcién dada por (g o f)(x) = g(f (x)).

Expresado de otra forma, g o f es la funcién que a cada punto x le asigna el resultadode
aplicar f a x y después aplicar g al resultado f(x).

Ejemplo: Demanda

La demanda de una empresa esta dada por la funcion:

50 50
PP, (391 +q2)(391+2q3)

Enlaprictica, calcularuna composicién de funciones consiste en sustituir unas funcionesen otras.
Es muy importante no confundir la funcién D (p4, p2) conla funcién compuesta D (q4, qz). Es
frecuente que se use el mismo nombre para ambas (en este caso D), y entoncesse distinguen por
lasvariables.

D(py,p2) =

Para ver la relacién entre el ejemplo antetior y la definicion previa se ha de considerar lasfunciones
4, q, comolascomponentesdeunafuncidnvectorial f: A € R* —» R* deformaque:

f(@1,92) = 341 + 42,91 + 2q3)

El dominio es A = {(q,,q,) € R* | q,> 0,q, > 0}, pues no tiene sentido considerar
precios menores o iguales que 0. A suvez, la funcion de demanda D(p1, P2 ) es una funcién
D:B ¢ R*- R, donde B = {(p,,p,) € R"|p, > 0,p, > 0.}, La funcion D(q,, q,)
es, en términos de la conceptualizacion de la funcién compuesta, la funcién D o

f.Para calcular D(q,, q,) seaplica primero f a (q,,q,) paraobtener (p,, p,) yluego
D(p4, p2) para obtener la demanda cotrespondiente.

Regla de la Cadena: sean f:A € R™ - Ry g: B € R" - R* dos funciones definidas en
abiertos A y B tales que f [A] € B.Suponga que fes diferenciable en un puntop € 4y
que g es diferenciable en f(p) € B, entonces go fes diferenciable en p y:

d(gof)w) =g @) * Jf(p)
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Ejemplo: Beneficios estimados.

Una empresa estima que sus beneficios vienen dados por la funcién:

4+ 0.2t

B(t,p) = —=
p>—5

Donde el numerador es una estimacién de la demanda futura en funcién deltiempo ¢
y el denominador es una correccién en funcién del IPC p. El tiempoactual es #=1y el
IPCesp = 3 usd. No hay ninguna prevision fiable de la evoluciéndel ZPC, pero la empresa
estima que en la actualidad

dp
—~—11=0.2
dtl

Segtin estas estimaciones, ¢los beneficios de la empresa van a aumentar o adisminuir a
corto plazo?

Solucién: Puesto que la funcion de beneficios depende del tiempo y del ZPC'el cual, a su
vez, depende del tiempo, se puede asegurar que existe una funcién (compuesta) en la que
los beneficios dependen del tiempo como tnica variable.

En consecuencia, se puede establecer una funcién compuesta del modo siguiente:

(Bof) (@) = B(D)

Se conoce explicitamente la expresion de B(t,p) y se sabe que el momento actual se
corresponde con t =1y p = 3. Sin embargo, en la expresion de f solo se conoce la
primera funcién coordenada. De la segunda funcién coordenada no se conoce su
expresion pero se sabe que:

P 1 0.2 (1) =13
dtl =0. y p)=

. dB .
Para responder a la pregunta del problema se necesita conocer o |1, es decit, la

derivada de la funcién compuesta. Claramente:

—(1) (1 3)—(1) +—(1 3) (1)
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Se sustituyen los valores de las detivadas:

dB
;W =01+1-1575:0.2=-0.215

Por tanto, a corto plazo los beneficios de la empresa disminuiran.

Si se hubiese calculado dB/0t (t, p) no se estarfa respondiendo a la pregunta porqueesta
derivada nos indica la variacién de los beneficios con el tiempo suponiendoconstante
el IPC. Puesto que en el problema aseguran que el JPC depende del tiempo, ésta ultima
hipotesis es falsa.

Homogeneidad de funciones.

Una funcién f: D € R™ > R definida en un abierto D es homogénea de grado m € R
paratodox € DytodoA > 0talque Ax € D secumple que f(Ax) = A™ f(x).

Sean f, g: D € R™ > R funciones definidas en un abierto D. Entonces:

1) Si fyg son homogéneas de grado m, entonces f + g también es homogénea de
gradom.

2) Sif es homogénea de grado my & C R, entonces af también es homogéneade
gradom.

3) Sif es homogénea de grado my g es homogénea de grado r, entonces fg es
homogénea de gradom + .

4)  Sif es homogénea de grado m, g es homogénea de grado 'y g no se anula en D,
entonces f/g es homogénea de gradom — r.

5)  Sif esdeclase C'en D y es homogénea de grado m, entonces sus derivadasparciales
son homogéneas de gradom — 1.

Con relacién a este tema, de las funciones homogéneas hay dos aplicacionestelevantes
en la administracion y la economfa.
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Ejemplo I: La ilusién monetaria

Suponga que ante un aumento en su salatio, un trabajador piensa que ha aumentado
su fenta y esto provoca un incremento en su consumo. Sin embargo,si los precios han
aumentado en la misma proporcién (o mayor) que el salatio, la renta real del trabajador
no ha aumentado y en este caso se dice que estdafectado por la ilusion monetatia.

Con mayor formalidad, suponga un mercado con n bienes de precios p1, p2,...p,,.Para
un consumidor determinado con una renta R, la demanda del bien 7 viene dada por la
funcion:

X, = x,(pP1, P2, -Pms R)

Silos precios y la renta varfan en una proporcién 4, los consumidores no suftiranilusién
monetaria si:

xi (lpll APZ' T Apm' AR) = xi (plr P2 ---Pm» R) = AO xi(pl: P2 ---Pm R)

Eso significa que si las funciones de demanda son homogéneas de grado 0, no seda la
ilusién monetaria.

Ejemplo II: Rendimientos a escala.

Se considera una funcién de produccion Q(x1,x2,...xn ) donde X, es el i-enésimo
factorproductivo. Suponga que Q es una funcién homogénea de grado m, es decir se
cumple que:

Q(Ax, Ax,,...Ax,) = A" Q(x,, X,,...X,)

Donde 4 representa la proporcién en la que varfan los factores productivos y se
denomina factor de escala, donde es claro que:

1) Sim = 1laproducciénylos factores productivos aumentan enlamisma propotcion.
En este caso se dice que hay rendimientos a escala constantes.

2) Sim > 1 laproduccién aumenta mas que los factores productivos. En este caso se
dice que hay rendimientos a escala crecientes.

3) Sim < 1 laproduccién aumenta menos que los factores productivos. En este caso
se dice que hay rendimientos a escala decrecientes.
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5.7- Aplicacion practica de la optimizacion de funciones.

La optimizacién de funciones es un término econémico que se relaciona con la
obtencién de maximos y minimos, es decir, el punto mas alto de la curva o lo mas bajo.
Para el hallazgo de estos maximos y minimos es necesario que se lleven a cabo dos
condiciones que utilizan las detivadas como eje central de llegar a su resolucion:

¢ Condicién de primer orden para el maximo o el minimo: Para que una funcién
deuna variable alcance su valor maximo o valor minimo en un punto, la

derivadaen ese punto (si existe) debe ser 0.

¢ Condicién de segundo orden: La condicién de primer orden es una condicién
necesaria para alcanzar un maximo, pero no es una condicion suficiente. Para
garantizar que el punto elegido es, en efecto, un punto maximo, se debe imponer
una segunda condicion, la segunda derivada.

A continuacion se ira profundizando en la teotfa y calculo de ambas condiciones,haciendo

hincapié en la condicién de segundo orden.

Si un directivo de una empresa fuera capaz de estimar la funcién f(q), donde lavariable
. . . , . d

g, ¢s la cantidad producida, teéricamente serfa posible encontrar el punto en el que f / df =

0 En este punto 6ptimo (pot ejemplo g, se cumplitia que:

d
d—}; |q = q *= 0 condicion de primer orden (CPO)

Sin embargo, un directivo no experimentado podtia llamarse al engafio si aplicarade forma
ingenua sélo esta regla. Por ejemplo, suponga que la funcién beneficiostiene la forma de los
graficos que se muestran a continuacién, donde w son los beneficios recibidos:
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I
1
I
|
I
1
1
I
A

q Cantidad a Cantidad

Sila funcién beneficios esla que se muestra en el grafico de la izquierda, entonces el directivo,
al producir dm /d q= 0 clegirfa el punto g, *. Este punto constituye un minimoynoun
maximo, delos beneficios. Analogamente, sila funcién de beneficios es la que se muestra en el
grafico deladerecha, entonces elegirfa el punto gy, *, que, aunque ofrece un beneficio superior
al de cualquier nivel de produccién inferior a g, *, es sin duda, inferior a cualquier produccién
supetiora g, "

Estas situaciones indican que el hecho matematico de que d”/ dq = 0 es una

condicién necesaria para alcanzar el 6ptimo, pero no es una condicion suficiente. Para
garantizar que el punto elegido sea un punto maximo, se debe imponer una segunda
condicion.

Intuitivamente, esta condicién es evidente: el beneficio disponible produciendo, o bien
un poco mas o bien un poco menos que q ", debe ser menos que el que seobtiene con
q . Si esta condicién no se cumple, el directivo podra buscar un nivel deproduccién mejor

que q ", Matematicamente, esto significa que d”/ dq < 0 cuando q > q *y debe ser
d”/ dgq < 0 cuando q > q . Por tanto, en q , d”/ d qdebe estar disminuyendo.Otra

manera de decir lo mismo es que la derivada de dn /d qdebe ser negativa en g p
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Segunda derivada de una funcion.

La derivada de una derivada se denomina segunda detivada y se esctibe como:
d’m d*f
a2’ a2 ° (@

La condicién adicional para que ¢” teptesente un maximo (local) es pot tanto:

d’n
d_qz lg =q*=f"(q)|lq = q *< 0 condicion de segundo orden (CSO)

De aqui que, aunque la ecuacion dn /d q= 0 es una condicion necesatia para alcanzar un

. ;. [ . (% 2
maximo o un minimo, esa ecuacién debe combinarse con la ecuacion @ n/ dq? < 0 para
garantizar que el punto es un maximo o minimo local de la funcién. Por tanto, ambas
ecuaciones son condiciones suficientes para alcanzar este maximo o minimo.

Ejemplo: Maximizacién de beneficios.

Suponga que la relacién entre beneficios (7) y cantidad producida (g) viene dadapor:
m=1000q — 5q>

El valor de q que maximiza los beneficios se puede calcular aplicando la derivaciénde
funciones cuadraticas:

d”/dq = 1000 — 10g = 0(CP0)q *= 100

En q=100 la ecuacién muestra que los beneficios son iguales a 50 000 usd, el mayor valor
posible. Si, por ejemplo, la empresa decidiera producir ¢ = 50, los beneficios setfan iguales
237500 usdyen q = 200, los beneficios setfan iguales a cero.

El que g = 100 es el maximo “global” se puede demostrar calculando la segunda
derivada de la funcién beneficios:

2

d n—lO CcSo
dqz_ ( )
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De aqui que la tasa de crecimiento de los beneficios disminuya; hasta ¢g=100 estatasa de
crecimiento sigue siendo positiva, pero por encima de este nivel pasa a ser negativa. En
este ejemplo, ¢ = 100 es el tnico valor maximo local de la funcién w. Sin embargo, con
funciones mas complejas, puede haber varios maximos y minimos.

Segunda derivada patcial de una funcién.

Como mismo se ha estudiado la segunda derivada de una funcion, es necesario analizarla segunda
derivada parcial deuna funcién. La derivada parcial de unaderivada parciales directamente andloga
ala derivada segunda de una funcién de una variable y sedenomina detivada parcial de segundo
ordenyse puede escribir como:

Por lo general, el orden en que se calculan las derivadas patciales para calcularderivadas
parciales de segundo orden no importe. Es decir,fj = f;; para cualquierpar de variables
X, X;. A este resultado se le conoce a veces como el “teorema de Young”. Esta capacidad
de la segunda derivada parcial ofrece una forma muy facil de mostrar predicciones que
realizan los modelos econdémicos sobre elcomportamiento.

Optimizacion de funciones con vatias variables.

Empleando detivadas parciales, se puede analizar ahora la optimizacién de funcionescon
vatias variables. Suponga que un agente quiere encontrar un conjunto X que maximice el
valordey = f(xy, X3, ..... X, ). Elagente puedeintentar maximizar solo una delas variables,
digamos que x al tiempo que mantiene constantes todas las demas. Lavariacion de y (es
decit, dy), que se detivatfa de una vatiacién de x; viene dada por:

ay

= 6—xldx1 = f1dx,

dy

Esta expresion afirma que la vatriaciéon de y es igual a la variacién de X1 por la
p q y gu 1P
pendiente calculada en la direccion de xy.
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Si varfan todas las variables independientes en una pequefia cuantia, el efecto totalsobre la
suma de todos los efectos. Por tanto, la variacién total de y se define como:

ay ay ay
dy =—d d
y = ax, Xy +—— ax, Xy + o+ — ax,,

n = f1dxy + frdx; + - frdx,
Esta expresion se denomina derivada total de £y es directamente analoga a laexpresion del caso
de una variable.

Al igual que con las funciones de una sola variable, una condicién necesaria paraun 6ptimo de
una funcion f(Xq, X3, ... X,) es que dy = 0 para cualquier combinacién de pequefias variaciones
de las variables independientes. La unica forma de que

se cumpla esta condicion es que, en el punto analizado f1 = f = "= f, = 0. El puntoen
el que se cumple esta ecuacion se denomina punto ctitico. Se podria encontrar

este punto maximo (o minimo) encontrando un punto donde y no reacciona a movimientos
muy pequefios de cualquiera de las variables independientes. Esteresultado es extremadamente
importante para el analisis econémico ya que afirmaque cualquier actividad podtia llevarse al punto
en que su contribucion marginal al objetivo es cero. Si se detuviera antes de ese punto, no se lograrfa
optimizar y.

Paralas funciones con varias variables, las condiciones de primer orden mencionadas tampoco
son suficientes para garantizar el maximo o el minimo se necesita unacondicién de segundo
orden similar a la estudiada con las funciones de una variable,para garantizar que el punto
calculado utilizando la ecuacidén fy = f, ="*'= f, = Oque es un maximo local.
Como en el caso de una Unica variable, esto implicanecesariamente fijarse en las
derivadas parciales de segundo orden de la funcién

£ Estas parciales de segundo orden deben cumplir determinadas restricciones (iguales a la
restriccion derivada en el caso de una unica variable) para que el punto critico calculado
conla ecuacion f; = f, = "= f, = 0 sea un maximo local.

Maximizacion con testricciones.

Hasta ahora se ha centrado el foco en calcular el valor maximo de una funcion sin restringir
las elecciones sobre las x disponibles. En muchas ocasiones, por ejemplo se exigen todas
las variables independientes positivas. Este requisitose cumplirfa para el problema de un
empresario que elige el nivel de producciénque maximiza sus beneficios, por lo tanto no
tendrfa sentido un nivel productivonegativo. En otros casos, los valores de las X pueden
estar restringido por cuestiones econémicas, como es el caso de cuando se eligen los
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articulos quese van a consumir porque el individuo no puede elegir cualquier cantidad que
desee; por el contratio, sus elecciones estan restringidas por su poder adquisitivodisponible,
es decir, su restriccion presupuestaria. Estas restricciones pueden reducir el valor 6ptimo
de la funcién que se quiere optimizar.

Un método para resolver los problemas de optimizacion con restricciones es elmétodo
del multiplicador lagrangiano, que utiliza un inteligente truco matematicoque también tiene
una interpretacién econémica til. La racionalidad de este métodoes bastante sencilla, aunque
aqui no se intentara hacer presentaciones rigurosas.

Suponga que se quiere calcular los valores de Xq,Xp,.....X, que maximizan y =
f(x1, %2, ... x,) sujetaaunarestriccion que solo permite utilizar determinados valotes delas
x. Unaformageneral de escribir estarestricciones g (Xq, Xz, .....X,) = 0, dondela funcién

g representan la relacién que debe cumplirse en las X.

Para el cilculo de la CPO, el método del multiplicador lagrangiano parte de la
formulacién de la expresion L = f(xq,%,,...%,) + 4g(xq, X3, ... X,,) donde 4 es una
variable adicional denominada multiplicador lagrangiano. Si se restringe la atencién
exclusivamente a los valores de x que cumplen la restriccién, el calculo del valormaximo
(o minimo) restringido de fes equivalente al cilculo del valor critico de L. Entonces se
procederd a este calculo, considerando que 4 es también una variable independiente:

aL

aL aL aL
a—xl=f1+lgl = 0,E=f2+ﬂ.gz = 0,...E=fn+lgn = O,a=g(x1’x2,...,xn) =0

Estas ecuaciones son las condiciones para obtener un punto ctitico de la funcién L.
Observe que hay n + 1 ecuaciones y n + 1 incognitas. Las ecuaciones se pueden resolver, por

lo general, para x1, X2, ..... Xy y para A. Esta solucion tiene dos propiedades:

. Tasx cumplirdn la restriccion por la ecuacion anterior impone esta condicion.

2. Entre todos aquellos valores de X que satisfacen la condicién, aquellos que
también satisfagan las ecuaciones antetiores harin que L (y por tanto f) sea lo

mds grande posible (suponiendo que se cumplen la CSO).
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Solo en el caso de quela restriccion seaineficaz (en cuyo caso, 4 es cero) se obtendrala misma
solucion para las ecuaciones restringidas y sin restringir, ya que serfanlas mismas. Estas
condiciones marginales tienen una interpretacién econdmica en muchas situaciones
distintas.

El multiplicador lagrangiano tiene una aplicacion en los andlisis econémicos cuando se
relacionan coste-beneficio. Utilizando la interpretacion econémica de este término:

S _fr __a
—g1 92 —92

Donde en el punto maximo, el cociente £; respecto a gy es el mismo para cada x;. Perolos

=42

numeradores de las fracciones son simplemente las contribuciones marginales de cada x a
la funcién £ Muestran el beneficio marginal que tendra una unidad mas

de xj en la funcion que se estd intentando maximizar. Traducido esto para la relacion
coste-beneficio, indica que, para los valoreséptimos de las x, el cociente del beneficio
marginal de incrementar x; frente al coste marginal deincrementar x; deberfa ser el misma
paracada x. Alaluz de esteandlisis el multiplicador lagrangiano es:

beneficio marginal x;

coste marginal x;

Sise relajara ligeramente la restriccién, no importarfa cudl de las x cambiara puesto que, en el
margen, cada una ofrece el mismo cociente de beneficios respecto a los costes. El
multiplicador lagrangiano ofrece pues un indicador de cémo afectarfaesta relajacion

general de la restriccion al valor y. En esencia, 4 asigna un preciosombraala restriccion.

El analisis anterior indica que hay una clara relacion entre el problema de maximizar
una funcién sujeta a restricciones y el problema de asignar valores alas restricciones. Esto
reflejalo que se conoce como el principio matematico de ladualidad: cualquier problema de
maximizacién con restricciones tiene asociado un problema de minimizaciéon con
restricciones del problema original.
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Condiciones de segundo orden.

Hasta ahora la optimizacion se ha centrado principalmente en las condiciones necesarias
(CPO) para encontrar el maximo. Para garantizar que el punto analizado en si es un
maximo, tiene que disminuir cuando se aleja del mismo, por lo tanto lo que se debe
comprobar es si y estd aumentado antes de alcanzarla “meseta” de la curva y se disminuye
luego. Entonces lo que se requiere es quedy disminuya para pequeflos incrementos del valor
de x. En otras palabras, CSO,exige que la funcién ftenga una forma concava en el punto
ctitico.

Funciones Ecuacion de la CSO
Funcién de una variable fr(x) <0
Funcién con dos variables firfez = f122>0
Funcién con restricciones firfez = 2fi2fife + f22/12 <0

Las funciones que cumplen con la condiciéon de que las detrivadas parciales
segundas (f11 ¥ f22)sean suficientemente grandes como para compensar cualquier
efecto perverso posible de las detivadas parciales cruzadas (fiz = f21) se denominan
funcionesconcavas. Estas funciones dejan claro que un punto plano en este tipo de funcién
es,de hecho, un auténtico maximo porque la funcién tiene siempre pendiente negativaa

partir de ese punto.

Las funciones cuasi concavas tienen la propiedad de que el conjunto de todos los
puntos para el que esa funcién toma un valor mayor que cualquier constante
predeterminada es un conjunto convexo (es decir, dos puntos cualesquiera del

conjunto se pueden unir por una linea que esta totalmente dentro del conjunto).
Veamos a continuacion un ejemplo integrador.
Ejemplo: Vallas 6ptimas y maximizacion con restricciones

Suponga que un agricultor tiene una valla de determinada longitud Py quiere cercarel area

rectangular mas grande posible. ;Qué area debetfa cercar el agticultor?

Solucién: Se trata claramente de un problema de maximizacién con restricciones. Para

resolvetlo, sea x la longitud de un lado del rectangulo e y la longitud del otro lado.
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El problema consiste en elegir x y y de forma que se maximice el area del campo(dado por

A = x * y), sujeto a la restriccion de que el petimetro es fijo e iguala P = 2x + 2y.
Partiendo de la expresion lagrangiana estudiada

(L= f(xy, x5, o, %) + Ag (x4, X5, ., X)) ): L = x x y + A(P — 2X — 2Y)
Donde 4 es la incognita del multiplicador lagrangiano. Las CPO para el maximo son:

oL

—=y-21=0

ax y

0L_ 2=0

ax X a
aL—P 2 2y =0
ax x y=

Las tres ecuaciones deben resolverse simultineamente para X,y YA . Las dos primeras

dicen que:

Por lo que x debe ser igual a y (el campo debe ser cuadrado). También implica que se debe
clegir x e y de forma que el cociente de los beneficios marginales respecto alos costees
marginales sea el mismo para ambas variables. El beneficio(en términos del area cercada) de
una unidad mas de x viene dado por y (el dreaaumenta en 1 *y), y el coste marginal (en
términos de petimetro) es 2 (el perimetro disponible se reduce en 2 por cada unidad que
aumenta la longitud del lado x).Las condiciones de maximo afirman que este cociente

debe ser igual para cada una de las variables.

Puesto que se ha demostrado que x =y, se puede utlizar la restriccién para
demostrar que:

x=y=P/4Ey=21CA=P/8
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Si el agricultor estuviera interesado en sabet cuanto campo puede cercar afiadiendo

una yarda mas de valla, el 4 sugiere que podtia calculatlo dividiendoel perimetro actual por

8.

Ahora suponga que el campo actual tiene 400 yardas. Si el agricultor ha hecho una
planificacién éptima, el campo serd un cuadrado de 100 yardas de lado. El area cercada
tendra 10 000 yardas cuadradas.

Supongaahotaque el petimetroaumentaraunayarda. Entonces A = p / g Predeciria que el
area total aumentarfa en aproximadamente 50 yardas cuadradas.

El problema dual de esta situacién de maximizacién con restricciones es que, parauna
determinada 4rea de un campo rectangular, un agricultor quiere minimizar el tamafio de

la valla para cercar el campo. Matematicamente, el problema consisteen minimizar:

P = 2x + 2y sujeto alarestriccion A = x x y

Escribiendo la expresion lagrangiana: Escriba aqui la ecuacion.(donde Dindica el

hecho de que se trata del problema dual) se obtienen las siguientes CPO para el minimo:

aLP ,

o 2T Ary=0
aLP
W=Z—A”*x=0
aLP

a1 o ATrry=0

Resolviendo estas ecuaciones como antes, se obtiene el resultado: x =y = VA. Esto
demuestra que el campo debe ser cuadrado si se quiere minimizar la longitud de lavalla. El
valor de 4 en esta situacion es:
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Al igual que antes, este multiplicador lagrangiano indica la relacién entre el objetivo
(minimizar la longitud de la valla) y la restriccion (la necesidad de cercar el campo).Si el
campo tuviera 10 000 yardas cuadradas, como se vio antes, setfa necesaria unavalla de 400
yardas de longitud. El incremento del campo en una yarda cuadrada exigitia
aproximadamente 0.02 yardas de valla.-

Para demostrar las condiciones de segundo orden en el caso de las restricciones: Para
analizar las CSO se calcula:

fi=Ffx=Y

szfy:x
fi1=fu=0
fZZ:fyy:()
fiz=fy=1

Haciendo las sustituciones pertinentes en la ecuacion: fqy f5 — 2f12f1f2 + f22f5 < 0

0+« x2—2+x1*xy*xx+0x*y>=-2xy

Puesto que x y y son ambas positivas en este problema, se cumplen las CSO paraun maximo
con restricciones.

5.8- Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la administracion yla
economia.

Resumen del capitulo:

Derivada de una funcion.

Si se denota por mg (xq) la pendiente de la recta tangente a la curva en P(xq; ¥g),
entonces:

() = f(x0)
my(xo) lim ——————=
xX—Xxq X — xo
Por lo tanto, La pendiente de la recta tangente a la curva con ecuacioén y=f{x) en el punto

(x0; ¥0), denotada my (xq ) es igual al limite mencionado previamente,siempre que este
limite exista.
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En el supuesto caso de que este limite exista.

Cuando este limite existe lo llamamos la derivada de la funcién fen xyy lo denotamos
pot f'(x0). Es deci:

Entonces ahora se puede definir que si existe:

F/(xg) = limf(x) —f(x0) _ lim f(xo+h) — f(xo) lim Ay
T x—x  (h-0) h T (ax-0) Ax

Se dice que: la funcion f es derivable en xg y que f'(%g) es la derivada de f en x,. Sino
existe f'(%y ), se puede afirmar que la funcién f no es detivable en xy o bien que lafuncion

fno tiene derivada en x,.

La derivada de la funcién, £(xg), puede tener otras notaciones para reconocetla:

df (x)
dx

|_0df|_0dy 0.
x—x,dxx—x dx|x—x,y(x0)

Derivadas parciales.

Seaf:D cc R™ > Runa funcién escalar definida en un abierto D, para cada punto p C
D, se define la derivada parcial de f respecto ala variable x; en el punto p como:

O ) tim Bt gy S@L PO o) — @1, p0)
0x; P f(p) 2x~o0 Ax,

Si Ax; es suficiente pequeflo, entonces:

A f(p)  Of of
“h, Elp - Ay f(p) = El Ax;

Sea f:D ¢ [RJ n - R una funcién vectorial definida en un abierto D, dado p € D, se
dice que f es derivable en p si existen las detivadas parciales respecto de todas las
variables de sus funciones coordenadas, es decir existen:

of . . of ) Of p) Ofm
ax, P i=1,.nj=1.m= ax, - ox, ' ox,

(»)
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Si una funcién tiene derivada parcial respecto de una variable en todos los puntos de su
dominio, entonces la detivada patcial es otra funcién con las mismas variables:

of:Dcn- [R]"-R

En economia es frecuente referirse a la detivada de una magnitud afiadiéndole aesta el
calificativo “marginal”. Por ejemplo, si C(x, ¥) es una funcion de costes, donde x e y son
las cantidades producidas de dos articulos, la derivada BC/ ax'c el coste marginal

respecto de X, es decit, el (incremento del) coste que ocasionarfa aumentar en una unidad
la produccién del primer articulo.

En general, las unidades de una derivada of / dxSon unidades de f conrespecto alaunidad

de x Por cjemplo, un coste o una utilidad marginales se expresa en unidades
monetatias/unidad de producto, entre otros. Composicion y homogeneidad de las
funciones.

Si FAER™ > R™My g:BeR™ - R¥ son funciones tales que f[A] € B, se define como
funcién compuesta g o f: A € R™ - R¥ como Ia funcién dada por (g o f)(x) = g(f (x)).

Expresado de otra forma, g o f es la funcién que a cada punto x le asigna elresultado
de aplicar f a x y después aplicar g al resultado f(x).

Regla de la Cadena: sean f:A € RM™ > Ry g:B € R" > RK dos funciones definidas en
abiertos Ay B tales que f[A] € B. Suponga que fes diferenciable en un punto p € Ay que g
es diferenciable en f(p) € B, entonces g 0 f es diferenciable en p y:

d(go ) =jg(f®) IfP)

Una funcién f: D € R™ - R definida en un abierto D es homogénea de grado m € R
para todo x € Dy todo 4 > 0 tal que Ax € D se cumple que f(Ax) = Am f(x).

Sean f,g: D c R™ - R funciones definidas en un abierto D. Entonces:

1. Si fy g son homogéneas de grado m, entonces f + g también es homogéneade
gradom.

2. Si fes homogénea de grado my & € R, entonces af también es homogéneade
gradom.
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3. Sif es homogénea de grado my g es homogénea de grado r, entonces fg
es homogénea de gradom + 7.

4. Sif es homogénea de grado m, g es homogénea de grado 1y g no se anula en D,
entonces f/g es homogénea de gradom — 1.

5 Sif esde clase € e b y es homogénea de grado m, entonces sus derivadas
parciales son homogéneas de gradom — 1.

Optimizacion de funciones.

La optimizacién de funciones es un término econémico que se relaciona con la
obtencién de maximos y minimos, es decir, el punto mas alto de la curva o lo mas bajo.
Para el hallazgo de estos maximos y minimos es necesario que se lleven a cabodos
condiciones que utilizan las derivadas como eje central de llegar a su resolucion:

- Condicién de primer orden para el maximo o el minimo: d_{l lq = q *

. d?
- Condici6n de segundo orden: # =q=q*=f"(qQlg=q*<0
La derivada parcial de una derivada parcial es directamente andloga a la derivada segunda
de una funcién de una variable y se denomina derivada patcial de segundoorden y se puede
escribir como: 8 2f ax]- ox; = fij. Por lo general, el orden en que se calculan las
derivadas parciales para calcular detivadas parciales de segundo ordenno importe (fy; =
fji) para cualquier par de variables x;x; Si varfan todas las variables independientes en
una pequefla cuantia, el efecto total sobre la suma de todos los efectos. Por tanto, la
vatiacion total de y se define como:
dy =2 axy + 2y + -+ 22 dx; + fodx, + - fnd
=——dx; +—dx; + - +-—dx, = fidx Xy + o fndx
yax11ax22 axnnf11f22 fadx,
Esta expresion se denomina derivada total de £y es directamente analoga a la
expresion del caso de una variable.

Un método para resolver los problemas de optimizacién con restricciones es el
método del multiplicador lagrangiano. El método del multiplicador lagrangiano partede la
formulacion de la expresion L = f(xq, X2, .. X ) + 49 (X1, X2, ... X5,) donde 4 es
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una variable adicional denominada multiplicador lagrangiano. Considerando que 4 es
también una variable independiente, entonces se calcula:
daL

fatag =2 g =0, e f ag, =02k = =0
a_xl_fl g1 = ox, =f2 g2 =0, ... ax,K_f" Gn = Jal—y(xl'xz'---xn)—

Estas ecuaciones son las condiciones para obtener un punto ctitico de la funcién L (CPO).
La solucion de estas ecuaciones tiene dos propiedades:

i.  Las x cumplirin la restriccion por la ecuacion anterior impone esta condicion.

ii.  Entre todos aquellos valotes de x que satisfacen la condicién, aquellos que también
satisfagan las ecuaciones anteriores hardn que L (y por tantof) sea lo mais grande
posible (suponiendo que se cumplen la CSO).

Para garantizar que el punto analizado en si es un maximo, tiene que disminuir cuando se
aleja del mismo, En otras palabras, la €SO, exige que la funcién f tenga una forma concava en
el punto critico.

Funciones Ecuacion de la CSO

Funcién de una variable f"(x) <0

Funcién con dos variables fitfor — f5 >0
Funcién con restricciones firfs = 2fiafifo + farfE <0

Ejercicios relacionados con la administracion y la economia:

1) Indicaelsigno que tendrén en condiciones normales las derivadas siguientes:

a. Laderivada del salario de un trabajador respecto al tiempo.

b. Laderivada parcial de la demanda de un articulo respecto de su precio.

C. La derivada parcial del volumen de ventas de una empresa respecto desu
inversion en publicidad.

d. La derivada parcial del ahorro medio de los habitantes de un paisrespecto
delindice de precios.
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f.  La derivada respecto al tiempo de la poblacién de un pais en el que cada
familia tiene una media de 1.8 hijos.

g. Laderivada del indice general de la bolsa de Madrid respecto del tiempo.

2) SiP(t) es el producto interior bruto de un pafs en un tiempo ¢, squé es la
derivada 9P / ax’

a. Lainflacién del pafs en un tiempo t,
b. El crecimiento econémico del pais en un tiempo t,

C. No tiene interpretacion econdmica.

3) Elprecio del petroleo es una funcién P que depende, entre otras variables, de laoferta
x de crudo en el mercado. ¢Cual sera, en condiciones normales, el signo de la derivada

aP/ ax?

4) Una editorial A es una de las principales suministradoras de libros a una pequefia
ciudad, aunque tiene una unica competidora B. La empresa estima quela demanda de
sus libros enla ciudad depende del precio medio al que los vendep_1, del precio medio
a que vende los libros la editorial B y del precio medio delos articulos de primera
necesidad. Si la funcién de demanda de los libros de Aes D(py, P2, P3) ylaemptesa
estima que, para los precios actuales pg se tiene:

oD aD aD

ap, Po = _z'a—pz Po = _1'6—p3|p0 =2

¢Cuil de las variables pz, psrepresenta, presumiblemente, a los precios de la editorial

By cuil a los precios de los atticulos de primera necesidad? ;Quéefecto tendtfa

para la editorial una rebaja media de sus precios de 0.8 usd?

5) Sea C(x,y) la funcion de costes de una empresa, donde x e y son las cantidades
producidas de dos articulos A y B. Explica la diferencia de interpretacion entre

ac ac
ax l(400,200) ¥ ax (40,20
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6)

7)

10)

1)

Calcule el costo marginal C’(x) y el ingteso marginal R (x) de las funcionesde costo
e ingreso siguientes:

a. C(x) =40+ (In2)x?

b. R(x) =x—0.01x2

C. C(x) =0.0001x3 — 0.09x2 + 20x + 1200
d. R(x) =5x—0.01x"2

Silafunciénde demandaes x + 4p = 1 000 ylade costoes C(x) = 1000 + 5x,

calcule la utilidad marginal con respecto a x cuando p = 150.

Si la funcién de demanda es Vx +p = 10 y la de costo es €(x) = 60 + x, calcule
la utilidad marginal con respecto a x cuandop = 7.

El editor de una revista descubre que si fija el precio de 1.00 usd a su revista,vende, al
mes, 20 000 ejemplares; sin embargo, si el precio fijado es de 1.50usd, sus ventas sélo
seran de 15 000 ejemplares. Si el costo de producircada ejemplar es de 0.80 usd
y tiene costos fijos de 10 000 usd al mes,suponiendo una ecuacién de demanda
lineal:

a. Calcule su funcién de utilidad marginal y determine el precio de la revista
que haga qué la utilidad marginal sea igual a cero. Evalue lautilidad misma
cuando el precio es:

i. 1.80 usd.
ii. 1.90 usd.
iil. 2.00 usd.

La Secretarfa de Finanzas indica que a partir del 2001, el impuesto predial sobre una

casa de tres habitaciones es de P(x) = 60x/2 + 40x + 1200 usd, donde x se
mide en afios. Estime el cambio del monto del impuesto predial durante la primera
mitad del afio 2005.

. e > 1y 1 .
En determinada fabrica, la produccién es de @ = 600K /2 1'/3 unidades
donde K representa la inversion en capital y L el nimero de obreros. Estime el
incremento porcentual que se generard en la produccion a partir de un aumentode 2%
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en el numero de obreros, si la inversion de capital no cambia. Comparecon el
incremento porcentual real.

12) El IPC de un cierto pafs en un instante ¢ (expresado en afios) viene dado por la

férmula:
P=e ’(1 + t/50)3

a. Calculalainflacién del pais, es decir, el porcentaje de aumento delos precios:

10001
~ P at
b. Estudia el comportamiento de la inflacién en ¢#=0. ;Esta aumentando o
disminuyendo?
C. Calculala tasa de incremento de la inflacién en el pafs, es decir,
10091
T at

d. ¢Cuinto valeen t = 0?

€. ¢Cémo varfalatasa deincremento delainflacion del pais?, screce o decrece?

13) Elcapital de una empresa durante un periodo de diez afios [0,10] viene dado potla

funcion:

C(t) = 5003 — 3
Determina el capital con que contaba la empresa al principio del periodo y el
capital final. Determina el beneficio marginal B, (t) de la empresa en cada
instante ¢ Determina la rentabilidad de la empresa en cada instante # es decir,el
beneficio generado por cada unidad de capital disponible en un instante #

B, (1)
[0)

R(®)

Calcula la rentabilidad inicial y final de la empresa. Determina el tanto por ciento de
incremento anual de la rentabilidad de la empresa.



&

El Calculo Diferencial en la

Administracion v la Economia

14)

15)

Una empresa exporta un producto a tres paises en cantidades x,y,z;
respectivamente. La empresa tiene unos costes variables de transportede x-yusd
por cada unidad del producto enviada al primer pafs, 3y — x — 2zusd. por cada
unidad enviada al segundo pafs y 4z — 2y usd por cada unidad transportada hasta
el tercero. Ademas, la empresa ha calculado que suscostes fijos son de 800 usd. Su

cuota de exportacion es de 1 500 unidades en total.

a. Calcula las cantidades que se exportarin a cada pais si el objetivo de laempresa

es minimizar sus costes totales de transporte.
b. Razona el efecto que producitfa una pequefia disminucién de la cuota de
exportacion.

Los impuestos en un pafs determinado se calculan segtin férmula:
T =0.01/>

donde T representa los impuestos, en miles de dolares, e I representa larenta en

miles de ddlares. A partir de esta férmula, responda a las siguientespreguntas:

a. ¢Cuantos impuestos pagan los individuos con rentas de 10 000 usd, 30000 usd
y 50 000 usd?¢Cudles son los tipos impositivos medios paraestos niveles

de renta?;Para qué nivel de renta es igual la carga fiscal alarenta total?

b. Haga un grafico de los impuestos. Utilice su grafico para estimar los tipos
marginales de los niveles de renta especificados en el inciso anterior.
Muestre también los tipos medios de estos niveles de renta en su grafico.

a. Los tipos marginales, en el pafs, se pueden estimar con mds precision
calculando los impuestos adeudados si las personas con las rentas del
inciso (a) obtienen un ddlar adicional. Haga este calculo para los tres nivelesde
renta. Compare sus resultados calculando la  funcién del tipo
marginalutilizando los métodos de calculo.
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3)

Ejercicios de repaso de la Unidad No. 2.

Un banco nos oftece comprar unos bonos por 5.000 C por los que dentro de3
afios nos dara 7 000 usd, mientras que otro nos oftece bonos por valor de 4 000 usd,
port los que dentro de 5 aflos nos dara 7 000 usd. Determina el tipo deinterés continuo

que nos ofrece cada banco. ¢Qué inversién es mas rentable?

En la teorfa del consumidor se considera una funcién de utilidad que expresala
satisfaccién que obtiene un consumidor con cada adquisicién posible.Por
ejemplo, si consideramos un mercado con cuatro productos 4,B,C,D y
representamos las adquisiciones posibles como cuadruplas ¢ = (x,y,z,w) (donde
x es la cantidad adquirida de A, y la cantidad de B, etc.) entonces una funciéon de
utilidad podria ser:

Ux,yzw)=x(y+2)(2—-e™")

Determina el dominio matematico de Uy el subdominio con sentido econémico.
Estudia la continuidad de U en uno y otro. ;Qué utilidad tiene para el consumidoruna
compra con x=(P, ;como se interpreta esto? Dos de los bienes son sustitutivos,
¢cudles? Justifica la respuesta. Supongamos que un consumidor considera
satisfactoria la utilidad proporcionada por x=10, y=5, z=1y que lascentésimas de
utilidad le resultan inapreciables. ¢Cudl es la maxima cantidad deD que le interesarfa
adquirir? (Observa que desde un punto de vista estrictamentematematico la respuesta

serfa “infinito”.)

El costo de producir x unidades de cierto articulo esta dado por la funcién:

C(x) = 10x + 420 y el ingreso obtenido por la venta de x unidades esta dada por:

I(x) = 1000x — x?%.

a. Se estan produciendo 200 unidades y se desea incrementar la produccion a 210
unidades.

b. Calcule los incrementos correspondientes en el costo, el ingreso y la utilidad.

C. Determine el cambio promedio del costo, ingreso y utilidad por las
unidades adicionales vendidas.
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(Televidentes) Después de consultar a un matematico, una nueva empresa de television
pot cable pudo simular la proporcion de familias que utilizaban susetvicio t afios
después por medio de la férmula:

p= 1-— e—O.lt
Determine el crecimiento de p entre t = 1y £ = 2 y la tasa de cambio promediode
P por afno.

Elingreso semanal total Robtenido por la produccién y venta de xunidadesde cierto
articulo esta dado por:
R = f(x) = 500x — 2x?

Determine la tasa promedio de ingresos por unidad extra cuando el nimerode

unidades producidas y vendidas por semana se incrementa de 120 a 150.

La relacién de demanda de cierto articulo estd dada por 2q + Vip+4) =11

Determine:

a. Elprecio marginal con respecto alademandaaun nivel de ¢ = 3 unidades.

b. Elingreso marginal con respecto al precio cuando p = 21.

Una empresa tiene la funcién de costo €(x) = 25 + 2x — 1/20x2 en donde X es el

nivel de produccion. Si éste es igual a 5 actualmente y estd creciendo a una tasade 0.7
por afio, calcule la tasa ala que los costos de produccion se estinelevando.

Se estima que la produccién semanal de una cierta planta es Q(x) = —x* +
60x? + 1 200x unidades, donde x es el niimero de trabajadores empleados en la
planta. Generalmente hay 30 trabajadores empleados en laplanta. Use el andlisis
marginal para estimar el cambio en la produccién semanalque resultarfa de afiadir un

trabajador mas a la fuerza de trabajo y compare conel cambio real.
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10)

11)

12)

Un estudio de productividad sobre el turno matutino en una fabrica indica que
un trabajador medio que llega al trabajo a las 8:00 a.m. habra montadof(x) =
—x* + 6x* +15 teléfonos celulares x horas después.

a. Obtenga una férmula para el ritmo al que el trabajador estard montando
teléfonos después de x horas.

b. A qué ritmo estara montando teléfonos el trabajador a las 9:00 a.m.?

C. ¢Cuantos teléfonos montara realmente el trabajador entre las 9:00 y las
10:00 a.m.?

Suponga que el costo total en ddlares de la fabricacién de q unidades es:
Cq =3q¢*+ q + 500.

a. Utilice el andlisis marginal para estimar el costo de la fabricacién de la

cuadragésima primera unidad.
b. Calcule el costo real de fabricacién de la cuadragésima primera unidad.

C.  ¢Qué costo de fabricacion aproxima C”'(41)?

d. Halleel costo promedio y el costo promedio marginal de fabricar q unidades.
Una compafifa de autobuses alquila un autobus de 50 plazas a grupos de 35 o mas
personas. Si un grupo contiene exactamente 35 personas, cada persona paga 600 usd.
En grupos mayores, la tarifa de todos se reduce en 100 usd porcada persona que
sobrepase las 35. Determinar el tamafio del grupo para el cuallos ingresos de la

compatfifa seran mayores asi como los ingresos maximos

Por cada cargamento de materiales en bruto, un fabricante debe pagar gastos de
pedido para cubrir empaque y transporte. Cuando llegan los materiales en bruto
deben ser almacenados hasta que se necesiten, por lo que hay un costo de
almacenamiento. Si cada cargamento de materiales en bruto es grande,son necesarios
pocos cargamentos y los costos de pedido seran bajos, pero los costos de
almacenamiento, sin embargo seran altos. Si cada cargamentoes pequelo, los costos
de pedido seran altos porque se necesitarin muchoscargamentos, pero los costos de

almacenamiento seran bajos. Asi, el costo total esta dado por:

C,=C,+C,+C
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donde C,es el costo de almacenamiento, Cpes el costo del pedido y C'es el costototal
del material. Un fabricante desearfa determinar el tamafio del cargamento que

minimizaria el costo total.

a. Ejemplo: Un fabricante de bicicletas compra 6 000 llantas al afio a un
distribuidor y esta tratando de decidir la frecuencia de sus pedidos. Los
gastos de pedido son de 20 usd por cargamento, el costo de almacenamiento
es de 96 centavos por llanta por afio y cada llanta cuesta25 centavos. Suponga que
las llantas se usan a un ritmo constante a lolargo del aflo, y que cada cargamento
llega justo cuando el cargamentoprecedente ha sido terminado. ¢Cuantas llantas
deberfa pedir cada vez el fabricante para minimizar el costo? (Nota: Si x
representa el nimero de llantas en cada pedido, entonces con objeto de
simplificar se puede suponer que en todo momento se tienen x=2 llantas

almacenadas).

13) TLafuncién de utilidad de un consumidor respecto de dos productos A y B es:

Ulx,y) =In(1+xy)

Donde x ey son las cantidades de producto que adquiere. Suponga que
actualmente consume (x,y) = (10,10).

a) Calcula la utilidad marginal respecto del producto . Interpreta su signo.

b) Justifica matemdticamente esta afirmacién: “por cada unidad que
aumenta el consumo de a, la utilidad marginal disminuye, es decir, el
consumidor obtiene cada vez menos satisfaccidn adicional al incrementar su
consumo de A”.

b. Justifica matematicamente esta afirmacion: “Por cada unidad que aumentael
consumo de B la utilidad marginal de A aumenta, es decir, si el consumidor
aumenta el consumo de B, entonces le es m4s util aumentar el consumo de
A”

C. Pon un ejemplo de dos productos pata los que estas propiedades sean

razonables.



14) Un inversor desea comprar dos activos cuyos rendimientos son del 10% y el 6%
respectivamente. Si las cantidades invertidas son x e y, el inversor ha aproximadoel
tiesgo por la siguiente forma cuadratica:

R(x,y) = 0.025x% + 0.005y% + 0. 04xy(usd)?

a. Si el inversor estd dispuesto a asumir un tiesgo de 1 331 (usd), :qué
cantidad debe invertir en cada activo para maximizar el rendimiento total?

b.  Sielinversor quiere obtener una rentabilidad total de 22 usd, ¢qué cantidaddebe
invertir en cada activo para minimizar el riesgo?

C.  Analizala relacion entre los problemas de los dos apartados anteriores.

15) Suponga que los ingresos totales de una empresa dependen de la cantidad
producida q segun la funcién: IT = 70q — g los costes totales también dependen
de q ysu ecuacién es: CT = g* + 30q + 100.
a. ¢Qué nivel de produccién debe producir la empresa para maximizar los
beneficios (IT — CT)? ;A cudnto ascenderdn los beneficios?
b. Demuestre que se cumplen las condiciones de segundo orden (CSO) para el

maximo nivel de produccién obtenido en el inciso antetior



El Calculo
Diferencial en la
Administracion
y la Economia.




gﬁo

o

El Calculo Integral en la
Administracion y la Economia.

Unidad No. 3: El Calculo Integral en la Administracion y la Economia.

La Unidad No. 3 se centrara en el Calculo Integral y las herramientas matematicasque lo
componen que aportan importantes analisis en la Administracién y laEconomia. El
calculo integral tiene un empleo explicito en estas dreas de lasciencias sociales. Las
aplicaciones del cilculo integral se pueden encontrar en materias tales como:
microeconomia, macroeconomia, analisis de costos, de beneficios, de utilidades, entre
otras.

Objetivo de la Unidad: Evaluar modelos matematicos aplicando los conceptos deintegrales
en la solucion de problemas afines a la Economia y la Administracién.

Para que el contenido de la unidad se presente de forma coherente y a su vez abarque
todos los temas relevantes; la unidad se estructura de la siguiente forma:

Capitulo VI: Célculo integral 1ra Parte: Integral indefinida.
Capitulo VII: Calculo integral 2da Parte: Integral definida.

Los capitulos mencionados cuentan con los siguientes componentes que forman su
estructura:

- Contenido tedrico.

- FHjemplos practicos en la administracién y la economia.
- Resumen de lo tratado.

- Setde ejercicios.

Ademas, al finalizar la unidad, se presenta otro set de ejercicios que abarcantodas las
materias estudiadas.
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Los economistas sostienen que algunas veces es mas facil obtener los datos que reflejan
los incrementos ocasionados en los costos e ingtesos, obtenidos con laproduccion y
venta adicional de un determinado articulo, es por esta razén queno es posible
determinar directamente las funciones costo e ingreso total a las quecorresponden dichos
datos, pero se pueden conocer la funciones costo e ingreso marginal a las que
cotresponden, de esta manera se pueden determinar las funcionescosto e ingteso total de la
siguiente manera.

El calculo diferencial permitié observar que al emplear distintas funciones comolas
compuestas, logaritmicas, exponenciales, entre otras; cobraron importancia losaspectos
marginales para medir los cambios que tiene una variable cuando otras semodifica, a fin de
explicar una situacion determinada.

Dentro de las funciones marginales se hablé de costos e ingresos y como se modifican
estos cuando cambia la cantidad producida de articulos, lo cual haceposible determinar
las utilidades generadas por una empresa.

En la teotfa del comportamiento del consumidor se afirma que éste escoge entre las
posibilidades de que dispone, de manera que maximice la satisfaccion derivada del
consumo o uso de los articulos. Esto implica que el consumidor conoce las opciones yes
capaz de evaluarlas. Toda la informacion relevante respecto de la satisfaccién queun
consumidor obtiene de las diversas cantidades de los articulos esta contenida ensu funcion

de utilidad.

La funcién de utilidad para una empresa se basa en parte en la teorfa sobre el
consumidor, pero toma un sentido diferente en el cual lo que interesa es la cantidad
monetatia que ganara al realizar una venta de los articulos que produce y el costo en el que
incurre para producitrlos. Recordemos que la funcién de utilidad de una empresa se
determina como la diferencia entre ingtresos y costos U(x) = I(x)- C(x), donde se espera
que la empresa obtenga la mayor ganancia posible. Es de esperarse que si las ventas de una
empresa disminuyen, su ingreso también lo hard y, potlo tanto, la utilidad que espera
obtener no sera la deseada. De igual manera, lautilidad no serd grande si los costos se
incrementan.

De lo antetior se desprende que para un individuo la utilidad estara en funcién del numero
de bienes que puede adquirir con una cantidad de dinero, y parala empresa, la utilidad
estara en funcion de la cuantfa de articulos producidosque se demandan en el mercado.
En ocasiones nos interesa no sélo conocer la utilidad total que- produce un articulo, o la
ganancia que obtiene una empresa alvender cierta cantidad de articulos, sino también
determinar la utilidad marginal.
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Una empresa espera que su utilidad se incremente al vender una mayor cantidadde articulos,
por lo que tiene que incrementar su produccion, pero también debeconsiderarse que al
aumentar su produccion debe subir sus costos, ya que puedeser necesatio, ademas de
adquirir una mayor cantidad de materia prima, contratarmas personal o utilizar una mayor
cantidad de maquinaria y equipo, cuestiones que si crecen demasiado llegardn a un punto
donde los costos sobrepasen a losingtesos, provocando que las ganancias se conviertan
en pérdidas. En términosmatematicos podemos decir que al integrar la funcién de
utilidad marginal obtenemos la utilidad total.
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Capitulo VI: Calculo integral 1ra Parte: Integral indefinida.

Contenidos: 6.1  Integrales indefinidas.
6.2 Técnicas de integracion.
6.3  Aplicaciones en la administracién y economia .
6.4  Ecuaciones diferenciales.
6.5 Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la
administracién y la economfa.

Al igual que la derivada, el concepto de integral surge como una herramienta dela
mecanica clasica desarrollada fundamentalmente por Newton y Leibnitz. La
aplicacién y el uso de calculo dentro de las propias matemdticas no solo se ha
conctetado en pocas aplicaciones sino que han dado formalidad a un sin nimero deireas,
hasta ser elemento clave en la interpretacién de fenémenos.

6.1- Integrales indefinidas.

Una de las nociones fundamentales de la integral representa el area bajo la curva. Laforma
mas sencilla de hacerlo es una aproximacion del area con rectangulos.

Dividiendo el area en rectangulos por arriba o por debajo de la curva, se puede lograruna
buena aproximacion, y esta serd cada vez mas proxima entre mas pequefia seala longitud de
los rectangulos. El area de cualquier rectangulo es base por altura. Para cualquiera de los
casos anteriores, podemos considerar el area del primerrectingulo como Ax; f(x;):

Ay = Axq f (%), Az = Axp f(x2), ..., Ay = Dx; f(x)
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Si se suman todas las areas de la curva se obtendtia la siguiente ecuacion:
n n
Ar =) A=) Bxf(x)
i=1 i=1

Esta area es una aproximacién del area bajo la curva que puede aproximarsemejor sise
hace crecer el nimero de rectangulos que cubren el area bajo la curva,lo que significa que los
incrementos son cada vez mis pequeflos. La forma maseficiente de llegar un valor mis
proximo es llevar el limite de la longitud de los rectangulos a cero:

Aim i Axif (x;) = i dx,f(x;) = ff(x)dx
i=1

Ax—0

Esta es la definicion de integral a partir del calculo de area bajo la curva. Comopuede verse,
la integral, es otra funcién. A esta integral se le denomina integralindefinida, puesainnose
lehan colocadoloslimites enlos cuales debe integrarse.

Como se puede notar, la derivada yla integral tienen una relacién intrinseca puestoque son
procesos inversos uno de otro. Para profundizar en esta afirmacion se necesita conocer
a que se denomina primitiva de una funcién, que es la antiderivada. Una funcién F es
una primitiva de £ en un intervalo I, si F'(x) = f(x) para todo xen L.

Por ejemplo, la derivada de x2 es 2x, por lo tanto x2 es la antiderivada de 2x.Fs muy
importante seflalar que x2 1o es la Gnica antiderivada de 2x. Sumandoa F (x) una
constante arbitratia € se obtiene de nuevo una primitiva, ya que la detivada sigue siendo
f(x). Entonces toda primitiva G de f debe ser de la forma G(x) = F(x) + C,donde €
es una constante.

Ahora, la operacion de hallar todas las primitivas de una funcién se llama integracion:
Jf(x)dx=F(x)+C

El simbolo | es el simbolo integral. La funcién f que ha de ser integrada es el
integrando, y la constante € es llamada constante de integracién. La familia de
funciones F(x) + C es la integral indefinida de f. El adjetivo “indefinida” enfatiza que el
proceso de integracion no produce una funcién definida, sino mas bien todo un conjunto
de funciones.
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Ejemplo: Funcién utilidad.

Una empresa comercializa entre otros productos pan de caja y un vino francés. La funcién
de utilidad marginal del pan estd dada por f(x) = 40-5x y la utilidad marginaldel vino
estd dada por g(x) = 30-x. Encuentre lo siguiente:

a. La funcién de utilidad total del pan.
b. La funcién de utilidad total del vino.

C.  Siel consumidor desea adquirir tres paquetes de pan y tres de vino, cudl delos
articulos le producird mayor utilidad (satisfaccion).

Solucién: Para encontrar la funcién de utilidad de ambos bienes es necesario integrarlas
funciones f(x) ¥ g(x), pot lo que se emplea la férmula:

[ f(x)dx =F(x)+C
Donde C esla constante de integracion estudiada previamente.

a. Lafuncién de utilidad total para el pan se representa por:

Ul (x)=[ (40 — 5x) dx

Sise emplea la férmula descrita se tiene:

Uy (x) =/ (40 —5x)dx =40 dx—5 [ xdx
Entonces, la funcién utilidad total del pan es:

5 x?
Ul(.X') = 40x —T+C
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Donde se hace C=0, ya que si no se compra ningtin articulo la utilidad sera cero.

b.  La funcién de utilidad para el caso del vino se define por:

U, (x) =[] (30 —x)f dx

Al emplear las férmulas de integracién se tiene que:

Uy,(x) = [ (30 —x)dx =30 dx — [ xdx

Asi, la funcion de utilidad total del vino es:
2

1x
UZ(X):SOX —T+C

Donde se hace C=0, ya que si no se compra ningun articulo la utilidadsera cero.

C. La utilidad que le produce al consumidor adquirir tres paquetes de pan,
considerando que x=3 es:

5 a2
U(x)=403) -5 (3)%=97.5

Cuando el consumidor adquiere tres unidades de vino, su utilidad es:

1
U, (x) =30(3) — 5(3)2 =85.5

Como puede observarse, el pan le produce una mayor utilidad a unindividuo que el
vino.

En este tipo de problemas, la funcién de utilidad de un consumidor es un tanto subjetiva,
ya que no aporta gran informacion. El unico objetivo es determinar quéarticulo le da mayor
utilidad a un individuo.

La funcién de utilidad de una empresa es mas especifica y mas objetiva en elsentido de
que permite conocer el monto monetario en el cual se encuentran sus ganancias
dependiendo del nivel de produccion que mantenga.
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6.2- Técnicas de integracion.

Actualmente se puede obtener una gran variedad de resultados de integrales detodas las
funciones que se han estudiado con anterioridad, en niveles anteriores, como son:
algebraicas, polinomiales, entre otras; y a partir de estos, construir tablas de integrales
indefinidas para poder hacer la aplicacion directa en problemas particulares. A
continuacion se revelan las férmulas basicas de integracion:

ff’(x)dx =F(x)+C

fdx=x+C
fadx=ax+C
fadx=ax+C

m+1
fxmdxz +C,sim=+ -1
m+1

1
f—dx =In|x|+C
X

ax
fa"dx= + Csiendoa>0ya+1
Ina

jexdxz e*+C
jlogx dx = xlogx +C

flnx dx =xInx+C

ax+b
fe‘”‘”’ dx=e%+ C,cona#0

dx
———=In|x+Vx2+1|+C
f\/x2+1 | |

dx
——  =In|x+Vx2—-1|+C
\/x621+1 | |

X 1 —




En todos los casos se observa el valor constante C la constante de integracion.
Graficamente, la integral indefinida es una serie graficas paralelas que se obtienendando
diferentes valores a la constante C. Las cutvas son paralelas porque paracualquier valor de
x en el dominio de las funciones. La derivada es la misma y portanto las curvas tienen la
misma pendiente.

La integral indefinida tiene dos propiedades:

1. Distribuye en la suma algebraica:

[ r@+g@iar= [red+ | 9w ax

2. La integral del producto de una constante por una funcion, es igual alproducto
de la constante por la integral de la funcion.

fa*f(x)dxzaff(x)dx

Integracion por sustitucion.

La integracion por sustitucion o mediante el cambio de una variable consiste ensustituir
una parte del integrando g(x) pot una nueva vatiable g(x) = u:

[ rle g @ - 19 =u - g'(0dx = dul - [ faw du

Integracion por partes.

Apesarde existir una gran variedad de f6rmulas resuelta de integrales, en algunoscasos no es
posible aplicar ni una de ellas, por lo que se recurre a un métododenominado integracion
por partes y consiste en dividir la funcién que se quiereintegrar en un producto de
funciones, con una de ellas derivable.

Silas funciones u(x) y v(x) son continuas y diferenciables en un intervalo [a, b] ysobre
este intervalo existe la integral f vdu, entonces sobre este mismo intervaloexiste también
laintegral [ udv yademis [ udv = uv — [ vdu



Ejemplo: Analisis de ganancias o pérdidas.

Una empresa dedicada a la fabricacién de articulos de limpieza determiné que si se
producen x = 100 articulos por semana, entonces el costo marginal esta determinadopor
C(x)=In x y el ingreso marginal estd dado por I(x) = x In x, donde el costo y el
ingreso se calculan en miles de pesos. Con estos datos determine:

a. Elingreso total si € = 50.
b.  El costo total si los costos fijos son € = 80.
C. La utilidad total.

Solucién: Como se puede apreciar, las funciones que se nos proporcionan son
logaritmicas, por lo cual la forma adecuada de resolver este problema es mediantela
utilizacién del método de integracién por partes. La férmula empleada en la
integracion por partes es la estudiada con anterioridad.

a. Lafuncién de ingreso total se define por:
I(x)=[ x(Inx) dx
. dx x2
Elijau = In x, porlo que du = o dv = xdx, conlo cual v = —

Entonces:

I(x) :fx(lnx) dx =

x*Inx J‘xdx_lenx x2+c
2 2 2 4

Se sabe que x=100'y C=50, por lo que al sustituir:
In100 100°

2 4

I(x) = 1007 + 50 = 20575.85

b. La funcién de costo total es:

C(x) = f(ln x) dx

Elija u=In x, porlo quedu = %, dv = dx, conlo cualv = x



Entonces:

C(x)=J (Inx)dx =x(Inx) — [ dx=x(Inx) —x + C

Se sustituye x = 100y € = 80:
C(x)=100(In100)—-100 + 80 = 440.52

C. Con los datos obtenidos, la utilidad total es:

U(x) = I(x) — C (x) = 20 575.85 — 440.52 = 20 135.33

6.3- Aplicaciones en la administracion y la economia.

Las aplicaciones de las integrales indefinidas se encuentran en su capacidadde reversar
la derivacién de las funciones de costos e ingresos para hallar losrespectivos totales de
cada uno, al igual que pasa con la funcién utilidad, que como se conoce es la resta de los
ingresos con los costos. También se aplica en laformacién de capital y calculo de los
inventarios. A continuacién, en este epigrafese planteard un ejemplo practico de la
aplicacion de las integrales indefinidas encada uno de estos elementos administrativos.

Costo marginal.

Sila funcién costo marginal esta dada por:

Entonces, el costo total sera la integral con respecto a x de la funcién costomarginal:

JC'(x) dx = C(x) + k

En este caso, por identificarse la funcién del costo marginal con C, la constantede
integracion la definiremos con laletra k. Entonces para obtener una tnicafuncion costo
total, al integrar dicha funcién, debe especificarse una condicién inicial, 1a cual es el costo
fijo.



Ejemplo: Integracion de los costos marginales.

Una agencia de seguros sabe que la funcién costo marginal por producir x segurosde
gastos médicos es €'(x) = 32x + 92 donde x es el nimero de unidades producidas y
C’(x) es el costo marginal dado en ddlares. Encontrar la funcién costo total, si el costo

fijo es de $10.

Solucion:

C(x)=J (32x+92)dx = 16x% + 92x +k

Sustituyendo la condicién inicial C(@)=10 ; se obtiene que k=16 entonces, lafuncién de
costo total es:

C(x) = 16x2 + 92x + 10

Ingreso marginal.

El ingreso marginal que depende de la cantidad demandada, es la derivada delingreso
total con respecto a x; es decir,

dlI(x) =I'(x)dx
Por tanto, la funcion ingreso total es la integral, con respecto a x; de la funciéningreso
marginal:

Ix)=[I'x)dx = 1(x)+k

Se tiene que especificar una condicién inicial para obtener una Gnica funcién ingresototal.
Para evaluar la constante de integracién puede usarse la condicion inicial de que el ingreso
es nulo cuando la cantidad de demanda es nula.

Ejemplo: Integracion de los ingresos marginales.

Laaseguradora del ejemplo antetior fija un precio de 680 usd por unidad de venta de unseguro de
gastos médicos. De aqui se tiene que la funcion del ingreso marginal por ventases I (x) = 680 usd.
Para obtenerla funcioningreso total por ventas J(x), se integra:

I(x) = f 680x = 680x + k

Como I(0) = 0; entonces, la funcién ingreso total por la venta de x seguros degastos

médicos es I(x) = 680x.
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Utilidad

Como se menciond anteriormente la utilidad para una empresa es la cantidad monetaria
que espera ganar al efectuar una venta luego de descontar los costosde los articulos que
produjo y vendio.

Ejemplo: Calculo de la utilidad.
Un empresario sabe que sus funciones de ingreso y costo marginales son
I(x) = 8-6x + 2x2 y C(x) = 2 + 60x- x2.
Con esta informacion, se desea conocet:

a. La funcién de ingreso total y el ingreso total si se producen 50 articulosy
C=200.

b.  La funcién de costo total y el costo total si se producen 50 articulos y losgastos
generales son de 800.

C.  La utilidad total.

Solucion

a.  Seala funcién diferenciable I'(x)=8-0x+2x"2, la funcién de ingreso totalse define
por:

I(x)=J(8—6x+2x2) dx=81 dx—6fxdx+2jx2dx

Cuando empleamos las fé6rmulas de integracion la funcién de ingresototal es:

I(x) = 8x — 3x2+2/3x3+k

Como queremos encontrar el ingreso total si x=50 y C=200:

1(50) = 8(50) — 3 (50) v +2/5(50)% + 200 = 76 433.33
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b. Conlafuncién € (x) = 2 + 60 x - x2, el costo total es:
C(x) =f(2 + 60x — xz)dx=2f dx+60f xdx—fxzdx

Al aplicar las reglas de integracion, la funcién de costo total es:

C(x)=2x + 30x2—1/3x3 +k

Dado que x = 50 ylos gastos generales C = 800, tenemos:

€ (50) = 2(50) + 30(50)2 - 1/5(50)3 + 800 = 34233.33
Se sabe que el ingreso total es de 76 433.33 y el costo total es de 34 233.33. Es

necesatio recordar que la utilidad se obtiene restando al ingreso y el costo totales.De esta
manera, la utilidad total es: U(x) = I(x) — C(x) y por lo tanto en U(50) =
76 433.33 — 34 233.33 =42 200.
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Formacién de capital.

Una decision a la que se enfrentan muchas organizaciones es la de determinar el punto
6ptimo en el tiempo en que deben sustituir una pieza importante de equipo.Dicho equipo
se caracteriza con frecuencia por dos componentes de costo: el costocapital y el costo de
opetacién. El costo capital es el costo de compra menos el valorde recuperacion. Por
ejemplo, si una maquina cuesta 100 000 usd y posteriormentese vende en 20 000 usd, el
costo capital es de 80 000 usd. El costo de operacidnincluye los costos de propiedad y
mantenimiento de una pieza de equipo. La gasolina, el aceite, el seguro y los costos de
reparacién asociados con tener y operarun vehiculo pueden considerarse costos de
operacion.

El costo de capital es util para determinar el momento en el cual se debe reemplazaralgun
equipo, ademas de establecer el monto en el que habra de incrementar odisminuir la
ganancia de una empresa. Es en este sentido en el que se consideraeste rubro como un
agotamiento de recurso, ya que la tecnologfa es un recursoindispensable en la mayorfa
delas actividades que desarrollan individuos o empresas,y si el equipo ya cumpli6 su vida util
es de esperarse que se reduzca su rendimiento,lo cual provoca que se incrementen los
COStOS.

Entonces, formacion de capital es un proceso que se da a través del tiempo de manera
continua, donde se incrementa la cantidad acumulada de los bienes de capital. La
acumulacion de bienes de capital puede expresarse en funcién deltiempo, K(z).

La tasa de formacion de capital dK(?) / dt = K'(t)°S igual al flujo de inversiénneta,

representada por 7(z). Por lo tanto, la acumulacién de bienes de capital es
la integral con respecto al tiempo de la inversion neta:

K@) = f K'(t) = f i (t)dt,dondei(t)dt = K(t) + k

Se debe poner atencion a la formacion de capital en el sentido de que al acabarsela vida util
de algin equipo es necesario reponetlo y, ademas, en ocasionesresulta necesario
adquirir mayores recursos tecnologicos para poder incrementarel nivel de produccion.
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Ejemplo: Inversion.
Si el flujo de inversion en una empresa esta dado por:
2
i(t)=6t/s
y la acumulacion de capital inicial de bienes de capital en t = 0 es K(0), determine:

a. Lafuncién que representa el capital K.
b. El capital en el petiodo t = 3, con C = 100.

Solucién:
a. Lafuncién que representa el capital es:
4277

5 +C

K=6 f t?3dt =
b.  Dado que t=3 y C=100, tenemos:

_423)7s
B 5
El capital para el periodo t = 3 es de $139.11.

+100=139.11
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Inventarios.

Un problema comin en las organizaciones es determinar cudnto se debe tener en
existencia de un cierto articulo. Para el vendedor a menudeo, el problema puede referirse
a cuantas unidades de cada producto debe tener en existencia, ya que novende grandes
cantidades.

Para los productores, el problema puede implicar qué cantidad de cada materiaprima
debe tener en existencia a fin de que si de pronto se incrementa la demandade sus
productos, éste sea capaz de cubrir las necesidades de los consumidores sin tener
problemas de abastecimiento.

Un inventario comprende las existencias de cualquier articulo, material o recurso
utilizado en una otganizacién en los procesos de fabricacién y/o distribucion. Las
materias primas, las partes componentes, los subensambles y los productosterminados
son parte del inventario, as{ como los diversos abastecimientos requeridos en el
proceso de produccién y distribucion.

Este problema se identifica con un drea denominada control de inventario o
administracién de inventarios. Respecto a la pregunta de qué cantidad de inventariose debe
tener 2 mano, puede haber costos asociados con el hecho de tener muy pocoo demasiado
inventario.

Lanecesidad de los inventarios surge de las diferencias entre el tiempo ylalocalizaciénde la
demanda y el abastecimiento, por lo que se usan como amortiguador entrela oferta y la
demanda. Las politicas de inventarios de materias primas, productos en proceso o
articulos terminados, deben tender a lograr un flujo continuo entre funciones de
produccion y distribucion.

En general, los problemas de inventario se relacionan con la respuesta de cuanto sedebe
otdenar (o producir) y con qué frecuencia se debe reordenar (o producir), a finde minimizar
los costos de llevar el inventario, de producir u ordenar, de escasez ode faltante.



Cuando se habla de inventatios es necesario desctibir tres tipos de costos:

1. Costos de compra: se refieren al costo que involucra comprar articulos o materia
ptima para adquitir mercancia que habra de utilizarse como proteccion ante una
posible escasez o desabasto en el metcado.

2. Costos de tener: Este tipo de costo es aquel que se tiene cuando esnecesario
mantener un nivel satisfactorio de materia prima o producto terminado, incluye
los costos de manejo, dafios y pérdidas provocados por el manejo delos articulos,
fletes, papeletia y todos los requerimientosde registro del almacén, ademas de tener
que reponer mercancia que haya sido empleada.

3. Costo de mantener: Costos que se generan por el hecho de tener unarticulo en
inventario, incluyen costos de capital invertido, costos de detetioro,
obsolescencia, robos, seguros e impuestos y los costos deespacio, gastos de
instalacion, depreciacion del edificio y equipo dealmacén, renta de la superficie
ocupada (aun cuando el edificio fuerapropio) y seguridad.

El costo de comprar se caracteriza por ser una especie de costo promedio de laforma:

Costo de comprar = —
X
Donde S es el costo de la mercancia que habra de almacenarse y x es el nimerode articulos
o de materia prima que se almacena. El costo de tener es de la forma: S(x). Esto indica que
tener en inventario tiene un costo para cada unidad.

Por dltimo, el costo de mantener es un costo fijo para todo el lote que esté en elinventario.

Ejemplo: Movimiento de inventarios.

Un vendedor de bicicletas examiné los datos acerca de los costos y determiné unafuncion
que expresa cambio en el costo anual de comprar y tener el inventario como funcién
del tamafio (ndmero de unidades) de cada orden que vende de bicicletas. La funcién
de cambio en el costo es: C(x) = 4 860(x)~% + 15. En donde €’(x) es el cambio en el
costo anual del inventario y x es el ntimero de bicicletas ordenadascada vez que el vendedor
se reabastece. Si el costo de mantener el inventario esC = 750 000 usd, determine a
cuanto se espera que ascienda el costo anual del inventario si se ordenan x = 18
bicicletas cada vez que el vendedor se reabastece.



Solucién:

En primer lugar obtenga el costo anual del inventario, para ello integre lafuncién de
cambio:

4 860
+ 15x + k

C(x) = f(—4860x2+15) dx = —4860 fo dx + 15 J-dx =

Como el costo de mantener el inventario es C=750 000 usd, el costo anual del
inventario se representa por:

4860 x
C(x) = —— + 15x +750 000

Dado que se quiere conocer el costo cuando se ordenan 18 bicicletas, se tiene:

4860
C (18) = a5 15 (18) + 750 000 = 750 540 usd

Entonces, El costo anual del inventario cuando se ordenan 18 bicicletas es de 750

540.00 usd.

6.4- Ecuaciones diferenciales.

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer grado es una ecuacion de la formay’ =
f(x,y), donde y = y(x) es una funcién desconocida. Resolver la ecuaciéon es
encontrar todas las funciones y que la satisfacen. Por ejemplo, la ecuacion diferencialy”

. . . x2 .
Xy tiene entre sus soluciones a la funcién y(x) = e /2 = xy, tal y como exige la
ecuacion.

En este tema veremos algunos métodos para resolver ecuaciones diferenciales de este tipo.
Hay que advertir que es posible plantear y resolver ecuaciones diferencialesmucho mas
generales: una ecuacién ordinaria de grado n es una ecuacién en la queaparecenlas derivadas
dela funcién incognita hasta el orden n. El adjetivo “ordinatia”

se opone a “ecuacion en derivadas parciales”, que es una ecuacién cuya funcionincognita
tiene varias variables y en la que aparecen las derivadas parciales de la misma. También es
posible plantear sistemas de ecuaciones diferenciales convarias incognitas. Pero aqui se
estudiara Ginicamente el caso que hemos descrito.

En general, una ecuacion diferencial tiene infinitas soluciones, de modo que la familia de
todas ellas depende de una constante de integracion. Por ejemplo, lasolucién completa de



la ecuacion antetiores y = Ce x2 / 2 donde C es un nimero realarbitrario. Para cada valor
de C tenemos una solucion distinta.

Una solucién concreta de una ecuacion diferencial queda determinada si seespecifica
el valor en un punto de la funcién incégnita. Por ejemplo, la tnicasolucién de la

2
ecuacion antetior que cumple y(0) = 3 es la funcion y(0) = 3¢ /2

. d , ‘
A menudo es frecuente usar la notacion &Y / dx en lugar de y* en las ecuaciones
diferenciales. Por ejemplo, la ecuacion anterior puede expresarse también como

Y _ vy oinclusody = xyd
1 = Xy oinclusody = xy dx

Ecuaciones con variables separables.

Las ecuaciones mas faciles de resolver son las de variables separables. Sonaquellas que
pueden esctibirse como

u(y)dy = v(x)dx

Donde uy v son dos funciones. En tal caso, basta con integral los dos miembros.

fu(y)dy = fv(x)dx

Para encontrar la solucion general. Para resolver la ecuacion diferencial ¥ = xy es
necesatio acotar que la ecuacion es de variables separables, entonces se puedeescribir en
la forma

dy
— =xdx
y y

Para datle solucion a esta ecuacion se hace lo siguiente:
J dy/y = f xdx

lny=x2+CZ

Lo que da como resultado

Se despejala y se calcula la exponencial de ambos miembros:

y = exZ/zk



k

Sillamamos € = e™ quedala ecuacion que habfamos indicado antetiormente: y = Ce /2

La aplicacion que tiene esta herramienta matematica se encuentra en la matematica
financiera, donde se utiliza para el calculo de la capitalizacién con interés variable. Sise
invierte un capital Cy, éste vatiara con el tiempo, es decit, se tendrd una funciéon C(#)con
C(0) = Cy. El interés instantaneo de la inversion es la tasa (o, equivalentemente)tanto
por ciento de incremento del capital en un instante, es decir:

iy (0) 1dC
loo = =
C dt
Si se conoce el interés se tiene una ecuacion diferencial que nos permite calcular elcapital

en un instante dado. Si el interés es constante se obtiene la férmula usual decapitalizacién
continua:

dc _ .y .
— =ipdt cln c C = ixn(t) + K c C = e*e™ c C=Cye™

No obstante, la ecuacién diferencial puede resolverse igualmente para intereses
variables.

Ejemplo: Capitalizacion con interés variable

Si se deposita un capital de 1 000 usd a un interés continuo variable, que ha resultadoser 7o
() = 0.05 + 0.01¢, el capital se obtiene como:

C(t) = Coe(0.05+0.01t)t — Coe(0.05+0.01t2)
Solucién: Como en el instante inicial se depositan 1 000 usd se tiene Co = €(0) = 1000

Entonces, el capital se puede expresar en funcién del tiempo como:

C(t) — 10006(0'05+0'01t2)
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La grifica de la solucién que hemos obtenido es la siguiente:

6000
5000
4000

3000¢

2000 o

1000p—"

C(t) = 1000¢eV-95t 1 L.VLGE

Ecuaciones lineales.
Son las ecuaciones de la forma:
y +ax)y=b(x)
Se resuelven haciendo el cambio de variable y(x)=u(x)v(x).

Para resolver la ecuacidn diferencial lineal, como por ejemplo, ¥+ 2xy = x, es
necesatio hacet el cambio y = uw, conlo que " = uv + uv “y como resultado de
esto se obtiene:

uv+uv + 2xuv = x

Se saca el factor comun u y queda:
u@ +2xv)+uv—-x=0

Ahora se elige v de modo que anule el paréntess, es decir, v " +2xv=0.

Esta ecuacion es de variables separables:
dv=-2xvdx c dv/v = —-2xdx

dv

= — fodxv
v

a2
Inv=—-x2v=e*
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No se pone ninguna constante de integracién porque nos basta una solucion.
Sustituyendo venu (v + 2xv) + u'v — x = 0 quedala siguiente ecuacion:

;a2
ue* —x=0
Esta ecuacion también es de vatiables separables:

1 42
du:xexzdx cu =fxe"2 dx = Eex + k

La solucion es, por tanto:
—xz xZ
y=uw =e" e + k)

La aplicacion de las ecuaciones diferenciales lineales esta en el calculo del precio enfuncion
del tiempo. Vean un ejemplo.

Ejemplo: Precio en funcién del tiempo.

Suponga que las funciones de oferta y demanda de un bien son:

Qi=12-pyQs=-6+2p

La tasa de cambio del precio respecto al tiempo (en dias) es un tercio de la demanda
excedente Qg — Qs.

a. Calculala funcion p(t).
b.  Calculael precio esperado dentro de 2 dias si el precio actuales p(0) = 4 usd.

C.  Calcula el precio esperado dentro de 10 dias suponiendo p(0) = 4 usd y,
alternativamente, p(0) = 8 usd. Interpreta el resultado.

Solucion:

a. Latasade cambio de precio es su detivada respecto al tiempo, luego eldato es que:

1 1
p = E(Qd_Qs) = 5(12—p+6—2p)=6—p
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Tenemos, pues, una ecuacion diferencial lineal. Para resolverla hacemosp=uv, con
loquep” = uv + uv’ yal sustituir queda:

+tuv'=6—-—uv c uv+uww'+tuv =6 c u(@W +v) + uv==6

Se resuelve ¥ + v = 0, es decir:

dv dv dv
—=—vc—=—dtcf—=—fdtclnv=—t
dt dt v

Despejando, v = et Para este valor de v, la ecuacién se reduce a

we ™t =6, lucgou’ = 6et:

u:fc6etcdt= 6et + k

La funcién precio sera p(t) = uv = (6e* + k) e™ = 6 + ke ™.

Sabiendo el precio inicial p(0) = 4 podemos calcular la constante k:

4=p0)=6 + ke®=6+ k c k =-2

La funcién precioes p(t) = 6 — 2e typarat = 2 quedap(5) = 6 — 2ed =
5.72 usd.

Para p(0) = 4 se ha visto que el precio es p(t) = 6 — 2e7*, de donde se
obtiene que p(10) = 5.99991 =~ 6 usd.

Para p(0) = 8 la constante k es:
8=6+ke®ck=-2

Luego p(t) = 6 + 2e”'y p(10) = 6.00009 =~ 6 usd.
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Se obtiene aproximadamente el mismo resultado porque el precio tiende alprecio de
equilibrio, que, como es facil comprobar, es de 6 usd.

Si se representa graficamente las funciones p(t)=6+2e”t y p(t)=6-2e7t scobserva
claramente que ambas tienden al precio de equilibrio p=6 usd.

8 L
71

p(t)=6+2"
6 L

p(t)=6—2¢""
St
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6.5- Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en la administracion y la
economia.

Resumen del capitulo:

Integral Indefinida.
Primitiva de una funcion:

Una funcién Fes una primitiva de £ en un intetvalo I, si F'(x) = f(x) pata todo x en
I Sumando a F(x) una constante arbitraria C se obtiene de nuevo una primitiva,ya que
la detivada sigue siendo £{x). Entonces toda ptimitiva Gde fdebe ser de laforma G(x) =
F(x) + C,donde Ces una constante.

La operacion de hallar todas las primitivas de una funcién se llama integracion:

ff(x)dx =F() +C

Férmulas basicas de integracion:

ff’(x)dx =F(x)+C

fdx=x+C
fadxzax+C
fadxzax+C

m+1
fxmdx= +C,sim+ -1
m+1

1
f—dx =Inlx|+C
x
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ax
fa"dx =——+4 Csiendoa>0ya#1
Ina
f e*dx =e*+C
flogx dx =xlogx +C

J.Inx dx=xInx+C

J.eax+bdx:e(ax+b)+6,cona¢0
J. dx =In|x+Vx2+1|+C
Va2 +1
f dx =In|x+Vx2-1|+C
Va2 +1
dx Ll
V241 2 x+1
dx 1 14+«
fl_x2=§ln| 1—x|+C

En todos los casos se observa el valor constante C la constante de integracion.
Propiedades:

Lf@+g@ldx = [ £ dx +f g dx
Z.Ia * f(x)dx = a Jf(x)dx
Integracion por sustitucion.

La integracién por sustitucién o mediante el cambio de una variable consiste en
sustituir una parte del integrando g(x) por una nueva variable g(x) = u.
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Integracion por partes.

Si las funciones u(x) y v(x) son continuas y diferenciables en un intervalo [a, b] y
sobre este intervalo existe la integral | vdu, entonces sobre este mismo intervalo existe
también la integral | udv yademis [ udv = uwv — [ vdu.

Aplicaciones en:
1. Costo total es la integral con respecto a x de la funcion costo marginal:

fC'(x)dx =C(x) +k

2. La funcién ingreso total es la integral, con respecto a x; de la funcidningreso
marginal:

I(x) = fl'(x)dx =I(x) +k

3. Laformacion de capital es un proceso que se da a través del tiempo de manera
continua, donde se incrementa la cantidad acumulada de losbienes de capital.

K@®=/[K(@® = f i(t) dt ,donde i (t)dt = K (t) + k

4. Uninventatio comprende las existencias de cualquier articulo, matetial o tecurso
utilizado en una organizacion en los procesos de fabricacion y/o distribucion.

Costo de comprar = =

Ecuaciones diferenciales.
Una ecuacion diferencial ordinaria de primer grado es una ecuacién de la forma
y = f(x,y),donde y = y(x) es una funcién desconocida.

Las ecuaciones de variables separables son aquellas que pueden escribirse como:

ul)dy = v(x)dx
Donde uy v son dos funciones. En tal caso, basta con integral los dos miembros.

fu(y)dy =fv(x)dx



Para resolver la ecuacion diferencial lineal, es necesario hacer el cambio Yy = uw,conlo
quey” = UV + uv’ y como resultado de esto se obtiene:
uv + uw’ + 2xuv = x

Se saca el factor comun u y queda:
u(@+2xv) +uv—-—x=0

Ejercicios relacionados con la administracion y la economia:

1. Las funciones de ingteso y costo marginal de una empresa que se dedica a la venta
de seguros son I(x) = 4 + 80x-x“y C(x) = 12-4x + x2 tespectivamente,y
si la empresa conoce que para el ingreso € = 80 y para los costos € = 100,
determina la utilidad total al vender x = 20 unidades.

2. Sila utlhdad marginal de una tienda que vende aparatos electrodomésticos es

Ux) = x3 In x, determina la utilidad total six = 20 y € = 300.

3. Una agencm de viajes determina que su funcién de utilidad marginal se definepor
Ux) = (x + 1)x dx. Silaagencia tuvo x = 10 ventas y si € = 100, determina
la utilidad total.

4, Una agencia de publicidad realizé un estudio para conocer la utilidad que tuvo el
mes pasado y determiné las siguientes funciones de ingreso marginal ycosto
marginal:

4

15x
I y C'(x) = 2x(x* + 5)7!

x5 +7

El costo y el ingreso (en miles de pesos) estan en funcién del numero de servicios que
presto la agencia. Determine:

a. La funcién de ingreso total y el ingreso total al prestar 35 servicios si € = 20.

b. La funcién de costo total y el costo total cuando se dan 35 servicios y se
tienen gastos generales de C = 15.

C. La utilidad total cuando se dan 35 setvicios.

5. El departamento de planeacion de una empresa que fabrica calzado considera
realizar una inversion a fin de actualizar sus procesos productivos. Al hacer un
estudio, encontrd que su flujo de inversién esta dado por £(¢)=In t. Determine el



10.

11,

desembolso que debe realizar en el cuartoafio, si el flujo esta en unidades que

representan 20 000 usd

Un distribuidor de pelotas de tenis se siente satisfecho porque este depottese convirtio
en uno de los mas populares del pais. Uno de los principales problemas del
distribuidor es abastecer la demanda de pelotas de tenis, las cuales compra
periddicamente a un fabricante de articulos deportivos.El cambio en el costo de
comprar y tener el inventario de pelotas estadefinido por la funcion:

C’(x) = —120 000x2 + 0. 12

En donde x es el tamafio de cada orden (en docenas de pelotas de tenis) yC(x) es el
cambio en el costo anual del inventario. Si la empresa determinaque el costo de
mantener el inventario es C=2 000 000, determinemosel monto al cual ascienden
los costos de inventatio si se ordenan 1 000docenas de pelotas.

Un distribuidor de refacciones para automévil tiene una alta demandade esos
productos, por lo cual decide establecer una politica de inventarios a fin de no
quedarse sin articulos. Al efectuar un estudioencontr6 que el cambio que tiene
el costo de tener un inventario es C (x)=3In x, y el costo de mantener el
inventario es de 15 000, determinemos el costo por tener y mantener en inventario
50 articulos.

. . . ., . 1
Una empresa determina que su flujo de inversion es i(t) = 15¢ /a ,la
acumulacion del capital a #=0es 30; encontrar la funcién que representael capital, K

Un fabricante determiné una funcion de costos que expresa el cambioen el costo
anual de comprar y tener su inventario de materias ptimascomo funcién del
tamafio de cada orden. La funcién de cambio en el costoes €' (x) = -9000x2 +
10.

Sea p el precio de un bien, y supongamos que la oferta y la demanda vienen dadas
por: S(p) = 2p y D(p) = 100 — 8p. Calcula el precio deequilibtio.
Supongamos que el precio p vatia con el iempo p = p(t) yque p* =
0.5(D(p) — S(p)). Interpreta econdémicamente esta condicion y calcule p(t).

Depositamos un capital de 1 000 usd. durante 10 afios a un interéscontinuo
variable, que ha resultado ser 7o (2)=0.04+0.009¢. Calcula el capital final.
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Capitulo VII: Calculo integral 2da Parte: Integral definida.

Contenidos 7.1  Integrales definidas.
7.2 Elarea.
7.3  Aplicaciones en la administracién y la
economia.

7.4 Resumen del capitulo. Aplicaciones practicas en
la administracién y la economia.

La integral definida, al igual que su homogénea, tiene aplicaciones en la administraciény la
economia, donde resuelve problemas con un grado de sofisticacién mayor. Su diferencia
con laintegral indefinida es que esta se acota a un intervalo, es decir, estidefinida entre dos
puntos. En este capitulo se estara profundizando en este aspectoy sus aplicaciones.

7.1 - Integrales definidas.

Suponga que una empresa ha tenido a lo largo de un aflo unos beneficios marginales
constantes de 200 usd./afo. Asi, durante cada mes (1/12 de afio) gand 200/12 =
16.6 usd, lo cual tiene sentido. También se puede decir que cada segundo estuvo
ganando 0.00000038 usd, lo cual no tiene sentido econémico, pero esto no importa,
pues las hip6tesis seran aceptables si, efectivamente, cada mes la empresaincrementd sus
beneficios en 16.6 usd. Asi, si una empresa tiene unos beneficios marginales constantes
de 200 usd/afio, se puede decir que al cabo de un aflo sus beneficios acumulados pasan
aser de 200 usd.

Supongamos ahora que los beneficios marginales no han sido constantes, sino quefueron
de 100 usd/afo el primer semestre y de 200 usd/afio el segundo semestre.Mas
concretamente:

Bn(t) =
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Donde ¢ es el tiempo expresado en afios.

En este caso, los beneficios acumulados
son:

B=100+1/,+200+1/, = 150 usd

Conviene observar que los beneficios
coinciden con el area que queda por
debajo de la grafica de la funcién de
0 1/2 I beneficios marginales (la zonasombreada
enla figura).

Suponga ahora que los beneficios marginales no han sido constantes durante cada
semestre, sino que han vatiado cada mes. Diga que han sido de 20 usd/ afio en enero, de
40 usd/afio en febrero, etc. Para expresar matematicamente este caso, o bien se distingue
doce casos en la definicién de By, o bien usamos la funcién parte entera E(x):

Bm(t) = 20[E (12¢) + 1]

Para calcular el beneficio acumulado scha de
descomponer el afio en los doceperiodos (los
doce meses) en los que elbeneficio marginal es
constante. En eneroel beneficio acumulado es
de 20/12 =

. 16.6 usd,en febrero seacumul6 40/12 =

16.6 usd que hay que sumar a las de enero,y asf
sucesivamente, con lo que el beneficioacumuladoal
terminardiciembreresultaser:

B =20 + 40+"""+240 = 130 usd
El resultado es también el drea que deja bajo su grafica la funcién de beneficiomarginal.

La expresion del beneficio marginal es complicada porque matematicamente es
complicado tratar con saltos bruscos, y aqui se estd suponiendo que el beneficiomarginal
aumenta a saltos. Matematicamente es mas facil trabajar si se supone queel beneficio
marginal varfa de forma continua con el tiempo, lo cual es tan artificial como toda vatiacién
continua, pero 2 menudo un modelo matematico con este tipo de hipdtesis se ajustabienala
realidad en sus predicciones y es mucho mas facil de tratar.
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Suponga ahora que el beneficio marginal de la empresa viene dado por la funcion:

By, (t) = 240t

Esto significa que, por ejemplo, a finales de febrero la empresa tenfa una tasa de beneficios
deBm(2/12) = 40 usd/afo,igual que en el caso antetior, peroladiferenciaes que esto
no fue constante durante todo el mes de febrero, sino que a principio demes sus beneficios
eran de 20 usd/afio y fueron ascendiendo gradualmente hasta llegar a las 40 usd/afio
a fin de mes. Para calcular el beneficio acumulado en este caso necesitaremos el calculo
integral, por lo que conviene empezar a introduciralgunos de los conceptos en los que se
basa.

Una funcién f: [a, b] esta acotada en el intervalo [@, b] si existen nimeros reales m <
M tales que para todo X C [a, b] se cumple m < f(x) < M. En tal caso se dice que
m esuna cota inferior de f y que M es una cota supetior.

Volviendo al ejemplo que se estaba estudiando la funcién f = By, definida en el intervalo
[0,1] en el que, ciertamente, estd acotada. Una cota inferior es m=0y una cota
supetior es M = 240. Para calcular el beneficio acumulado consideramos una particiéndel

intervalo, por ejemplo la particién en meses; es decir, £y = 0,8 = 1/12 ,t2 = 2/12,
etc.

En el intervalo [tq, t1 ], la funcién B_m pasa de 0 a 20, luego se tiene que mq By =
0y

M1 By, = 20.

De forma similar m9 By, = 20y M9 By, = 40, ctc.

Todavia no se conoce como calcular el beneficio acumulado cuando el beneficio
marginal es By, pero si que podemos resolver un problema mas simple: ¢Cual serfael
beneficio acumulado si en cada intervalo [tj — 1, ;] (0 sea, en cada mes) el beneficio
marginal se mantuviera constante igual a m; B> Entonces el beneficio en eneroseria

nulo (pues my B, =0), cl de febrero seria 20/]2, pues mgp B,= 20, ctc.

En total se tendria

12
1
S(Bm)= Z m;(B,,) T 110usd
i=1
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Esto no es el beneficio acumulado realmente, pues se ha redondeado hacia abajoel beneficio
marginal en cada intervalo. Por ejemplo, en enero se ha consideradoque no se acumula
beneficio porque el primer segundo de enero era asi, peroa lo largo del mes el beneficio
marginal crece y eso no se ha tenido en cuenta. Similarmente, se ha considerado que el
beneficio marginal de febreto era de 20usd/afio, cuando eso sélo es asi el primer segundo
y no se ha tenido en cuentaeste crecimiento.

La figura muestra la diferencia entre lo que
se ha calculado ylo que sequiere calcular.
Se ha calculado laregion sombreada y lo
que queremoscalcular es el drea que deja la
funcion

By, bajo su grifica. Encima de cada

columna de area que se ha contadohay un
e sk el fted triangulo que corresponde a los beneficios
0 1acumulados como  consecuencia  del
aumento de By, que no se haconsiderado. Se tiene, pues, que la suma que se ha calculado

queda por debajodel beneficio acumulado B que se quiere calcular:
110 = s(Bjp) < B
Por otra patte, también se sabe calcular el beneficio acumulado si se supone queel beneficio

marginal en cada mes [tj — 1, tj] permanece constantemente igual a Mj (Byy). En tal
caso seria:

12
1
S(B,) = Z m;(B,,) == 110usd
i=1

Ahora nuestro calculo supera el valor B
que quiere calcular, pues, por ejemplo, se
ha supuesto que durante el mes deenero
se ha tenido unos beneficios marginales
de 20 usd/afio cuando esto sélo ha sido
as a final de mes. La figuramuestra unos
triangulos de exceso de lasuma respecto al
valor que buscamos.En resumen se tiene
que:

.'l
110 = s(B;y) < B < S(Byy) = 130

=]
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No se ha calculado el beneficio acumulado pero ahora se conoce que esta entre 110y 130
usd. De forma general:

Si f [a, b] es una funcién acotada y P es una particion de [a, b], se define la suma
supetior de Riemann y la suma inferior de Riemann de £

Sila funcion f(x) representa el incremento marginal de una cierta magnitud M (es decir,
lo que aumenta M por cada unidad marginal que aumenta x en un puntodado),
entonces las sumas S(f) y S(f) son aproximaciones por defecto y por exceso al
incremento acumulado de M en el intervalo fa,b]. Mas concretamente, la suma
inferior es la aproximacion que resulta de suponer que en cada intervalo fxj — 1, xj/ el
incremento marginal £ permanece constantemente igual al menor valor que realmentetoma
en él. La suma superior es la aproximacién que resulta de tomar como valor

constante para £el mayor valor que realmente toma.

La clave para llegar al valor exacto del beneficio acumulado es que cuando tomamos
particiones de norma cada vez mds pequefia el error que cometemos se hace cadavez
menot.

Entonces, el beneficio acumulado B tiene que cumplir:

1-1 1+1
120 g 120 u
n n
Como el limite cuando n tiende a infinito de los dos extremos es 120, ha de ser

B =120.

<B<

Sea f:[a, b] una funcién acotada. Se definen la integral infetior de Darboux y laintegral
supetior de Darboux de fen [a, b] como:

b b*
[rwax=swsn v [ f@dx=ingsen

En otras palabras, la integral inferior es el mayor valor al que se puede acercar mediante
sumas inferiores y la integral superior es el menor valor al que se puedeacercar mediante
sumas superiores.



Se dice que la funcién f es integrable Riemann en [@, b] si ambas integrales coinciden,
y entonces al valor comun se le representa por:

ff(x)dx =.T fdx = ff(x)dx
a* b ar

Por ejemplo, se ha comprobado que la funcién By (£) = 240t es integrable Riemann
en[0,1]y
1

f 240t dt = 120

0
En conclusion, la interpretacién marginal de la integral de Riemann es la siguiente: “Si la

funcién f(x) representa el incremento marginal de una funcién F para cadavalor de x,
entonces | f(x) dx representa el incremento acumulado de F en elintervalo [a, b], es
decit, esiguala F(b) — F(a).”

Toda la discusion precedente se resume en que la suma de los infinitos incrementos
infinitamente pequefios dB es matematicamente la integral de estafuncién (sobre el
intervalo de tiempo en que se acumulan los beneficios).

Para que una integral fab f(x) dx tenga una interpretacion econémica el integrando f(x)
ha de ser siempreuna magnitud marginal respecto de la variable dx, es decit,si X es tiempo,
entonces el integrando tendria que ser un beneficio marginalrespecto del tiempo, o un
ahorro marginal respecto del tiempo, etc. En particulartendrd que estar expresado en
“unidades de lo que sea” / unidades de tiempo. Si x es la cantidad producida de un bien, el
integrando tendra que ser el coste marginalrespecto a la produccion, o el beneficio marginal
respecto de la produccion, etc.

En la practica, el unico criterio que se verd para reconocer funciones integrables esel
siguiente: “Si una funcién acotada f: [a, b] es continua en todo [a, b] salvo a losumo
en un nimero finito de puntos entonces es integrable Riemann en [a, b]. En particular,
toda funcién continua en un intervalo [@, b] es integrable Riemann.”



Para el cilculo explicito de integrales, basta aplicar lo siguiente: “Si f:[a, b] es una
funcion continua en [a, b] entonces existe una funciéon F: [a, b] continua en [a, b] y
derivable en |a, b[ tal que F* = f ysi F es cualquier funcién que cumpla esto entonces:

b
f f(x)dx = F(b) — F (a)”

Cualquier funcién F en las condiciones de lo antes expuesto se denomina primitiva de la
funcién f, dicho en otras palabras a como se estudi6 en el capitulo antetiot, loque en este
caso, haciendo referencia a las integrales indefinidas.

Respecto al cilculo de integrales definidas en la practica, se observa lo siguiente: Enlas
condiciones del ejemplo que se ha estado estudiando, se llama B(z) a la funciénque nos da
el beneficio acumulado en el instante t. Suponga que es derivable en todopunto. Entonces
B'(t) es el aumento que experimenta el beneficio acumulado en t por cada unidad
marginal de tiempo que pasa, es decir, es el beneficio marginal en t. Con la notacién que

se emplea: By (t) = B'(t). Segun se ha visto, fs b By (t) dt es el beneficio acumulado
desde el instante a hasta el instante b b

b
J B(t) dt = B (b) — B(a)

Por ejemplo, para calcular fol 240t dt basta con observar que F(t) = 120t2 s una
ptimitiva de 2408, para luego:

1
f 240t dt = F(1) — F(0) = 120 — 0 = 120
0

Un poco mas general, se cumple lo siguiente: “sea £ifa,b] una funcién integrable
Riemann en [, b]. Entonces la funcién F:[a, b]dada por F(t) = [ f(x)dxes
continua en [@, b] y si fes continua entonces F es derivabley F* = f.”
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