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INTRODUCCION

El libro “Principios de Algebra Lineal”, es una recopilaciéon de las
nociones basicas basadas en definiciones, teoremas y postulados,
plasmados en una variedad de ejercicios resueltos y propuestos para
fomentar el aprendizaje de los estudiantes de tercer nivel en el area de
las ingenierias y profesiones afines que requieran de la formacion
matematica, como pilar fundamental en su formacién profesional. El
objetivo de este texto es conseguir que el alumno/a domine las
herramientas que proporcionan las matematicas, que es requisito en
cada una de las carreras de formacién profesional con mayor énfasis
en las ingenierias como son: eléctrica, mecanica, telematica,
industrial, agroindustrias, entre otras que ofertan las instituciones de
educacion superior del pais como la Universidad Técnica Estatal de

Quevedo a través de la Facultad de Ciencias de la Ingenieria.

En el campo de la ingenieria aplicada se puede encontrar una gama de
problemas y aplicaciones ingenieriles que pueden ser abordados desde
los ejes tematicos de vectores, matrices y sistemas lineales de
ecuaciones, espacios vectoriales, e inclusive transformaciones lineales,
los cuales son materia de estudio sin abandonar el rigor formal en la
exposicion, se ha procurado hacer asequible cada tema mediante
ejemplos practicos empleado ejercicios resueltos y dejando otros
propuestos para cumplir con el proceso de aprendizaje en un intento

de que los estudiantes rompan con su rol habitual de espectadores-



oyentes, cumplidores de actividades mecanicistas, y consigan una

dindmica nueva de trabajo.

Ademas, se incluyen demostraciones basicas de teoremas que se
pueden considerar formativos y que desarrollan la capacidad de
razonamiento légico y de analisis critico y que la asignatura de algebra
lineal se convierta en una herramienta 1til en la praxis ingenieril como
el empleo de matrices en el modelado de problemas, motivo por el cual
cada seccidén finaliza con ejercicios propuestos que ayudaran a
cimentar los conocimientos adquiridos, ademas servira como
instrumento de evaluacion del proceso de aprendizaje de cada

capitulo.

MATRICES
Las matrices constituyen el elemento esencial del Algebra Lineal. En
este libro se la utilizara para resolucion de sistemas de ecuaciones en
donde se requerira solamente los coeficientes, ya que la matriz permite
organizar esos datos por ecuaciones y por incognitas en su estructura

de filas y columnas.

En los capitulos siguientes se introducird conceptos mas abstractos
como el de “operador lineal” que se puede representar por medio de

una matriz.

El estudio de las matrices reviste gran importancia por su variada

aplicacion en ingenieria y analisis de gran cantidad de datos.



El capitulo inicia con: Una definicién de matriz; luego se estudian las
operaciones elementales entre filas (columnas), tema que es muy
utilizado durante todo el texto para diferentes procesos; Las
operaciones entre matrices; Clasificacion de matrices; El estudio de un
tipo de matriz muy importante, Matriz Inversa y los procesos para
encontrarla; concluye el capitulo con el estudio de la Determinante de

una matriz y los métodos para calcular su valor.

Definicion de matrices

Una matriz es un arreglo bidimensional de ntimeros consistente en
cantidades abstractas que pueden sumarse y multiplicarse entre si,
también, se podria decir que es una disposicion de valores numéricos
y/o variables (representadas por letras), en columnas y filas, de forma

rectangular.

Es decir, una matriz de dimension mxn es una disposicion
rectangular en m filas y n columnas de nimeros, reales o complejos,
denominados elementos o entradas. Las matrices se suelen indicar con
letras maytsculas, mientras que los elementos de las mismas se

denotan con letras minusculas.

Definiciéon: Una matriz sobre un campo k, es una funcién A de la

forma:

A:[(i,)))i=123,..mj =1,23,..n > kj



A(l,]) = ai’j €k

aip A2 v Yn
. a a v Q2n

Donde, a; json los elementos de la matrizA = | 2 %2 .
am,l am,2 am,n

Asi, el elemento (i,j) de la matriz, es decir, el que ocupa la posicion
dada por la i-ésima fila y la j-ésima columna, se representa mediante
a ;.
El conjunto de todas las matrices m x n con elementos reales se denota
por R™™:; el conjunto de todas las matrices m x n con elementos
complejos se denota por C*™, Para referirnos en general a cualquiera

de estos conjuntos escribiremos k™™

También usaremos el término escalar para referirnos a un elemento
del conjunto K, ya sea éste R o C. El simbolo K representa en general

un conjunto con la estructura algebraica de cuerpo.

Para que dos matrices se consideren iguales deben tener el mismo
numero de elementosy, ademas, loselementosdeben ocupar
la misma posicion en ambas matrices. Lo anterior implica que la
matriz A es igual a la matriz B cuando A y B tienen el mismo orden

mxn 'y, ademads, se cuample que: a; ; = b; ;



Clasificacion de matrices

De conformidad a los elementos que integran la matriz, se las puede

clasificar con las siguientes definiciones:

L.

il.

iii.

v.

Dos matrices 4= (a;;) 'y B= (b"J)pxq’ son matrices

. . (Mm=p n=q
iguales si y solo si {a, = by Vi,
L] L] 4
Sea la matriz 4 = (a; J')mxn’ se llama matriz transpuesta de

A,alamatrizB = (ap'q)nxm, donde: a,, = b, , Vp,q y selanota

B=AT
-1 3

Ejemplo: SiA=|0 5 :>AT:[_1 0 =2
B 3 5 —4

Sea la matriz A = (a; j)mxn’ se llama matriz cuadrada, a la
matriz donde n = m, y se denota A4,, = A,xn

0 -1

Ejemplo: A,,, = [3 _c

Si la matriz cuadrada 4 = (a;;) , se dice que la matriz es

simétrica, 6sea si es igual a su transpuesta, se dice: AT = A

Ejemplo: A = [_21 _21] = A" = [_21 _21]



v. Sila matriz cuadrada 4 = (a; j)nxn’ se dice que la matriz es

anti simétrica, 0sea, es igual a su negativa, se dice: AT = —A.
0 3 5 0 -3 -5
Ejemplo: A=(-3 0 —4|=4"=|3 0 4=
-5 4 0 5 -4 0
0 3 5
—|-3 0 —4|=-4
-5 4 0

Los elementos de la diagonal de la matriz A, deben ser nulos

para que sea una matriz anti simétrica.

vi. Sea la matriz A = (q; j)mxn’ se llama matriz nula, si y solo si

ai‘j = O,Vl,]
0 0 O

Ejemplo: A=|0 0 0], todos los elementos de la matriz son
0 0 O

nulos

vii. Sea la matriz cuadrada 4 = (a;;) _, se dice que es la matriz

ai‘j = O,VI,]/l 7‘—']

identidad siy solo si {ai'j - LVij/i= y se la representa por
1 0 .. 0

el simbolo I = O 1 . O , es decir todos los elementos de la
0 0 .. 1

diagonal son uno y los demas son nulos.



1 0 O
Ejemplo: | = [O 1 0
0 0 1

viii. Sealamatrizcuadrada A = (a;;) _,sedice que es una matriz

diagonalsiysolosia;; = 0,Vi,j/i # j

-7 0 0
Ejemplo: A= 0 -1 0]
0 0 1

ix. Seala matriz cuadrada A = (a;;) _, se dice que es una matriz

a--:O,Vi,j—,ij
. ) G ;
escalar si y solo si
al"j = k,Vl,]_l :]

-2 0 0
Ejemplo:A=|0 -2 0
0 0 -2

x. Seala matriz cuadrada 4 = (a;;) _,se dice que es una matriz

triangular superiorsiysolosia;; = 0,Vi,j /i > j

-2 0 3
0 1 5
0

0 -2

Ejemplo: A =

xi. Sea la matriz cuadrada 4 = (a;;) _, se dice que es una matriz

triangular inferior siysolosia;; =0,Vi,j /i <j.



4 1 0
-2 0 -2

Ejemplo: A =

500]

1.1. Operaciones elementales de fila

En una matriz A= (ai'j)mxn’ se pueden realizar operaciones

elementales entre filas sobre un campo k, y estas pueden ser de tres

tipos:

i.  Producto de una fila de la matriz A, por un escalar no nulo,

expresado como A, = c xA,, siendo ¢ # 0, o también se lo
puede expresar como c*A, =c* (apq,ap1, - Apan) = (€ *

Ap1,C * Ap gy en. C * ap,ln)

Ejemplo:

3 -2 4 3 -2 4
A= (1 0 6 -2 0 -12
7 8 —2/pe2p\7 8 =2

ii. Reemplazo de la p-ésima fila de una matriz A mas c veces una
fila q, considerando que p # g, esto se puede expresar como
A, =Ap +cxAy

Ejemplo:

3 -2 4 3 -2 4
A= (1 0 6 10 -6 18
7 8 —2/pe gz, \7 8 =2



iii.  Intercambio de filas de una matriz A, y se lo puede expresar

como A, <> A,, considerando p # q

3 -2 4 1 0 6
A=[1 0 6 3 -2 4
7 8 —2/pep \7 8 =2

Definiciéon: Sean las matrices A, B € M,,,,,,se dice que la matriz B en

Ejemplo:

equivalentes por filas a la matriz A, si a la matriz B, se la obtiene

mediantie un namero finito de operaciones elementales de fila de la
matriz 4, es decir: 4 = B, siy solo si e, (ep_l (.....ez(el(A)))) ~ B.

Ademas, se pueden realizar operaciones elementales inversas de filas
y de esta forma se puede partir de la matriz B y llegar a la matriz A, por

lo que podemos indicar: B ~ A = A = B.
3 =2 4
Ejemplo: Sean las matrices A={1 0 6|y B=
7 8 =2
2 =2 =2
5 8 —14 |, demostrar que A es una matriz equivalente de B
-1 0 -6

(A = B).

A

3 =2 4 3 =2 4 3 =2 4
=11 O 6 -1 0 -6 -1 0 —6
7 8 _2 F2=—1*F2 7 8 _2 F3=F3+2*F2 5 8 _14 F1=F1+F2



2 -2 =2 2 -2 -2
(—1 0 -6 5 8 -—14|=B
5 8 —14/pcp\-1 0 —6

Definiciéon: Sea la matriz A € M,,,,,, se dice que la matriz A es una

matriz reducida por filas, si cumple las siguientes condiciones:

i. El primer elemento de una fila no nulas es un elemento no
nulo.
ii. Cada columna de la matriz A que tiene el primer elemento

no nulo de alguna fila y sus otros elemento de la fila son

nulos.
Ejemplo: las siguientes matrices son reducidas por filas
3 00 1 0 0
A=(0 0 6>;B=(0 1 o);cz(g )
0 8 0 0 0 1

Teorema: Toda matriz A € M,,,,,, es una matriz equivalente a una

matriz reducida por filas.

Definiciéon: El ntimero de filas no nulas de una matriz reducida por
filas de una matriz equivalente de la matriz A4, es conocida como el

rango de una matriz y se notara como: rg(4).

1 4 -3
Ejemplo: Determinar el rango de la matriz A = ( 3 7 —8)
-4 —-16 12

10



1 4 -3 1 4 -3 1 4 -3

A= ( 3 7 -8 3 7 -8 o -5 1

—4 —16 12/pp4ar, N0 0 0 /p_p 3, N0 0 0O
=B=>rg(4)=2

Definiciéon: Sea la matriz A € M,,,,,, se dice que la matriz 4 es una

matriz escalonada reducida por filas, si cumple las siguientes

condiciones:
i. A es una matriz reducida por filas.
ii. Toda fila nula esta bajo las filas no nulas de la matriz A.

iii.  Silas filas (1,2,3,...p) y p < m, son las filas no nulas de la
matriz A y si el primer elemento no nulo de la fila i esta en

la columna q.

Ejemplo: La siguiente la matriz A, es una matriz escalonada reducida

por filas:
0 2 0 5 0
A-[0 0 -2 00
0O 0 0 1 0
0 0 0 0 O

Operaciones entre matrices

Con las matrices también se pueden realizar ciertas operaciones
basicas como y suma y multiplicacion de matrices bajo ciertas

consideraciones como se indican a continuaciéon

11



Suma de matrices
Sean las matrices A,B € M,,,,,, se llaman suma de matrices de A =
(ai'j)mxn yB = (bi'j)mxn’ a la matriz C = (Ci'j)mxn’ tal que ¢;; = a;; +

b; j, Vi, j, representada por C = A + B

3 -2 4 3 4 1
Ejemplo: SeanA=(1 0 6 |yB= (-3 2 0], encontrar =
7 8 =2 5 1 3

A+B

3 -2 4 3 4 1 3+3 244 4+1
C=(1 0 6>+(—3 2 0>:(1+(—3) 0+2 6+0>

7 8 =2 5 1 3 7+5 8+1 -—-2+3
6 2 5
=|1-2 2 6
12 9 1

Resta de matrices

Sean las matrices 4, B € M,,,,,, se llaman resta o diferencia de matrices
ded = (ai'j)mxn yB = (bi’j)mxn’ alamatriz C = (Ci’j)mxn’ tal que ¢; ; =

a;; + (—bi;), Vi, j, representada por C = A+ (-B) = A—B.

3 -2 4 3 4 1
Ejemplo: SeanA=(1 0 6 |yB= (-3 2 0], encontrar =
7 8 =2 5 1 3

A—-B

12



3 =2 4
cC=11 0 6 |—
7 8 =2

0 —6
=4 -2
2 7

3 4 1 3-3 -—2-4 4-1
-3 2 0>:<1—(—3) 0-2 6—0)

5 1

3
6)
-5

3 7—5 8—-1 -2-3

Para realizar la suma o diferencia de matrices, estas deben ser del

mismo orden y se tienen las siguientes propiedades para la suma de

matrices:

i, (VAEM,,,)/—(—4)=A
ii.  (VABEM,,,)/—(A+B)=(-A)+ (—B)
iii. (VA,B€EM,,,)3CEM,,,)/A+C=B8

iv.  (VA,B,C € My,,),siA+B=B+C=>A=C

Ejercicios Resueltos de suma de matrices:

3
Considere las matrices: 4 = (1

7 5 9 2
(—8 1 6 ) D= (1
4 2 -5 5

i) C-D-B

3 —4
7 3
4 8

-2 4 3 4 1
0 6 | B=(-3 2 0] C=
8 -2 5 1 3

), realizar las siguientes operaciones:

13



7 5 9 -2 -3 4 -3 -4 -1
C=(—8 1 6) —D(—l —7 —3);—B=( 3 -2 o)
4 2 -5 -5 —4 -8 -5 -1 -3
2 -2 12
C—D—B=(—6 -8 3)
ii) CT - DT - BT
7 -8 4 2 1 -5 3 -3 5
CT=(5 1 2>DT:<3 7 4) BT=(4 2 1)
9 6 -5 —4 3 8 1 0 3
7 -8 4 -2 -1 5 -3 3 -5
CT=(5 1 2>—DT=(—3 —7 —4) —BT=<—4 —2 —1)
9 6 -5 4 -3 -8 -1 0 -3
2 -6 4
CT—DT—BT=(—2 -8 —3)
12 3 -16

)A + C-D

3 -2 4 7 5 9 -2 -3 4
=<1 0 6) C=(—8 1 6) —D=(—1 -7 —3)
7 8 =2 4 2 =5 -5 -4 -8
8 0 17
A+C—D=(—8 —6 9)
6 6 —15

iv) AT + CT - DT

14



3 1 7 7 -8 4 2 1 5
AT=<—2 0 8) CT—<5 1 2) DT=<3 7 4)

4 6 -2 9 6 -5 -4 3 8

3 1 7 7 -8 4 -2 -1 -5
AT = (—2 0 8 ) CT = (5 1 2 ) -DT= (— 3 -7 —4)

4 6 -2 9 6 -5 4 -3 -8

8 -8 6
AT+CT—DT=(O -6 6)

17 9 -15

v) B+ A-C

3 4 1 3 -2 4 -7 =5 -9
B={(-3 2 0] A=|1 0 6 | —C=(8 -1 —6
5 1 3 7 8 =2 -4 -2 5

-1 -3 —4
B+A-C=1|6 1 0
8 7 6

Producto entre un escalar y una matriz

Sea A = (ai'j)mxn sobre un campo k y « € k, el producto entre el

escalar a y la matriz A esté definido por: a4 = a(a; j)mxn = (aa; ;)

’ mxn’

Vi, j
-3 1

Ejemplo:sea:A=( 0 2 |, encontrar (—7) * A4
1 -4

15



(—7)*A=(—7)*(0 2

= (=7)*0 (=7)*2

-3 1 ) =7)*(=3) (=7=1
=71 (=7 (=4)

1 -4

21 =7
=10 -14
-7 28

Propiedades del producto de un escalar por una matriz

L.

ii.

iii.

v.

Viii.

IX.

1+ A = A (Existencia de un neutro multiplicativo).

(axB)A = a(BA) = f(ad), donde a y B son escalares
(Propiedad asociativa de la multiplicacion).

(a £ B)A = aA £ BA, donde a y B son escalares (Propiedad
distributiva).

A0pxn. = Omaxn, donde O,,,, €s una matriz nula (Propiedad
multiplicativa de una matriz nula).

0 * Oppen. = Opmxn, donde O,,,.,, €s una matriz nula (Propiedad
multiplicativa de una matriz nula).

Si aldpun =Omen =@ =0 V Apun = Omn (Propiedad
multiplicativa de una matriz nula).

(-1)*A=—A

(—a)A = (0)(-4) = —(0)4

a(A + B) = aA + aB (Propiedad distributiva).

Ejercicios resueltos del producto entre una matriz y un

escalar

16



Considere las matrices:

7 5 9 2
(—8 1 6 ) D= (1
4 2 -5 5

a) Sig = g, calcular A

3 -2 4
A=11 O 6
7 8 =2

SRS
o
N

3

N
§|w|

© |

2l
RN YRS
4

c) Calcular 8B

-2 4 3 4 1
0 6| B=(-3 2 0] C=

8 -2 5 1 3

), realizar las siguientes operaciones:

3 -2 4
BA= (1 0 6 ) BA=
7 8 =2
7 5 9
BC= (—8 1 6) BC
4 2 -5

17



ow}
Il
I
ww
N
o
N—————
=]
o]
I
I
wUJ
N
O =
N—————
=
o]
I
g |
SRS
[\S]
RIS
NEEARE

@ |

d) Calcular gD

V7N7T _2V7

2 3 —4 2 3 —4 3. 2 3
D=(1 7 3) BD=(1 7 3) BD = g 7*{7 g
5 4 8 5 4 8 ST 2T 47

6 3 6

Multiplicacién entre matrices

Sean las matrices A =(a;;) € Mpyn ¥y B =(by;) € Mpyp, €l

producto de la matriz 4 por la matriz B, es la matriz C = (c; j)mxp €

M, representado por C = A. By cada elemento c; ; esta definido por:

n
B Vi=123....,m
Cij = z Ak * Dy Vi=123....,p
k=1

Es decir que para poder multiplicar matrices es necesario que el
numero de columnas de la matriz A sea igual al nimero de filas de la
matriz B, por cuanto el elemento de la fila i y la columna j del producto
de la matriz A por la matriz B, es el producto escalar del vector de la i-

ésima fila de A por el vector columna j-ésimo de B, es decir:

18



by ;

— (a: . v @ by
Ci = (al'l al’z l,n) .

by

= (al'l al‘z b al,n)(bllj bZ:] e bn,]) == Al' B‘l

= Qi1 ¥ byj+ Qg * byt Ay * by

5 =2 3 4 9 1
Ejemplo: SeadA={9 2 1 |yB= (-9 2 2],encontrarA.B
7 7 -8 5 8 1

AxB
G*4)+(-2+-9)+@B*5 G*9)+(-2*2)+@B*8) G*1)+(-2*2)+3B=*1)
= 9*x4)+(2*-9)+ (1*5) 9*9)+(2+2)+(1+8) O+xD+2*2)+(1*1)
(7%8)+ (7+—9)+ (—8%5) (7+9)+ (7%2)+(-8%8) (7+1)+(7+2)+ (—8x1)

36 -18+5 81+4+8 9+4+1
28—63—-40 63+14—-64 7+14-8

53 65 4
=(23 93 14>

20+18+15 45—-4+24 5—-—4+3
AxB =

—-75 13 13
-1 0 2 =2
Ejemplo: SeaA:(2 1 0) yB=|-1 1 2 0 |, encontrar
=3 04 3 0 -2 3

A.B
(2*—1+1*—1+0*3 200+ (1x1)+0x0  22)+(1#2)+0%(=2) 2(-2)+(1%0)+0+3 )
=3x=1+0+-1+4+3 =3(0)+(0+1)+4+0 =3(2)+(0#2)+4+(-2) -3(-2)+(0+0)+4+3

L (Ctrl)

19



-3 1 6—4-)

A'B:(15 0 —14 18

Observar que el producto de una matriz A,, 5 y la matriz B;,,, dio como

resultado una matriz A. B,,,, por lo tano A. B # B. A por ser de ordenes

diferentes no se podria realizar B. A.

Propiedades del producto entre matrices:

il.

iii.

(VA € Myp), (VB E€M,y,), (VCEM,yy,)=(A.B).C=
A.(B.(C), es decir el producto es asociativo siempre y cuando
exista el producto

Sea A=(a;;)eM, e I1=(6;;)€M, donde §;;=

{(1) Z z z j = A.I = 1.A = A, es decir que la matriz identidad
es el neutro multiplicativo en matrices cuadradas, se puede
tener el neutro multiplicativo por la izquierda (1.4 = A) yel
neutro multiplicativo por la derecha (A4:1 = A)

(VA € Myppn), (VB,C € Myy,) 2 A.(B4+C)=A.B+A.C, es
decir que se cumple la propiedad distributiva del producto
sobre la suma, siempre que se cumpla con las condiciones
para la suma y el producto, y se puede tener la propiedad

distributiva por la izquierda (A.(B+C) = A.B+ A.C) y la

20



propiedad distributiva por la derecha ((4+ B).C = A.C +
B.C)}

Ejercicios resueltos de multiplicaciéon entre matrices:

5 -2 3 4 9 1
Considere las matrices: A=|9 2 1 ;B=|-9 2 2); C=
7 7 -8 5 8 1

4 5 9 1 3 —4
-3 8 6 |yD=(6 7 5 ],resolverlossiguientes productos de
4 9 -3 1 5 8

matrices:

1) AxB

AxB

G*4)+(=2+=9)+@B*5) (G*D+(-2+2)+(B*8) (5+1)+(-=2+2)+ (3*1)\
=l O+4)+@+=9)+(1*5) (9+N+@2+*2)+(1*8) O+ +@2#+2)+(1+1)
(7+4)+(7+=9) +(=8+5) (7+9)+(7+2)+(-8%8) (7+1)+(7+2)+(-8+1))

36 -18+5 81+4+8 9+4+1
28—63—-40 63+14—-64 7+14-8

53 65 4
=(23 93 14)

-75 13 13

20+18+15 45—-4+24 5—4+3
AxB =

2) BTxD

21



BTxD

A*1)+(9+6)+(5*1) (4*3)+(=9*7)+(5%5) (4*—4)+ (=9*5)+ (5%8)
= 9*x1)+@2*6)+(8*1) (9%3)+(@2*7)+ (8%5) (9*x—4)+ (2%5)+ (8%8)
A«D)+@2*6)+(1%1) (1*3)+@2*7)+ (1%5) (1*—4)+2+5)+(1%8),

4 -9 5 1 3 —4
BT = (9 2 8> D =(6 7 5>
1 2 1 1 5 8

4—-54+5 12—-63+25 —-16—45+40
B'xD=(9+12+8 21+14+40 —-36+10+ 64

1+12+1 3+14+5 —-4+10+8
—45 -26 -21
=1 29 75 38
14 22 14
3) Bx DT
BxDT=|

(9+1)+@2*3)+2*x—-4) (-9+6)+2=+7)+@2*5) (—9*x1)+(2x5)+((2%*8)
G*x1)+(Bx3)+ (1x—4) (5*6)+(8x7)+ (1%5) (5%x1)+(B+5)+ (1%8)

4 9 1 1 6 1
B = (—9 2 2> DT= ( 3 7 5>
5 8 1 -4 5 8

(4+27—4 24 +63+5 4+45+8>
BxDT: =

((4*1)+(9*3)+(1*—4) (4x6)+(O*7)+ (1%5) (4*1)+(9*5)+(1*8)>

-9+6—-8 —-54+14+10 -9+10+16
5+24—-4 30+56+5 5+40+8

27 92 57
-11 =30 17

25 91 53
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CxD =

4+x1)+GB*x6)+9=x1) (4+3)+(B+7)+(9%5) (4%—4)+(B+5)+(9%8)
(-3%1)+(B8%6)+(6+1) (-3+3)+(B*7)+(6%5) (=3*—4)+ (8x5)+ (6+8)
4+1)+0O@*x6)+(—-3x1) “=*3)+O*x7)+(-3%5) (4*—4)+ (9 *5)+(—3%8)

4) CxD

—3+48+6 —-9+56+30 12+40+48
4+54—-3 12+63—-15 -—-16+45-24

43 92 81
51 77 100

55 60 5

4+304+9 12+4+35+45 —-16+25+72
CxD = =

5) CTxD

4 -3 4 1 3 —4

c’=|{5 8 9 D=6 7 5

9 6 -3 1 5 8
CxD =

(4+1)+(B*x6)+(9+1) 4x3)+(x7)+(9%5) (4%—-4)+ (55 +(9%8)
(-3+x1)+@B*6)+(6+x1) (-3+3)+(B+7)+(6%5) (—3+—4)+(8%5)+ (6+*8)
@4*1)+0O*x6)+(-3+x1) (4*3)+0O*7)+(-3%x5) (4*—4)+O*5) +(—3%8)

5+48+9 15+56+45 —-20+40+72
9+36—-3 27+42-24 -36+30-—24

-10 11 1
=| 62 116 92

42 45 =30

4—-184+4 12—-21+20 —-16—15+32
CTxD =

6) C x DT
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4 5 9 1 6 1
C=(—3 8 6>DT=(3 7 5>
4 9 -3 -4 5 8

CxD =

4*x1)+(GBx6)+(9+1) (4*3)+(5x7)+(9%5) (4+—-4)+(5x5)+(9+8)
(-3+x1)+@B*6)+(6%x1) (-3+3)+@B+x7)+(6*5) (—3*—4)+(8%5)+ (6%8)
4+1D)+0O*x6)+(-3%1) (4*3)+9*x7)+(-3%5) (4*—4)+ O *5)+(—-3%8)

—3+24—-24 -18+56+30 —3+45+48
4+27+12 24 +63—15 4 + 45 — 24

-17 104 101
=1 -3 68 90

43 72 25

(4+15—36 24 + 35 + 45 4-+25+72>
CxDT =

7) AxC

AxC
G*4)+(—2%-3)+(3*4) (5*5)+(-2%8)+3*9) (5%9)+(—2%6)+ (3%—3)

=<(9*4)+(2*—3)+(1*4) (9*5)+(2+8)+(1+*9) (9*6)+(2*6)+(1*—3)>
(7+4)+ (7 *-3)+(—8%4) (7*5)+(7*8)+(—8%9) (7+x9)+(7*6)+ (—8*—3)

20+6+12 25-16+27 45-12-9
AxC=| 36—-6+4 45+16+9 54+12-3
28—21—-32 35+56—72 63+42+24

38 36 24
=| 34 70 63

—-25 19 129

8) AxD
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AxD
Gx1D)+(-2+6)+(3*1) (5*3)+(-2%7)+(3*5) (G*-4)+(-2+5)+(3%8)
= O*«D)+Q2*6)+(1+1)  (9*3)+Q2*7)+ (15 (9%-4)+(2+5)+(1%8)
(7+1D)+T*6)+(-8%1) (7*3)+(7*7)+(-8%5) (7+—-4)+(7%5)+(-8%8)

9+12+1 27+14+5 -36+10+8
74+42—-8 21+49—-40 -28+35-64

-4 16 -6
=122 46 -18

41 30 -57

5—-12+4+3 15—-14+15 —-20—-10+ 24
AxD =

9) BxC

BxC
A*8)+O9*«=3)+(1*4) (4*5)+OQ*8)+(1*9) (4*9)+(9%6)+ (1*-3)
=[(-9+4)+2*-3)+2*4) (—9*5+2*8)+2*9) (-9*9)+((2*6)+ (2*-3)
(5*4)+(B8*-=3)+(1+4) (5*5)+(8*8)+(1+9) (5*9)+(@B*6)+(1*-3)

8—27+4 20+72+9 36 +54—-3
BxC = -36—-6+8 —-45+16+18 -81+12—-6|=
20—24+4 25+ 64+9 45 +48 — 3
—-15 101 87
-34 -—-11 -75
0 98 90
10)Bx D
BxD

(=95 1)+ (2%6)+(2+1) (=9%3)+(2*7)+(2*5) (=9%—4)+ (2%5)+(2+8)

A D)+ (9%6)+(1*x1)  (4*3)+(9*7)+(1*5) (4% —4)+(9%5)+(1+8)
) (G+1)+(8%6)+(1x1) (5%3)+(8*7)+(1%5) (5+—4)+(8x5)+(1%8)
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-9+12+2 -27+14+10 27+10+16
5+48+1 15+56+5 —-20+40+8

59 80 37
(5 =5 5)

54 76 28

4+54+1 12+ 63+ 5 —16 +45+8
BxD =

1.2. Matriz elemental

Sea la matriz E € M,,, se dice que es una matriz elemental si se obtiene
a partir de la matriz identidad I € M,, con una sola operacion

elemental de fila.

Ejemplo: Las siguientes matrices son elementales:
1 0 0 0 1 0 1 0 O
A=|2 1 0)sB=|1 0 Of)yc=(0 -2 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Ejemplo: Las siguientes matrices No son elementales:
1 0 0 0 1 0 1 0
A=12 1 0} B=({3 1 0} c=10 1)
0 0 O 0 0 1 0 1

Teorema: Sea e una operacion elemental de fila y sea E € M,,, la
matriz elemental tal que e(M,,) = E, entonces: (VA € M,,.,,) = e(4) =

E: A.
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-1 3 5
2 1 1

intercambio de dos filas. Verificar que e(4) = E: A

=7 7 DG 43

Ejemplo: Dala matriz A = ( ) y la operacion elemental e,

Debemos tener una matriz E,,,, siendo esta E = ((1) (1)), por lo tanto:

0%(=2)+1x1 0x(-1)+1x1 0*(3>+1*2) e(4)

1+x(=2)+0*1 1*(—1)+0x1 1x(3)+0=x2
=E:A

pa=(

1.3. Ejercicios propuestos de matrices

-3 -2 1 -1 1 1
1) Seanlasmatrices:Az(S -2 6 |;B=|0 2 0),C=

4 5 -2 5 -5 3

3 3 =5 1 -1 -4

(—8 2 3) y D = (1 4 —3) resolver las siguientes
4 1 -5 5 4 -5

operaciones de matrices:

a) C-D-B g) D-A-C

b) CT - DT - BT h) DT - AT - CT

¢c) A+C-D 1) A+B+C+D

d) AT+ Cr-DT j) AT+ BT + CT + DT

e) B+A-C k) A-B+C-D

f) BT+ AT-CT ) AT—BT+Cr—DT

27



m)A+B-C+D p) D+A-B+C
n) AT+ BT - CT + DT q) DT+ AT - BT +CT
0) A-B-C-D D AT - BT - CT—-DT

2) Considerando las matrices del primer ejercicio y que § = g; )

9 5 . . . .
=;ya=q realice las siguientes operaciones:

a) BA e) 6A k)aC
) aD
b) B f) 6B
g)6C
c) BC h)8D
d)BD
i) aA
j) aB
1 -2 3 4 1
3) Sean las matrices: A = (—2 2 6 ); B = (5 —2); =
3 —4 -8 0 3
(01 573 g), D = (_01 g g) Si es posible resolver los
4 9 9
siguientes productos entre matrices:
a) AxB c. CxD e. CxDT
a. BTxD f. AxC
b. Bx DT d. CTxD
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g. AxD h. BxC
i. BxD

Matriz inversa

Las matrices son una herramienta valiosa en todas las ramas de las
matematicas, pero, sobre todo, lo son cuando son matrices inversibles
(es decir, con inversa). Existen muchos y diversos métodos para la
obtencién de la matriz inversa, cada uno de ellos con sus ventajas y

desventajas

Definiciéon: Seala matriz A € M,,,,,, existe una matriz B € M,,,,,, tal
que A. B = I,,,, ala matriz B se la denomina matriz inversa de 4 por

la derecha.

Definiciéon: Seala matriz A € M,,,,,, existe una matriz B € M,,,,,, tal
que B.A = I,,,, ala matriz B se la denomina matriz inversa de 4 por

la izquierda.

Definiciéon: Sea la matriz A € M,,, existe una matriz B € M,,, tal que

A:B = B.A = I, ala matriz B se la denomina matriz inversa de A.

A la matriz inversa de A, se la nota A™1, y esta es unica es decir:
VA,B,C € M,,talque A.B =1y C.A = I, entonces B = C y es la matriz

inversa de A.
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Propiedades:

1. Si A € M,, es inversible, entonces A~! es inversible, es decir:
A H1=A4.

i. Si A, B € M,, son inversibles, entonces A.B es inversible y
cumple con: (A.B)"! = A"1. B!

iii. =~ Toda matriz elemental es inversible

Si A€ M, es inversible y si una sucesion finitas de operaciones
elementales de fila reducen a la matriz A en la matriz identidad I,
entonces si se aplica la misma sucesiéon finita de operaciones
elementales de fila a la matriz identidad I, dan como resultado a la

matriz inversa A~1.

Ejemplos resueltos de matriz inversa:

1) Hallar la matriz inversa de: A= (i :g)

1.- Aumentamos la matriz de identidad: El proceso consiste en
convertir la primera matriz en identidad, de esa manera la segunda

matriz se convertira en inversa.
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<1 -3 |1 0) :<1 -3 | 1 0)
4 =5 10 Vppuy 0 7 1 -4 Uy,

1 0 5 3
0 1 |-= = 0 1] 4 1
7 7F1=F1+3F2 _; 7
5 3
77 7\_1,.,_ (-5 3
_<_§ 1 _7‘4 _(—4 1)
7 7
5 3
L1 =3[ "7 7
Axd _(4 —5) 4 1
7 7
(1 5)+ 3e_ o (1 3)+ 3
* — = —3 % —= * — —3 %=
_ 7)* 7 7) T (3D
(4 5)+ 54— (4 3)+ 54
* — — —5 % —— * — —5 % —
7 ( 7) 7 ( 7)
5 12 3 3
-1 _ _7 7 ?_; 1 0
AxA 20 20 12 5 (o 1)
7 7 7 7
1 3 =2
2) Dadalamatriz:A=( 4 0 -1 |, encontrar lainversa A
-2 3 4
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3 =21 1 0 0
-12 7]1-4 1 0
9

0
0
1/ F,=F,—4F,

F3 =F3 +2F1

012 0 1/, 1,
1 0 O
_2|—4 1 0
715 1
0] = 0o -
|9 9 F2=F2+12F3
1 0 0
13 —2/_4 4
=10 0 7] 3 3
01 0] 2 1
Z 0 = 1
9 9/ F=5F
F1=F1—3F3
1 0 1
3 3
4 1 4
21 7 21
2 1
Z 0 _ ~
9 g / Fi=F+2F,
FZ(_)FS
2 1
1 0 0 221 7 121
=fo 10 = 0o 3
0 0 1] 4 1 4
21 7 21
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1 0
0 —4
0 O

N~ © NN

1
21 -1 6 -1
L1 7
9 21 3 3
4 -4 3 4
21
2 3
2 1, siesinversible, determine A~!
0 1
2 311 0 0
2 110 1 0
0 1]0 0 1/FR=FR-3rR
F3=F3—F;
1 2 311 00
=0 -4 -8|-3 1 0 . =
0 -2 =-2]-1 0 1/A=htzR
F3=F3—%FZ
1 1
| 72 2
| —3 1 0
|11 )
z Tz Yman
F3—%F3
1 1 0
2 2
10 -11] 4 1
=lo 1 2 | 7 70 =
0O 0 1 | 1 11
4 4 2/ Fi=Fi+F;
F2=F2—2F3
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1 1 1
10 0] 14 ‘1} 2
010> = -1 =A™
o0 1] + 4
1 1 1
4 4 2/ F=Fi+F
F2=F2—2F3
11 1
4 4 2 -1 1 2
Por lo tanto: A1 = i i -1 :i(l 1 —4>,ysepuede
o1t -1 2
4 4 2

probar que: A. A"t =1

A A1

1s(-1)+2%x1+3%1 1x1+4+2%1+3%(=1) 1%2+2x(—4)+3%2
=—[3*(-1D)+2*1+1*1 3x14+2%1+1x(—1) 3%2+2x(—4)+1%2
1(=1)+0*x1+1%x1 1x14+0x14+1x(—-1) 1*2+0*(—4)+1x2

1/4 0 0\ /100
A'A_IZZ 0 4 0)]=({0 1 0)=1
0 0 4 0 0 1
1.4. Ejercicios propuestos de matriz inversa

Calcular la inversa de las siguientes matrices por el Método de Gauss

Jordan
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(5 =2 3 4 1
C‘(9 7) G=(—3 2 o)
5 1 3
(4 9 7 5 9
D_(s 2) H:(—8 1 6)
4 2 -5
(2 =5 2 3 —4
E_(s —10) J=(1 7 3)
3 -2 4 5 4 8
F=(1 0 6) 8 -7 6
7 8 =2 K=(5 -10 —16)
3 2 -5

Otros tipos de matrices

En esta seccion se presentaran algunos tipos de matrices como:

i. La Matriz fila, que estd constituida por una sola fila y n
columnas: 4= (a; a, - ap)
ii. Lamatriz columna, la cual tiene una sola columna y m filas: A =
a,
a
am
iii. Una matriz A € M,,, se la llama matriz nilpotente de orden p,
siy solo si p es el menor ntimero entero positivo tal que AP =
0,, es decir si la matriz elevada a la potencia p, da como

resultado la matriz nula.
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0O 0 O

Ejemplo: Sea la matriz A = (3 0 O), demostrar si es una
3 -1 0

matriz nilpotente y el orden en caso de serlo

0 0 0\2 0 0 O0\/0 0 0 0 0 0
A2=(300>=300300=000
3 -1 0 3 -1 0/\3 -1 0 -3 0 0

0 0 0N/0 O O 0 0 O
A3=A2A=|10 0 0]J]|3 0 0])=|0 0 0]=0;
-3 0 0/\3 -1 0 0 0 O

La matriz A es nilpotente de orden 3.

iv. Una matriz A € M,,, se la llama matriz Idempotente si y solo
si A2 = A, es decir si al elevar la matriz al cuadrado, da como

resultado la misma matriz A.

0 1 0
Ejemplo: Demostrar que la matriz 4 = (0 1 0), es Idempotente.
0 1 0

01 02 /,0 1 0\/0 1 0 01 0
A2=(010>=010010=010=A
0 1 0 0 1.0/\0 1 0 0 1 0

v. Una matriz A € M,,, se la llama matriz Involutiva si y solo si
A%? =, es decir si al elevar la matriz al cuadrado, da como

resultado la matriz identidad I.
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0 0 1
Ejemplo: Demostrar que la matriz A = (0 1 0), es Involutiva.
1 0 0

0 0 1\> (0 0 1\/0 0 1 100
A2=(010=010010=010=1
1 0 O 1 0 0/\1 0 O 0 0 1
vi. Una matriz A € M,,, se la llama matriz Ortogonal si y solo si

AT.A =1, es decir si al elevar la matriz al cuadrado, da como

resultado la matriz identidad I.

51
N
il
RN
le
W

Ejemplo: Demostrar que la matriz A = | —

F RO
I U |
BB

es Involutiva.

SRS U SVAE SRS U |
V3 V3 V3| (V3 VB 3
U3/ L S U U I S SRS S O DY GO A
B VERRYE ARV I RTE RV VE S B Py
U U U B U U U §
V3 V3 V3 \V3 V3 3

vii. Una matriz A € M,,,,,,(C), se la llama matriz Conjugada de 4,

al conjugar todos los elementos de la matriz A, representada

por: 4 = (a;,)

mxn
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Ejemplo: Encontrar la matriz conjugada de A=
( i 1—-i 3 )
-1 2450 7i

=0 208 )

Viil. Una matriz A € M,,(C), se la llama matriz hermitiana
de la matriz cuadrada 4, siy solo si la transpuesta de la matriz

Aesigual ala conjugadade A AT = A

Ejemplo: Demostrar que la matriz A=

-3 1-—3i —i
1+ 3i 5 —7 + i |, es hermitiana
i -7 -1 3

i -3 1430 i
A=(1—3i 5 —7—i> y AT =

—i -7+ 3
-3 1+ 3i [
(1 —3i 5 -7 — i),
—i -7+i 3
por lo tanto AT = A4

Observar que una matriz hermitiana, necesariamente debe
tener nameros reales en los elementos de la diagonal positiva

de la matriz.
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ix. Una matriz A € M,(C), se la llama matriz unitaria de la

matriz cuadrada A, siy solo si la transpuesta de la matriz A por
la conjugada de A es igual a la matriz identidad, es decir: ATA =

I

Ejemplo: Demostrar que la matriz A={"] [ |, es
NP

unitaria.

L, L -1 L
AT = */z f yA= *F */f |, por lo tanto
Z 7 AL
1 1 1 1
ATi=| V2 V2 V2o V2| (1 0)

1 1 1 1 0 1

——i

Z %)\ %7 %

. Sea la matriz A = (a;;) € M,(k), se la llama traza de la

matriz cuadrada 4, al nimero que resulta de sumar todos los
elementos de la diagonal positiva o principal de la matriz y se

representa por: Tr(4) = YL, a;;

-1 3 0 2 1
Ejemplo: Sean: A:(l = 2) y Bz(—z 3).

Determinar la traza de las matrices A. B y B. A.
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ABz(:lg g)(jz §>=(:g:&)ﬁTﬂA3)

0o -1
=—8+14=6
2 1 -1 11 2
&A:(Q 3)(:12 $=<5 9 6>$TMRM
0 -1 -1 -5 =2
=-14+9-2=6
Determinantes

Esta seccion vamos a estudiar el calculo del determinante de matrices
cuadradas. La funcion determinante tendra como Dominio todas las
matrices cuadradas A,., y como rango en conjunto de los nimeros

reales R. Y se la notara como det(A) o |A| y definida por: det: My, = k

Conveniente recordar las definiciones de menor, cofactor, filas y
columnas estudiados en la seccion de matrices, asi como la asignacion

de los subindices para los términos o elementos de una matriz.

Para un término cualquiera a;;, de una matriz A,y,, el primer

jo
subindice sera el namero de la i — ésima filaparai =1,2,..,i =nyj,
ser4 el numero de la j — ésima columna para j =1,2,...,j = n.
Menor de una matriz

Definicion: El menor de una matriz A de orden n, respecto un

elemento q;;, es una matriz de orden n — 1, que resulta de eliminar la
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fila i —ésima y la columna j— ésima correspondiente a dicho
elemento, es decir 4 = (ai, j) € M, el proceso del determinante por

menores por la r — ésima fila de A, se define como:

n
Al = (1 *ay 4]l
j=1

J

donde A’, es la matriz que resulta de quitar la fila 7 y la columna j dela

matriz A, paraj = 1,2,3,...n

El desarrollo del determinante por menores por la j — ésima columna

de A4, se define como:
n
1Al = Z(—l)i”aiﬂf‘l”
j=1

donde A{ , s la matriz que resulta de quitar la fila i y la columna j dela

matriz A, parai = 1,2,3,..n

Ejemplo: Determinar el menor del elemento a,; en la matriz dada:

1 2 3
A=|-1 -2 4
3 1 -3
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Esta es una matriz cuadrada de orden 3, para calcular el menor del
término a,3, tal como se indic6 en la definicion, se procede a escribir
otra matriz de orden 3 — 1 = 2, eliminando la fila i = 2, y columna j =

3, entonces se tiene:

1 2
M,z = [3 1
1 2 3
Ejercicios Propuestos: Dada una matriz4A =|-1 -2 4
3 1 -3

Determinar los menores a5, a3, s, a;3.

Determinante de segundo orden

Dada una matriz A de orden 2, para calcular un determinante de la

matriz A, denotado por detA o |A| se aplica la siguiente formula:

a;;  Ago
a1 4y

detA = |A] =|

| = QAq1022 — A21012
Ejemplos: Calcular el valor del determinante

D |25 =606 - (-2B3) = (-30) - (-6) =-30 + 6 =
—24
2) |2xx__13 5| =56—1-x(x-3)=
=5x—5—2x%>+3x=—-2x2+8x—5
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Ejercicios Propuestos de determinantes de segundo orden

Calcular los siguientes determinantes de segundo orden:

1)
2)
3)
4)

W RA DO WU A

9|:2
o [
7)r;

Determinante de orden n > 2

-3
5| 8)
—m|
4 9)
-7
6 | 10)

V3 =3
-2v3 3

A+3 =2
22—1 A1—4
A+1 A+42
-1 A-7

Definicion: El determinante de una matriz A de orden n x n = [a;;],

es la suma de los n términos de la forma (—1)*a;|M,;,

correspondiente a una fila o columna cualquiera de A. Paralafila 1, de

coeficientes a,;, + a,, + - + a,,, en forma simbolica se tendria

detA = (—1)1+la11|M11| + (—1)1+za12|M12| + ot (_1)1+na1n|M1n|

n .
_ z (=D" ay;|My|
=1

Ejemplo: Calcular el siguiente determinante:

1 3
-1 -2 4
3 -3
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Se aplica este proceso utilizando la primera fila:

1 2 3
D=|[-1 -2 4
3 1 -3

= (=D ay IMy, | + (=DM 2ay,|My,|
+ (D™ 3a,3|My3|

=DM |_12 —43| DT |_31 —43|
GO RO By

= (W6 -4+ (=1DQR)B =12) + (DB)(~1+6) =2+ 18 + 15
=35

Cofactor

Definicion: El cofactor de una matriz A de orden n, respecto un

elemento qa;;, es el valor dado por

jo
Cij = (1) M

De acuerdo a esto, el valor del determinante de la formula anterior se

podria escribir asi:
n

detA = allcll + a12C12 + -+ aljclj = Z aleIj
j=1
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Esto se llama desarrollo por cofactores, en este caso, a lo largo de la
primera fila. Pero se puede desarrollar a lo largo de cualquier fila o

columna. El resultado es el mismo.

Los signos del cofactor depende de la posicion de a;;. Desarrollando el

factor (—1)'*/ para los valores de un determinante cualquiera, se

obtiene la siguiente tabla de signos:

Ejemplo: Calcular el determinante

-2 0 1
-3 2 —=1|=a41C1 + a13C15 + a43C43
2 -1 -1

=+2 |4 Tl-orof;
=-2(-2—-1) -0+ (3-4)

=—2(-3)+(-1)=6-1=5
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Ejemplo: Calcular el determinante de A, si:

2 1 0 -1 0
310 2 0
A=|-1 2 0 -3 -1
0 -1 0 4 0
-1 5 -2 1 -—1]

Solucion: Aplicar el desarrollo por cofactores a lo largo de la tercera
columna, aprovechando que sus términos tienen valores cero, menos

ass = —2. Al desarrollar se tiene:

1 -1 0 2 1 -1

det(4)=0C,, —0C,, + 0C,, —0C S S
= —_ + — —_ —

€ 31 3 33 34 1 2 -3 1 1 2 -3 1

0 -1 4 0 0 -1 4 0

Como se puede apreciar, los términos del desarrollo del determinante
por cofactores daran cero en todos los productos a excepcion de este
valor a;s = —2. Por ello, a partir de ahora se omitiran todos los valores

cuyos elementos sean igual a cero, es decir, que si a;; = 0, entonces, el

producto a;;C;; = 0C;; = 0,y no haré falta considerarlo.

Ahora vemos que la columna 4 tiene cero a excepcion del elemento
a,; = —1. Al desarrollar el determinante a lo largo de la cuarta

columna se tendra:
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2 1

-1

detA=(-2)1)3 -1 2

0 -1 4

Ahora, desarrollando el altimo determinante de orden 3 por cofactores

a lo largo de la tercera fila, se tendra:

detA=—2“§ s L =-aa s +ac-2-3)1| =

—2[7 —20] = 26

Ejercicios

cofactores

Propuestos

de

determinantes

empleando

Aplicando el proceso de desarrollo por cofactores, calcular el valor de

los siguientes determinantes. Del 1 al 6 resuelva a lo largo de la fila o

columna indicada, en los ejercicios 7 a 10 elija la fila o columna que

mas le convenga. En los ejercicios 11 y 12 resuelva lo solicitado, a partir

del ejercicio 13 apliquen lo explicado en el ultimo ejemplo.

-3 0
1) |-1 4
5 =3
0 1
2) |-2 4
3 =3
2 3
3) |-5 -1
0 —4

1
-2
1

4)

5)

6)

7
0
1

-3
-2
2

-5
0
-1

7)

8)

9)
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A—-1 0 1
10)| -2 2 =2
1 -1 2

11) En el problemas 9, encuentre el valor de x, para que el
determinante sea igual a 0.
12) En los problemas 10, ¢cuéles serian los valores de A, para que el

determinante sea igual a 2

I -1 3 2 -1 2 6 -5 4

13) 0 2 0 0 0 -3 2 -1 3
-1 -1 0 0 4)o0 0 -2 3 0

3 2 3 -2 0 0 1 3 -1

0 0 O -1 0

1.5. Meétodo de Sarrus

La regla de Sarrus nos sirve para resolver de manera muy sencilla el
determinante de una matriz de nxn, y radica en incorporar n — 1 filas
para poder identificar de forma facil las diagonales positivas y

diagonales negativas.

air Q42 Qg3
Sea la matriz 3x3 es: A=|Qaz1 a2 0az3]. Se calcula como
az1 0azz d4szz

determinante:

a;; Q12 4g3
a1 QAzz Q3
a3y, dszp; dsz

|A| = = (a11Q22033 + 012023031 + Ap1 + A32043) —

(a13032a31 + A12021A33 + A33032041)
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Si observamos, la mitad de los sumandos tienen signo " + " y la otra
mitad signo " — " En este caso los productos positivos estan formados
por los elementos de la diagonal principal y sus dos paralelas
multiplicadas por el elemento que esta en el extremo opuesto. De
manera analoga, los productos negativos estan formados por los
elementos de la diagonal secundaria y sus paralelas multiplicadas por
el elemento extremo de las mismas. Este método es conocido como

la “regla de Sarrus”.

Por lo tanto se lo puede expresar como: |A| = J37,

Las diagonales azules se suman y las diagonales rojas se restan. En este
caso, la zona sombreada de gris representa las dos primeras filas en la

zona inferior.

a1 Q412 Qg3
a1 dzz Qs
az; dzz dsz

Ejemplo: Encontrar el determinante de |A| =

(a11022a33 + A120,3031 + Ap1 + A32043) — (A13032031 + 412021033 +

A33032011)
3 -2 4
[Al=1] 1 3 =2
-11 4 8
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[Al]=3%3%*8)+(—2*x—2—-11)+ (1 *x4x4)—(4*3x—-11)
—(—2%1%8)—(—2%4x3)

|A| =72 —-44+16+ 132+ 16 + 24 = 216

a1 Q12 Qg3 3
a1 Az Qs 1
|A| = |as1 as; asz|=[-11 4
a;; A1 Qi3 3
1

a1 QAzz Q3 3 =2

[A]=[(3%3*8)+ (1 *x4*4)+ (—11*—-2x—-2)] —[(1x—2%8)
+ (3x4%—2)+ (=11 %3 x4)]

Al = (72 + 16 — 44) — (=16 — 24 — 132) = 44 — (—172)
|A| = 44 + 172 = 216

Propiedades de los determinantes

i. Seauna matriz 4 = (a;;) € M, triangular (superior o inferior),
entonces el determinante de A es igual al producto de los
elementos de su diagonal, es decir: [4| =[], a;;

Ejemplo 1: Encontrar el determinante de la matriz A =

-1 0 0
1 2 0
-3 2 3
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3

|A|=—1|§ g =(—1)*2*3=—6:1_[am-

i=1
ii. Considerando las matrices cuadradas 4 = (a;;) y B = (b;;) ,

i = 4

B, = aA; donde a es un escalar, entonces det(b) =

tales que {

a * det (A), es decir si una fila o columna se multiplica por una
constante k, el valor del determinante queda multiplicado por

esa constante.

a1 Q412 Qg3
a1 dzz Qs
asz; dzz dsz

Ejemplo 2: Considerar la matriz A = , Por definicién

su determinante sera:

a1 Q12 Qg3
A1 Ay Q3
asz; dsz; dzz

det|A| = = a11C11 + 412015 + 443053

Multiplicando la primera fila por la constante k, se

ka,; ka,, kas
tiene:| a,; a,, ays

as; as; ass

El valor de este determinante, al desarrollar por cofactores a lo largo
de la primera fila seria

ka,; ka,, ka;
Ay1 Ay A3 | = kay1Cyq +kay,Cop + kag3C3

as; as; ass
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Al extraer el factor comun k, se obtiene:

= k(a;1Ci1 + a12C; + a13Ci3)

Y la expresion entre paréntesis es el valor del determinante de la
matriz A, por lo que:

ka11 ka12 ka13 all a12 a13
dz1 Qzz Qa3

asz; dsz; dzz

az, az; Qs
as, as; ass

Segun este resultado, también se podria extraer un factor comin de
todos los elementos de una fila o columna como parte del proceso, al
final el determinante obtenido queda multiplicado por esos factores

comunes extraidos.

Ejemplo 3: Extraer el factor comin de una fila o columna en los

siguientes determinantes:

—2 0 1 —2 0 1
A=|-3 6 -—9|=3|-1 2 -3|=3xdet(B)
2 -1 -1 2 -1 -1

Se extrajo el factor comtn 3 de la fila 2. Asi mismo, tener en cuenta
que, al multiplicar un determinante por un escalar k, el escalar, solo

multiplica a una fila o columna.

-2 0 1
det(A)=1-3 6 -9
2 -1 -1
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=(=2)*x6+x(1)+(=3)*x(-1)*1+2x0%-9
—[2x6+x1+(=9)*(—1)(—2) + (1) * 0 % —3]
=12+3+0-12+18+0=21

-2 0 1
det(A) =3 *det(B) =3|-1 2 -3
2 -1 -1

=3x[(-2)*2+x (1) + (-1 *(—-1)+2+x0x(=3)—2*2%1—(-3)
*(=D(=2) - (=D * 0= (=1)]
=3%[44+14+0—-4+6+0]=3%x7=21

Ejemplo 4: Extraer el factor comun de una fila o columna en los

siguientes determinantes:

-2 0 8 -2 0 2
C=|-3 2 —4|=4|-3 2 —1|=4+det(D)
2 -1 —20 2 -1 -5

Se extrajo el factor comtn 4 de la columna 3. Asi mismo, tener en
cuenta que, al multiplicar un determinante por un escalar k, el escalar,

s6lo multiplica a una fila o columna.

-2 0 8
det(C)=|-3 2 —4
2 -1 =20

53



=(=2)*2x(=20)+(-3)* (1) *x8+2%0=*(—4)
—[2%2%x8+ (—4) * (—1)(—2) + (—20) * 0 * —3]
=80+24+0—-32+8+0=280

-2 0 2
det(C) =4 «det(D) =4+|-3 2 -1
2 -1 -5

=4x[(=2)*2%(=5)+ (=3) * (-1) * 24+ 2% 0% (—1)
—[2%2%2+ (=1) * (=1) * (=2) + (=5) x 0 = —3]]
=4%[2046+0—-8+24+0]=4%20=280

Ejemplo 5: Realizar el producto del escalar por el escalar indicado:

-2 0 1 -2k Ok k -2 0 1
k-3 2 -—-1{=|(-3 2 -1|=|-3k 2k -k
2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1

-2k O 1

=|-3k 2 -1

2k -1 -1

Cualquiera de los desarrollos del producto del determinante dado por

el escalar k, es correcto y depende de las instrucciones especificas o de

la libre eleccion de quien desarrolla el proceso.

iii. Si todos los elementos de una fila o columna de un

determinante son ceros, el valor del determinante es cero,

€s
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decir sealamatriz A = (a; j)n’ tal que A, = 0 todos los elemento
de la fila r — ésima son nulos, entonces el det(4) = 0
0 0 0

A1 Ay Q3
asz; dsz; dszz

EjemplO 6: = 0611 + 0C12 + 0C13 = O

0 0 0
-3 2 -1|=0
2 -1 -1

iv. Sea la matriz A = (ai'f)n’ entonces det(a * A) = a™ * det (4), es

decir si multiplicamos a la matriz A por un escalar, el
determinante sera igual a producto del determinante de la

matriz A por a™, donde n es el orden de la matriz.

ai,1 a1,2| _ |a *A1,1 X *0Aq2

A:(ai.j)z:I“*A|:“| Q*dy, A*dy,

a1 Az

det(a*A) =axa;xa*xay, —a*ay *A *0q,
— 2 _ 2
=atxAqq * Aoy — A" *Apyq *Aqp

=a’* [a1,1 *¥Agp —0Apq * al,Z]

det(a * A) = a? * det(4)

Ejemplo 7: Sea la matriz A = H _23], determinar det(5 * A)
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5x1 5% (=3) 5 -15

det(5*A) =5%(—15) — (5% 10) = =75 —-50 = —125

det(5 * A) = (5) = det(4) = (5)%

1 _23|=(5)2*[1*(—3)—1*2]

=25% (=3 —2) = —125

1 0 3
Ejemplo 8: SealamatrizA=|1 -2 0], determinar det(2 * A)
-1 0 3

5xA =

2x1 2x0 2x3 2 0 6
2x1 2+x-=-2 2x0|=]12 —4 O]
2x—=1 2x0 2x3 -2 0 6
det(2%A)=2*(—4)*6+2+x0x6+(—2)*0%0

—[6x(—4)*(=2)+2x0x0+6%*0x*2]
= —48+0+0—48+0+0=-96

1 0 3
det(2+«A) = (23 +det(d) = (2)3*|1 -2 0
-1 0 3

=(2)°

«[1%(=2)*3+1%0%3+(=1)*0%0
—[3%(=2)*(-1)+1%0%+0+3x0x1]]
=8%(—6+0—-0—-6+0+0)=8x%(—12) = —96
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v. Si se intercambian dos filas o columnas distintas y cualquiera

entre si, el valor del determinante cambia de signo.

-2 0 1
Ejemplog: A=(-3 2 -1|=5
2 -1 -1
-2 0 1
det(4) = [-3 2 —1:—2|2 _1|—0+1*_3 2|
A -1 -1 2 -1

=-2(2-1D+(B-4)=6-1=5
Si intercambian la segunda y tercera fila:

-2 0 1
2 -1 -1
-3 2 -1

=—21+2)+(4-3) =

det(4) = ‘1|

2

=2} Tj|-0+[4

—2(3)+(1)=—-6+1=-5

vi. Si en una matriz cuadrada, dos filas o columnas son iguales,

entonces el determinante es cero.

-2 0 1
Ejemplo 10: Seala matrizA = [-3 2 —1|, encontrar el det(4)
-3 2 -1

57



—2 0 1
det(a) = |-3 2 -1|==2|7 f|-o0+1<|75 7
—3 2 -1

=2(=2+2)+(-6+6)=0

Por ser iguales la segunda y tercera fila.

-2 1 1
Ejemplo 11: Seala matrizA = (-3 —1 —1|, encontrar el det(4)
2 -1 -1
-2 1 1
det(d) =|-3 -1 -1
2 -1 -1

] IR o i F Y
=—21-1)—-1*B+2)+1*3+2)=0—-5+5=0

Por ser iguales las segunda y tercera columnas.

vii. Si a una fila o columna, se suma otra fila o columna multiplicada

por un escalar, el determinante sigue siendo el mismo.

aj; A2 Ag3
a1 Qdzz Q3
asz; dszz dsz

Dado el determinante de tercer orden , Sé va a sumar,

a la primera fila, la segunda multiplicada por una escalar k:
a,; +ka,; a;, +ka,, a3+ kay;

az; + az; azs =

asq azz ass Fy=F, +kF,
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Desarrollando el determinante a lo largo de la primera fila, se obtiene:
= (ay1 + kaz1)Cq + (agz + kayy)Cip + (ag3 + kays)Cis
Aplicando la propiedad distributiva, se obtiene:
= a11C11 + kay1Ci1 + a13C15 + kay, Gy + a43C;3 + kaysCos

Agrupando los términos y extrayendo el factor comtn k en la segunda

agrupacion, se obtiene:
= (a;1C11 + a12C15 + a43C;3) + k(a1 Cyq + a33C15 + az3C3)

a1 0dpz QA3
a1 Az Q3
asz; dszz; dsz

a;; Q12 4g3
a1 Az Q3
a3y, dszp; dsz

+ k

Al observar el segundo término, se ve que las filas primera y segunda
son iguales y por la propiedad (1.8.4) se sabe que ese determinante es

nulo, por lo que:

a1 A1 dg3
a1 Az Q3
asz; dszp; dsz

a;; Q12 4g3
a1 QAzz Q3
asz; dszp; dsz

+k(0) =

Que resulta ser el mismo determinante propuesto al inicio.
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Notese que k puede ser cualquier nimero real. Si k = 1, equivale a
decir que a una fila se suma otra y si k = 0, se mantendria el mismo

determinante inicial.

viii. Si en una matriz cuadrada, una de sus filas es maultiplo

de otra fila , entonces det(4) =0

3 =1 2]
Ejemplo 12: Encontrar el determinante delamatrizA =19 -3 6
0 2 1l
3 -1 2
det(A)=[9 -3 6 =3|7 Y-« ez 3
2 1 0 1 0 2
0 2 1lg=znp

=3%(—-3-12)+(9-0)+2+(18—-0)
=—454+9+36=0

ix. Seala matriz A = (a; j)n’ entonces: det(4) = det (47),

a1 Q12

Sea la matriz cuadrada A = |a a
2,1 2,2

| = (a1,1 * az,z) — (a2 *az,)

a1 Az
AT = |a1,2 a2,2| = (a11 * az2) = (@12 * A1)

Ejemplo 13: Calcular el determinante de la matriz transpuestade A =

1 0 3
-2 1 2
1 2 -1
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1 0 3
det()=|-2 1 2|=1«|; *|-0+3«|7 ]
1 2 -1
—1x(=1—4) +3%(—4—1) = =5 — 15 = —20
1 -2 1
detaN=lo 1 2z|=1+]1 Z|-C2«[0 2|+1+]2 ]
2 1 3 1 3 2
3 2 -1
—1%(-1-4)+2%(0—-6)+1%(0—3)=-5-12—3

=-20

X. Sea la matriz A = (ai'f)n y B = (bi'f)n’ entonces: det(4.B) =
det(A) = det (B)

-1 0 1
Ejemplo 14: Sean las matrices A=|2 -1 3| yv B=
1 1 1
0 3 1
—1 -1 1|, demostrar que det(A.B) = det(A) * det (B)
2 3 1
-1 0 1
det(d)=|2 -1 3|=-1«]7" 3|—0+1*2 _1|
1 1 1 1 1 1 1

=—1+(-1-3)+1+2+1)=4+3=7
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0 3 1
det®) = [-1 -1 1|=0-3«[" H+1s|7t
R 2 1 2 3

=—3%x(—1-2)+1%(-34+2)=9-1=8

det(A.B) = det(A) xdet(B) = (7) * (8) = 56

1 0 11 [0 3 1] [2 0 0
A+B=|2 -1 3*[—1 1 1]=[7 16 4]
1 1 1 l2 3 1 It 5 3
2 0 0 6 4
det(A*B) =17 16 4=2*| |—0+0=2*(48—20)=56
1 5 3 > 3

xi. Sealamatriz A = (q; f)n’ entonces det(AP) = [det(4)]P, siendo

AP = Ay % Ay * o x Ay

1.6. Determinantes de matrices inversibles

Teorema: Sea la matriz A = (ai, j)n que tenga inversa, entonces el

determinante de la matriz es diferente de cero |A| # 0, ademas el

determinante de la matriz inversa es igual a la inversa del

determinante de la matriz |[A™1| = L

Al
1 2 3
Ejemplo: Sea la matriz A = (3 2 1), calcular el det(A™1)
1 0 1
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El determinate de la matriz es igual a: det(4) = [(1*2*1) + 0+ (1 *
2+x1D)]—-[(3*2*1)+0+(1x2+3)] =-8

Y se puede encontrar el det(4A™1) = ﬁ = _is = —%

Empleado el método de la matriz extendida se puede determinar que

la matriz inversa es

1 1 1
At or) 1 2

-1

At=|l = 2 _q1fl==[1 1 -4
4 4 N1 1 2
1 1 1
4 4 2

Y como método de comprobaciéon se puede calcular: det(A™1) =

() 121+ + A+ (D2 + A 1x(~4)] - [(1*1+2) +

1
4

((—4—) x (—1) = (—1)) +(2x1= 1)] = (1)3 (-8) = —6% =1

4 8

Definicion: Sea la matriz A = (ai'f)n €M,, en la cual el i,j—

ésimo cofactor de la matriz cuadrada A representada por 4, ;, esta

o
definido por: 4;; = (—1)"*/|4]|. Adem4s la matriz de cofactores de 4,

esta dada por: Cof (4) = (4;;) , donde 4;; es un numero escalar.
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Ejemplo: Determinar la matriz de cofactores de la matriz A =
3 0 2
05 1
2 0 1
5 1
Ang = (DAL = D2 1] =5
— 142 42| — 3 0
Ay = (D143 = (17,
Ays = (DAL = (D) 5] =10
: 2 0
0 2
Apy = (DAY = (| 1§ =0
Ayp = (1?2 = (-1 1] = -1

Ay = (1143 = -5 )] =0

0 2| _

Az, = (=141l = (=D* 5 1 =—10
— (—1)3+2|42] — (—1)5 3 2 = —
A, = (2143 = (10| 7= -3

Asy = (D143 = e[S =15
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5 2 -10
Por lo tanto: cof (4) = ( 0 -1 0 )
—-10 -3 15

Teorema: Sea la matriz cuadrada, A = (ai-f)n € M,, en la cual

k=1ixAjx = 0, para todo i,j que cumpla la condicion esta definido

por: i # j.
3 0 2

Ejemplo: Sea la matriz A = (0 5 1), y del el ejemplo anterior
2 0 1

5 2 -10
sabemos que la matriz de cofactores es: cof(A) = ( 0 -1 0 ),
—-10 -3 15

por lo tanto determinar: Y3 _; as x4z 1 ¥ Y=t a1 xAz

3

Z azphar = 2%0)+ (0% (-1))+(1+0)=0

k=1

3
Z ay Az = B *(—=10) + (0% (=3))+ (2% 15) =0
k=1
Definicion: Sea la matriz 4 = (q; j)n € M,, se denomina matriz
Adjunta de la matriz cuadrada A la matriz transpuesta de la matriz de

cofactores de 4, representada por: adj(4) = (cof (A))T, donde 4;; es

un numero escalar.
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3 0 2
Ejemplo: Determinar la matriz adjunta de la matriz A = (O 5 1)
2 0 1

Del ejemplo anterior, sabemos que la matriz de cofactores es igual a:

5 2 -10 .
cof (A) = ( 0 -1 0 ), por lo tanto: adj(4) = (cof(4)) =
-10 -3 15

5 0 -10
( 2 -1 —3)
=10 O 15

Teorema: Sea la matriz A = (ai'j)n EM, = Axadj(A) = |A| *1,, es

decir, el producto de la matriz A por la matriz adj(A4) es igual al

producto del determinante de la matriz A por la matriz identidad.

3 0 2
Ejemplo: Considerando la matriz A = (O 5 1). Demostrar *
2 0 1

adj(A) = |A| I

3 0 2 5 0 -10 -5 0 0
A*adj(A)=(O 5 1)*(2 -1 —3>=(0 -5 0)
2 01 -10 O 15 0 0 -5

100
A*adj(A)=(—5)(0 1 0>=(—5)*13
00 1
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0

4] = X

:3|(5) }|—0+2| (5)|=3*5+2*(—10)

3 0 2
0 51
2 01

=15-20=-5

10 0 -5 0 0
|A|*I3:(—5)*(O 1 0>=<0 -5 0)
00 1 0 0 -5

Teorema: Sea la matriz A = (q; j)n € M,,, la matriz A tiene inversa, si

y solo si su determinante es diferente de cero, es decir |A| # 0, Ademas
la matriz inversa de A es igual al producto de la inversa de su

determinate por la matriz adj(A).

A‘lzi* dj(A

3 0 2
Ejemplo: Encontrar la matriz inversa de A = (O 5 1)
2 0 1

Del ejemplo anterior sabemos que |A| = —5, y este es diferente de

cero, por lo tanto la matriz 4, tiene inversa. Ademas se conoce que la

5 0 -10
matriz adj(A) =( 2 -1 -3 ), y la matriz inversa se puede
—-10 O 15

determinar como sigue:
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5 0 -10

-5 -5 =5

5 0 -10
1 1 2 -1 -3
A_lzm*“df“‘):——s(z 1 ‘3>: S 5 s
—-10 O 15 - o o
—-10 O 15
-5 -5 =5

-1 0 2

41 2 1 3

5 5 5

2 0 -3

Para verificar si es la matriz inversa se puede hacer el producto de
AxA™ 1 =1

30 2v/5 2
2 0 1 2 0 -3
AxA?
1 3
3x(—1)+0+2%2 O+§*0+O 2*3+O*§+2*(—3)
2 1 3
= 0—§*S+2*1 O+§*5+O 2*0+5*§+1*(—3)

1 3
2x(-1)+0+2%1 2*0+0*§+0*1 2*2+O*§+1*(—3)

-3+4 0 6-6 1 0 0
A*A_1=(—2+2 1 3—3>=(0 1 0>=I

-2+2 0 4-3 0 0 1
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Introduccion

La combinacion entre matrices y sistemas de ecuaciones lineales es un
tema importante en el algebra lineal y se aplica en muchos campos de
ingenieria y economia. En este libro se la utilizara este proceso en el
capitulo 3 durante el estudio de los espacios vectoriales, en el capitulo
4 para el calculo de vectores coordenados, en el capitulo 6 para el
calculo de valores y vectores propios de una matriz y en ejercicios en

que se plantee encontrar algin valor desconocido.

Los sistemas de ecuaciones tienen aplicaciéon en ingenieria, economia
y otras ciencias. Por ejemplo, Leontief (Premio Nobel de Economia,
1973), en 1949, dividi6 la economia de los Estados Unidos en 500
sectores, para cada sector escribi6 una ecuacion lineal en que
especificaba como este sector se relacionaba con los otros sectores, es
decir, obtuvo un sistema de ecuaciones de 500 ecuaciones con 500
incognitas, obviamente, este tipo de sistemas de ecuaciones, no se
resuelve manualmente, para ello existen programas computacionales
cada vez mas potentes, pero que utilizan los conceptos y procesos

estudiados en este libro.

En este capitulo se abordan diferentes métodos para resolver sistemas

de ecuaciones: El método de Gauss Jordan que aplica las operaciones
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elementales entre filas estudiado en el capitulo I; Método de
determinantes, el calculo de este valor se estudi6 en el capitulo I; El
método de menores y cofactores que utiliza también algunos conceptos

y definiciones ya estudiados en el capitulo I.

Como podra entender el lector, los temas estudiados en el capitulo
anterior son base para los nuevos contenidos del capitulo II. Esto va a
ocurrir a lo largo de todo el libro, por lo que sera muy oportuno, ir
revisando los contenidos anteriores para el abordaje del nuevo tema o,

volver sobre esos temas en caso de duda.

Resolver sistemas de ecuaciones lineales, permite analizar casos
practicos relacionadas con fenémenos de la vida diaria y poder
predecir el comportamiento de los sistemas para la toma oportuna de
decisiones, motivo por el cual en el dlgebra lineal se estudia la solucion
de sistemas de ecuaciones lineales por diferentes métodos como los

que describen en este apartado.

Métodos de Gauss Jordan

Este método debe su nombre a Carl Friedrich Gauss y a Wilhelm
Jordan. Se trata de una serie de algoritmos del algebra lineal para
determinar los resultados de un sistema de ecuaciones lineales y asi
hallar matrices e inversas. El sistema de Gauss se utiliza para resolver
un sistema de ecuaciones y obtener las soluciones por medio de la

reduccion del sistema dado a otro que sea equivalente en el cual cada
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una de las ecuaciones tendra una incégnita menos. La matriz que
resulta de este proceso lleva el nombre que se conoce como forma

escalonada.

Este método, permite resolver hasta 20 ecuaciones simultaneas. Lo
que lo diferencia del método Gaussiano es que cuando es eliminada
una incognita, se eliminara de todas las ecuaciones restantes, o sea, las
que anteceden a la ecuacion principal. De esta manera el paso de
eliminacion forma una matriz identidad en vez de una matriz
triangular. El sistema de ecuaciones podra presentar tres tipos de

solucidn:

1. Sistema con solucién unica
il. Sistema con infinidad de soluciones

iii. Sistema sin soluciéon

Sistema con solucion anica

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de
x—3y=2

Gauss Jordan: {x +5y =10

Solucion: La matriz de coeficientes del sistema mas la de los

términos independientes se llama también matriz aumentada.

G sl
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En la matriz escalonada resolvemos las operaciones elementales en las
filas de la matriz, usando la notacion para las operaciones elementales

en las filas

i. cf; Nueva fila i de la matriz aumentada
ii. f; o f; Intercambio de la fila i con la fila j

iii. af; + f; Nueva fila j de la matriz aumentada

G e, G el G THDL. G )
Por lo tanto, el resultado del sistema de ecuaciones por Gauss Jordan

'{x=5
es: y=1

1
—gf2

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de Gauss

x+y—z=0
Jordén:{3x+y—z:2
4x —2y+z=3

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema:

1 1 -1/0
(3 1 —12)
4 -2 113
1 1 -1/0 1 1 -1)0 1 1 -1]0
(3 1 —-12) (0-—2 22) (0 1 —].—1)
4 -2 113/7=3/%2\0 — 6 513/,-1,\0 — 6 51 3/ ~f-f1
——4f1+f3 2 —6f2+f3
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1 0 0
0 1 -1

0 0 -1

1 10 0] 1 10 0|1
-1 0 1 —1f-1 0 1 0[2
~3/ 15, \0 0 113/ 4,0 0 113

Por lo tanto, el resultado del sistema de ecuaciones por Gauss Jordan

x=1
es:{y:Z

z=13

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de Gauss

2a+3b+c=1
Jordan: {3a — 2b — 4c = -3
S5a—b—-—c=4

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema:

2 3 1] 1
3 —2 —4|-3
5 -1 —1l4
. 3 11
2 3 111 1 3 11 2 2| 2
2 2| 2 13 11f 9
3 -2 —41-3 3 —2 —4|-3 0 =% =72
5 -1 —1l4/.1 3fy4f
-2 \s -1 —1la 1+ 17 71 3
>shat \0 —— =3[ 5
2 2l 2/ 2,
13
3 11 101 7
L3 2|2 L0 —131713
11] 9 11| 9
0 1 13l 0 1 Il
17 713 | 48| 96
0 =% —a2lz/-7zn N0 0 33073/ 13,
—’12—7f2+f3 48
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10 7
1 0 Bl 13 1 0 0]1
0 1 E i =|0 1 0]1—1
131 13 11 0 0 112
0 1 2 _’_ﬁf3+f2
SIofstf

Por lo tanto, el resultado del sistema de ecuaciones por Gauss Jordan

a=1
es: b =-1
c=2

Sistema de ecuaciones lineales homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si cada una de las

ecuaciones esta igualada a cero:

a11x1 + a12x2 + a13X3 e ane +a1nxn == 0
Ay1X1 + AypXy + Ar3X3 +a,,x, =0
Am1X1 + QpaXy + Ap3X3 e . FApp Xy = 0

Los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos tienes solucion:

Esta solucién es llamada solucioén trivial, asi un sistema homogéneo
de ecuaciones lineales tiene solucion tnica o tiene una infinidad de

soluciones.
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Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de

Gauss Jordan:

p+tq—1r=0

2p—3q+r=0
{4p+2q+3r=0

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema
2 -3 110
1 1 —=1/0

0

4 2 3
Reordenamos las ecuaciones de la matriz aumentada con su primera

fila del coeficiente de la segunda ecuacion:

1 1 —-1]0
2 -3 1{0
4 2 310
2 -3 1|0 1 1 —-1/0 1 1 -1
(1 1 -1]0 2 -3 1(0 0 -5 3
—>=2f1+f; —
4 2 310/ Lp0p, \4 2 310 —>—4fi+f§ 0 2 7
8
1 0 —= 8
1 1 —310 530 1 0 —zo
=10 0 1 =10 310
5 5 0 1 =
) 710/ >-f2+11 3]0 5|0
—2f,+f; \0 0 € : 0 0 1
3f3
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1 0 0
0 1 0

0 0 1

0
0
0

)

Por lo tanto, se obtiene:

lineales tiene solucion tnica y es solucion trivial.

p=q =r =0, el sistema de ecuaciones

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de

Gauss Jordan:

1 1 2
3 -1 =2

-1 2 1

1 0 0
0 1 2
0 0 -3

0
0
0

0
0
0

)

1
~—3f3

|

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema

(

1
3

g
)

-1fi+f3

1
0
0

1
0
0

1

-1

2

-4

0

1

3

2
-2

a+f+26=0
3a——-25=0
—a+28+6=0

0
0
0

2
-8
3

1

0 1
0 0
0 ﬁ_%fz 0
0 1
0 0
0 ->=2f3+f> 0

0
2
1

Uy

Uy

NN

o O

Luego, a = B = § = 0, el sistema de ecuaciones lineales tiene solucion

unica y es solucion trivial.
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Sistema de ecuaciones lineales con infinidad de soluciones

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de

2x —y+3z=4
Gauss Jordén:{ 3x+2y—z=3
x+3y—4z=-1

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema:
2 -1 3| 4
3 2 —1|3

-1

1 3 —4
Reordenamos las ecuaciones de la matriz aumentada con su primera

fila del coeficiente de la tercera ecuacion:

1 3 —4-1
2 -1 3| 4
3

3 2 -1

1 3 —4]-1 1 3 —4]-1 1 3 —fl —é
2 -1 3|4 0o -7 11l6 0 1 -=|-7
-=3f,+f1

5111
10 via
11] 6
01 =71=7
00 o'o0
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Despejamos x, y en las dos ecuaciones

+5 11 11 5

— = — - = — — —

X Z 7 X 7 7Z
11 6 6+11

—_— = —— - = — — e

yogEE Ty Y=gt

11 5
X=—-—=z

7 7
__6. 1
y=TgT o’

—h

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones lineales tiene una infinidad de

soluciones.

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de

Gauss Jordan:

Sa+3+y+25=1
20— +3y+46=2
—3a+2—-2y+35=3
20 +5—y+58 =4

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema:
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5 3 1
2 -1 3
-3 2 =2
2 5 -1
3 1
5 5
11 13
0 -% 7%
19 7
T 75
19 7
S

0 11
1ooq
o o A
o o 2

5 3 1 211
2 -1 3 12
3 2 -2 3[3
2 5 —1 5]4
211 %
1]2 5 1
313 -3 2
514 ~sf1 \2 5
211 3
5|5 3
1|8
=z 0 1
21]18 0o
5|5 5
21]18 0o U
515/ 5, 5
5, 7
11| 11 1
1| 8
“1I| 11 0
501 70 0
11| 11
501 70 0
ol 11/,

Ulw R, Ul
BwWw N Ul e

|b—\
=W o

| w [\ Y
2 -~ g

->-2f1+f>

-3f1+f3

RN -
H|O\1|mr—\|"‘:|m

N Nb—\|
U1|HU1|HHHU1|N
—_
©

>=2f1+f,

18 | »-ip+h

5 ﬁ‘%fz"‘fs

19
=g fatfa

|wH =
Ul =
oo

10
——11fsth
13
~17fstf2

34
——11f3tfa

N =
(e RN

[N
—_
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1 0 0
0 1 0
0 0

0 0 0

15 _ 21
17T 717
L2829
B+170=17
L2535
V170717

151 21
171 17
28| 29
17| 17
25| 35
171 17

21 15
: _—— —_
R TARY/
29 28
B=17"17
35 25
V=17"17

Expresamos &6 =h,h€R, el conjunto solucibn queda asi:

21 | 15
17 ' 17
B = 29 _ 28
17 17
35 25
17 17
d=h

Demostrando que el sistema de ecuaciones lineales tiene una infinidad

de soluciones.
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Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de
Gauss Jordan:

3a—2b+2c=0

{2a—3b+4c=0
a—4b+6¢c =0

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema

2 -3 410
3 -2 210
1 —4 610
2 -3 410 1 -4 6|0 1 —4 610
(3 -2 210 3 -2 210 0 10 —-16|0
1 -4 6lo/opop N2 -3 4lo/oelo 5 —slo/oL,
2
1 —4 %0 1 0 -%|
0 1 -0 0 1 _go
5 —8l0/ -ap+n 0
->=5f2+f3 0
Despejamos a, b en las dos ecuaciones
2 0 2
—_— o - = —
a 5c a 5c
b 8 0 b 8
—_— o - = —
5¢ 5¢

Expresamos ¢ = h, h € R, el conjunto solucién queda asi:
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_2
a—5c
b—8
_gc
c=h

Concluyendo que el sistema de ecuaciones lineales tiene una infinidad

de soluciones.

Sistema de ecuaciones lineales sin solucion

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion lineal por el método de

Gauss Jordan:

3x—2y+3z=1

{x+8y—52=3
2x+3y—z=4

Solucion: Escribimos la matriz aumentada del sistema

1 8 —5]|3
3 =2 3|1
2 3 —1l4

1 8 —5]|3 1 8 -5
3 =2 3|1 0 —-26 18
2 3 —114/>73a+2\0 —13 9

>-2f1+f3

3 1 8 =5
-8 0 0 0
—2/--2f+,\0 =13 -1

En la segunda fila se tiene que las variables (x, y, z) es 0, quedando la
igualdad 0 = —4 que es una contradiccion, -, el sistema de ecuaciones

lineales no tiene solucion.
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Métodos del determinante

En un sistema el determinante de cada variable se forma cambiando
la columna de las variables por la columna de los términos
independientes, el valor del denominador de cada expresion es el
determinante formado por los coeficientes de las variables, siempre

que sea diferente de cero.

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de
x—3y=2

determinante: {x +5y =10

Dszﬁ ?ﬂ=5+3=8

-3

_|2 _ _ _ — 10— —
Dx_|10 5|_10+30_40 Dy—h 1& 10-2=8
_ Dx _ Dy
x_Ds y_Ds

40 8
*~g =38
x=25 y=1

Obteniendo como resultado del sistema de ecuaciones por

determinante es: {x i >
y=1
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Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de

x+y—z=0
determinante: { 3x+y—z=2
4x —2y+z=3

1 1 -1
Ds=13 1 -—-1|=2
4 =2 1
o 1 -1 1 0 -1 1 1 O
Dx=12 1 -1 Dy=|3 2 -1 Dz=(3 1 2
3 =2 1 4 3 1 4 -2 3
_ Dx __ Dy _ Dz
x Ds y__Ds Z__Ds
_2 _4 _6
¥=2 Y=32 =73
x=1 y =2 z=3
Por lo tanto, el resultado del sistema de ecuaciones por determinante
x=1
es: yy =2
z=3

Sistema de ecuaciones por el método de menores Yy

cofactores

El sistema de ecuaciones se resume a calcular las determinantes de las
matrices, para realizar ese calculo se procede de la siguiente manera:

Se debe tomar los elementos de la primera fila de la matriz objetivo, y
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multiplicar, uno por uno, a la determinante que resulta de eliminar la
fila y la columna en la que se encuentra el elemento por el que se esta
multiplicando, el cual debe mantener el signo en su parte superior,

finalmente se procede a sumar, como se define a continuacién:

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de Menores y
x—3y=2

Cofactores: {x +5y =10

_ |1 =3 _ _
Ds_|1 5|_1|5|+3|1|_8
Método de los Cofactores (escalonamiento)

El método se basa en anular los elementos que estan bajo la diagonal
de la matriz extendida (triangular inferior), esto se realiza mediante la
multiplicaciéon de una fila, en la que se encuentra el pivote que es un
elemento de la diagonal, por cofactores y sumandolas a la fila en la que
se encuentra el elemento que se pretende anular, se explica mediante

un ejemplo:

G _53) G) - (120)

Se pretende anular los nimeros, para esto se usaran los elementos de
la diagonal. Es importante aclarar, que las filas en un sistema de
ecuaciones se pueden mover a voluntad, en este caso no se movieron

debido a que lo ideal, es que el elemento que quede en la primera
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posicion de la diagonal sea 1, para simplificar el calculo de los

cofactores.
sk, (0 el
x—3y=2
8y =28
8
y=g=1
x—3y=2
x—3(1) =2
x=2+3
x=5

Es decir, el resultado del sistema de ecuaciones por menores y

cofactores es: {x i >
y=1

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de Cofactores:

x+y—z=0
3x+y—z=2
4x —2y+z=3

1 1 -1 1 -1 3 -1 3 1
Ds 431 _12 11 |_2 1 | |4 1 | |4 —2|
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11-2)-13+4) - 1(-6-4)=-1-7+10=2

1 1 -1\ ,x 0
3 1 -1 <y>= 2
4 -2 1 Z 3
1 1 —1]0 1 1 — 110
(3 1 —1|2 0-—-2 2|2
_ —>=3f1+f _ 1
4 -2 113 —>—4fi+fz 0—6 513 S=fy
1 1 -1 0
0 1 —1(-1
0 O —11-3
x+y—z=0 y—z=-1
y—z=-1 y—3=-1
—z=-3 y =2

1
0
0

1 —1] 0

1 —1(-1

- 6 5 3 —>6f2+f3
x+y—z=0
x+2—-3=0
x—1=0

x=1

Es decir, el resultado del sistema de ecuaciones por menores y

x=1
cofactores es:{y =2
z=13

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion por el método de Cofactores:

x—2y+4z=12
2x —y+5z=18
—x+3y—3z=-8
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1 -2 4
Ds=|2 -1 5
-1 3 =3

:1|_31 —53|+2|—21 —53|+4|—21 _31|

13-15)+2(-6+5)+4(6—-1)=-12-2+20=6

1 -2 4
(2 =1 s
-1 3 -3

1 -2 4
0 1 1
—faeof3 0 3 -3

x—2y+4z=12

x—2+12=12
x=2

Por lo tanto, el resultado del sistema de ecuaciones por menores y

1 -2 4112 1 -2
2 -1 5118 0 3
—1 3 —=-3l-8/-2at2\0 1
~fi—f3
1 -2 4|12
0 1 1| 4
0 0 —61-18
x—2y+4z=12 z=3
y+z=4 y+z=4
—6z=—18 y+3=4
18 y:]_

“T6

x =2
cofactores es: {y = 1

z=3

Sistema de ecuaciones aplicando la regla de Cramer
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La regla de Cramer proporciona la solucion de sistemas de ecuaciones
lineales compatibles determinados (con una uanica solucién)
mediante el calculo de determinantes. Un sistema de ecuaciones puede

escribirse en forma matrices como:
AX =B
Donde:

> A esla matriz de coeficientes del sistema,
> X esla matriz de las variables,

> B eslamatriz de los términos independientes de las ecuaciones.

Para poder aplicar Cramer, la matriz A tiene que ser cuadrada y el
determinante tiene que ser distinto de 0. Laregla de
Cramer establece que la variable x, de la solucién del sistema, cuyos

coeficientes estan en la columna k de 4, es

o 1Al
4]

Donde A es la matriz A, cambiando su columna ntmero k por la

columna de términos independientes, B.

x—3y=2

Sistema de dimension 2x2: {x + 5y =10
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La matriz de coeficientes del sistema es: A = G _53)

. e X
La matriz de incognitas es: X = (y)

La matriz de términos independientes es: B = ( 120)

Calculamos el determinante de A:

1 -3

M“ﬁ1 5

|=5+3=8%0
Se aplicar la regla de Cramer, donde la primera variable es x, cuyos
coeficientes son los de la primera columna de A. La matriz A, es

como A pero cambiando dicha columna por la columna B:

(2 =3
A = (10 5 )
Calculamos x, donde x = %
| 2 —3| 20
10 5
= = — = 5
ST

La segunda incognita esy y sus coeficientes son los de la segunda

columna de A. Tenemos que calcular el determinante de la matriz:
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Az = (1 120)

Calculamos y: donde: y = %

1 q
18] 8

1

. . . X =
Es decir, el resultado del sistema de ecuaciones por Cramer es: {y B

x+y—z=0
Sistema de dimension 3x3: { 3x+y—z=2
4x —2y+z=3

1 1 -1
La matriz de coeficientes del sistema es: 4 = (3 1 —1)
4 -2 1

x
La matriz de incognitas es: X = (y)
Z

0
La matriz de términos independientes es: B = (2)
3

Calculamos el determinante de A:

1 1 -1
[Al=13 1 —-1|=2=%#0
4 =2 1
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Podemos aplicar la regla de Cramer. La matriz A; es como A pero

cambiando la columna 1 por la columna B:

0 1 -1
A=(2 1 -1
3 =2 1

[A4]
Calculamos x = lel

0 1 -1
2 1 -1 )
3 =2 1
:—:—:1
* 2] 2

La matriz A, es como A pero cambiando la columna2 por la

columna B:

1 0 -1
A,=(3 2 -1
4 3 1

Calculamos y = %

1 0 -1
3 2 -1 4
4 3 1
:—:—:2
¥ 2] 2

La matriz A; es como A pero cambiando la columna 3 por la

columna B:
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4 -2 3
__l4s|
Calculamos z = T
1 1 0
3 1 2 .
4 -2 3
-_-— - = 3
TR T2
x=1
Donde el resultado del sistema de ecuaciones por Cramer es: {y = 2
z=3

2.1.Sistema de ecuaciones matriciales

Una ecuacién matricial es una ecuacién cuya incognita es una matriz.
Para poder resolver una ecuaciéon matricial, tendremos que sumar,

restar y multiplicar matrices y calcular matrices inversas.

x—3y=2

Sistema de dimension 2x2: {x + 5y =10

No resolveremos la ecuacién matricial resolviendo el sistema de
ecuaciones lineales asociado (frecuentemente tendriamos 9 o mas
ecuaciones), sino multiplicando por las matrices inversas que

aparecen en la ecuacion, es decir:

a. Definimos las matrices A y B
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/1 -3 (2
A= (1 5 ) b= (10)
Entonces, la ecuacion matricial que tenemos es: AX = B

b. Calculamos el determinante de A:

1 -3

M“ﬁ1 5

|=5+3=8¢0

La matriz A es regular (la determinante es tiene que ser distinto de 0)

y, por lo tanto, tiene matriz inversa:

| = 0| W

c. Despejando la variable X en la ecuacion matricial tenemos:

X==
A

X=A"'B

Por tanto, podemos resolver la ecuacion calculando el producto de la

matriz inversa de A por la matriz B:
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ROl W

. 3 1 = 5
Donde el resultado del sistema de ecuaciones por Matrices es: {; —1

Sin embargo, no siempre es todo tan facil. Por ejemplo, si las matrices

de la ecuacién no son cuadradas, no podemos calcular su inversa.

x+y—z=0
Sistema de dimension 3x3: { 3x+y—z=2
4x —2y+z=3

Definimos las matrices A y B

1 1 -1 0
A=13 1 -1 B=\2
4 -2 1 3
Entonces, la ecuacion matricial que tenemos es

AX =B

Calculamos el determinante de A:

1 1 -1
[Al=13 1 —-1|=2=%#0
4 =2 1
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La matriz A es regular (la determinante es tiene que ser distinto de 0)

y, por lo tanto, tiene matriz inversa:

1 1 0
2

A"l = 7 5 1
2 2

-5 3 -1

Despejando la variable X en la ecuacién matricial tenemos:

X=-
A
X=A"'B
Por tanto, podemos resolver la ecuacion calculando el producto de la

matriz inversa de A por la matriz B:

1 1 0
2 2 0
X = 7 5 2
2 2
-5 3 -1
x=1
Donde el resultado del sistema de ecuaciones por Matrices es: {y =2
z=3

Ejercicios propuestos de sistemas de ecuaciones

Resolver las siguientes ecuaciones por el método de:
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

a) Determinante
b) Gauss Jordan

c) Menores y cofactores

d) Cramer

e) Matricial

{x + 6y = 27
7x—3y =9
{3x—2y = =2
5x + 8y = —60
3x +5y =7
(2x —y =—4
x+3y =6
(5x — 2y =13
6x —5y = =9
( 4x + 3y =13
3x —4y = 41
(11x + 6y = 47
9% + 11y = —14
( 6x — 5y =-34

{10x— 3y = 36
2x + 5y =—4

) {11x—9y = 2
13x — 15y = -2

){18x+ 5y = —11
12x + 11y = 31

4x+8y—z=176

x+4y—8z=-8
11){
8x —y—4z =110

Jy—x—z=12

3x—3y—3z=18
12){
7z—y—x =24

x+y—z=3
13) {2x+3y—z=2
x+2y+z=3

3x+4y+2z=-1

4x+2y+3z=28
14){
2x—y+5z=3
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S5x+3y+4z=2

3x+2y+z=1
15){
x+y—z=1

5 -3y—z=1
16) {x+4y—6z=—1
2x+3y+4z=9

3x+2y—z=4

2x—y+2z=6
17){
4x+3y—-3z=1

x—y+z=2
18){ x+y+z=4
2x +2y—z=—-4

x—y—z=-10
1m{x+2y+z=11
2x—y+z=8

6x — 2y —z=-14

2x+3y+z=1
20){
3x+y—z=1
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ESPACIOS VECTORIALES

Introduccion

En el algebra linea es importante realizar el estudio de los espacios
vectoriales por ser una estructura algebraica creada a partir de un
conjunto de elementos llamados vectores que cumplen ciertas
propiedades, los espacios vectoriales tienen aplicaciones en las ramas

de la ciencia de la ingenieria por el tratamiento de objetos geométricos.

Los datos meteorologicos captados por sensores y transmitidos a una
computadora, constituyen las entradas al sistema, esas entradas
constituyen funciones. Estas funciones pueden sumarse 'y
multiplicarse por escalar. Estas operaciones aplicadas a este tipo de
funciones tienen una similitud a las operaciones de suma de vectores
y producto por escalar en Rn. ¢Por qué esta explicacion? Resulta que
todas esas entradas o funciones que llegan al centro de mando, se

denominan espacio vectorial.

En este capitulo se presentan los temas sobre espacios vectoriales en
el siguiente orden: Subespacios vectoriales y propiedades; Generacion
de subespacios vectoriales; Bases en subespacios vectoriales;
Dimension, suma e interseccion de subespacios vectoriales;

Wronskiano.
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Definiciéon de espacios vectoriales

Sea un conjunto no vacio V y un campo (k,+,.), donde “+” es una

@

operacién interna definida sobre el conjunto V y “.”, una operacion

externa definida de k en V. Se dice que: (V,k,+,.), es un espacio

vectorial si y solamente si cumple con las siguientes propiedades:

I1.

III.

IV.

VI.

VIL

VIIL

Asociativa: (Vu,v,w € V) — ((u +v) + w) = (u + w4+ w))
Existencia de neutro aditivo: (3e)(Vv EV) »e+v=v+
e=v

Existencia de inverso aditivo: (Vv e V)(30) - +v=v+
vV=e

Conmutativa: (Vu,v€V) »u+v=v+u

Asociativa combinada: (Vec, 8 € k)(Vv € V) - ((«. f).v) =
(. (B.1))

Existencia del neutro multiplicativo del campo k: (Vv €
V) > 1.v=v, donde 1 es el neutro multiplicativo que
pertenece al campo k

Distributiva 1: (Vx€ k)(Vv,w € V) - (. (v +w)) = (
) + (. w)

Distributiva 2: (VB € k)(Vv € V) - ((x +).v) = («
V) + (B.v)

Alos elementos del conjunto V, se los llaman vectores y a los elementos

del campo k escalares, las operaciones del conjunto vectorial son
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diferentes a pesar de que su notacion es igual a las que se trabajan en
las operaciones béasicas, se puede omitir las operaciones y no el campo,

es decir se puede decir que V es un espacio vectorial sobre el campo k.

Un espacio vectorial debe cumplir con las siete propiedades

enunciadas y se debe demostrar las clausura del producto interno “+”

[P

y el producto externo “v”, es decir:
Vv,weV)-> (u+v)evV
(Vxe k)(Vv €V) »x.vEV

A continuacidn, se presentaran los principales espacios vectoriales con

los que se trabajaran en este texto:
1) (R%4R,+,.)
R? ={(x,y) /x,y € R}
Si (A € R)(u, v € R?), porlo tanto u = (x;,x,) yv = (y1,y,), entonces:
u+v=>_>0+y,x+y)
Au = A(xqy, x5) = (Axq, Ax5)

2) (R, R,+,.)
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R® ={(x,y,2) /x,y,z € R}

Si (1 € R)(u,v € R3), por lo tanto u = (x1,%,x3) Vv v = (¥4, Y2, V3),

entonces:
u+v=(x+y,% + Y2, X3+ ¥3)
Au = /l(xl,xz', x3) = (Axq, Axy, Ax3)
3) (R, R,+,.)
R™ = {(Xy, X5, Xz, ., Xn) /X1, X, X3 v, X € R}

Si AeR)(u,veR™), por lo tanto u = (xq, x5, X3, ... ... ,Xp) Y V=

(1, Y2, V35 -+ Yn), €NtONCeES:
Uu+v=01+y,% +Y2,X3+ V3, er e, Xn V)
Au = /l(xl,xz', x3) = (Axq, Axy, Ax3)

4) El conjunto de matrices de dimension nxm: (M, R, +,.),
donde q;; € R, con las operaciones: suma de matrices y

producto de una matriz por un nimero real.

My = {A = (a;;) 1sisn; a; € R}

1<jsm
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5) El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales en
la variable y con las operaciones clasicas suma de polinomios y

producto de un escalar por un polinomio en la variable x:

(Blx] R, +,.)
P(x) = {z a;x';n € N;a; € ]R}

6) El conjunto de todas las funciones reales: (¥, R, +,.), donde:
F ={F: R - R}, en el cual el operador “+” representa la suma
de funciones reales y el “.” El producto de un niimero real por

una funcién.
f+9)x) =fx)+gkx)

(<. f)(x) = f(x)

7) El conjunto de todas las sucesiones de numeros reales:

(S,R,+,.), donde:
S={(xy)p=1; Xn ER,n>1}

€ »

Con operaciones: “+” con la suma de sucesiones y “.” Como el

producto de la sucesiéon por un nimero real.
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Se pueden demostrar que los espacios vectoriales mencionados
cumplen con cada una de las propiedades del enunciado, es decir que
cada uno de los conjuntos se definen dos operaciones para ser

considerado espacio vectorial.

Subespacios vectoriales

Se llama subespacio vectorial de un espacio vectorial, a cualquier
subconjunto no vacio con las mismas operaciones definidas sobre el

espacio vectorial.

Definiciéon: Sean: (V,k,+,.), un espacio vectorial y W € V. Se dice
que W es un subespacio vectorial de V, siy solamente si: (W, k,+,.) es
un espacio vectorial. Es decir que W es considerado subespacio
vectorial del espacio vetorial V, si y solamente si: W es un espacio
vectorial sobre el mismo campo k y con las mismas operaciones “+” y

“—" que el espacio vectorial V.

Ejemplo: Demostrar que W ={(x,y,x) /y =x—2z, x,z€ R} es

un subespacio vectorial del espacio vectorial: (R3, R, +,.)

Para demostrar que es un sub espacio vectorial, debe cumplir con cada

uno de las propiedades de la definicién de espacio vectorial:

a) Por demostrar: (Vu,veW) » (u+v) eW (Clausura).
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b)

c)

Demostrar esta propiedad permite identificar si “+” es una
operacion interna sobre W, es decir:

u=@x,y1,21) [/ [y1=%x—22; x,z1ERY

V= (x3,Y2,22) [ /Y2 = %2 — 27, X3,Z; ER

U+ v = (%,¥1,21) + (X2,¥2,22) = (X1 + X2, Y1 + 2,21 + 25)

Y se cumple que: (u + v) € R3

Para que (u + v) € W, se debe demostrar: y;, + y, = (x; + x,) —
2(z1 + 75)

y1+y, = (x; —22,) + (x, — 22,), porque u,v € W

(x; +x3) —2(z; + z,), por la propiedad conmutativa y
asociativa en los R y por lo tanto se demuestra que: (u + v) € W
y también queda demostrado que: (Vu,v € W) - (u+v) e W
Por demostrar: (Vu,v,w€V) > (u+v)+w)=(u+ @+
w)). (Asociativa).

En la demostracion precedente se demostrd que: W € R3 y en
la propiedad asociativa realiza la misma operacion interna “+”,
por lo tanto también se cumple con la propiedad asociativa.
Por  demostrar: FeeW)(VveW)-se+v=v+e=nr.
(Existencia de neutro aditivo):

Sea e = (0,0,0), que es el neutro aditivo de espacio vectorial R3,
y como: y=x—2z=0—(2%0) =0, por lo tanto e € W, es
decir el neutro aditivo de R3 pertenece a W. Ademés, tenemos

que la operacion “+” es la misma que ya se demostrd se
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d)

e)

g)

concluye: e + v = v + e = v, con lo cual queda demostrado la
existencia del neutro aditivo: (Je e W)(Vv eW) ne+v=v +
e=v
Por demostrar la existencia del inverso aditivo, es decir:
(VwwvewWwW)@d)-»v+v=v+i=e
Sea: v=(x,y,2) y V=(—x,—y,—2), donde ¥ es el inverso
aditivo de R3 y debemos demostrar que ¥ € R3, por lo tanto:
y=x—2z-—y=—(x—2z),estosedaporquev € W
—y = —(x) — 2(—2), por lo tanto queda demostrado que © € W
y con la misma la operacién “+”, por lo tanto: v=v+ 0 =ey
asi queda demostrado: (Vv e W)@3D) v +v=v+D=e
Por demostrar la propiedad conmutativa: (Vu,v €V) - u+
v=v+u
Como W < R3, ademaés es la misma operacion “+” en R3, por lo
que: u+ v =v +u, por lo tanto queda demostrado: (Vu,v €
V)-u+v=v+u
Por demostrar (VB € R)(Vv e W) - (B.v) e W
SigeRyv=(x,y,2) €W, entonces:

B-W =B.(x,y,2) = (Bx, By, Bz)
Ahora a demostrar que: fy = fx — 2(B2)
By = B(x —2z), porquev € W
By = Bx — 2(Bz), por lo tanto fv € W y queda demostrado que:
BEeER)VveEW) - (B.v)EW
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h) Por demostrar la propiedad de la asociaci6on mixta: (Va,p €
R)Y Vv e W) » a.(B.v) = (a.B).VEW
Como W < R3, ademas es la misma operacién “.” de R en R3,
entonces se cumple que: (Va,f € R)(Vv eW) - a.(B.v) =
(a.B).vew

i) Por demostrar la existencia del neutro multiplicativo del campo
k:(VveV)-1lv=v
Como W < R3, ademas es la misma operacién “.” de R en R3,
entonces se cumple que: (Vv € V) » L.v=v

j) Por demostrar la propiedad distributiva 1: (Vxe R)(Vv,v €
W) - (. (u+v)) = (<.u) + (. v)
Como W < R3, ademas es la misma operaciéon “.” del espacio
vectorial (R3, R, +,.), entonces se cumple que: (Vx€ R)(Vv,v €

W) - (. (u+v)) = (<.u) + (. v)

k) Por demostrar la propiedad distributiva 2: (V, B € R)(Vv €
W) - (< +8).v) = (x.v) + (B.v)
Como W < R3, ademas es la misma operaciéon “.” del espacio
vectorial (R3, R, +,.), entonces se cumple que: (Vx€ R)(Vv,v €

W) - (. (u+v)) = (<.u) + (. v)

Teorema: Sea: (V,k,+,.) Un espacio vectorial y W € V, se dice que

W es un subespacio vectorial del espacio vectorial V, siy solamente si:
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i) W, diferente de conjunto vacio, entonces: W # @

ii) Cumple la propiedad de clausura de la suma: (Vvu,v € W) / (u +
v)EW

iii) Cumple la propiedad de clausura del producto: (Ve, € k) (Vv €
W)/«<veWw

Ejemplo: Determinar si el conjunto W = {(x,y,z) / x =y — z}, esun

subespacio vectorial del espacio vectorial (R3, R, +,.)

Por demostrar que: {(x,y,z € R3) /x =y —z}, para esto se debe

demostrar:

i) W, diferente de conjunto vacio: W # @
Demostrar que al menos el elemento pertenece al conjunto
como: 0, e W
0, = (0,0,0), entonces de x =y —z - 0= 0—0, por lo tanto
0, € W y concluimos que: W # @
i) Ve e R) (Vu,veW) /(au+v)eW
Sean u = (x1,y1,21) YV = (X3, V3, Z,) elementos del conjunto w,
entonces:
a.u+v=axy,y,z) + (xz,¥2, 22)
a.u+v=_(ax; +x,ay; +y,,az; + ;)
Como: x; =y, — 2, Yy X, =y, — Z,, porque u, v € W
axy +x, = a(y; —z) + (2 — 22)
ax; +x; = (ay; +y;) — (azy + z;)
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Por lo tanto: (Va e R)(Vu,v e W) / (au+v) €W

Y por lo demostrado en los literales i) y ii) se concluye que el conjunto

W es un subespacio vectorial del espacio vectorial (R3, R, +,.)

Ejemplo: Determinar si el conjunto W = {(x,y,2z) / x >y + z},esun

subespacio vectorial del espacio vectorial (R3, R, +,.)

Por demostrar que: {(x,y,z € R3)/ x >y + z}, para esto se debe

demostrar:

I. W, diferente de conjunto vacio: W # @
Demostrar que al menos el elemento pertenece al conjunto
como: 0, e W
0, = (0,0,0), entonces de x >y +z - 0= 0+ 0, por lo tanto
0, € W y concluimos que: W no es un subespacio vectorial del

espacio vectorial (R3, R, +,.)

PROPIEDADES DE LOS SUBESPACIOS VECTORIALES

Interseccion de subespacios vectoriales

Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.)), y si W,y W, dos
subespacios vectoriales del espacio vectorial V, entonces la
interseccion de W; NnW, es un subespacio vectorial del espacio

vectorial V.
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i) Para su demostracion se puede iniciar indicado que el 0,, € W,y
0, € W,, por ser subespacios vectoriales de V, por lo tanto el
0, €W, N W,

ii) Ademas se debe demostrar que : (Va € R)(Vu,v € W, N W,)/
(au+v) eW,nW,
Como: u,v € W; N W,, se puede indicar que u,v € W; y u,v €
W,, por lo tanto au + v € W, y au + v € W, por ser subespacios

vectoriales lo que implica que au + v € W, N W,

Por las demostraciones de los literales i) y ii) se llega a la conclusion
de que la interseccion de dos subespacios vectoriales (W; N W,) es un
subespacio vectorial del espacio vectorial V. De conformidad a este
teorema se puede concluir que siendo el espacio vectorial (V, k, +,.)),
y si Wy, Wy, W, ... ... ,W,, son subespacios vectoriales del espacio
vectorial V, entonces la interseccion de W, n W, n W5 N ... ... ... N W, es

un subespacio vectorial del espacio vectorial V

Ejemplo: Sean W, ={(x,y,z) / y+z=0}y W, ={(x,y,2z) /] x—
y—z =0} dos subespacios vectoriales del espacio vectorial

(R3, R, +,.). calcular el subespacio vectorial W; n W,
winW,={(xy,2) /y+z=0, x—y—z=0}

winW,={(x,y,z) /] y=—2z x—y—z=0}
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winW, ={(x,y,z2) / y=-2 x—(-2)—z=0}
winW,={(0,-zz2) /] zeE R}

De este ejemplo se puede demostrar que la unién de los subespacios

vectoriales (W; U W,) no es un subespacio vectorial de (R3, R, +,.).

i) W, UW, # @, esta condicion, si cumple por que 0, € W,y
0, € W,, por ser subespacios vectoriales de V, por lo tanto el
0, € W, UW,

ii) Vu,veW,UuW,)/(u+v) e W, UIW,
Sea: u=(1,2,-2) e W, (porque y+z=0)yv=(211)€
W, (porque x — y —z =0), por lotantou +v =(1+2,2 +
1,-24+1)=(33,-1).}
u+vé W, (porque y+z#0)yu+vé& W, (porque x —
y—z#0),porlotantou+v ¢ W, UlW,

Combinaciones lineales

Sea el espacio vectorial (V, k, +,.) Y los vectores v;, vy, Vs, ..., v, €V, se
llama combinacion lineal de los vectores v,,v,,vs,...,v, a forma:

a,v; + ayv; + agvs + - + ay vy, donde aq, ay, as, .., @, €k

Definicion: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) y los vectores

U, vy, Uy, Vs, ..., Uy, € V, se dice que el vector u una combinacion lineal de
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los vectores vy, v,, v, ..., v, si existen escalares: ay,a,, as, ..., a, €k

talque u = a,v; + ay v, + agvs + -+ Ay,

Ejemplo: Sea el espacio vectorial (R3, R, +,.), determinar si el vector
u = (1,—3.1) es una combinacion lineal de los vectores v = (1,2,—1) y
w = (0,2,—1)

Para su demostracion se debe saber si existen los escalares que

permitan expresar al vector como una combinacion lineal: u = a: v +

B.w

(1,-3.1) = a. (1,2, —1) + 5.(0,2,—1)

a=1 a=1
(1,-31) =(a,a+2B,—a —B) —>{a+2,8 =-3 —>{a+2,8 =-3
—a—p=1 p=-2
De la primera ecuacion se obtiene que @ = 1y con f = —2 satisfacen

las otras dos ecuaciones, por lo tanto u = (1, —3.1) es una combinacién

lineal de los vectores v = (1,2, —1) yw = (0,2, —1)

Ejemplo: Sea el espacio vectorial (R3, R, +,.), determinar para que
valores de x, siendo el vector u = (—1, —x. 1) es una combinacion lineal

de los vectores v = (1,0,1) yw = (1,2, —-1)
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Para su demostracion se debe saber si existen los escalares que

permitan expresar al vector como una combinacion lineal: u = a: v +

B.w

(-1,-x.0) = a.(1,0,1) + 5.(1,2,—1)

a+p=-1
(-1,—-x,1) =:(a+,8,2,8,a—ﬁ)—>{ 28 = —x
a—p=1

Obtenemos un sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas, para esto
planteamos el sistema matricial:

1 1]|-1 1 1]|-1 1 1]-1
0 2|—x =({0 2 |—x =0 2|—x
1 111 F3=F;—F; 0 210 F3=F3+F, 0 Ol—x

Es decir que para que el sistema tenga solucion x = 0 para que el

vector (—1,0,1) sea una combinacion lineal de los vectores v = (1,0,1)
yw=(12,-1)

Capsula Lineal

Sea el espacio vectorial (V,k,+,.)yS €V ,donde S # @, se define a la
capsula de S al conjunto formado por todos los elementos de V que se
pueden expresar como una combinacién lineal de los elementos del

conjunto S, su notaciéon es < S >
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<S>=WeV/v=av +av, + azvs + .. +ap,v, a; €Kk,

UiES}

Ejemplo: Si S= {(1.,—-2),(—1,2),(5,1))}, calcular la capsula < S > del

espacio vectorial (R?, R, +,.)

Para encontrar la solucion, buscaremos tres combinaciones lineales de
los vectores del conjunto S eligiendo ntimeros reales cualesquiera, es

decir:
<S>={(a,b) ER?/ (a,b,c) = a(1,-2) + p(—1,2) + y(5,1)}

<S>={(a,b) eR?/ (a,b) = (@ — B +5y,—2a+2B +7)}

1 -2]a 1 -2 a
-1 2|b = (0 O|b+a )
5 1 lc/) F2=F2+F; 0 6 lc — Sa

F3=F3—5F1
Para que el sistema de ecuaciones tenga soluciéon a + b = 0, por lo

tanto la capsula estara formada por todos los elementos que cumplan
con esta condicion, y se la puede expresar como: < S >= {(a,b) € R? /
a+b =0}

Toda capsula < S > es un subespacio vectorial del espacio vectorial al
cual pertenece porque es diferente de vacio y cumple con la propiedad:

a.u + v que pertenece a la capsula < S >,donde:a €e kyu,v €< S >
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Generacion de subespacios vectoriales

El conjunto formado por todas las combinaciones lineales de S, es un
subespacio vectorial del espacio vectorial V' y se llama subespacio
engendrado y el conjunto S es un sistema generador de dicho

subespacio vectorial.

Si consideramos los vectores en R3 y S = {u,v}; u=(1,-1,2) y v =

(1,2,3), cualquier vector S, cumplira la relacion:
(x,y,z) = au + Bv
(x,y,z) =a(1,-1,2) + B(1,2,3)

x,y,z) =(a+B,—a+2B,2a + 3B)

x=a+p
Es decir: {y = —a + 2, las cuales reciben el nombre de ecuaciones
z=2a+3f

paramétricas del subespacio vectorial.

El subespacio vectorial generado por el conjunto S, es igual a la capsula
< § >, porque todo subespacio vectorial que contiene al conjunto S
también contiene a la capsula < S >, es decir que el conjunto S genera

el subespacio vectorial W si< § >=§
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Ejemplo:  Probar si p(x) =-2x*+x, entonces S=

{p (%), ;—x p(x), ;—; p (x)} general el espacio vectorial (p,(x), R, +,.)

<S>=qx) =ax?+bx+c€p,(x) /q(x)

2

d
=ap(x) + ﬁap(x) + )/Wp(x)

d
ap(x) =—4x+1
dZ

TP =—4

ax?+bx+c=a(-2x%+x)+ p(—4x+ 1) + y(—4)

ax? +bx+c=-2ax*+ax—4fx+f — 4y

x%: —2a=a
x: a—4F=0>

indep: a—4y=c

Ahora se debe demostrar si existe solucién con las ecuaciones
obtenidas del sistema:
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-2 0 0|a 1 0 0 5
1 -4 0]|b =11 —4 0 b
1 0 _4 c F1=—1F1 1 0 —4' c F,=F,—F;
2 Fy=F3—F;
_a
1 0 0 Za
=0 —4 0 b+7
0 0 -4 a
C+§

Se obtuvo una matriz diagonal, por lo que se puede concluir que el

sistema de ecuaciones siempre tendra solucién, por lo tanto < S >=

p.(x) y el conjunto S = {p(x),;—xp(x),;—;p(x)} genera al espacio

vectorial (p,(x), R, +,.)

Definicion: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) y el conjunto S =
{v, vy, V3, e ,V,}, donde ScV y se dice linealmente
independiente, si y solo si la combinacion lineal nula a;v; + a,v, +
azvs + - ...+ a v, = 0, tiene solucioén trivial con a; # 0, donde i =
1,2,3,........,n. Si la combinacion lineal a,v, + a,v, + azvs + -+ ...+
a,v, = 0, tiene infinitas soluciones, al conjunto S se dice que es

linealmente dependiente.

Un conjunto de vectores solo puede ser linealmente independiente o
linealmente dependiente, pero no linealmente independiente y

linealmente dependiente al mismo tiempo. Ademas, recordar que unos
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sistemas de ecuaciones homogéneas producen una tnica solucion, la

trivial.

Ejemplo: Demostrar que el conjunto S = {(1,2,3),(—1,2,0),(0,2,1)}
subconjunto del espacio vectorial (R3,R,+,.) es linealmente

independiente.
S =av; + fv, + yvs = (0,0,0)
S =a(1,23) + (-=1,2,0) + y(0,2,1) = (0,0,0)

S=(a—-pB,2a+2B+2y,3a+vy)=(0,0,0)

1 -1 0]0 1 -1 0]0
2 2 2/0 ={0 4 2/0
F,=F,—2F. 1
30 tlo/ezrmzn N0 30 1l0/p
1 -1 0
_ 1|
=10 1 70
0
O 3 1 F3=F3—3FZ
L1 (1)0 a=0
-0 1 3o , por lo tanto {,8 = 0, que es la solucion tnica trivial
0 0 —0 y=0

por lo tanto el conjunto S es linealmente independiente.

Ejemplo: Sea el conjunto S=1{(-22x),(-1,10),(0,1,—x)}

subconjunto del espacio vectorial (R3,R,+,.), demostrar para qué
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valores de x, el conjunto S es linealmente independiente o linealmente

dependiente.

S =av; + pv, + yvs = (0,0,0)
S =a(=22,x) + B(=1,1,0) + y(0,1, —x) = (0,0,0)

S=(2a—-B,2a+p+y,xa—xy)=1(00,0)

-2 =1 0]0 -2 =1 0
2 1 110)]=]2 1 1|=2x—x—-2x=—-—x=0
X 0 —xI0 X 0 —x

Porlo tanto si x = 0, el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones
por lo tanto el conjunto S es linealmente dependiente y para x # 0, el
sistema tiene tnica solucién la trivial por lo tanto el conjunto S es

linealmente independiente.

Bases de espacios vectoriales

Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) y B €V, se dice que B es una base
del espacio vectorial V siy solo si B es linealmente independiente y si

B genera al espacio al espacio vectorial (V,k, +,.).

Ejemplo: Demostrar que B = {1 —x3,x + x3,1 —2x —x3,1+ x} es

una base del espacio vectorial (p;[x], R, +,.)
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i) Demostrar que B genera al espacio vectorial (p;[x], R, +,.)
<B>={q(x) =ax3+ bx? + cx +d € ps[x]/q(x)
=a(l—-x3)+px+x3)+y(1—2x—x3)
+6(1+x)}
ax3 +bx*+cx+d
=a—ax3+Px+Px*+y—-2yx—yx3+6

+ 6x
—-a—y=a
B=»b
B+2y+6=c
a+y+6=d

Ahora se debe determinar las condiciones para la cual el

sistema tiene solucion:

-1 0 -1 O0ja 0 0 0 1ja+d
0 1 0 0fb _(0 1 0 of b
0 1 2 1fc 0 0 2 1lc—b
1 0 1 1ld pents A0 1 1l d /g,
101 1] d
0 1 0 0f b

0 0 2 1jc—b
0 0 0 1lla+d

Al obtener una matriz diagonal superior , queda demostrado
que el sistema siempre tendréa solucion por lo tanto B genera
al espacio vectorial (p;[x], R, +,.)

ii) Demostrar que B es linealmente independiente

120



0x3 + 0x% + ox + 0d
=a—ax3+Px+Px*+y—-2yx—yx3+6

+ 8x
—a—y=0
p=0
p+2y+46=0
a+y+6=0

Ahora se debe determinar si el sistema tiene tinica solucién
la trivial:
-1 0 -1 0

a
0O 1 0 0]|b . . .
0o 1 2 1lc) de las operaciones de filas anteriores
1 0 1 1ld

1 0 1 10 a=20
{0 1 0o oo =0

llegamos a: 0o 0 2 1lo/f entonces, Y =0 por lo tanto
0 0 0 110 60=0

B es linealmente independiente.

Como B genera al espacio vectorial y es linealmente independiente,

por lo tanto B es una base del espacio vectorial (p;[x], R, +,.)

Ejemplo: Si W = {[Ccl Z] € M,,,/ |Z _13| = O} un subespacio

vectorial del espacio vectorial del espacio vectorial (M,,,, R, +,.),

calcular una base para W

La idea en este ejemplo es encontrar un conjunto que genere al

subespacio vectorial W:
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-3

w={[% "emun/

-{¢ Z]EMsz/a+3b=0}

|:O}:>W

w={[ Z] € My/a=—3b) =W

= {[_Sb Z] € M,,,/b,c,d € R}

W={b[‘03 (1)]+c[2 8]+d[8 (1)]/b,c,dE]R{}

o ol oo §

=[5 ol oo b

Por lo tanto B genera al subespacio vectorial W, ahora se demostrara

}>=<B>

si es linealmente independiente:

«[o ol 8l ol+rlo =[5 o

—3a 1la 0 0 =0
[ ] = [ ], lo que significa que: {f = 0, por lo
pBvl oo Y =0

tanto B es linealmente independiente y como genera al

subespacio vectorial W, entonces B es una base de W
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Dimension de espacios vectoriales

Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) Y el conjunto B =
{vi, vy, V3, ......., v} una base de V, se dice que m es la dimension del
espacio vectorial V, es decir la dimension de un espacio vectorial esta
dado por el nimero de elementos que tiene la base del espacio
vectorial y se nota como: dim (W). Si un subespacio vectorial posee
una base con una cantidad finita de elementos, se dice el subespacio
vectorial es de dimension finita

-3 1 [O 0 [O 0

Ejemplo: Sabiendo que B = {[ o o'li ollo 1 } es una base

del  subespacio  vectorial W = {[Ccl Z] € My,,/ |Z _13| = 0}.

Determinar la dimension del subespacio vectorial.
dim(W) =3

Si se tiene un espacio vectorial (V, k, +,.) de dimensién m y cualquier
subconjunto de V que contenga mas de m elementos sera linealmente
dependiente, ademas ningtin subconjunto de V' que tenga un ntimero

menor de m elementos puede generar al espacio vectorial V

Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.), B = {vy, v, V3, ... ... , Up}
un subconjunto de V y un vector u€V. Si B es linealmente
independiente y el vector u pertenece a la capsula, es decir u €< B >,

entonces B U {u} es linealmente independiente.
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Teorema: Sea el espacio vectorial (V, k,+,.) y si W es un subespacio
vectorial de dimension m, entonces todo subconjunto linealmente

independiente de W, es finito y es parte de una base de W'.

Sea (V,k,+,.) un espacio vectorial de dimension finita y si W es un
subespacio vectorial del espacio vectorial V, entonces el subespacio

vectorial W es de dimension finita y dim(W) < dim(V)

Sea (V,k,+,.) un espacio vectorial de dimension finita y si B es un
subconjunto linealmente independiente del espacio vectorial V,

entonces el conjunto B es parte de una base del espacio vectorial V.

Ejemplo: Sea el conjunto B = {(2,—1,0),(1,0,2)} un subconjunto
linealmente independiente del espacio vectorial (R3R,+,.).
Determinar una base B, para el espacio vectorial y que el conjunto B

sea parte de la base B;.

Como primer paso del desarrollo se debe calcular la base del conjunto
B:

<B>={v=(xy,2z) eR¥/(a,b,c) = a(2,—1,0) + 5(1,0,2)}
<B>={v=(xy,2z) €ER3/(a,b,c) = Ra+ p,—a,2p)}

20+ =x 2 1|x
2=z 2 0lz
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Ahora se va a verificar bajo qué condiciones el sistema tiene solucion:

2 1|x 2 1] X
-1 0|y = (—1 of ¥ )
2 012/ g=py12r, 0 o0lz+2y

Por cuanto la dltima fila se hizo nula, se obtiene que z + 2y = 0 para

que el sistema tenga solucion, por lo tanto z = —2y
<B>={(x,y,2) ER’/ z = -2y}

Escogemos un vector que no pertenece a la capsula < B >, como:
(0,1,1) que en union al conjunto B forma el conjunto B; =
{(2,-1,0),(1,0,2),(0,1,0)} y que es linealmente independiente y se lo

puede demostrar aunque no es necesario por el teorema enunciado.
B, = {(x,vy,z) € R?/(0,0,0) = a(2,—1,0) + 5(1,0,2) + y(0,1,1)}

2 1 0]0 0 1 2|0 01 210
-1 0 110 =(-1 0 1fo :10_1())
0/ Fy=Fy +2F, 0 2 1lo/B=R-2  \0 0 -3lo

0 2 1
F3=—F3
Y se obtiene: «a =0, 8 =0y y = 0 por lo tanto el sistema tiene inica

solucién la trivial y B; es linealmente independiente y ahora falta

demostrar que B, genera al espacio vectorial (R3, R, +,.).

< B, >={(x,y,2) € R3/(0,0,0) = a(2,—1,0) + £(1,0,2) + y(0,1,1)}
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2 1 0 0 1 2|x+2y
-1 0 1|y =(-1 0 1 y
0 2 1lz Fi=F,+2F, 0 2 1 VA FSFZE—_F2'3F1
01 2 X+ 2y
=11 0 -1 —y
0 0 —3Z—2x—4Z F1<—)F2
1 0 -1 -y
=10 1 2 x+ 2y
0 0 —-3lz—2x—4z

Después de realizar en el sistema operaciones elementales entre filas
se obtiene una matriz diagonal superior por lo que el sistema siempre
tendra soluci6on, por lo tanto, B, genera al espacio vectorial

(R3, R, +,.).

Teorema: Sea el espacio vectorial (V, k, +,.) de dimensién m, entoces
cualquier subconjunto del espacio vectorial V que tenga m vectores

linealmente independientes es una base del espacio vectorial V.

Ejemplo: Sea el conjunto B = {(1,1,1), (0,1,2), (1,2,1)}, identificar si

B es una base del espacio vectorial (R3, R, +,.).

La dimensién del espacio vectorial (R3,R,+,.) Es 3 y es igual al
numero de elementos de conjunto B, por lo tanto solo basta demostrar

que B es linealmente independiente.

< B >={(x,y,2) € R?/(0,0,0) = a(1,1,1) + B(0,1,2) + y(1,2,1)}
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<B>={(x,y,2z) € R3/(0,00) =(a+y,a+ B +2y,a+ 28 +y)}

1 0 1/0 1 0 10 NP i
(1120 =(0 1 10 B
0/ F2=F2—F1 0 2 010/ g=p;-2r, 0 0 —20

1 2 1
3=F3—F;
Y se obtiene: «a =0, 8 =0y y = 0 por lo tanto el sistema tiene inica

solucion la trivial y B es linealmente independiente y genera al espacio
vectorial (R3, R, +,.)

Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.), S = {vy,v3,v3, ... ... , Up}
un subconjunto de V. Si el conjunto S es linealmente independiente y
el vector v; es una combinacion lineal de los otros elementos del

conjunto S, entonces < S >=< s\{v;} >

Ejemplo: Sea el conjunto S:{(;} _01),(_01 _12),(3 _11)},

calcular la < S >, dar una base y su dimension.

s=(Q D=el Dea(d Do L)
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4 -1 50 0O -9 90
-1 -2 110 (-1 =2 1o
3 0 310 0 -6 610 o F o
_ Fy=F; +4F, _ 171
0 1 110 F;=F;+3F§ 0 1 110 2:2:22
0O 0 0,0
-1 0 -1f0
0 0 o]0
0 1 -110

En el sistema después de las operaciones elementales entre filas se
obtienen dos filas nulas por lo tanto el sistema no tiene solucién y el
conjunto S es linealmente dependiente. Esto también se puede

verificar porque:

Eliminando el vector que es combinacion de lineal de los otros vectores

sin alterar la generacion por lo que se tiene:

<s=={3 )G )

<s=={(" Bemu/(@ D=c(t s L)

<sm={( DemalC )=Galsp ")
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Ahora se debe de verificar bajo qué condiciones el sistema tiene

solucidn:

4 5 a 0 9ja+4b

-1 11b _[-1 1 b

3 —3|c 0 Ofc+3b

0 -—1ld 2:2:‘;2 0o -1l 4 F,=F, +9F,
0 0 |a+4b+9d
0 0 c+3b
0 -1 d

Después de las operaciones elementales entre filas se obtuvieron dos
filas nulas por lo tanto para que exista solucion se debe cumplir: a +

4b +9d = 0y ¢ + 3b = 0y se obtiene la capsula:

<s>={(“ Z)EMm/a+4b+9d=0,c+3b=O}

Pera que el conjunto {(g _01) , (g _11)}, sea una base de la capsula

< § >, se debe de probar que es linealmente independiente, y se

procede asi:

(0 o/=aG )+eG 2
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4 510 0 990 0 070
-1 11o _[-1 1]0 (-1 110
3 -3|0 o ofo 0 010
_ Fy=F, +4F. — - fo=F
0 110 F;=F;i3F§ 0 110 =F1+9F, 0 1o Fi=—Fi
0 00
_(1 1/0
0 0f0
0 110

Por lo tanto a =0 y § =0, y queda demostrado que el conjunto
{(43} —01) ' (g _11)} es linealmente independiente y ademas es una

base de la capsula < S >, con dim(< S >) = 2.

Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) De dimensiéon m,
entonces cualquier subconjunto del espacio vectorial que tengan m
vectores que generan el espacio vectorial es una base del espacio del

espacio vectorial V.

Ejemplo: Sea W ={(x,y,z) € R®/2z+x =0} un subespacio
vectorial de dimensién 2 del espacio vectorial (R3, R, +,.). Calcular

una base para el subespacio vectorial.
W={(x,y,2) ER3/2z+x=0}=>W ={(x,y,z) E R3/-2z = x}
W ={(-22y,2) ER®/y,z € R}

W = {(~22,0,2) + (0,,0) € R*/y,z € R}
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W = {z(=2,0,1) + y(0,1,0) € R%/y,z € R}
W ={(-2,0,1),(0,1,0)} =< B >=B

Por lo tanto B genera al subespacio vectorial W y como la dim(W) = 2,

entonces B es una base del subespacio vectorial /.

Wronskiano

El Wronskiano es un determinante empleado para determinar
independencia o dependencia lineal de un conjunto de funciones

diferenciables.

Definiciéon: Sean f;(x), f>(x), f5(x), .. e v, fn(x), n funciones n — 1

diferenciables, entonces el Wronskiano es :

fi(x) fo(x) f() o fil)

d d d d
afl(x) afz(x) afz(x) afn(x)

_| a? d? d? d?
w(x) 2 h®  gah®  ahe - prdlS
Wﬁ(x) sz(x) sz(x) an(x)

Teorema: Sea el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =

U1, 200, f3(2), e e, (X)) € F (), si

f1(x0), f2(), f5(x), e eev we, fn(x)son diferenciables en n — 1 ocasiones,
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entonces S es linealmente independiente si existe al menos un x que

pertenecen al dominio de las funciones tal que w(x) # 0.

Ejemplo: Sea el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =

{x,x2,x3} € F(x), determinar si S es linealmente independiente.

x x% x3
wx)=11 2x 3x|=02x3+2x3)—(6x3+6x3)=2x3%0
0 2 3

Por lo tanto, el conjunto S es linealmente independiente para todo x #
0

Ejemplo: Sea el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =

{cos(x), sin(x)} € F(x), determinar si S es linealmente independiente.

cos(x)  sin(x)

—sin(x) cos(x)| ~ cos?(x) + sin2(x) = 1

w(x) =

Por lo tanto, el conjunto S es linealmente independiente para todo x €
R

Suma e interseccion de subespacios vectoriales

Sea el espacio vectorial (V,k,+,.). Si W; y W, son dos subespacios
vectoriales del espacio vectorial V, entonces: W;+ W, =
fveV/v=w, +w,, w; €W, +w, € W,}, esdecirlasumade W, + IV,

es igual a todo el conjunto de elementos del espacio vectorial V que se
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puede expresar como la suma de un elemento del subespacio vectorial

W, mas otro elemento del subespacio vectorial W,.

Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.). Si W; y W, son dos
subespacios vectoriales del espacio vectorial V, entonces: W, + W, es

un subespacio vectorial del espacio vectorial V.

Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) y W; y W, son dos
subespacios vectoriales del espacio vectorial V. Si B; y B, son bases de

los subespacios vectoriales W, y W,, entonces W, + W, =< B; U B, >.

Teorema de la dimension: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.) y W,
y W, son dos subespacios vectoriales de dimension finita del espacio
vectorial V, entonces se tiene que: dim(W; + W,) =dim(W;) +
dim(W,) — dim(W; n W,).

Definiciéon: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.). Si W; y W, son dos
subespacios vectoriales del espacio vectorial V, se define a la suma

directa como: W, ®W, = {v € V /I ueW;, A weW,,v = u + w}

Definiciéon: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.). Si U,W; y W, son
subespacios vectoriales del espacio vectorial VV.Se dice que U es la suma
directa de W, y W,, siy solo si U = W, ®W,.
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Teorema: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.). Si U,W; y W, son
subespacios vectoriales de dimension finita del espacio vectorial V, se

dice que U = W, @®W,, siysolosi: U =W, + W,y W, n W, = (0,).

Corolario: Sea el espacio vectorial (V,k,+,.). Si U,W, y W, son
subespacios vectoriales de dimension finita del espacio vectorial V,

entonces: dim(W,®W,) = dim(W;) + dim(W,).

Teorema: Sea el espacio vectorial (V, k, +,.) De dimension finita n.
Si U es un subespacio vectorial del espacio vectorial V, entonces existe

un subespacio vectorial W del espacio vectorial V, tal que V = UDW.

Ejemplo: Sea: W, = {(x,v,2)/y =0}y W, = {(x,y,z)/x + z = 0}, dos
subespacios vectoriales del espacio vectorial (R3, R, +,.), encontrar:

W, 0 W,

Los elementos de W, n W, pertenecen tanto a W, como W,, por lo
tanto sus ecuaciones implicitas son la uniéon de sus subespacios

vectoriales, quedando de la forma:

—0 xX=a
{ y__0:>{y=0;aE]R
xX+z= 7= —q

Dando como resultado la base: By, ny, = {(1,0,—1)}. Un conjunto
generador de W, + W, es la unién de las bases W; y W,, entonces: B; =
{(1,0,0), (0,0,1)}y B, = {(1,0,—-1), (0,1,0)}, por lo tanto:
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10 040 1 0 00
0 0 10 {0 o 1o
1 0 —1fp =lo o o|p|™ Burw:
0 1 olo/m=r+n \o 1 olo

F3=F3—-F;

={(x,y,2) € R¥/x,y,z € R}

Ejemplo: Sea U={ax?+bx+c€P,[x]/a+2c—b=0} un
subespacio vectorial del espacio vectorial (P,[x],R,+,.). Hallar un

subespacio vectorial W que cumpla: P,[x] = U + W.

Como primer paso, se debe encontrar una base para el subespacio

vectorial U:
U={ax?>+bx +c € P,[x]/a=b—2c =}
U={(b-2c)x*+ bx +c € Py[x]/b,c € R}
U = {bx? — 2cx? + bx + c € P,[x]/b,c € R}
U = {(bx? + bx) + (—2cx? + ¢) € P,[x]/b,c € R}
U={b(x?*+x)+c(—2x%+ 1) € P,[x]/b,c € R}
U=<B>=>B={x*+x,—-2x2+1}

También se debe demostrar que el conjunto B es linealmente

independiente, para esto:

135



a(x?+x)+p(—2x2+1)=0x>+0x+0

1 =20
=0 . .
(1 0 0) = {g _ o> Por lo tanto el conjunto B es linealmente
0 110

independiente y por lo tanto es base del subespacio vectorial U. Ahora

se debe completar una base para el espacio vectorial P,[x]
B, = {x? +x,—2x%+ 1,x}

Y demostrar que B; es linealmente independiente, condicion suficiente

para indicar que B, es base para el espacio vectorial P, [x]

a(x>+x)+p(—2x2+ 1) +y(x) =0x2+0x+0

1 -2 0]0 1 -2 0]0
(1 0 1 O) = (O 2 1 O)
0 1 00/pepr o 1 o0l0/pop
1 -2 0]0 1 -2 00 a=0
2(0 1 OO) 2(0 1 00>=>{ﬁ=0
0 2 110 F3=F3;-2F, 0 0 110 Y = 0

Por lo tanto B; es base para el espacio vectorial P,[x], porque tiene tres
vectores linealmente independiente en un espacio vectorial de

dimensién 3. Ademas,

W =< {(x)} >= {ax € P,[x]/a € R}
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Ejemplo: Sea W, ={(x,y,z) € R¥/x = 2y} y w, =
{(x,v,z) eR3/x —y =0,y —z =0}, dos subespacios vectoriales del
espacio vectorial (R3, R, +,.). Calcular: W, + W, y W, ®W,.

Como primer paso encontraremos las bases de los subespacios

vectoriales W, y W,
W, ={(x,v,z) e R3/x =2y} > W, = {(2y,y,2) € R¥/y,z € R}

W, ={(2y,y,0) + (0,0,2z) € R3/y,z € R}
={y(2,1,0) +z(0,0,1) e R*/y,z € R}

W, =< {(2,1,0),(0,0,1)} >=< B, >
Por lo tanto B; = {(2,1,0), (0,0,1)} y genera al subespacio vectorial W;.

Ahora probaremos que los vectores de B; son linealmente

independiente:

«(2,1,0) + 3(0,0,1) = (0,0,0)
0

2 0 B
(1 oo):{oﬁ‘;g
o 1lo

Por lo tanto B; es linealmente independiente y es una base del

subespacio vectorial W;
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W, ={(x,y,z) ER3/x—y=0,y—2z=0}>W,
={(y,y,y) ER’/y € R}

W, ={y(1,1,1) e R3/y € R}
W, =<{(1,1,1)} >=< B, >
Por lo tanto B, = {(1,1,1)} y genera al subespacio vectorial IW,.

Como B, tiene un solo elemento no nulo, por lo tanto B, es linealmente

independiente y es una base del subespacio vectorial IV,
Del teorema anterior se conoce que W; + W, =< B; U B, >
W1 + Wz =<< B1 V) BZ =< {(2,1,0), (0,0,1), (1,1,1)} >

W, ={(x,y,2) e R*/(y,y,y) = a(2,1,0) + £(0,0,1) + y(1,1,1)}
W, ={(x,y,2) ER*/(y,y,y) = Qa+y,a+y,f+7)}

2 0 10 0 0 -1/0 0 0 -1/0
1 0 1/0 =11 0 1]0 =11 0 O 0)
0 Fi=F,—2F, 0 1 1 10/ F2=F2+F 0 1 010

0 1 1
3=F3+F;
Por lo tanto el sistema siempre tiene soluciéon y se puede decir que

W, + W, € R3

138



De lo demostrado tenemos que: dim(W;) =2, dim(W,) =1y

dim(W; + W,) = 3. Ademas del teorema de la dimensiéon tenemos:

=0

Como dim(W; n W,) = 0,y el Gnico subespacio vectorial de dimension

cero es el subespacio vectorial nulo, por lo tanto: W, + W, € R3

Ejercicios propuestos de espacios vectoriales

1.

2.

Sea w = (1,3,5,1), determine si we <
{(1F1FOP1)' (1I2I3I0)l (0121270)} >
“Probar si  los  vectores del conjunto S =

{(1,2,3),(0,5,2), (—2,—3,—4)} son linealmente dependiente.

. Sea el conjunto S = {(1,1,1,0),(0,-2,2,0),(-3,-3,0,0)} € R*

demostrar si es una base del espacio vectorial (R* R, +,.)

Sea W, ={(x,y,z2) ER3/x+2z=0,y =1} y W, =
{(x,v,z) e R¥/x =z =0}, dos subespacios vectoriales del
espacio vectorial (R3, R, +,.). Calcular: W, + W, y W, ®W,.

Sea U = {x?,1+ x,1 — x? € P,[x]}. Demuestre si U es una base

del espacio vectorial (P,[x], R, +,.)
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10.

11.

12,

13.

Sea U={ax3+ab+cx+d€P,x]/a—b+c=0,a—d =0}
un subespacio vectorial del espacio vectorial (Ps;[x],R,+,.).
Hallar un subespacio vectorial W que cumpla: P,[x] = U + W.
Sea: W, ={(x,y,z)/y+z=0} y W, ={(x,y,z)/x =1}, dos
subespacios vectoriales del espacio vectorial (R3R,+,.),
encontrar: W; N W,.

Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{x,x% 4x — 3x%} € F(x), determinar si S es linealmente
independiente.

Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{e**, e™**} € F(x), determinar si S es linealmente
independiente.

Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{2x2,—3x%} € F(x), determinar si S es linealmente
independiente.

Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{1,cos(x)} € F(x), determinar si S es linealmente
independiente.

Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{x3,—x3} € F(x), determinar si S es linealmente
independiente.

Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{e*, cos(x),sin(x)} € F(x), determinar si S es linealmente

independiente.
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14. Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{2x% + 3,x%,1} € F(x), determinar si S es linealmente
independiente.

15. Considere el espacio vectorial (F(x),R,+,.) y el conjunto S =
{x?,5x,2x?} € F(x), determinar si S es linealmente

independiente.
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PRODUCTO INTERNO

Introduccion

En este capitulo se realizara la definicion de producto interno con el
andalisis de varias de sus propiedades que incluyen el principio de
ortogonalidad, y demostrar una norma a partir del producto interno,
también se analizardn las nociones geométricas de distancia y
perpendicularidad en espacios vectoriales, con el conocimiento
adquiridos en el capitulo 3, dedicado a los espacios y sub espacios

vectoriales.

En el area de las matematicas el producto escalar es la operacion
conocida como producto interno o producto punto, el producto
interno sobre un espacio vectorial es una operacion que asigna a cada
par de vectores que pertenecen al espacio vectorial un ntmero real,
para su estudio se realizard uun aserie de ejemplos resueltos

empleando las propiedades con uso de lenguaje general de vectores.

Definicion de producto interno

Un producto interno o escalar definido sobre V es una aplicacion entre
el conjunto de todos los pares de vectores (u, v) y R, cuyo resultado es
un namero real denotado por (u,v), que satisface las siguientes

propiedades para todo u, v,w € V ytodo escalar a € R:

1) (u,v) =w,u)
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2) a(u,v) = (au),v =u, (av)
3) (w+v,w)=wWw)+ (v,w)
4) wuw)=20ywu)==u=0

Ejemplo: El producto escalar usual en R? es un Producto Interno.
Sean u = (uy,uy), v = (v, v,)5w = (W, wy)t € R?2 ysea a €R.
Solucién:

1) (u,v) = uv; +uyv, = vuy + vu, = (v,u)

2) a(u,v) = a(uv; +upvy) = (auy)vy + (auz)v, = (av,v) y
analogamente para la otra igualdad a(u, v) = (v, au)

3) (w+v,w) = +v)w; + Uy +v)w, = uywy +viwy + uw, +
VoW, = (Uwy + uyawy) + (vywy + vow,) = (u,w) + (v, w).

4) wWw=uw+u;=20y wWw =0 uw+ui=0u =u, =

O=su=0

~ es un producto interno.

Ejemplo: Un espacio vectorial en P; sobre R y definir en la operacion

para vectores arbitrarios p(x) = a, + a;xy q(x) = by + b;x dada por:
(»,q) = agby + 2a,b,

Solucion: Veamos que es un producto interno: para todo p(x) = a, +

a,x, q(x) = by + byx, t(x) = ¢y + ¢;x € P, ytodo a € R se cumple que:
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1) (p,q) = agby + 2a,b, = byay + 2ba, = (q,p)

2) (ap,q) = a(aghy + 2a1b,) = (@ag)by + 2(aay)b, = (ap,q) y
analogamente para la otra igualdad a(p, q) = (p, aq)

3) (p+q,t)=C(ay+ by)cy + 2(a;+by)cy = agcy + bocy + 2a,¢; +
2byc; = (agco + 2as¢1) + (boco + 2bycy) = (p, t) + (g, t)

4) pp)=ag+2ai 20y (@ =0oaj+2af=0 & a, =
a,=0=pkx)=0

- es un producto interno.

Como se analiz6 en el caso de R? en general R™, tenemos la posibilidad
de definir, a partir del producto escalar, conceptos geométricos tales
como la longitud de un vector, la distancia y el angulo entre vectores
de dicho espacio. Las nociones pueden ser generalizadas a cualquier

espacio vectorial con producto interno facilmente.

Norma de un vector

La longitud o Norma ||u|| de un vector u € V como el ntimero real:

lull = v/ (w,w)
Ejemplo: En el espacio vectorial P, sobre R con el producto interno
(aO + ax, bo + blx) = aobo + 2a1b1

Calcular la norma del polinomio p(x) = 4 — 5x € P,
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lull = /(. p) = /(4 —5x,4 — 5x) = /((4)(4) + 2(-5)(-5) = V66

Definiciéon: La longitud o Norma [|v|| de un vector v € V como el

numero real:

lv|| =+ (v*v :\/U12 +v22+...+vr%

Siu = (uy,uy) € R?

lull = y(u*w) = fuf+u§

Siv = (v, v, v3) €ER3

vl =(w=*v*v)= [vZ+v3:+v3

Observamos que v=*v = ||v|| y la distancia de AaBes d(4,B) =
|1B — Al

Proposicion de una norma: Toda norma definida en V a partir de
un Producto Interno tiene las siguientes propiedades: para todo u, v €

V ytodo a € K, se cumple que:

1) Jlul =0yllull=0u=0 (Positividad)

2) |laull = |a]llu|l ~uw €V  (Homogeneidad)
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3) llu+v| < llull + v (Desigualdad Triangular)

Ejemplo: Calcular la Norma y la distancia del siguiente ejercicio: w =

(1,0,v2)
La distancia A = (1,-3,2) yB = (x,y,2)

Solucion:

Il =G ow) = 12 402 + (V2 = VT2 =3

IB—All=(x—1)2%+ @ +3)2+ (z — 2)?

Ejemplo: Sea P = (4,2,1),Q = (6,2,1) yR = (5,2 + V/3,1). Deseamos
demostrar que el triangulo PQR es equilatero. Por demostrar que

IPQIl = IQRIl = |IRP]|

Solucion:

IPQII=11Q - Pll=/(6 -2+ (2-22+(1—-1)?=422=2

ORI = IR = Qll = (5 6)2 + (2 +vE~2)" + (1 - 17

= 12+ (B =VTF3 =2
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IRP|| = ||P — R|| =\/(4—5)2 +(2 —2+\/§)2 +(1-1)2

~ D2+ (VB =TT =2

Ejemplo: Sea P = (2,y —2,—1),Q = (1,2,—1). Hallar los valores de
y tal que ||PQ|| = V2

Solucion:

IPQII = 11Q = Pll = /(1 =22+ 2~ (y = 2))2 + (-1 = (=1)?
=J(-1D)2+ (4 -y)2=1+16—8y +y?

=.y? -8y +17
IPQIl = Vy? =8y +17 =2

1PQll = (V7 —8y+17) = (V2)' =y2 —8y+17 =2
IPQ|l=y>—8y+17—-2=0
IPQll=y*—8y+15=0
IPQII= (-5 -3)=0

y-5=0 (r-3)=0
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Ejemplo: Determinar el o los vectores de r que cumplan las

siguientes condiciones:

a) lIr+(1,-2,0)=+5
b) r =s(0,-3,1)

Solucion:

Ir+(1,-20)]=v5 = |[(a+1,b-2,0)| =V5

= J(@+1)2+ (b -2)2+c2=+5

= (Va@+DZ+b-27+ c2)2 = (V5)°
= (@+1)?+(B—-2)2+c*=5
Luego,
(a,b,c) =s(0,-3,1)=a=0,b=-3s,c=s
Sustituyendo en la ecuacion tenemos:
(a+1)2+bh—-2)2+c?=5=0+1)2+(-3s—2)2+s2=5
=14+9s2+12s+4+s%2=5

= 14+9s°+12s+4+s>—-5=0
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= 10s*+ 125 =0

Resolvemos las ecuaciones cuadraticas y las solucionessons =0y s =
6

5

Los vectores que cumplen las condiciones son:

_(018 6)
"=\"35 75

Ejemplo: Sea u el vector que satisface las condiciones siguientes:

a) u es una combinaciébn lineal de
(1,-1,2) y (—4,0,—1)
b) u(-1,1,2) =0

o) llull =35

los vectores

Solucion:

u=1t(1,-1,2) + s(—4,0,—-1)
= u=(xY,2)

x=t—4s
y=-t
z=2t—=s

149



Si u(—-1,1,2) =0, entonces —x +y+2z=0. En el sistema de

ecuaciones las variables x, y, z dependen de t y s.
—x+y+2z2=0=—(t—4s)+ (—t) +2Q2t—s)=0
= —t+4s—t+4t—-2s=0
= 2t+25s=0
Despejando t:
= 2t+25s=0
= 2t = —25
=t=-s

Si |lull = V35 = que |[ull = [lx,y,zll = V35 = (llx,y,z[)? = (vV35)? =
x?+y2+22=35

X2 +y2 422 = 35 = (t — 4s)2 + (—t)? + (2t — 5)? = 35
Reemplazando t
= (—s—4s)*+ (s)* + (—2s —s5)* =35

= (=55)? + (s)? + (—3s)2 =35
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= 2552 + 52 4+ 952 =35

= 3552 = 35
Despejando s:
= 3552 = 35
= s =1
Tenemos que s = 1yt = —1, entonces el vector u = (—5,1, —3).
Y si tomamos s = —1 y t = 1, entonces el vector u = (5,—1,3), ambos

vectores satisfacen las condiciones del problema.

4.1. Desigualdad de Cauchy — Schwarz

Dado el espacio vectorial V dado en el producto interno, para u,v € V

se tiene:
|(w, )| < llullllvl
Demostracion:
lu+ A||? = (u+ Av,u + ) = ||ull? + 22||v]|* + 2A(u,v) = 0

Ademas, considerando la expresion p(1) = ||ul|? + 22||v||? + 24(u, v)

y la ecuacion p(1) = 0, entonces se tendra A< 0, es decir,
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A= 4w, v)]* — 4llull®llv]® < 0 = [(w,v)]* < |lull®|lv]?
Teorema: desigualdad de Cauchy — Schwarz en R"
Sean u y v dos vectores en R™. Entonces:

1) fuv| < Jullv]

2) |luv| = |u||lv| © u = 0 0 v = Au para algiin namero real 1

Demostracion:

1) Siu = 0o0v = 0 (o ambos) entonces se cumple que ambos lados
son iguales a 0.

Si se supone que u # 0y v # 0, entonces

u v |2 u v u v uu 2uv VY
sl = )
lul vl lul vl \lul vl/  (ulz Jullv] * |v]
lul> 2uv  |v|? 2uv
lul2  |ullv] * |v]? lul|v|

;  2uv uv
Asi, T < 2, de manera que -~ <lyuv < |ullv].

2
En forma similar con 0 < ||Z—| - % , se llega a ﬁ > —1, o sea, uv >

—lullvl.

Con estas dos desigualdades se obtiene que:
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—lullv] = uv < |ullv] o luv| < |ullv|

2) Si u = Av, entonces |uv| = [Avv| = |A||v|? vy |ullv| = |Av||v| =
[Allvllvl = [Allv|* = |uv].

Inversamente, suponga que |uv| = |u||v|conu # 0y v # 0.

Entonces.
u v u v
|—— = 1,de manera que —— = *1
lul v lu| |v|
Caso 1.
u v "
lul v
|u v |2 (u v)<u v) 5 2uv 5220
lul vl lul  [v|/ \Ju| |v| lul|v]
Asi,
Uu Uu
—=—o0ou=—v=Av
lul  [v [ul
Caso 2.
u v
lul [v]
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| u v
lul  |vl

2 Uu v Uu v 2uv
(- - = e
lul  |vl/ \|u|l |vi

Asi,

u v u
—=—ou=——v=Av
lul  [v] |ul

Ejercicios propuestos aplicando desigualdad de Cauchy —

Schwarz

1. SeaV un espacio vectorial con producto interno. Demuestre que
|luv| = |lul|||v|| es desigualdad de Cauchy — Schwarz
2. La desigualdad de Cauchy — Schwarz establece que para

cualquier nimero real a,, a,, by, b,

- [2) 2

i=1 i=1

2

Z aibj

i=1

Utilice el producto escalar para probar esta formula.

3. Usando la desigualdad de Cauchy — Schwarz, pruebe la
desigualdad del triangulo:
lu +v| < |u| + |v|

Obtenga la expansion de |u + v|?

4. En el espacio vectorial P; sobre R con el producto interno
(aO + ax, bo + blx) = aobo + 2a1b1

154



Calcular la distancia entre los polinomios p;(x) =1y p,(x) =
1+ 2x.
Como p; (x) — po(x) = —2x

Vectores ortogonales

Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales o perpendiculares

. 7 s
si el angulo entre ellos es >

Ejemplo: Demuestre que los vectores u = 3i + 4j y v = —4i + 3j son

ortogonales.

Solucion:

uv = (4*3)— (4*3) =0=quecosp = (I(uullliz)l) = 0,y como ¢ estd en el

intervalo [o, 7], ¢ = g

Teorema: Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales si y

sélo siuv = 0.

Muchos problemas interesantes se refieren a la nociéon de la
proyeccién de un vector sobre otro. Antes de definir esto se demuestra

en el siguiente Teorema.

Teorema: Sea v es un vector diferente de cero. Entonces para

cualquier otro vector u el vector
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(u.v)

lv|?

Es ortogonal a v

Matriz ortogonal

Una matriz Q de n x n se llama ortogonal si Q es invertible: Q~1 = Q7
Nota: Si Q! = QT, entonces Q7Q =1

Teorema: La matriz Q de n x n es ortogonal si y solo si las columnas

de Q forman una base ortonormal para R™.

Ejemplo: Sea la matriz Q = . Comprobar que es una

o il
Sle sl sl
Sl Gl &l

matriz ortogonal.

Sl
o

=

Solucion: QT =

al= Sl
all sl- Sl
al= &l
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S-S L
al-&lLal-

Q:

11 \/L 11

V2 V2 V2 V6 3
oro—|2t L 2L L (0]
Ve Ve VB [|VZ VB V3| \g o 1

11l 21

V3 V3 V3 V6 3

Ejercicios propuestos sobre matrices ortogonales:

2

Wk winN

2 .
1. Demuestre que Q = —3 | ésuna matriz ortogonal.

1

3

WINWIN W]

2. Demuestre que si Py Q son matrices ortogonales de n x n,
entonces PQ es ortogonal

3. Verifique el resultado del ejercicio 2

I
Sl =Sl -

<l =Sl L
= o4

w|é|w|r—\
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4. Demuestre que para cualquier niumero real t, la matriz A =

(sent cost )
cost —sent

5. Demuestre que si Q es una matriz ortogonal simétrica, entonces
Q*=1
Proyeccion ortogonal

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyeccion de

u sobre v es un vector denotado por proy,u, que se define por

(u.v)
proy,u = BE v

u.v

La componente de u en la direccion de v es —, y es un escalar.

lv|’

v . . . .,
Observe que ) €8 un vector unitario en la direcciéon de v

La proy,u es paralelo a vy u — proy,u es ortogonal a v
Ejemplo: Sean u = 2i + 3jyv =i +j. Calcule proy,u.

(u.v) 5
roy,u = ———v=——
proyy |17|2 |\/§|2
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La proyeccion de (2,3) sobre (1,1) es (g,g)

Proyeccion ortogonal de un vector sobre el subespacio

Sean V un espacio vectorial real o complejo con Producto Interno,

by, ...., b; algunos vectores ortogonales no nulos y v € V. Definimos los

vectores u, w € V de la siguiente manera:

m
u= (bk'v>b w=v—u
= — L b, —
k=1(bk’bk>

Entonces w L #(by, ..., b;).

Ejercicios propuestos de vectores ortogonales

Determine si los vectores dados son Ortogonales

1. u=3i+5jy v=—-6i— 3. u=2i+3jyv==60i+4j
10j 4. u=2i—4y v=-i+
2. u=2i—3jy v=-9 + 3]
6] 5. u=4i+5jyv=5i+4j

6. Seanu = —3i + 6j y v = 2i + §j. Determine que § tal que:
a) uy v son ortogonales
b) El angulo entre uy v es %

7. Seanu =i+ fjyv = 2i + yj. Determine que B y y tal que:

c) uy v son ortogonales
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d) El 4ngulo entre uy v es %

8. En los siguientes ejercicios calcular la proy,u.

Q) u=i+jyv=2i—3j

b) u=4i—-jy v=-2i+
3j

Q) u=2i+jyv=i-2j

d) u=—-i-2jy v=5i+
7j

e) u=7i+2jyv=4i— 6j
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f) Seanu =pBi—yjyv =i+ j;BYyy reales positivos con f >y
g) Sean u = a,i+ b,;j y v = a,i + b,j. Establezca una condicién
sobre a4, by, a, y b, que asegure que v y proy,u tengan la misma
direccion.
Proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt

Sea V un espacio vectorial real o complejo con producto interno y sean
a, ..., a4y € V. Queremos construir vectores ortogonales by, ...., b,, €

V de tal manera que para todo j € {1, ... ... m}
2(by, ..., b;) = 4(ay, ..., a;)

La idea del proceso ortogonalizacién de Gram—Schmidt en el j —
ésimo paso definir el vector b; como a; menos la proyeccion ortogonal
del vector del vector a; al subespacio generado por los vectores

]
by, ., bj_s.

En el j — ésimo paso suponemos que los vectores by, ....,b;_; ya estan

construidos y son ortogonales entre si. Buscamos b; de la forma:

j-1
b] = aj — Z Aj,kbk

k=1

Donde:
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(b, aj)
, b,#0
Aje =9 lIbgllz” 7"

O, bk=0

Conservacion de subespacios en el proceso de

ortogonalizacion de Gram—Schmidt

Sea V un espacio vectorial real o complejo con producto interno y sean

a, ..., ay € V. Denotemos por by, ...., b, a los vectores obtenidos de
a, ..., 4y al aplicar el método de ortogonalizacion de Gram—Schmidt.
j-1
b =a; - z A ebx
k=1
(bk; ])
, b,#0
Aje =9 Nbell2” 7"
0, b, =0
Entonces para todo j € {1, ...... m} los vectores ay, ....,a; generan al
mismo subespacio que los vectores by, ...., b;:

2(ay, ..., q;) = £(by, ..., b;)

Ortogonalizacion de Gram—Schmidt y dependencias lineales

Sean ag, ...., a,, una lista de vectores en V y b, ...., b,, la lista obtenida

de ay,...,a, al aplicar la ortogonalizacion de Gram—Schmidt.
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Entonces para todo j € ({1, ..... m} las siguientes condiciones son

equivalentes:

a) a; € f(al, ....,aj_l)

¢) a,...,a, sonlinealmente independientes
d) Todos los vectores by, ...., b, son no nulos

Ejemplo: Resolver la ortogonalizacion de Gram—Schmidt a la lista de

vectores a4, a,, as:

4 —6 5
a1 = _2 az == 3 a3 == _5

-1 4 -3

2 —8 —4

Usando la matriz de Gram—Schmidt compruebe que la lista de

vectores by, b,, b; que se obtiene al final es ortogonal.

Solucion: Igualamos b; = a;. Calculamos la norma de b;:

b2 =16+4+1+4 =25, I|b1]] =5

Construimos el vector b,:
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4 -6
-2 3
bl = _1 az = 4
2 -8

_(ba)) -24—-6-4—16 —50

G Y 75 =
De aqui:
-6 4 -6 8 2
by =y —Agaby = ap+2b = | 5 [+2| 5= 3|+ H =)
-8 2 -8 4 —4
Calculamos la norma de b,:
2
A
—4
IIb,l|> =16 + 4+ 1 + 4 = 25, IIb.]l =5
Construimos el vector bs:
4 5
b, :i as = :g
2 —4
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_(ba;) 20+10+3-8 25

G T TR
2 5
-1 -5
ba=1, %= -3
—4 —4
(by,as) 10+5—6+16 25
/132 == = = — = 1
’ |1, 1] 25 25
De aqui
5 4 2
-5 _[-2| _[-1
bs = az — A3,by — A3,b; = az — by — b, _3 1 2
—4 2 —4
-1
-2
—4
-2
Calculamos la norma de b5:
-1
N
bs _4
-2
IIbsll> =1+ 4+ 16 + 4 = 25, lIbs]l = 5
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Para comprobar que los vectores b,, b,, b; son ortogonales calculamos

la matriz de Gram—Schmidt:

4 2 -1

4 -2 -1 2 ) 1 ) 25 0 O

-1 -2 —4—22 _4 7 0 0 25

Normalizamos los vectores by, b,, b; (dividimos entre sus normas) y

obtenemos la lista ortonormal.

4/5 2/5 —1/5
_|-2/5 _|-1/5 _|=2/5
“=(-1/5 CZ‘IZ/S‘ “ = |_4/5

2/5 —4/5 ~2/5

Ejercicios propuestos sobre ortogonalizacion de
Gram—Schmidt
1. Resolver la ortogonalizaciéon de Gram—Schmidt a la lista de

vectores a4, a,, asz, a,:

5 9 7 -5
a1 = 1 az = 3 a3 == _1 a4_ == 5
1 3 -1 -1
-3 -7 -1 5

2. Resolver la ortogonalizaciéon de Gram—Schmidt a la lista de
vectores a4, a,, as:
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2 —6 ~10
_|-4 |5 |13
“=|5 2=1_1 4= 4
-3

3. Resolver la ortogonalizacion de Gram—Schmidt a la lista de
vectores a4, a,, as:

4 —6 5
a1 = _2 az == 3 a3 == _5

-1 4 -3

2 -8 —4

4. Resolver la ortogonalizacion de Gram—Schmidt a la lista de
vectores a4, a,, as, a,:

1 5 1 -2
a; = 1 a, = 3 a. = -1 a, = 0
1 1 27 1-3 37 =7 7112
-1 -3 1 6

Subespacios vectoriales ortogonales

Dos subespacios S; y S, de V se denominan Subespacios Vectoriales

Ortogonales si (s;,s,) = 0 para cada s; € S; y paracada s, € S,.
Si S; v S, son ortogonales, escribiremos S; 1 S,.
Consideremos el espacio Euclideo Canonico R™.

Se dice que Z es ortogonal a un subespacio W de R" si Z es ortogonal a

todo vector w € W.
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Teorema: Si Z es ortogonal al subespacio W de R™ < Z es ortogonal

a una base de W.

Se dice que W y H son subespacios de R™ son ortogonales entre si, VZ €

W, Z es ortogonal a H.

Teorema: Si IV es ortogonal al subespacio de H de R™ < los vectores

de una base de W son ortogonales a los de una base de H.

Ejemplo: En el Espacio Euclideo Canénico R3, considera las rectas
r=<(1,a,2) >y s =< (1,-2,0) >. Determine el o los valores de a

tales que r y s sean subespacios ortogonales.

Solucién: Las bases de r y s son respectivamente {(1,a,2)} y

{(1,-2,0)}.

El producto escalar de los dos vectores es 1 — 2a, .- las rectas son

1
ortogonales & a = >

La Recta r es la siguiente < (1,1/2,2) >.

Complemento ortogonal de un subespacio

El conjunto de todos los vectores Z que son ortogonales a W se
denomina COMPLEMENTO ORTOGONAL de W y se denota W+.

Wt ={x€eR"x*w=0paratodow € W
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Teorema: Se cumplen los siguientes resultados sobre W+, siendo W

un subespacio del espacio Euclideo R™.

W+ es un subespacio de R™
whHt=w
weewt=R"

wnw+t = {0}

Dim Wt =n —dimW

ah@dE

Todo subespacio W c R" (salvo el 0 y el propio R™) admite infinitos
subespacios complementarios, pero solo uno de ellos es complemento

ortogonal respecto al producto que se haya adoptado.

Ejemplo: En el Espacio Euclideo Canénico R? el subespacio W, se

tienequevZze Lyvw e W,Z+w = 0.
Solucion: Tomamos por ejemplo el caso de W =< (1,0,0),(0,1,0) >.

Los vectores ortogonales a W seran los (x,y,z) € R® ortogonales a la

base de W, es decir, que:

{(x, »,2)*(1,00) =0 _ {x =0 Wt =<(0,0,1) >

(x)y; Z) * (0,1,0) = O y = O

Para obtener los vectores ortogonales a (a, b, ¢) en R® hay que resolver
la ecuacion (a,b,c) *(x,y,z) =0, es decir, la ecuacion lineal

homogénea ax + by + cz = 0.
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ax + by + cz = 0 es la forma implicita de un subespacio bidimensional
W de R3, y expresa que W y < (a,b,c) > son complementos

ortogonales.

Los vectores (x,v,z) de W y los vectores de W+ =< (a,b,c) > son

ortogonales entre si.

Ejemplo: Sea {(3,2,2,4),(1,0,0,2),(1,—1,—1,1) un sistema generador
de F, subespacio vectorial del espacio Euclideo Canénico es R*. Hallar

una base del complemento ortogonal de F.

Solucion: Los vectores ortogonales a los dados seran (x,y, z, t) que

cumplen las siguientes ecuaciones:

(x,y,z,t) *(3,2,24) =0 3x+2y+2z4+4t=0
(x,v,2,t) *(1,0,02) =0 .~ Ft= { x+2t=0
(x,y,z,t)+«(1,-1,-1,1) =0 x—y—z+t=0

Las tres ecuaciones forman un Sistema de Ecuaciones Lineales
Homogéneos por lo que F* es un subespacio vectorial. Para obtener

la base de F+ hay que resolver el sistema de ecuaciones.

3 2 2 40 1 -1 -1 1[0
(1 o o 2|0 1 0 0 2|0
0/ \3 2 2 4lo/ ff

1 -1 -1 1
-3f1tf3
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0

)

Tenemos 3 ecuaciones, rango 3y 4 incognitas. Por lo tanto 4 —3 =1

1 -1-1 1
0 1 1 1

0 5 5 1

0 1 0 O 2
0 0 1 1 1
0/ 52413 \0 0 0-4

2t+f1

parametro libre.
Tomamos z como parametro libre:
-4t =0 =>t=0

y+z+t=0 = y+z+0=0 = y+z=0

> y=-z
x+2t=0 = x =—2t = x=0
El vector solucion es (x,y,z,t) = (0,—z,2,0) Vz€ER

El conjunto de vectores ortogonales a los tres dados es un subespacio

vectorial de dimension 1. Una posible base es: {(0,—1,1,0)}

Notese que el enunciado F viene dado por un sistema generador, ese
sistema es base, ya que al resolver las implicitas de F* se encontr6 en

la fila 3.
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Ejercicios propuestos sobre bases de subespacios
ortogonales
1. Se considera el espacio vectorial Euclideo Canénico R3 y en él

los siguientes subespacios vectoriales:

W, =<(1,1,0),(0,3,6) > W, =< (1,2,1) >y W; =<
(7,8,5),(6,3,1),(1,3,6) >. Hallar las bases de los subespacios

ortogonales correspondientes Wit, W+, Wit.
Respuesta

Wit =< (2,-2,1) >

Wi =< (=2,1,0), (-1,0,1) >

Wi =< (0,0,0) >

2. Se considera el espacio vectorial Euclideo Canénico R3 y el

subespacio vectorial W dado por 2x + y — z = 0. Hallar W+.

Respuesta
wt=<(21,-1) >

3. Se considera el espacio vectorial Euclideo Canénico R3 y el
subespacio vectorial W dado por la forma implicita siguiente:

{x Ayt 8Z_: O. Hallar w+.
x—y+z=0
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Respuesta
wt=<(148),(,-11) >

4. Obtén una base del complemento ortogonal de:
W =< (-1,0,0,1),(4,1,—1,-2),(3,1,—1,—1) >. Hallar W+.

Respuesta
Wt =< (t,z—-2t,zt) >
B = {(1I _ZPO)]‘)I (Olllllo)}

5. Se considera en R* el subespacio W de ecuaciones implicitas:

{—Zx -y+z=0
—-x+t=0

ortogonal de W. Hallar W+,

, una base ortogonal del complemento

Respuesta

Wt =< (-z-z2z2-2)>

5 _ (00D (11,-11)
-
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Coordenadas de un vector

El sector en R™ cuyas componentes son los coeficientes de v,
espresando como [v] g, se llama coordenadas de un vector o vector

coordenado de v con respecto a B:

€1

Cuando [v] 5 se modifica cambia la base de B. También [v] ; depende
del orden de los elementos de B. Mantendremos fijo este orden usando
siempre una base ordenada. Recuerde la definicion matematica de
conjunto, el orden de los elementos no afecta el conjunto, sin embargo,

en la definicidon de base ordenada el orden es importante.

Ejemplo: Determine el polinomio p(x) sabiendo que su coordenada

de un vector respecto a la base es:
B={v;=3-9x, vy =—-7 — 6x}
-7
peols =7 ]

Solucion: Recuerde que las coordenadas de un vector se forman con
los coeficientes de la combinacion lineal de los elementos de la base

para dar el vector:
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p(x) = —=7v; + 3v,
p(x) = =73 —9x) + 3(—7 — 6x)
p(x) = —21+63x —21 —18x
p(x) = 45x — 42

Ejemplo: Determine la matriz m sabiendo que su coordenada del

vector respecto a la base es:

B={[_13 _57][_75 —06]'[—11 :}L’[:Z :3}

-1
[m]p = l_f‘
3

Solucion: Se aplica la definicion de las coordenadas de un vector:

e Pl B AN R S P

Resolviendo los productos:
m:[—31 _75]+[_1%)4 102]+[—44 —_146]+[_—291 :2

—28 -—18

m:[—4 -3
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Ejemplo: En P;, determine el vector coordenadas del polinomio:

p(x) = -2 —5x
B={v, =2—-4x,v, =4+ x}

Solucion:

—2-5x=¢;(2—4x) + c,(4 + x)
—2 —5x = (2¢; —4cy) + (4cy + ¢y)

{ZCI + 4’C2 == _2
_4C1 + C2 = _5

Co 159, G A5, 6 ol

—gf2

o 7)., (0

e =1yc, =-1
peols =]

Ejemplo: En M,,,, determine las coordenadas de vector de la

siguiente matriz:

m=[3 7

R (b et e M e |
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Solucion: Buscamos ¢y, ¢, ¢35, ¢4

5" Gl=als Sleel

—4 —11_ [4cr —4cq —
5C4_ _4C4
* [504 lcy ]

_05] TG [:i

3c, Oc,
1C2 _5C2

I+[2

_4C1 + OCZ - 2C3 - 4C4 —_ _1

{ 0C1 - 1C2 1C3 + 5C4 _— 5

-3 =5 5|-4
—4 0 -2 —4|-1
0 -1 -1 5[5
-5 -5 =2 114

4 -3 -5 5|4
-4 0 -2 -—4f-1
0o -1 -1 5[5
-5 -5 -2 114/,

-2 5 —4
—2] te [5 1]
5C3 _2C3]
1C3 _2C3
51_
i
> 4
1 -4f1+f,
->5f1+fa
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2
o -3 =7
o -1 -1
1 0 %
0 1 %
0 0 %
0 0 %
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

5 1 =2
7|-1 4
1]1-5 1
5| 5 B
291-1 3%
4 1 0 —=—
~—3f2 4
1
1 Z 1
11 5
~3| 3 0
141 20
3|3 0
13l163] |,
31127 8,
3
-1l o
17 4
2| -10
71 5
2| 189
1837 7%
4
4 ——153/4
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

_5 5
4 4|—1
7 15
3 3| 3
-1 5|5
33 29|-1
4 4
1
0 3

7
1 5 -
0 1

73
0 7
1 0 0
0 1 0
0
0 0
_45

34

1

2

23
34
21
17
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457
34

34
21

Angulo entre vectores

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces el angulo ¢ entre
u y v esta definido como el angulo no negativo mas pequeiio entre las
representaciones de u y v que tienen el origen como punto inicial. Si

u = av para algin escalar a, entonces ¢ = 0sia >0y ¢ =nwsia < 0.

Observe que ¢ siempre se puede elegir para que sea un angulo no
negativo en el intervalo [0, ]. El angulo ¢ entre dos vectores u y v en

R? es el tinico nimero en [0, 7] que satisface:
U.v

|ullv]

cosp =

Teorema: Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Si ¢ es el angulo

entre ellos, entonces:
u.v

CcoS =
® = Tulvl

Ejemplo: Calcular el dngulo entre los vectores u =2i+3j y v =
—7i+j

Solucion:
uv =(ai +bj)=QRi+3))(-7i+j)=-14+3=-11
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ful = V& ¥ b2 = 22 + 32 = V& +9 = V13
vl =va2 + b2 =/(=7)? +12 = V49 + 1 = V50

u.v

coS =
® = Tulvl

~11 11

cCosQp = =
Y= 350 V650
@ = cos~1(—0,431455497) = 115,6°

= —0,431455497

Como: 0 < ¢ < m, cos tcosp = ¢
Ejercicios propuestos de angulos entre vectores

1. Calcular el angulo entre los vectores, sabiendo que: u =i +jy
v=i—j

2. Calcular el &ngulo entre los vectores, sabiendo que: u = 2i + 5j
yv =5i—2j

3. Calcular el &ngulo entre los vectores, sabiendo que: u = 4i + 4j
yv =50 —4j

4. Calcular el angulo entre los vectores, sabiendo que: u = 7i + 6j
yv=-8i+3j

5. Calcular el angulo entre los vectores, sabiendo que: u = —3i +

8jyv=-2i+9j
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APLICACIONES LINEALES

Introduccion

Las aplicaciones lineales son también llamadas operadores o
transformaciones lineales entre espacio vectoriales sobre un mismo
campo. Se debe considerar que una transformacion es una funciéon que

mantienen las operaciones de espacio vectorial, los neutros e inversos.

El capitulo est4 estructurado de la siguiente manera: Inicia con la
definicion y propiedades de una aplicacion lineal; Luego se presenta la
forma de obtener el Nicleo, imagen y dimensiéon de una aplicacion
lineal; Se definen un Isomorfismo entre operadores lineales; Se
analizan la relaciéon que existe entre una aplicacion lineal, una matriz
y una base; se determina el rango de una Aplicacion lineal; finalmente
se presentan los temas matriz de cambio de base y la obtencion de
bases ortonormales, para esto se aplica el proceso de Gram-Schmidt

trabajado en el capitulo 4.

Las aplicaciones lineales son también llamadas operadores o
transformaciones lineales entre espacio vectoriales sobre un mismo
campo. Se debe considerar que una transformacion es una funciéon que

mantienen las operaciones de espacio vectorial, los neutros e inversos.
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Definicion de aplicaciéon lineal

Dados V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K, una funciéon
¢@:V - W, es una aplicacién o transformacion lineal sobre K, si y sdlo

si, para todo par de vectores v,, v, € V ytodo escalar a € K se verifica:

(v +v3) = () + @ (vy)

p(av,) = ap(v,)

Dicho de otra manera, ¢:V — W es lineal, si “preserva” las dos
operaciones basicas de un espacio vectorial: a) la adicion de vectores;
b) la multiplicacién por escalar. Podria decirse también que una
aplicacién lineal no es otra cosa que una funcion definida entre
espacios vectoriales, o que, la imagen de una combinacion lineal es la
combinacion lineal de las im4genes. Esto también se puede escribir,

utilizando las dos condiciones de linealidad, de esta manera.

Para todo escalar a, § € Ky todo vector v, v, € V, se obtiene:

p(av, + pv;) = @lavy) + e(Bvy) = ap,) + fo(v,)

En algunos libros, se utiliza esta expresion ¢(av, + pv,) = ap(v,) +
Be(v,) para definir una aplicacion lineal, ya que la caracteriza

completamente.
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En virtud de lo anterior, se puede generalizar diciendo que, para todo
escalar a; € K y todo vector v; € V, se obtiene la propiedad basica de

las aplicaciones lineales:
p(ayvy + azvy + -+ apy) = a9 (Wy) + a0(Bvz) + - + app(By)

Ejemplo: Sea ¢:R3 » R3, la aplicacion “proyecciéon” en el plano

xy:p(x,y,z) = (x,y,0). Ver si e ¢ es lineal.
Para ello considerar v, = (r,s,t) y v, = (r',s’,t"). Entonces:

oy +v,) = @l(r,s,t,)+ @, s, )] =@lr+r,s+s',t +t]
=(r+r,s+s,0)=@C+s+0)+(r'+s"+0)
= o) + o,)

Ahora, para a € R,

p(av,) = <p(a(r, s, t)) =@(ar+as+at) = (ar + as + 0)
=a(r+s+0) =ap(v,)

Por lo tanto, ¢ es lineal, ya que cumple con las dos operaciones basicas

de linealidad: Suma de vectores y producto por escalar.

Ejemplo: Considerar una aplicacién lineal de R3 en R?, verificar si es

lineal:

¢:R3 > R? = (x,y,2) » (2x,2)
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Vamos a considerar v, = (r,s,t) y v, = (r,s’,t"), con vy, v, € R3,

entonces:

oW +vy) =ol(r,s,t,)+ @, s\t =plr+r,s+s",t +t]
=Qr+r)t+t)=Qr+2r,t+t")=Qrt+2r,t)
= o) + 9p(v,)

Ahora, para a € R,

p(av,) = <p(a(r, s, t)) =@(ar+as+at) = ar+at) =ar+t)

= ap(vy)

Por lo tanto, ¢ es lineal, ya que cumple con las dos operaciones basicas

de linealidad: Suma de vectores y producto por escalar.

Ejemplo: Considerar una aplicacién lineal de R? en R3, verificar si es

lineal:

Xx+y
X—=Yy

. R2 s _ o [*] =
¢:R* >R <p[y] -

. Entonces,

2
. Por ejemplo, ¢ [_31] = [ 4
—2

. . xl xz ’
si consideramos los vectores v; = [y ], v, = [y ], se tendria que:
1 2
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X1 +X+Y1+ Y2
X1 +X2—Y1— Y2

ol 1+ B2l = e G4 -

—2y; — 2y,
X1+ Y1 Xz + Y2
=Xt = YVi| + | X2 — V2
-2y, —2y;
X1+ X X2 T2 Xy
Pero: X1 —Y1| = <P[y1]:<ﬂv1 y X2 7 V2| = <p[y2]=<pvz
-2y, -2y,

Entonees, go[[;ﬂ + [;;]] = 0[]+ 0[12] = ovi + o,

X ax ax, + ay,
., 1 1
Y también, ¢ [a [)’1” =@ [ayl] = ax12;;fY1 =
- 1
X1+ Y1 X
al|X1 —Yi| a@ [)’1]
—2y;

Por lo tanto, ¢ es lineal, ya que cumple con las dos operaciones basicas

de linealidad: Suma de vectores y producto por escalar.

Ejemplo: Considerar una aplicacién lineal de R? en R*, verificar si es

lineal:
P:RZ->RY*=(x,y) » (x,y,x+y,1)

Vamos a considerar v; = (r,s)yv, = (r',s"), con vy, v, € R?, entonces:
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o, +vy) =@l(r,s)+ (@, s)]=¢lr+r,s+s']
=r+r,s+s,r+r'+s+s',1)
=(r,s,r+r,1+7r',s',s+5s',0)
=)+ (0',s',s+5s',0)

p(,) # (', s',s+s',0)
Por lo tanto ¢ no es una aplicacion lineal

Se puedo tomar un caso concreto y si no se cumplen las condiciones,
la aplicacién no es lineal. Tomemos por ejemplo, para el mismo
ejemplo 4, el vector (1,0). Aplicando las propiedades directamente, se

tiene:

,y)e (xx,y,x+y,1)

(1,0) & (1,0,1,1)
2(1,0) = (2,0) = (2,0,2,1)

Al multiplicar el vector por el escalar k = 2, no se cumple la aplicacion,

ya que el altimo término, no queda multiplicado por el escalar.

Ejercicios propuestos sobre la definicion de aplicaciones

lineales

1) Mostrar que las siguientes aplicaciones son lineales.

a) ¢:R? - R? definida por ¢(x,y) = (x + y, x)
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b) ¢:R? - R? definida por ¢(x,y) = (2x — y, x)
c) ¢:R3 - R? definida por ¢(x,y,2) = (z,x + y)
d) ¢:R3 - R definida por ¢(x,y,z) = 2x — 3y + 4z
e) ¢:R? > R? definida por ¢(x,y) = (ax + by, cx + dy),
donde a,b,c,d € R
2) Mostrar que las siguientes aplicaciones no son lineales.

a) ¢:R? - R definida por ¢(x,y) = xy
b) ¢:R? -» R? definida por ¢(x,y) = (x + 1,2y, x + y)
c) ¢:R3 - R? definida por ¢(x,y,z) = (x + 1,y + 2)

Propiedades de las aplicaciones lineales

Teorema. Sea ¢:V —» W una transformacion lineal, entonces se
cumple que:

i.  ¢(0,) = 0y. Es decir que toda aplicacion envia el vector cero en

el vector cero.

i o(vi-v)= o) —o(v)
Demostracion:

L g(avy) = ap(v;)
si se sustituye el escalar a = 0, se tiene:
av; = 0v; =0y

»(0y) = Oy

i o(vi—v)=¢ (Ui + (_1‘7}))
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= o(v;) + ¢(—1v))
= o) — 19(v))
= () — o(v))
Isomorfismo

Antes de plantear la definicién de Isomorfismo, es necesario conocer

las definiciones de Inyectividad (o 1-1) y sobreyectividad.

Definicion: Sea ¢:V —» W una transformacion lineal, se dice que es

uno a uno (1-1) si: pv; = @v,, enronces v; = v,

En otras palabras, ¢ es 1-1 si y s6lo si todo vector w en la imagen de ¢

es imagen nada mas que de vector de V.

Teorema: Si ¢:V — W una transformacion lineal, entonces ¢ es 1-1

siy solo si Ker ¢ = {0}.
Demostracion:

a) Se va a demostrar que, si Ker ¢ = {0} entonces ¢ es 1-1.
Suponer que Ker ¢ = {0} y ¢v, = @v,, entonces v, — @v, =
0, esto significa que (v, — v,) € Ker ¢ = {0}. De esta manera
se tiene que v; — v, = 0y de aqui se tiene que v; = v,, con esto

se demuestra que ¢ es 1-1.
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b) Ahora se va a demostrar que si ¢ es 1-1, entonces Ker ¢ = {0}.
Para ello suponer que ¢ es 1-1 y ¢v; = 0. Pero resulta que
¢(0) = 0. Entonces como ¢ es 1-1, se tiene que v; = 0, con lo

que esta demostrada la segunda implicacion.

Definicién: Sea ¢: V —» W una transformacion lineal, se dice que ¢ es
sobreyectiva (sobre) si para todo w € W, existe al emnos un v € V,

tal que ¢ (v) = w. En otras palabras ¢ es sobre siy solosi Im ¢ = W.

Teorema: Sea ¢:V — W una transformacion lineal, suponiendo que

dimV = dim W = n, se tiene que:

I. Sig es1-1, entonces ¢ es sobre.

II.  Si ¢ es sobre, entonces ¢ es 1-1.
Demostracion:

Sea A, una representacion matricial de ¢:

L. Entonces, si ¢ es 1-1, Ker ¢ = {0} y v(4,) =0, lo que
significa que rang A = rang A, = n — 0 = n, de manera que
Imo=W.

II. Ahora, si ¢ es sobre, entonces rang A, =n; por lo que

v(T) = v(4,) =0y ¢ es1-1.
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Definicion: Isomorfismos. Una aplicacion lineal ¢:V - W es un
isomorfismo si es uno a uno y sobre. Se dice que los espacios

vectoriales V, W son isomorfos si existe un isomorfismo de V sobre W.

Definicion: Espacios vectoriales Isomorfos. Se dice que los
espacios vectoriales V y W son isomorfos si existe un isomorfismo ¢

de V sobre W. En este caso se escribe V = W.

Nucleo e imagenes de la aplicacion lineal

Definicion: Sea ¢:V — W una aplicacién lineal. La imagen de ¢, se
representa por Im ¢, es el conjunto de las imagenes de los puntos de V

en W, es decir:
Ime={weW:p) =w,para algin v € V}

Dicho de otra forma, la Imagen esta formada por los vectores del
espacio de llegada que son imagenes de algin vector del espacio de

partida

Definicion: Sea ¢:V — W una aplicacién lineal. El nacleo o Kernel
de ¢, que se escribe Ker ¢, es el conjunto de los elementos de VV que se

aplican en el cero de W, es decir:

Kero ={veV:.p(v)=0€W}
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En otras palabras, el nacleo o Kernel esta formado por todos los
vectores del espacio de partida que al aplicar la funcion se obtiene el

vector nulo.

Proposicion: Sea ¢:V —» W una aplicacién lineal, entonces Ker ¢ y

Im ¢ son subespacios vectoriales de V y W, respectivamente.
Demostracion:

Tomando la expresion de 5.1. ¢ (av;, + Bv,) = ap(v,) + Be(v,) que se
usa también para definir una aplicacién lineal que es un espacio
vectorial, se toman dos vectores cualesquiera v, yv, € Ker ¢, se debe
ver que av; + v, también estan en el Ker ¢.Y es facil deducir que es
cierto ya que si ¢(v;) y ¢ (v,) € Ker ¢ significa que ¢(v;) = ¢(v,) =0

, entonces

p(avy + Bv;) = apw,) + Bo(v,) = a(0) +5(0) =0

Del mismo modo siw; yw, € Im ¢, ver si aw; + Bw, estd en Im ¢. En

efecto

Wl Elm(p :>E]171€V:(p(v1)= Wl}
Wz Elm(p ﬁﬂvZEV:(p(UZ)Z Wz

Luego:

aw; + aw; = ap(vy) + Bo(vy) = p(av, + fv,)
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Como av, + Bv, € V, se tiene el resultado esperado.
Ejemplo: Sea ¢: R* > R® una aplicacién definida por:
oy st)=x—-—y+s+t,x+2s—t,x+y+3s—3t)

Hallar una base y la dimension de, (i) la imagen Im de ¢, (ii) el ntcleo

Ker de .

i) Las imagenes de los siguientes generadores de R*, general

una imagen U de ¢.
0(1,0,0,0) = (1,1,1); ¢(0,1,0,0) = (=1,0,1);
(p(ololllo) = (1)2'3 )l (p(O:O;Orl) = (1l_1r _3)'

Se forma la matriz cuyas filas son los generadores de U y se

la reduce por filas a la forma escalonada.

1 1 1 1 1 1
y—|-1 01 | o 12
1 2 3 |poper 0 1 2 |p_p
1 -1 =3l n o -2 —4lglplon
F4=F4—F1
1 1 1
_lo 1 2
0O 0 O
0O 0 O
Luego, {(1,1,1),(0,1,2)} es una base de U; por lo tanto
dim(Im @) =2
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1i) Para encontrar el ntcleo o Kernel de ¢, se busca la solucion
para
o(x,y,s,t) = (0,0,0,0)
Osea:
o,y,s,t)=x—y+s+t,x+2s—t,x+y+3s—3t)
= (0,0,0)
Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones igualando

los vectores correspondientes de los vectores:

x—y+s+t=0 x=y+ts+t=0
xX+2s—t=0 - y+s—2t=0
x+y+3s—3t= 02:2:2 2y +2s —4t = 0F3=F3—2Fz

x—y+s+t=0
- y+s—-2t=0

Existen dos variables libres, s y, t, por lo tanto, dim(Ker ¢) =
2. Ahora se dan valores arbitrarios a las variables libres para
encontrar una base del nicleo de ¢.

Por ello se da:

a) s =—1,t =0, al remplazar estos valores en la ecuacion 2 se
tiene:
y+s5s—-2t=0->y—-1-0=0-y=1

Remplazando ahora los tres valores en la ecuacion (1) se
tiene:

x—y+s+t=0-x—-1-1+0=0->x-2=0->x=2
Por esto se tiene que una solucion del sistema es:

(2' 1! _1l 0)

193



b) s =0,t = 1, al remplazar estos valores en la ecuacion (2) se
tiene:
y+s5s=-2t=0->y+0-2=0->y=2

Remplazando ahora los tres valores en la ecuacion (1) se
tiene:
x—y+s+t=0-x—-2+4+1+0=0->x-1=0->x=1
Por esto se tiene que una solucién del sistema es: (1, 2,0, 1)
Luego, {(2,1,—1,0),(1,2,0,1)} es una base del nucleo
Ker ¢.

Es importante observar que dim(Ker ¢) + dim(Im ¢) = 2 + 2 = 4, que
es la dimensién del dominio R* de ¢.
Ejercicios Propuestos de aplicaciones lineales:
1) Mostrar que las siguientes aplicaciones son lineales.

a) ¢:R? - R? definida por ¢ (x,y) = (x + y, x)

b) ¢:R? -» R? definida por ¢(x,y) = (2x — y, x)
Dimensio6n de la aplicacion lineal
Teorema: Sea V de dimension finita y sea ¢:V — W una aplicacion
lineal. Entonces,

dimV = dim(Ker ¢) + dim(Im ¢)

Esto quiere decir que la dimension del dominio de una aplicacion es

igual a la suma de las dimensiones del nicleo y la imagen.
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Ejemplo: Sea ¢:R®> - R3 una aplicacién lineal definida como la

proyeccion en el plano

xy:p(x,v,z) = (x,y,0).
Se tiene que la imagen de ¢ es el plano xy, es decir:

Im @ ={(a,b,0):a,b € R}

Y, al ser un plano,

dim(Im @) = 2
El ntcleo de ¢, son todos los puntos del dominio R3 que se aplican en
el cero (0,0,0) del conjunto de llegada R3. Y los puntos que dan al
origen del codominio R3, son todos los puntos del eje z, (0,0,c¢), es
decir:

Ker ¢ = {(0,0,¢):c € R}

Y, al ser una linea,

dim(Ker ¢) =1

Entonces, la dimension de V, en este caso es:

dimV = dimR3 = dim(Ker ¢) + dim(Im @) =1+2=3
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Aplicacion lineal asociada a una matriz

Sea ¢ un operador lineal en un espacio vectorial V sobre un cuerpo K
y base {e;, e, ..,e,} de V. Ahora consideremos los vectores
¢p(ey), ..., p(e,) en V, cada uno, como resultado de una combinaciéon

lineal de los elementos de la base {e;}, de la siguiente forma:
p(e;) = ajie; +ajep + -+ agpe,

p(ey) = azie; + aze; + -+ azpe;

(,0(91) = apie; + apzez + -+ appeéy
Siendo una combinacion lineal. Podemos decir que:

Definicion: La transpuesta de la matriz formada por los coeficientes
de los vectores anteriores, denotada por [¢]. o simplemente [¢], se
denomina la representacion matricial de ¢ relativa a la base {e;} ,
aunque también se le puede llamar matriz de ¢ en la base {e;}, y se

escribe asi:

a, A4y a,
[ L_ ap Ay a,
gD =

aln a2n ann

196



Ejemplo: Sea V el espacio vectorial de los polinomios en t sobre R de

grado < 3,y D:V - V el operador de derivacion definido por D(p(t)) =
@. Calcular la matriz D en la base {1,t,t2,t3 — 1}. Se tiene que:
D(1) =0 =0+ 0t + 0t? + 0t3
D(t) =1=1+0t+ 0t*+0¢t3
D(t?) =2t =0+ 2t + 0t? + 0¢3
D(t3) =0=0+ 0t + 3t? +0t3

De esta lista de vectores se define la matriz transpuesta de sus

coeficientes, y se obtiene:

S O NN O
S W o O

S O O =

Esta es la representacion matricial de D relativa a la base {t;}

Ejemplo: Sea T el operador lineal sobre R? definido por T(x,y) =
(4x — 2y,2x + y). Calcular la matriz T en la base {f; = (1,1),f; =
(—1,0)}. Se tiene que:

T(F)=TL1D=04-22+1)=(23)=3(11+(-1,0) =3f, + f,
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T(f,)=T(-1,0)=(-4-0,—-24+0) =(—4,-2) =-2(1,1) + 2(—-1,0)
=—2f1 +2f,

De esta lista de vectores se define la matriz transpuesta de sus

coeficientes, y se obtiene:

Ty = E _22]

Esta es la representacion matricial de T relativa a la base {f;}

Ejemplo: Hallar la representacion lineal del operador T en el

problema anterior respecto a la base {f; = (1,2), f, = (2,5)}.

En este caso se determinan las coordenadas de un vector arbitrario

(a, b) € R? con respecto a la base {f;}. Entonces se obtiene:

(a,b) = x(f1) + y(f2) = x(1,2) + y(2,5) = (x + 2y, 2x + 5y)

Por lo que:

x+3y=a
2x+y=5»b
Resolviendo x é y en términos de a y b se tiene:

x=6a—2b vy y=-2a+b
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Por lo tanto, se puede decir que:

(a,b) = x(f1) + y(f2) = (6a — 2b)f; + (—2a + b)f,

Como:

T(x,y) = (4x — 2y,2x + y)

Entonces:

T(f) =T(12) = (4(1) —2(2),2(1)+(2)) =(4—2,2+2) = (2,4)
=4f; + 0f;

T(fz) =T(25) = (4(2) = 2(5),2(2) + 5) = (=2,9) = =30f; + 13f;

De esta lista de vectores se define la matriz transpuesta de sus

coeficientes, y se obtiene:

4 =30

Tl = [o 13

Esta es la representacion matricial de T relativa a la base {f;}

En este momento es importante recordar lo que una matriz cuadrada
A de orden n sobre K define un operador lineal sobre K™ por medio de
la aplicacion v » Av (donde v estd representado como un vector
columna). La representaciéon matricial de este operador es la matriz A

si se toma la base usual de K™.
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Ejercicios propuestos de una aplicacion lineal asociada a

una matriz:

1) Hallar la representacidon matricial de cada uno de los siguientes

operadores T sobre R? respecto a la base usual {e; = (1,0),e, =
0,1}

. B 0 2
i. T(x,y) = (2y,3x —y). Respuesta: [T], = [3 _1]
3 —4-]
1 5

2) Hallar la representaciéon lineal de cada operador T en el

it. T(x,y) = (3x —4y,x + 5y). Respuesta: [T], = [

problema anterior respecto a la base {f; = (1,3), f, = (2,5)}.

a) Respuesta: [T]; = [_13;30 _228
b) Respuesta: [T]; = [_7473 126L;

Matriz asociada a una aplicacion lineal

Se presenta el siguiente teorema que dice que la accion del operador ¢

sobre un vector v se preserva por su representacion matricial.

Teorema. Sea {ej,e,, ...,e,} una base de V y ¢ un operador sobre V.

Entonces se tiene que para todo vector v € V, [¢].[v]. = [p(V)]..

Ejemplo: Sea el operador de derivacion D:V — V definido por

D(p() = @, en un espacio vectorial de polinomios en R de grado
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n < 3.Seap(t) = a + bt + ct? + dt3, aplicando el operador derivacion

se obtendra D(p(t)) = b + 2ct + 3dt?.

a
4 vd b
Segtin esto, se tendria: [p(t)] = c y [D(p(®)] =
d
b
2c
3d
0

Segin el teorema, se tendria que:

01 0 Ofa a
) 20 B S b 0
0 00 0fd 0

Ejemplo: Sea el operador lineal T: R? - R? definido por T(x,y) =
(4x — 2y,2x +y) y sea también v = (5,7). La base considerada es
{fi=@,1),f, = (—1,0)}. Entonces:

v=(57) =7(1,1) + 2(-1,0) = 7f, + 2f,
T(v) = (6,17) = 17(1,1) + 11(1,0) = 17f, + 11f,

Por lo que, relativo a la base dada {f}, f,}, se tiene:
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pie=[]) v T@l=[]

3
1

2 del apartado anterior y se vera el cumplimiento del presente

Ahora consideremos la matriz: [T]; = [ _22] obtenida en el ejemplo

teorema:

el =3 S =154 1=l = e

Ejercicios propuestos de una matriz asociada a wuna

aplicacion lineal

1) Sea T un operador lineal sobre R3® definido por T(x,y,z) =
2y + z,x — 4y, 3x):

i) Hallar la matriz T en la base {f; =(1,11),f;, =
3 3 3
(1,1,0), f3 = (1,0,0)}. Respuesta: [T]f = [—6 -6 —2]
6 5 -1
ii) Verificar que [T]¢[v]; = [T(v)]; para cualquier vector
v € R3 (considere el vector v = (a, b, ¢)).

2) Sea A = B LZL] y sea T el operador lineal sobre R? definido por

T(v) = Av (recuerde que v es un vector columna) Hallar la
matriz T en cada una de las siguientes bases:
a. {e; =(1,0),e, = (0,1)}. En este caso, como ve usted es la

base usual. Respuesta: [T], = B 42}
b. {e; = (1,3),e; = (2,5)}. Respuesta: [T], = [_65 Ig
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Rango de una aplicacion lineal

Se va a considerar tener un sistema de m ecuaciones lineales con n

incognitas sobre un cuerpo K
allx + a12x2 + -+ alnxn == bl

a21x2 + a22x2 + -+ aznxz = b2

Ap1 X1 + ApaXy + o+ AunXy = by,
Este sistema es equivalente al sistema matricial
Ax=b

Del cual se obtiene A = (a;;) que representa la matriz de los
coeficientesy x = (x;) y b = (b;) las columnas de las incognitas y de las
constantes, respectivamente. La matriz A también puede considerarse

como una aplicacion lineal
A:K" - K™

En este contexto, la solucion de la ecuacion Ax = b equivale a la
preimagen de b € K™ por la aplicaciéon A: K™ — K™. Asi también la
solucion de la ecuacion homogénea Ax = 0 se podria ser el nicleo de

la aplicacién
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A: K" - K™

Por tanto, se tiene que:

dim(Ker A) = dimK™ —dim(ImA) =n—rang A

Pero n no es otra cosa que el nimero de incégnitas en el sistema

homogéneo Ax = 0, segln esto se tiene el teorema,

Teorema: la dimensiéon del espacio solucion W del sistema
homogéneo de ecuaciones lineales Ax =0 es n—r, donde n es el
numero de incognitas y r es el rango de la matriz de los coeficientes de
A.

Matriz de cambio de base

Definicién: Sea {e,, e,, ...,e,} una base en V y sea {fy, f5, ..., f} otra

base. Ahora suponer que
fi = aje1 tae; ++ agpe,

f2 = azieq +aze; + -+ azpe,

fn = Qp1€1 T apaey + -+ aAppéy

Entonces, la transpuesta de P de la matriz de los coeficientes, se llama

matriz de transicion de la base “primitiva” {e;} a la base “nueva” {f;}:
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nl

ay A4y - 4,

aln a2n a

nn

Como los vectores fi, ..., f,, son linealmente independientes, la matriz
P es invertible y su inversa sera la matriz de transicion de la base {f;} a
la base {e;}.

Ejemplo: Se tiene dos bases en R? que son:
le; = (L,0),e,= OD}y{fi= LD, = (-1,0)
Entonces: fi=@1)= 10+ (0,1) = e, + e,
£, = (=1,0) = —(1,0) + 0(0,1) = —e, + Oe,

La matriz de transicién P de la base {e;} ala base {f;} es:

p=l 5]

Ahora se va a realizar el proceso inverso, de la base {f;} a la base {e;}.
Paraello se tiene: e; = (1,0) =0(1,1) — (—1,0) = 0f; — f,

€; = (011) = (1,1)+ (_110) = f1+ fZ
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La matriz de transiciéon Q de la base {f;} ala base {e;} es: Q = [_01 ﬂ

Estas dos matrices de transicién P y Q son inversas, de modo que PQ =
1,

S O [ A S S B

A continuacion, se vera como son afectados los vectores coordenados

por aplicar un cambio de base.

Teorema Sea P la matriz de transicién de una base {e;} a un base {f;}

en un espacio vectorial V. Entonces, para todo vector v € V,P[v]; =

[v]e.
Luego: [v], = P7'[v],

En este punto es importante notar que, aunque se diga P es la matriz
de transicion de la base “vieja” {e;} a la base “nueva” {f;}, lo que en
realidad lograr es transformar las coordinadas de un vector de la base

nueva {f;} hacia las coordenadas en la base vieja {e;}.

Para el caso de dim V = 3, el teorema anterior se ilustra de la siguiente
manera. Suponer que P es la matriz de transicion de una base

{e1, e;,e3} de V aun base {fy, f5, f3} de V; y sean también, por ejemplo:

fr = aje; + aze; + aze;
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f2 = bye; + bye; + bzes
f3 = c1e1 + ce; + cze3

Luego P, la matriz de transicion es:

a, by ¢
P = a2 b2 CZ
as by ¢

Considerar ahora un vector v € V y, ademas que, v = kyf; + k,f; +
ks f;. Entonces al sustituir los elementos de la base nueva f; en la

ecuacion anterior para v, se tiene:

v = kifi + kaofo + ksfs

v= ky(a,e; +aye, +ases;) + k,(b,e; + bye, + bye;)

+ ks(cieq + cye5 + c3e3)

Multiplicando, reagrupando y extrayendo como factores comunes los

elementos de la base “inicial”, se tiene:

v= (a;k, + bk, + c1k3)e; + (ayk, + bk, + c,k3)e,
+ (aszkq + b3k, + c3ks3)es

Entonces:
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[U]f = [kzl y [v]e = [a2k1 + bk, + Czk3]

a, by ci1[k a ki + bk, + c1k;
P[V]f = [az b, Cz] [kzl = [azlﬁ + byk, + C2k3] = [v].
as; b; c3llk, ask, + b3k, + c3ks

Ahora, si se multiplica la ecuacién anterior por P~1, se tiene:
P~'[v], = P7'Pv]; = I[v]; = [v]f

Teorema Sea P la matriz de transicion de una base {e;} a una base {f;}
en un espacio vectorial V. Entonces, para todo operador lineal ¢ sobre

V, se tiene que
lo]; = P~ el P

Ejemplo: se ¢ el operador lineal sobre R? definido por ¢(x,y) =
(4x — 2y,2x + y). Las bases consideradas son {e; = (1,0),e, =
(0' 1)} y {fl = (1) 1)) f2 = (_1' O)}'

Entonces: fi=@1D= 00+ (0,1) = e, + e,
f, = (-1,0) = —(1,0) + 0(0,1) = —e, + Oe,

La matriz de transicién P de la base {e;} ala base {f;} es:
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R B A el
Segin los datos del ejercicio aplicando el operador a la base se tiene:
ple;) = (1,0) = (4,2) = 4e,+2e,
ple;) = 9(0,1) = (=2,1) = —2¢e,+ e,

4 —2]

De esto se obtiene: [¢], = [2 1

Ahora se calcula [¢] ¢ utilizando el teorema anterior.

o], = P [¢l.P
P I | |
ol =15 3l Bl=l 7]

Matriz asociada a una base ortonormal

En el capitulo 4 de este texto se estudio sobre los vectores ortogonales
(4.5) y se dijo que eran aquellos que formaban entre si un angulo recto

o0, de otra forma, su producto interno era cero.

También se defini6 matriz ortogonal (4.5.1.) como la matriz cuadrada

invertible Q parala cual Q- = QT de tal manera que Q7 Q = 1.
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Definiciéon: Base Ortogonal. Una base {v, ..., v,,} de un subespacio V

es una base ortogonal si A(v;, v;) es cero paratodoi # j.

Definiciéon: Base Ortonormal. Una base {v, ..., v,,} de un subespacio

V es una base ortonormal si es ortogonal y ademas todos sus vectores

son unitarios, es decir ||v;|| = 1 para todo i.
- -1 145, __1 12, ,_
Ejemplo: Para la base {¢;} = {el = ﬁ'ﬁ’o' &=~ T 6=

- —— i} . Representarla mediante una matriz y comprobar si es
V3’ V3'V3
ortonormal.

Para ello definimos la Matriz Q cuyas columnas son cada uno de los

elementos de la base {e;}, es decir:

11 1-
Z VG B
1
17 % B
o 2 1
% V3

Ahora toca ver si cada uno de los elementos de la base son ortogonales
entre si, es decir forman un angulo recto, lo cual se puede verificar si

su producto interno es igual a cero, entonces:

LLOH_Lii) LS S
V2 V2’ Ve've'Ne)  V1z v1zZo

(even) = (

210



1 1 1 1 1 1 1
e =(55) (556 "% w0
1 1 1 1 1 2
o= (5575 CwETw
1 1 2
TVIB VI8 VI8

Como los productos internos de cada par de elementos de la base es
igual a cero, lo cual implica que son ortogonales, entonces la base es
ortogonal. Ahora se debe constatar que cada elemento de la base tiene

modulo 1, ast:

”61”:j<%)2+<%)2+0:j%+%+02ﬁ:1
||e1||=j(—\/—lg)2+<%)2+<%)2=j%+%+%=ﬁ=1
||e1||=j(%)2+<—%)2+<%)2=j%+%+%=ﬁ:1

Se ha calculado el m6dulo década elementos de la base y se obtuvo el

valor de 1. Por lo tanto, si los elementos de la base son perpendiculares

entre si y su modulo es 1, entonces la base e es ortonormal.

Teorema: Sea B = {v,, v, ..., V,} una base ortogonal, entonces la base

Vi v Vn }

ortonormal serd B' = { , .
vl * w2l lvnl
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Observaciones con respecto a una base ortonormal:

(1)

(2)
(3)

4)

Se B una base ortonormal de R", en el este libro, entre las
propiedades de los determinantes (1.11. ix) se vio que el
determinante de una matriz es igual al de su transpuesta, de ello
resulta la propiedad

1 =det(I) = det(B~! B) = det(BT B) = det (B)?
Por lo anterior el det(B) sblo puede vale 1 6 —1.
Tomando como base la matriz identidad, la cual es la base
canonica de cualquier orden, su determinante es igual a 1, si se
intercambian dos elementos de la base, el valor del
determinante sera —1.
Las bases ortonormales de valor 1 se dice que estan orientadas
positivamente, y las que tienen determinante —1 se dice que
estan orientadas negativamente, aqui se ve la importancia del
orden de los elementos de la base, ya que pueden hacer cambiar
la orientacion del espacio.
Una pregunta que alguien puede hacer es la siguiente, ¢existen
bases ortonormales, aparte de las bases canonicas?,
obviamente si. En el Ejemplo anterior se trabajo con una base
diferente a la candnica en R3® y se comprobé que era
ortonormal. Por ello es importante conocer el siguiente

teorema.

212



Teorema: Sea IV un subespacio vectorial de R"™. Entonces V tiene una

base ortonormal.

En este apartado se va a obtener una base ortonormal de un subespacio

utilizando el proceso de Gram-Schmidt.

Ejemplo: Utilizando el proceso de Gram-Schmidt transformar la base
{fv, = (1,1,1),v, = (0,1,1),v; = (0,0,1)} del espacio euclidiano R3 a

una base ortonormal {u;}.

il.

Primero se procede a normalizar v, = (1,1,1,), para ello se
calcula la norma del vector (4.2) y se divide el vector para ese
valor, con ello se obtiene el primer vector u,; de la nueva base
normalizada {u;}.

121 (1,1,1) (1,1,1) 1 1 1
il - VIZ+ 2+ 12 V3 <ﬁﬁﬁ)

Ahora se encuentra un vector ortogonal a u,, al que se llamara

u1=

Wy!

ifi. w, = v, — (v )y = (01,1) - [(01,1)-

GwalEea
1 1 1 1 1
we= 010 - 0+ 2+ (G

2,1 1 1 222
w= 01D = (= 5) = 0= (553)
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_< 21 1)
W2= 733’3

iv. Ahora se procede a normalizar el vector hallado w, y con ello se

obtiene el segundo vector u, de la base normalizada {u;}.

e I e

1
_ _ 3
SN [ SRES ST S R
2
3

( 2 1 1 )
w=|l-==F=
V6’6 Ve
v. Ahora se obtendri el tercer vector ortogonal wj:

w3 = V3 — (U3, Uy — (U3, U U,
ws = (0,0,1) — [(0,0,1) : (%%\/—15)] (%\/—15%)
_ [(0,0,1)
2 1 1 2 1 1
(weAllews
1,11 1y 1, 2 1 1
- Sk )

V3\W3'V3'V3/  Ve\ V6'V6'V6
~ 1 1 1y (1 1 1
R

11
w=(0-23)
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vi. Ahora se procede a normalizar el vector hallado w5 y con ello se

obtiene el segundo vector u; de la base normalizada {u;}.

Wy (0-7.7) (0-7.9)

YT qwall — 2 2 T 1
Jors )+ () Jorivs
) by
3 2 Q
4 2

o (ol

vii. Por tanto, la base ortonormal buscada es:
{ ( 1 1 1 ) ( 2 1 1 )
u; = = = = Fu = - T =y =) = ,u
R VA V6'V6' V6!

- (o)
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VALORES Y VECTORES PROPIOS

Introduccion

En el area del algebra lineal es indispensable por su utilidad el uso de
valores y vectores propios por su aplicacion en varias areas de las
matematicas como en la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales, fisica, mecénica, ingenieria eléctrica, etc. Los valores
propios se originaron en el contexto de formas cuadréticas y en el
movimiento de los planetas. Los vectores propios pueden visualizarse
como flechas de una cierta longitud apuntando en una direcciéon y
sentido determinados que al ser multiplicados por un escalar no se ve
afectada su direccidon, es decir los vectores propios traducen la
informacion de la matriz original en la multiplicacién de valores y una

constante.

El calculo de los valores propios y de los vectores propios de una matriz
simétrica tiene gran importancia en las matematicas y en la ingenieria,
entre los que cabe destacar, el problema de diagonalizacion de una
matriz, el calculo de los momentos de inercia y de los ejes principales
de inercia de un sélido rigido, o de las frecuencias propias de oscilacion

de un sistema oscilante.
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Definicion de valores y vectores propios

Sea una matriz cuadrada A € M,,,,,(R), decimos que A € R es un valor
propio de 4 si existe un vector no nulo u € R"(u # 0) tal que Au = Au.
Es decir que u € R™ es un vector propio de A asociado al valor propio
de A.

i) Por definicién, u = 0 nunca es un vector propio.

ii) Por definicién, un vector propio tienes asociado un solo valor
propio, pero un valor propio puede tener asociado méas de un
vector propio.

iii) Sea € M,,,,(R), decimos que 1 € R es un valor propio de A <
existe un vector no nulo u € R"(u # ¢) talque Au — Au = ¢ &
existe un vector no nulo u € R*(u # 0) talque u(4 — 1) =0 &
existe un vector no nulo u € R*(u # 0) es la solucidon del
sistema lineal homogéneo (A—21)X =0 es compatible
indeterminado < | (A — AI)| = 0, porlo tanto, A € R es un valor

propiode A < |(A— A)| = 0.

Una vez hallados los valores propios, para hallar el vector
propio x correspondiente al valor propio Aes necesario resolver el

sistema homogéneo.
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Notacion de los valores y vectores propios
Sea una matriz cuadrada 4 € M,,,,(R), si 1 es un valor propio de A
entonces:

HQ) = {u € R*/Au — Au} = {u € R*/(A — ADu = 0}

Es un subespacio vectorial de R" denominado subespacio de vectores

propios de A asociado en A.

H (1) esta formado por todos los valores propios asociados a 4y por el

vector nulo (que no es vector propio).

Los vectores propios asociados a un valor propio dado en A se calculan

resolviendo el sistema de ecuaciones homogéneo:

a;; — A ai, Qin X1 0
a21 a22 —_ /1 aZTL e = .
Ay Ay Apn — A \Xn 0

(a11 — Dx1 + agpx, + agpx, =0
= a21x1 + (azz - /1)x2 + aznxn == O
api1Xq + an1X; + (ann - A)xn =0

Donde el vectorXesX = {x;,x3, ... . .. ...X,]. Siempre podemos
tomar x, como 1, y hallar las otras n-1 incognitas. De la n ecuaciones

podemos tomar n-1, y resolver el sistema lineal.
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Ejemplo: Hallar el polinomio caracteristico, los valores y vectores

propios de la matriz: A = (g :g)

Solucion:
p(1) =det (A — Al)

|4 =5/ _,|1 0
Det(A_’m_|2 —3| ’1|0 1
4 -5 A0
Det(A—)U)=|2 _3|—|0 :
4—2 -5
Det(A-an = "% T2 |=14-D(=3-D - @(5)]
=-12—-41+31+ 2>+ 10

p(A) = A2 — 1 — 2 Polinomio Caracteristico

1-2)1+1)
A—=2=0
A+1=0

Valor propio es 1, = 2, multiplicidad algebraica 1

Valor propio es 1, = —1, multiplicidad algebraica 1

219



 2)6)+16)=0
(2 Z)*G)=0

{5x—5y=0
2x—2y=0

5x -5y =0

5x =5y
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Método de Gauss

2 =5 —%ﬁ

5
;)
2 =5/, 211112
5
*
0 O
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1 -1
(2 _2)—>—2f1+f2
(o6 )

x—y=0

Ejemplo: Hallar el polinomio caracteristico, los valores y vectores

propios de la matriz: A = G i)

Solucion:
p(1) =det (A — Al)

seca- = [} %

Det(A—AI):B i|—g 3

Det(d—an) = |1 74

2 —_— —_— — —
S l=la-pna-n-@l
=1-1-1+212—-4
p(A) = A2 — 24 — 3 Polinomio Caracteristico

A-3)(A+1)

A—=3=0
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A+1=0

Valor propio es 1, = 3, multiplicidad algebraica 1

Valor propio es 1, = —1, multiplicidad algebraica 1

e 16)=30)
(z DG)-3G)=0
(G Y)-G)=0

{—2x+2y=0
2x—2y=0

—2x+2y=0

—2x = =2y

223



{2x+2y=0

2x+2y=0
2x+2y=0
2x = =2y
2y
X=——>="y

6)=G)=r(7)=%=()
Ejemplo: Hallar el polinomio caracteristico, los valores y vectores

2 =2 1
propios de lamatriz:A =2 -8 2
1 2 2

Solucion:
p(1) =det (A — Al)

2 =2 1 1 0 O
Det(A—AI)=|2 -8 2[—4|0 1 0
1 2 2 0 0 1
2 =21 A 0 O
Det(A—A)=(2 -8 2[—10 A2 0
1 2 2 0 0 2

2—-1 -2 1

Det(A—Al)=| 2 -8—-1 2
1 2 2—21
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:[(2_’1)(|_82_A 23/1|)+2|i ZE)L|+1|§ _82_/1”

=Q2-=D[(EB8=-D2-D—-4]+2[((D2-D -]+ 1[4 - (-8-2)]
=Q2-ND(-16+81-21+2—-4)+2(4—-21-2)+1(4+ 8+ 1)
=Q2-1DQA*+61-20)+2(2—-21)+1(12+ 1)
=2224+12A-40—-2*—-6A*+20A+4—421+12+ 2

=p(l) = =23 — 422 + 291 — 24 Polinomio Caracteristico

A—=1=0
A+8=0
A—=3=0

Valor propio es 1, = 1, multiplicidad algebraica 1
Valor propio es 1, = —8, multiplicidad algebraica 1

Valor propio es 1; = 3, multiplicidad algebraica 1

2260
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63 90-0-

2x -2y z X

(Zx —8y 22)—()/):0

x 2y 2z z
x—2y+z=0
{2x—9y+22=0
x+2y+z=0
—2x+4y—2z=0

2x =9y +2z=0

Porlo tanto: y = 0
x—2y+z=0
x+2y+z=0

2x +2z=0
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2 =2 1\ /x X
3 96)-0)
1 2 z z

2 =2 1\ /x X
t 5 2)G)el)-
1 2 z z
2x =2y z 8x
(2x -8y 22) + (8y> =
x 2y 2z 8z
{ 10x —2y+z=0

2x +2z=0
x+2y+10z=0

2x +2z=0
2x = —2z
X =—z

10x —2y+z=0

-10z—-2y+z=0

—2y—9z=10
-2y =9z
9

y=-52Z
—z -1 -1
;‘} (o N\ [ o\, [ 9
g 2" 2] 2
z 1 1
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(

2x
2x
X

-2y z 3x
—8y Zz>—<3y>=0
2y 2z 3z
—x—2y+z=0
{2x—11y+22=0
x+2y—z=0
_Zx—4y+2Z:O
2x —11y+2z=0
—15y+4z=0
—15y = —4z

4
Y =157

x+2y—z=0

+2(f57) -2 =0
X 15Z zZ =

X+EZ—Z:0

! =0
X—1cZ=
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7

X = EZ
7 7
x 157 15 15
<y>: 4 =z| 4 =V3 = 4
z 157 15 15
A 1 1

Vectores propios por el método de Gauss

2—-21 -2 1 1 -2 1
( 2 -8—-1 2 >=(2 -9 2)
1 2 2—21 1 2 1

1 -2 1 1 -2 1
2 =9 2 =10 =5 0
1 2 1/-"2hth 0 4 O

->—fi+f3

x—2y+z=0
-5y =0
—5x+10y—-5z=0
—10y =0
—5x -5z=0
—5x—-5z=0
—5x =5z

5z

X = 5

X =—Z
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Il

I
o |
N——

X —Z -1
0)-()-+(5) -
VA VA 1
2—2 -2 1 10 -2 1
2 —-8—-1 2 =\ 2 0 2
1 2 2—2 1 2 10
10 -2 1 1 2 10
2 0 2 =| 2 0 2
1 2 10 Sfof 10 =2 1/ ~-"2Ai+f

->-10f1+f3
1 2 10
=10 —4 -—-18 =
0 —-22 -99 _,_%fz

1 2 10 1 2 10
0o 1 0 =10 1 i

2 2
0 =22 =99 Lp+p 0 0 O

x+2y+10z=0

$2z=0
y+zz=

x+2y+10z=0
—2y—9z=0

X +z =0
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X=-z

+9 =

y ZZ_

_ 9

y= 2Z

—Z -1

x+2y—-z=0

15y + 4z =0

15x + 30y — 15z =0
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—30y+8z=0

15x —-7z=0
15x —7z=0
15x = 7z
_ 7
X = 152
—15y+4z=0
—15y = —4z
B 4
Y =157
7 7
x 157 15 15
(y) = 4- =Z 4' :U3 = 4
z 157 15 15
z 1 1

Ejemplo: Hallar el polinomio caracteristico, los valores y vectores

-1 1 2
propios de lamatriz:A=| 1 -1 2
-1 -1 -4

Solucion:
Polinomio Caracteristico: p(1) = =13 — 64? — 121 — 8

—(A+2)A2+42+49) = 1+2)A+2)1+2)
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A+2=0
Valor propio es 4, = —2, multiplicidad algebraica 3

Vectores propios por el método de Gauss

-1-2 1 2 1 1 2
( 1 -1-2 2 =11 1 2
-1 -1 —4 -1 -1 -1 -2

1 1 2 1 1 2
( 1 1 2 =10 0 O
-1 -1 =2/>"hth 0 0 O

~fitf3
x+y+2z=0
xX=-y—2z

R)=("27)-() () (1) ()
()

Significa que el espacio vectorial es una combinacién lineal de todos

-1 -2
los vectores propios: ( 1 )( 0 )
0 1

x+y+2z=0

y=-—x—2z
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0203
()

Igual que en el caso anterior, significa que el espacio vectorial es una

1 0
combinacion lineal de todos los vectores propios (—1) ; (—2)

0 1
x+y+2z=0
2Z2=—x-—Yy
_Tx-y
=7
X x X 0 1 0
y 0 0 1
z 2 2 2 2 2
1 0
|1 0 1
=1 1)l 1
2 2

Se cumple como en el caso que le preceden, el espacio vectorial es una

combinacion lineal de todos los vectores propios.
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Ejercicios propuestos relacionados con valores y vectores

propios

Hallar el polinomio caracteristico, los valores y vectores propios de la

siguiente matriz

1 Az(; _02)

Resultado
A‘l = _2 171 S
A‘Z == 1 172 = <

5=(; %)

Resultado
A‘l == 1 171 - (i)
A‘Z == 2 172 - (i)
/1 6
) c=(5 3)
Resultado
A‘l == _4' 171 - <
A‘Z == 7 172 - (
(3 2
H0=(3 ¢

Resultado
A‘l == 2 171 - (_12)
1
A‘Z == 9 172 = <i)
=1 4
5 E=(7 )
6) Resultado
A‘l == _3 171 - (_12)
1
A‘Z == 11 172 = <i)
1 -1
na=(; Z,)
Resultado
1
A‘l = _2 171 S E
1
A‘Z = _1 172 ES i
_ (5 2
9 B=(3 ¢
Resultado
A‘l == 3 171 - (_11)
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9 c=(3 7
Resultado

00=(2, )
Resultado

1

AZ =7 v, = _15)
E=(3 o)
Resultado

A‘l == 3 171 = (_11)

1
12:7 v2:<i)

2 1 1
12)A=(2 3 2
3 3 4

Resultado
A‘l == 1 Az = 7

Valor propio es 1,

= 1, multiplicidad algebraica 2

Valor propio es 1,

= 7, multiplicidad algebraica 1

~(H3) -

4 -1 1
13)A = (0 1 3)
0 2 2

11:_1 /12:4

= WIN W]

Valor propio es A,
= —1,multiplicidad algebraica 1
Valor propio es 1,

= 4, multiplicidad algebraica 2

_1
2 1 0
vi=|_3|lv,=(0];]1
2 0 1

1

1 -1 =2
4hAa=(1 3 2
-1 -1 -4

Mh=—4 A, =2
Valor propio es 1,
= —4, multiplicidad algebraica 1
Valor propio es 1,

= 2, multiplicidad algebraica 2

236



1

3 —1\ /-6
3 0 1

1

-1 -3 -3
15A=14 4 1
-4 -2 1
11:_1 /12:2 13:3

Valor propio es 1,
= —1,multiplicidad algebraica 1
Valor propio es 1,
= 2, multiplicidad algebraica 1

Valor propio es 15

= 3, multiplicidad algebraica 1

1
1 2
vi=(—-1] vp=| _3 V3 =
1 2
1
0
-1
1

2 6 6
16)A = (—3 -7 —6)
3 6 5
A‘l == _1 /12 = 2
Valor propio es 1,

= —1,multiplicidad algebraica 2

Valor propio es 1,

= 2, multiplicidad algebraica 1

(36 ()

7 =2 -4
IYA=(3 0 =2
6 —2 -3
A=1 A=2
Valor propio es 1,
= 1, multiplicidad algebraica 2
Valor propio es 1,
= 2, multiplicidad algebraica 1

2
— 3 —
V1 = 0 U, =
1

O R Wk

EYNITEYS
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Polinomio caracteristico

Sea la matriz cuadrada A € M,,,,,(R), los valores propios de A son las
raices del polinomio de grado n. El polinomio caracteristico de la

matriz A es:
p(A) = A"+ p AL+ p, A2 P12 + pn
p(A1) =det |A— Al|
La aplicacién de este método no reviste dificultad, se calculan:

i.  Las potencias de la matriz A y la traza de cada una de ellas,
ii.  Los coeficientes p; del polinomio caracteristico
iii.  Los valores propios o las raices del polinomio

iv.  Conocidos los valores propios se calculan los vectores propios.

Se denominan valores propios o raices caracteristicas de una matriz

cuadrada A, a los valores de 1 tales que.

p(A) =det |A— Al|

a1 412 Qiq 1 0 O a;; — A a, Ain
A1 Q2 Gn |—A(0 1 0])[=0=>] ay Ay, — A Azn
An1 An2 Qpn 0O 0 1 anq ayo Apn — A
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Donde I representa a la matriz identidad, cuyos elementos son ceros,
excepto de la diagonal principal que son unos. El nimero de veces que
aparece A; como solucién de la ecuacidén caracteristica recibe el
nombre de multiplicidad algebraica del valor propio y lo

denominamos por m;.

Desarrollando el determinante tenemos un polinomio en A de grado n.
Las raices del polinomio (valores propios) pueden ser distintas o
repetidas. Para calcular los vectores propios tenemos que resolver el

sistema homogéneo (A — AI)X = 0, para cada una de las raices: A,

Desarrollando el determinante tenemos un polinomio de grado n en A.
Trataremos de encontrar los coeficientes del polinomio y luego,

aplicaremos un método de hallar las raices del polinomio.

Matriz simétrica

Una matriz simétrica es una matriz cuadrada cuya transpuesta es igual

a la propia matriz.
A=AT
Donde AT representa la matriz transpuesta de A

Reconocer la estructura de una matriz simétrica es muy sencillo: el

elemento de la fila i y la columna j tiene que ser idéntico al elemento
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de la fila j y columnai. Y los valores de la diagonal principal de la

matriz pueden ser cualquiera.

Ejemplos de matriz simétrica:

Ejemplo de matriz simétrica de orden 2x2: (g g)

3 1 2
Ejemplo de matriz simétrica de orden 3x3: (1 6 O)

2 0 4
1 5 -39
. e g .5 0 2 -1
Ejemplo de matriz simétrica de orden 4x4: | * > 8 4
9 -1 4 6

Al transponer estas tres matrices se comprueba que son simétricas,
porque las matrices traspuestas son equivalentes a sus respectivas

matrices originales.

Nota: Para reconocer que una matriz es simétrica, podemos observar
los ejemplos anteriores, donde la diagonal principal de una matriz
simétrica es un eje de simetria o, dicho de otra forma, actia como un
espejo entre los nimeros por encima de la diagonal y los de debajo.

Por esta razon este tipo de matrices reciben el nombre de simétricas.

Propiedades de las matrices simétricas

Las caracteristicas de las matrices simétricas son las siguientes:
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iii)

iv)

vi)

Vii)

La suma (o resta) de dos matrices simétricas da como
resultado otra matriz simétrica. Ya que la transposicion dos
matrices sumadas (o restadas) es equivalente a transponer
cada matriz por separado:
(A+B)T=AT+BT"=A+B

Cualquier matriz simétrica multiplicada por un escalar
también da lugar a otra matriz simétrica.
Del mismo modo, el producto matricial entre dos matrices
simétricas no siempre es igual a otra matriz simétrica, tan
solo si, y solo si, las dos matrices se pueden conmutar. Esta
condicién se puede demostrar con la propiedad de la
multiplicacion de la matriz traspuesta:

(A*B)T = AT x BT = BA = AB
La potencia de una matriz simétrica da lugar a otra matriz
simétrica, siempre y cuando el exponente sea un nimero
entero.
Evidentemente, la matriz Unidady la matriz Nula son
ejemplos de matrices simétricas.
Una matriz que es congruente con una matriz simétrica debe
ser también simétrica.
Si una matriz simétrica es regular o invertible, entonces su

matriz inversa también es simétrica.
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Viii)

xi)

xvii)

Xviii)

Lo mismo sucede con la adjunta de una matriz simétrica: la
matriz adjunta de una matriz simétrica da como soluciéon
otra matriz simétrica.

Una matriz simétrica real es a la vez una matriz normal.
Como las matrices simétricas son un caso particular de las
matrices Hermitianas, todos los valores propios de una
matriz simétrica son ntimeros reales.

El teorema espectral nos dice que todas las matrices cuyos
elementos sean reales son matrices diagonalizables vy,
ademas, la diagonalizacién se realiza mediante una matriz
ortogonal. Por lo tanto, todas las matrices simétricas reales
se diagonalizan ortogonalmente.

Por otro lado, las matrices simétricas con nameros complejos
se pueden diagonalizar a través de una matriz unitaria.

La matriz Hessiana siempre es simétrica.

La inversa de una matriz simétrica regular es simétrica.

La matriz adjuntade una matriz simétrica es también
simétrica.

La suma de matrices simétricas es una matriz simétrica. El
producto lo es si, y sblo si, también es conmutativo.

Los valores propios de una matriz cuadrada, real y simétrica
son reales.

Los vectores propios de los valores propios distintos de una

matriz cuadrada y real son ortogonales.
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xix) Una matriz cuadrada y real, A, es simétrica si, y solo si,
es diagonalizable mediante una matriz de paso ortogonal, P.
Es decir, PAP~! = D = Diagonal.
Diagonalizacion de matrices

Sea A una matriz cuadrada, A € M,,,,,(R), decimos A es diagonalizable

d, 0 0
si existe una matriz diagonal D = ( 0 d, © ) y existe una matriz
0 0 d,

regular, P € M,,,(R) con |P|# 0, tal que A = PDP~1.La matriz P
recibe el nombre de matriz de paso y la matriz D se llama matriz

diagonal semejante a A.

Teorema: Sea A una matriz cuadrada, A € M,,,,(R), los A;, 1, ..., 1,
son valores propios con multiplicidades algebraicas respectivas
my, my, ..., my,, la matriz A es diagonalizable siy so6lo si dimH (4;) = m;

Vi=12,...n.

Si un valor propio 4; es simple, es decir tiene multiplicidad algebraica
1, se verifica que dimH(A;) = 1. Por lo tanto, para saber si una matriz
es diagonalizable s6lo hay que analizar los valores propios. Si todos los
valores propios de una matriz son simples entonces la matriz es

diagonalizable. Como:
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dim R™

+ numero de ecuaciones implicitas linealmente independiente.

i.  Las matrices simétricas son siempre diagonalizables.
ii.  Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz invertible P

y una matriz diagonal D tal que A = PDP~!

Ejemplo: Dada la matriz A, resolver si es diagonalizable.

4 -1 1
A= (O 1 3)
0o 2 2
Solucion: Se calculan los valores propios y su multiplicidad

algebraica resolviendo la ecuacion:

4—-1 -1 1
pM)=A-Al=| 0 1-12 3 |=0
0 2 2-2
G-n=|t-4 3 |=0=@-DIA-D2-2)-6=0
2 2-2
42
(4—,1)(12—31—4)={2_ o a-4
12— 32 4{/”1
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A—4=0 =1, =4
A+1=0 =1, =-1

Valor propio es 4, = 1, multiplicidad algebraica 1
Valor propio es 4, = 4, multiplicidad algebraica 2

La matriz diagonal estd formada por los valores propios: D =
-1 0 0

0 4 O

0 0 4

4 -1 1
Calcular los vectores propios: (O 1 3)
o 2 2

4 -1 1\ /x X
(0 1 3) (y) +1 y) =0
0 2 2/ \z z
4x -y z X
( 0 vy 3z> + (y) =0
0 2y 2z z

S5x—y+z=0
{ 2y +3z=0
2y+3z=0

2y +3z=0

2y = —3z
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3z
5x+7+Z:0

S+ 22 = 0
X 2_

4 -1 1\ /x x
(57 36)-+0)-
0 2 2/ ‘\z z
4x -y z 4x
( 0 vy 32) - (4y> =0
0 2y 2z 4z
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)= 00

1 1 0
Por lo tanto, lamatrizP=|-3 0 1
0 1

Ul = Ul =

vl DN

U1l W Ul = Ul =
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Ejemplo: Dada la matriz A, resolver si es diagonalizable.

3 -1 1
A=[0 2 O
1 -1 3

Solucion: Se calculan los valores propios y su multiplicidad

algebraica resolviendo la ecuacion:

3-1 -1 1
pD)=lA-Ml=[ 0 2-2 0 |[=0
1 -1 3-2
e-n=P74 1 |=0=@-DIE-DE-H-1]=0
1 3-2
22
(4—,1)(12—31—4)={2_ =2
2 -6r+8{7 "

2—-1=0=>21=2
A=2=0 =>21=2
A—4=0 =>1=4

Valor propio es 4; = 2, multiplicidad algebraica 2
Valor propio es 4, = 4, multiplicidad algebraica 1

La matriz diagonal estd formada por los valores propios: D =

2 0 0
0 2 0
0 0 4
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Calcular los vectores propios:
3 -1 1\ /x X
(0 2 0) (y) =2 (y)
1 -1 3/ ‘z z
3 -1 1\ /x X
(0 2 0)(}/)—2()/):0
1 -1 3/ ‘z z

3x -y z 2x

x -y 3z 2z

x—y+z=0

{ 0-0=0

x—y+z=0
X—y+z=
X=y—2z

3 -1 1\ /x X
¢ 2906
1 -1 3/ ‘\z z

3 -1 1\ /x X
(0 2 0>(y>——4<y>::0
1 -1 3/ ‘\z z
3x -y z 4x
x -y 3z 4z
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1 -1 1
Porlo tanto, lamatrizP=(1 0 0

0 1 1

1 -1 1\/2 0 0\/1 -1 1\™" /3 -1 1
A=pPpPt=(1 0 o0]{0 2 ofJf{1t 0 o) =l0 2 0O
0 1 1/\0 0 4/\0 1 1 1 -1 3

0 1 0

1 -1 1\/2 0 oyf 1 1 1

A=PDP'=(1 0 0]l0 2 0 2 2 2

o 1 1/\0 o 4/\1 11

2 2 2

3 -1 1
=10 2 O
1 -1 3
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GEOMETRIA ANALITICA

Introduccion

La geometria analitica se encarga del estudio de formas geométricas
haciendo uso de herramientas basicas del analisis matematico y del
algebra lineal en un determinado sistema de referencia, lo que permite
representar las figuras geométricas mediante expresiones algebraicas
como el de: f(x), el estudio de la geometria analitica se basa en los
sistemas cartesianos para poder establecer ecuaciones o inecuaciones
para identificar las figuras geométricas, es decir, permite relacionar el
algebra, la geometria y el sistema coordenado cartesiano que permiti6é

aportes en el proceso del sistema de posicionamiento global (GPS).
Definiciéon de espacio afin
Un espacio vectorial afin es un espacio Vectorial (V): siP,Q € V
PQ0=Q—-P

Donde P es el origen y Q el extremo del vector PQ = Q — P. Los
elementos del espacio afin los llamaremos puntos. La dimension de V
es la dimension del espacio vectorial.
Propiedades del espacios afin
La operacion afin cumple con las siguientes propiedades:

ii Q=P+PQ

ii. PO+ QR =PR
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iii. Si P € Vyv €V, existe un énico punto Q tal que PQ = v
iv. PQ = 0siysolosiP = Q
v. PQ =—QP
vi. Si PQ = AB entonces PA = QB
Definicion: Un subespacio afin o también llamado variedad lineal de

un espacio afin es un conjunto S de la forma S = P + U, donde P es un

punto y U es un subespacio vectorial:

P+U={P+uuc€U}
Al subespacio U se llama variedad de direcciéon o subespacio vectorial

asociado de S. También se denota por S. Se llama dimensién de S, a la

dimension de U.

Como consecuencia,
S={P0;0 €S}

Proposicion: Son equivalentes los siguientes enunciados:

a) S esun subespacio afin.
b) SiP € S, el conjunto {PQ; Q € S} es un subespacio vectorial.
¢) El conjunto = {PQ; P, Q € S} es un subespacio vectorial.

7.1. Rectas en el plano afin

Si p y Q son dos puntos distintos de un espacio afin, se llama recta que

pasa por P y Q al subespacio.
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(P,Q) =P +(PQ) = {P + AP(; 1 € R}

Proposicion: En un espacio afin se tiene las siguientes propiedades:

i. P,Q€(P,Q)

. (P,Q)=(Q,P)

iii. La recta que pasa por dos puntos es un subespacio afin de
dimension 1. Ademas, es el tnico subespacio afin de dimension
1 que pasa por ellos.

iv. SiR € (P, Q) es otro punto, entonces (P, R) = (P, Q)

v. Si AB,C€(P,Q), entonces AC =ABson linealmente
independientes.

Ecuaciones paramétricas de la recta

La ecuacién de la recta R se reduce como variedad lineal que es,

sumando su espacio vectorial director F de dimension 1 con uno de sus

puntos D(d,,d,,d3) €R
R/F +D

Sea F = {A/1 € R} siendo # € F un vector no nulo de componentes

UV = (v1,v,,V3) = V€] + v,€,+vze3

Cualquier punto X = (x;, x5, x3) de la recta R debe verificar la ecuacion

paramétrica vectorial X = A0 + D

X = (xl, xz, x3) = /’1(1]19—1) + v26_2)+v3e_3)) + dl’ dz, d3 = (Avl + dl’ /11.72 +
d,, Av; +d;) paral €R
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Igualando ambos miembros resulta:

x1 = /11.71 + d1
R/ xz = /11.72 + dz
x3 = /1173 + d3

Ecuaciones candnicas o en forma continua de la recta

Despejando 4 en las ecuaciones, resulta

x; —d X, —d X3 —d
=2 1_ X2 2 X3 3

U1 v, U3

R/x1_d1_x2_d2_x3_d3
V1 V2 U3

Los nimeros v,, v,, V5 se llaman coeficientes directores de la recta.

La recta R se determina conociendo dos puntos D(d,,d,,d3) y

A(al, az, a3), entre le vector 1._7) = (171, 172, 1.73) = DA) = (al - dl’ az -

d,, a; — d3) es un vector director de la recta R, cuya ecuacion canénica

o en forma continua es.

R/xl_dlzxz_dzz.X3_d3
a;—dy a;—d, az—d;

Ecuaciones afines de la recta

Las ecuaciones paramétricas de la recta R que pasa por los puntos

D(dy,d,,d3)y A(aq, a,, a3) son:
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R/

xl = /1(611 - dl) + d1 ES /1a1 - /1d1 + dl S /’{al + (d1 - Adl) = /1a1 + dl (1 - ﬂ,)
xz == /1(0.2 - dz) + dz == /1612 - /’{dz + dz = Aaz + (dz - /1d2) == Aaz + dz(l - A
x3 = /1((13 - d3) + d3 = /1613 - Ad3 + d3 == /1a3 + (d3 - ){dg) = /1613 + d3(1 - /1)

AER

Si se hacen y; = 1 — 1y u, = 4, resultan las denominadas Ecuaciones

afines de la Recta R.

X1 = Up0q + pidy

R/ Xy = UaQp + 1y d;

X3 = UpQ3 + pl1d3
1=wm +u

M1,z € R

Ecuacion en forma implicita de la recta

Las ecuaciones paramétricas de la recta R se escriben en forma de

matrices
X1 —dy &t
Xy — d2 = vz A
x3 - d3 v3
Entonces
Donde
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xl - dl
Rango| x, —q, | =1

X3 —d3

Esto significa que los menores de segundo orden se pueden formar son

todos nulos

xg—dy vy
X, —dy vy

Xp—dy vp|

=0 X3 —d; v

Se resuelven ambas determinantes

V(X1 —dy) —vi(xp; —dy) =0
/{v3(x1 —dy) —v1(x3—d3) =0

Se obtienen las ecuaciones implicitas de la recta R

Planos en el espacio afin

La ecuacion de un plano 7 se deduce como la variedad lineal que es,

sumando su espacio vectorial director F de dimensiéon 2 con uno de

sus puntos D(d,,d,,d;) € m.

n/l?'+D
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Ecuaciones paramétricas del plano

Sea F = {4 + uw/A, u € R} siendo #,w € F dos vectores no nulos de

componentes.
UV =(vy,V,,V3) =V,€, + Vye,+V385
w = (Wl, W2, W3) = Wlel + W282+W3e3

Cualquier punto X = (x;, x5, x3) del plano m debe verificar la ecuacion

parameétrica vectorial X = (A9 + uw) + D

X = (x1,%2,%3)
= A(v,e; + vye;+vses) + p(wie; + wye,+wses)

+ (dy1, dy, d3)

X = (xl,xz, x3) = (Avl + UWq + dl,/le + HUW, + dz,/lv3 + UW3 + d3)
ALu€eR

Igualando ambos miembros resulta

xl = /11.71 + HUWq + dl
/X, = Avy + uw, +d, ALueR
x3 == /11.73 + HUW3 + d3

Las ecuaciones se pueden escribir asi
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xl - dl = /11.71 + #Wl
T[/ xz_dzzﬂ,vz‘l"qu A,‘HER
x3 - d3 = /1173 + ‘uW3

Ecuacion implicita o general del plano

Las ecuaciones paramétricas del plano m se escriben en forma de

matrices
X, —dy V1 1441
xz - dz = vZ )l + 1) U
x3 - d3 v3 W3

Con los vectores ¥ y w son linealmente independientes.

X1 —dy V1w
Rango|x, —d, v, wy|=2

X3—d3 vz W

Esto equivale a que su determinante sea nulo
x1—dy V1w

Xp—dy V3 wy
X3 —d; vz wy

=0

Desarrollando este determinante y estudiando el tipo de términos que

lo forman, resulta la Ecuacion implicita o general del plano 7

T[/Ax1+B.x2+Cx3+D :O
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Cuando se resuelve el determinante es evidente que al reducir
términos semejantes existe un conjunto de ellos multiplicados por x;
expresados con la notacion A, un segundo conjunto multiplicado por
x, expresado por B, un tercer conjunto multiplicado por x; notado por

C y finalmente un cuarto conjunto de términos independientes por D.

Entonces F es el conjunto de vectores cuyas componentes x;, x,, x5

satisface la ecuacion Ax; + Bx, + Cx; =0

En el caso particular para los vectores v y w

{AU1+BUZ+CU3 :O
Aw; + Bw, + Cw3; =0

Ecuacion del plano que pasa por tres puntos no alineados

En el plano 7 queda definido cuando se conocen tres puntos de sus
puntos: D(d,,d,,ds), A(ay,a,,a3) v B(by, by, b3), de forma que los

vectores DA y DB formen una de R3.

Se realizan las sustituciones:
U= (vy,0,,v3) = DA = (ay —dy,a; —dy, a3 — ds)
W = (wy, Wy, w3) = DB = (by —dy, by — dy, b3 — d3)

x,—dy, ay—d; by—d
n/xz_dz az_dz bz—d2=0
X3 —d3 az;—d; bz—d;
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En el apartado anterior de la ecuacién de una recta se debe considerar
que dos planos no paralelos definen una recta R que es su linea de

interseccion.
Sean las ecuaciones de estos dos planos

Aixq +Bix; + Cix3+D; =0y Ay,xg + Byx, +Cox3+ D, =0
Ambas ecuaciones consideradas conjuntamente

R {Alxl + lez + C1x3 + Dl = O
A,xi + Byx, + Cox3+ D, =0

Se denominan Ecuaciones Generales de la Recta R

A partir de estas ecuaciones generales dadas, es posible obtener las
ecuaciones canodnicas o en forma continua. Para ello basta con conocer

un punto de la recta D y su vector v.

Las coordenadas de un punto de la recta se obtienen resolviendo el
sistema

x,—dy, ay—dy by—d
n/xz_dz az_dz bz—d2=0
X3 —d3 az;—d; bz—d;

Se elige la incognita que pasa al segundo miembro y se calculan las

otras dos en funcidn de ella.
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El vector director # de la recta R tiene que ser perpendicular a los
vectores directores de ambos planos V; = (4;,B,,C,)yV;, = (4,5, By, Cy)
ambos normales a los planos que definen la recta R, entonces el vector

F=V, AV,.

Plano determinado por sus intersecciones con los ejes de

referencia (ecuaciéon canoénica del plano)

La ecuacibn del plano m® que pasa por los puntos
A(a,0,0),B(0,b,0),€(0,0,c) se obtiene sustituyendo estos valores en la

ecuacion.

X,—a —a -—a
X3 0 c

(xy —a)bc + abx; +acx, =0 , bcx; —abc+acx, =0

bcx, + acx, + abx; = abc, dividiendo para abc, a cada uno de los

miembros de la ecuacidn se obtiene:

bcx; + acx, + abxs

abc
X5 X
7T/—1+?2+?3— 1
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Ecuaciones afines del plano

Las ecuaciones paramétricas del plano [] que pasa por los puntos
D(dy,d,,ds3), A(ay, az,a3) y B(by, by, bs) son:

x; = May —dy) +ulby —dy) +dy = (1 — 24— pd; + day + uby
R/{x; = Maz —d3) +pu(b; —dy) +dy; = (1 — 2 — w)d; + da; + ub,
x5 = Maz —d3) + u(b; —d3) +d; = (1 — 2 — p)ds + Aaz + pb;

AueR

Si se hace yy =1—-A—pu, u, =2, us = u, resulta las denominadas
Ecuaciones Afines del Plano 7

X1 = ady + pray + psby

R/3{x; = mdy + pa; + usb, Uy, Up,pz ER
X3 = pds + Upaz + pzbs

La interpretacion de estas ecuaciones es que el vector X =

(x4, x5, x5,1) es combinacion lineal de los vectores:

DA) == (a1 - dl,az - dz,a3 - d3, 1) yDE = (bl - dl,bz - dz,bg - d3, 1)

X1 X3 X3
m/|d; dy ds
a; a, as
by b, bs

e N gy ey
I
o
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Sistemas de referencia

Un sistema de referencia afin en un espacio afin es un par de la forma
(0,B), donde O es un punto de V y B es una base de V. Al punto O se

llama origen y a los elementos de la base, ejes del sistema de referencia.

En R", si O es el elemento neutro y B es la base usual, el sistema de

referencia determinado se llama el sistema de referencia afin usual.

Si (0, B) es un sistema de referencia afin, los puntos {P, .... B}, donde
P, = 0y P; =0 + ¢;, son afinmente independientes. Reciprocamente,

si{P, .... B,} son n + 1 puntos afinmente independientes de un espacio
afin de dimensién n, entonces (Py, B), donde B = {P,B; 1 < i < n}, es

un sistema de referencia afin.

Si P es un punto de V, se llama coordenadas afines respecto del sistema

de referencia afin a los inicos nimeros x; tales que

Lo que es lo mismo,

~
[y

Si S es un subespacio afin de dimensiéon n—m de R®™ y R =

(0,B = {e;}) es un sistema de referencia afin, se llama coordenadas
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cartesianas de S respecto de R a m ecuaciones lineales linealmente

independiente tales que
S={0 + x;e;+... +x,e,; Ax = b}

Donde A € M,,,,(R) tiene rango myb € R™. Estudiamos como

cambian las ecuaciones cartesianas al cambiar el sistema de referencia.

Sea R = (0, B = {e;}) otro sistema de referencia y P € V. Entonces

Si 00" = Yidie;yP=M(1,,B’,B)es la correspondiente matriz de
cambio de base, entonces x = Px’. Por lo tanto x =d + Px" y Ax =
Ad + APx’.

Sustituyendo en Ax = b se tiene que las coordenadas de S respecto de

R’ son
S={0"+x,e; + - x,e',; APx" = b — Ad}

Definicion: Sea R = (0; B), un sistema de referencia de un espacio

afin E asociado a un espacio vectorial V. Se denominan coordenadas

cartesianas de X € E, a las coordenadas del vector 0X respecto ala base
B.
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Sea: 0X =YI-,x;V;, entonces, las coordenadas del vector son:
X1

(W)B = xf , por lo tanto las coordenadas del punto X respecto al

xn
X1
. . , X
sistema de de referencia R, sera representada por: [X]g- | 2.
xn

Ejemplo: Sea el espacio afin R?, sobre el espacio afin vectorial R? y

R = (0;B), un sistema de referencia de R3, donde 0 = |_12 y B=

{(1) ( 0 )} Determinar las coordenadas del punto P = |_31 respecto

0 -1
a‘R.
Solucion:

o7 -r-0-[3-| = ()

Como: OP = x,7; + x,7,
(D)=m(Q)r=()+={ni:

Entonces: [Ply = |:§
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Representando de forma grafica, se puede apreciar que el punto P es
fijo en el espacio afin, pero las coordenadas del punto P en el sistema

de referencia canénico son diferentes al sistema de referencia ‘R.

P=(1,3) F Y
............... P N O N o
¢ 9
!
! 2
!
i
I 1
£l

!
ai1 05 0 05 1 15 2 25 3
i
I -1
i
iE 0=(1,-2) X1
@ —2- x )

-3

-4

Y1
o

Figura No. I~ Punto en sistemas de referencia

Ejemplo: Sea el espacio afin R3, sobre el espacio afin vectorial R3 y

1
R = (0; B), un sistema de referencia de R3, donde 0 =2 y B =
-1
1 1 1 5
(O),(l), (1)} Determinar las coordenadas del punto P =|5
0 0 1 0

respecto a ‘R.

Solucion:
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- 5 4
OP=P-0=[5-|2 =(3
0o -1 \1

Como: OP = x11_7)1 + x21_7)2 + X31_7)3

4 1 1 1 x; =1
3)l=x1|0])+x|1])+2x3|1|2{x,=2
1 0 0 1 x3=1

1
2
1

Entonces: [Py =

Rectas en sistemas de referencia

Sea R = (0; B), un sistema de referencia de un espacio afin E asociado

a un espacio vectorial V de dimensién n. X = P + W, es una recta de

P1 a,
[Plg = pny=<{V}>,con[l7]B= “)SiXeP+WoX=P+
pn aTL

PX, donde PX € W.

X1 =p +tag
— —_— - —_— RN - X e _I_ta
Como: 0X = 0p + pX = 0X = 0p + t¥ = { "2 P:2 2

Xn = DPn tta,
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Donde ox es la ecuacién paramétrica de la recta L que pasa por el punto
P y con direccion del vector v en el sistema de referencia %R, la cual se

puede escribir como:

(XI5 = [Ply + t.[V],
Ejemplo: Sea el sistema de referencia R=<0"=|3 ;B =

1 1 -1
{(1) , (1), ( 0 ) * + en el espacio afin R3. Dada la recta L que pasa por

1 0 0
1 -1
los puntos P=|2 y Q =|3, con direccion desde P hasta Q.
1 -1

Determinar la ecuacion de la recta L en el sistema de referencia R.

-2
(1)
1 2
-2 1 1 -1 X =2
ﬁLz(1>=x1(1>+x2(1>+x3(0):{xzz—l
2 1 0 0 x; =3

La direccion de la recta L en el sistema de referencia R es igual a:

2
[ﬁL]B = (_1>-
3

Solucion:
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_ 1 2 -1 1 1 -1
OP=P—-0=|2—-1|3 :(1>:x1(1>+x2(1>+x3(0>
1 I-1 2 1 0 0
X1 =2
:><x2——1
X3 =2

Por lo tanto la ecuacion de la recta L, en el sistema de referencia R es

igual a:
x =242t
L:{y’ =-1-t
x =2+ 3t

Planos en sistemas de referencia

Sea R = (0; B), un sistema de referencia de un espacio afin E asociado

a un espacio vectorial V de dimensién ny m: P + W, es un plano de E,

P1 aq b,
donde [Ply = |P2 y W =< {u, v} >, con [iil, = | 2 |y [#], = | 2
Pn an b.n

SiXeEP+W =X=P+PX,donde PX e W.
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Xy =p, +sa; +tby
Como: 0X = 0p + pX = 0X = 0p + SU + t¥ > m: x2:p2+:5a2+tb2

Xp = pn +sa, +th,

Donde 7 es la ecuacion paramétrica del plano que pasa por el punto P
y con direcciéon =< {u, v} > en el sistema de referencia R, la cual se

puede escribir como:

[X]g = [Ply + 5. [1i]p + t. [V]g

Ejemplo: Sea el sistema de referencia R=<0"=|3 ;B =
-1

1 1 -1
{(1) , (1) ) ( 0 )} en el espacio afin R3. Dada el plano 7 que pasa por
1 0 0

1 0 -1
2,0=|(3 yR=]|0 condireccion desde P hasta Q.

1 -1 1

Determinar la ecuacién del plano 7 en el sistema de referencia R.

los puntos P =

Solucién: Se debe empezar encontrando las direcciones u y v del

plano m, para esto:

oo /1
1 1-1 2

270



N B A
v=QR=|0 —|3 =|-3
1 -1 \2

Después encontrar las coordenadas de un vector (x4, x;, x3), respecto

a la base B:
1 1 —-1]%1 0 1 -—-1|%1—X3
<1 1 1 xz,> = <O 1 1 |X2 — x3>
1 0 0 Ix3/Fi=F1—F3 1 0 O X3 Fp=F+F;
F2=F2—F3 F1=—F1
0 —1 1| —Xx1+x3
= <0 1 0fx1+2xz — 2x3>
10 0 X3 F1=F1+F,
0 0 1 X — X3 1 0 O X3
:<O 1 0|X1 +x2,—ZX3>=><O 1 0|X1 +x2'—2x3
1 0 O X3 0 0 1 X2 — X3

1 2 -1 2
Como: u = (—1) = [ulg = (—4) yv= (—3) = [ulg = (—8)
2 -3 2 -5

-1 |2 /-3 - 2
Ademas: OR=|0 —|3 =|-3|=[0'R], =|-10
1 1-1 2 -5

Por lo tanto, la ecuacion del plano 7 en el sistema de referencia R es:

1y = —10 — 45 — 8t

x =24 2s+ 2t
n{
x =—-5—-3s—5¢t
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Cambio de sistemas de referencia

Sea un espacio afin E asociado a un espacio vectorial V, con dim(v) =
n, y sean los sistemas de referencia de E: R, = (P =0;B,) y R, =
(Q = 0”; B,). Obteniendo:

[X]g, = [Qlx, + [Id]ﬁj[X]mz y [X]g, = [Plg, + [Id]§; [X]s,
Donde: [Id] es la matriz de cambio de base.

Demostracion:

Como: PX = PQ’ + QX = [PX] =[PQ], + [0X]
1 1 By

—

[P%], = [P0],, + Ui (o],

Que puede ser escrito como: [X]g, = [Q]g, + [Id]gi [X]s,
También se puede obtener la siguiente relacion:

0 = 7'+ Q¥ = K], = [aP],, + [PX],

[a%], = [OF],, + a1 [P],

Que puede ser escrito como: [X]g, = [Plg, + [Id]g; [X]g,
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Ejemplo: Sean los sistemas de referencia: R, = (P = |;;B1 =

{(_12);(_01)}) y R, = (Q = |_02 ;B, = {(_11),(1)}) en el espacio R2.

Determinar [X]g,, si se conoce que [X]g, = |_13

Solucion: Debemos encontrar las coordenadas de un vector en B,

G R ol P P

FZ =EF2
1
0
1

Ahora se encuentra: QP = P — Q = |; - |_02 = (4)

—a
a-+ b) =
2 F1=F1+F2

0
1

) O-EEH (0

2

Por lo tanto: [QP] = (

Bz

Después determinar la matriz de cambio de base:
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e (Den(Dral)=] "7
, = ——
L1
u1_(_01)_X1(_11)+X2(1)$ xl_ 21
, = ——

3 3 3
2.2 2 \r1y_|2.0\_|2
e =[5+ 4 % () =5+()=]7
2 2 2
Ejemplos propuestos de sistemas de referencia

1) Sea el sistema de referencia R = {0 = |_31:B = {((1))'(_11)}}

en el espacio afin 2. Dada la recta L que pasa por los puntos
P= |_21 yQ = |i, con direccion desde P hasta Q. Determinar la

ecuacion de la recta L en el sistema de referencia R.
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-3
0;B=
1

1 1 -1
{(O) , (—1) , ( 0 )} en el espacio afin R3. Dada la recta L que
1 0 0

-3 1
2 y Q = |-1, con direccién desde P
0 1

hasta Q. Determinar la ecuacion de la recta L en el sistema de

2) Sea el sistema de referencia R=<0=

pasa por los puntos P =

referencia ‘R.

1
3) Sea el sistema de referencia R=<0=|1;B=
-1
1 1 -1
21,{1)].,1 0 en el espacio afin R3. Dada el plano 7 que
1 0 -2
-1 2 0
pasaporlospuntosP =1 ,Q=|0 yR=|0 condireccion
0 -1 -1

desde P hasta Q. Determinar la ecuacion del plano 7 en el

sistema de referencia R.

1
1

-1 1 -1
{( 0 )(—2)( 0 )} en el espacio afin R3. Dada el plano ©
1 0 1

4) Sea el sistema de referencia R=<0=
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-1 0 0
que pasa por los puntos P=|-1,Q=|-1y R=|3 con
1 -1 -1

direccidon desde P hasta Q. Determinar la ecuacion del plano =

en el sistema de referencia ‘R.

5) Sean los sistemas de referencia: R, = (P =|-1;B, =
1

CGHe-(o- o=} () )

en el espacio R3. Determinar [X]y,, si se conoce que [X]y, =

-3
2.
1

‘ 1

Rectas en R2

Existen dos problemas fundamentales de la Geometria Analitica, que
se pueden indicar como:

i) Dada una ecuacion, encontrar el lugar geométrico.
ii) Dado un lugar geométrico con ciertas condiciones, determinar

la ecuacion.
Lugar geométrico

Se llama asi a la grafica, que puede ser una linea recta o curva, cuyos

puntos satisfacen la ecuacion dada.
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Definicién: Linea recta es un lugar geométrico obtenido al tomar dos
puntos cualesquiera P, (xq,y;) y P,(x,,y,) del plano, se tiene un valor

constante para la pendiente de la recta calculada por la ecuacion:

_Y2=)1
X2— X1

m ,parax; # X,

Para determinar una recta se deben conocer dos de sus condiciones:

dos puntos, punto y pendiente, etc.

Teorema (Ecuacion punto-pendiente): Dados P;(x;,y,) y la
pendiente m, entonces la ecuacién de la recta que pasa por P;, esta

determinada por:

y— vy =m(x — x)

Demostracion: Sea P(x, y), un punto cualquiera de la recta que pasa

ademas por el punto P, (x, y,), entonces su pendiente esta dada por

Yy— W
m =
x_xl

Multiplicando ambos miembros por x — x; y simplificando, se obtiene
la ecuacion del teorema, a la que se suele llamar también ecuaciéon

punto-pendiente de la recta.
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y—yr=mx—ar)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1 Py(z1,y1)

FiguraNo.2  Recta punto-pendiente

Teorema (Ecuacion pendiente y ordenada en el origen): Si de una
recta se conocen su pendiente m y un punto de interseccion con el eje

de las ordenadas (0, b), de la ecuacion 7.9.4, al remplazar P, (x,, y,) por
(0, b), se obtiene:

y—b=m(x— 0)
Al multiplicar y despejar y, la nueva forma de ecuacion de la recta es:

y=mx+b»b
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FiguraNo.3  Recta punto y ordenada en el origen

Teorema (Ecuacion cartesiana de la recta): Dados dos puntos de una

recta P, (x;,v,) ¥ P2(x5,y,), su ecuacion es:

Yy—y1 = N Yz (x — x1),conx; # x,
X1 — X3

Demostracion: Si la recta pasa por los puntos P; (x4, y1) ¥ P> (X3, v5),

entonces su pendiente por el teorema que lo precede es:

V2= M1
m==—
X2 — X1
Si ya se tiene en valor de la pendiente, y se conoce un punto, entonces
utilizando la 7.9.4. se procede a reemplazar el valor de m, obteniendo:
Y= _Y2=n
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Multiplicando ambos miembros por x — x; se obtiene la ecuacion

buscada.
f
Py(z1,11)
5
Y-y = LERRL 2 (x — 1)
T — Ty
3
P(z,y)
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
H Py(w9,0)

FiguraNo.4  Ecuacion cartesiana de la recta o, dados dos puntos

Teorema (Ecuacion simétrica, reducida o, abscisa y ordenada en el
origen): La ecuacion de la recta que pasa por lo puntos (0, b), con b, de

ordenada en el origen, y (a, 0), con a, de abscisa en el origen es:

x y

—+=-=1

a b
Demostraciéon: Como se conocen dos puntos, utilizamos la ecuacion
cartesiana de la recta, y se reemplazan los valores (0,b) y (a,0), es

decir:
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0— b
y-0=——5G&-a

—-b
y=—G-a

ay = —bx + ab
bx + ay = ab

Dividiendo para ab, se obtiene:

=1

X
=+
a

Sl

-3

FiguraNo.5 Ecuacion simétrica de la recta
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Forma general de la ecuacion de la recta

Una linea recta, se puede decir que esta determinada por una ecuacion
de primer grado en dos variables. Por esta, una ecuacion lineal o de

primer grado se puede escribir
Ax+By+C=0

Esta es la forma general de la ecuacion de la recta. En la ecuacion, A o

B deben ser diferentes de cero y C puede ser o no igual a cero.
Si en la forma general se despeja y:

Ax+By+C=0

By =—-Ax—-C
A <
Y="B*"B

y se campara con la ecuacion 7.9.5. y = mx + b, se tendra que la

pendiente de la recta sera:
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Teorema. (Forma normal de la ecuacion de la recta): La forma

normal de la ecuacion de la recta esta dada por:

xcosw+ysenw—p =0,

siendo p la longitud de la perpendicular (NORMAL) a la recta trazada
desde el origen y w = (0,360°) el angulo positivo de inclinacion de

dicha normal con respecto al semieje positivo de las abscisas.

5 A
N
4
xcos w|+ ysen w —p =10
8 Pi(z1, 1)
2
; p Y1 = p3gnw
w LD

T = pcosw

FiguraNo.6  Ecuacion normal de la recta

Demostracion: Sea AB una recta, ON la perpendicular a AB en el
punto P; trazada desde el origen y w = (0,360°), su angulo de
inclinacién positivo. La distancia p desde 0(0,0) a P,(x;,y;) se

considera siempre positiva sin importar la posiciéon de AB.
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En el triangulo ODP;, se da que x; =pcosw y y; =psenw. La

pendiente de ON, m, = tanw y, como AB 1 ON, entonces, si llamamos

a la pendiente de AB, m, el producto de sus pendientes es m;m, =

1 .
de donde, m; = — —,0 lo que es lo mismo:
2
1
m; = ——
1 mz
1 Ccos w
m; = — =—cotw = —
tan w sen w

-1

Tomando otro punto P(x,y) de AB y aplicando la formula 7.9.6. se

tiene que:

Yi— Y2

X1 — X3

Yy— Y= (x — x1)

y—yi=m (x— x;)

CoOsS w

y— psenw = — (x — pcosw)

sen w

ysenw— psen*w= —x cosw+ pcos?w

Xcosw+ysenw — p (sen? w + cos? w) =0

xcosw+ysenw—p =0
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Ejemplo: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
Pl(_5’3) y Pz(z, _1).

Para resolver este problema utilizamos la ecuacion cartesiana de la

recta:
_N— V2
Yy—mn-= X — %, (x — x1)
Entonces,
3—-(-1)
y=3=—_—>5 (@—(=5)

4
y— 3= _—7(x+5)

-7y +21 =4x+ 20

De donde, finalmente se obtiene:

4x+7y—-1=0
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Figura No. 7 Solucion grafica del ejemplo

Ejercicios propuestos relacionados con la ecuacion de la

recta

1. La pendiente de una recta es m = —Z y pasa por el punto
P; (3, —2). Determine su pendiente. (Soluciéon: 3x — 2y — 5 = 0)

2. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(—2, 3)
y es perpendicular a la recta cuya ecuacion es 2x — 5y + 2 = 0.
(Solucion: 5x + 2y + 4 = 0)

3. Encontrarla ecuacion de la recta que pasa por el punto P; (—1,4)
y es paralela a otra cuya ecuacién es —x — 3y + 1 = 0. (Solucion:
x+3y—-11=0

DISTANCIAS EN EL PLANO R2
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Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos P; (x4, y,) y P,(x,, v,), la distancia d = P, P, se define

por:

d = |P,P,| =\/(x2— x1)>+ (V2 — y1)?

Ejemplo: La distancia entre los puntos P,;(—3,4) y P,(5,—1) es:

d = PP, = \[(5 — (-3)"+ (-1- 4)? = /82 + (- 5)2 = V64 + 25

d = |P,P,| =89 = 9,43

Ejercicios Propuestos relacionados con la distancia entre

dos puntos

1) Hallar las distancias entre cada par de puntos:
a. (4,-3)y(-2,5)
b. (—4,-1)y (2,6)
c. (0,—-3)y(5,0)
d. 3,2)y(-5-1)
2) Dado el triangulo formado por los puntos A(-1,3),
B(—1,-2),C(5,.2), Demuestre, por la distancia entre los puntos,

que es rectangulo.
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3) Calcule el perimetro de la figura formada por los puntos
(—2,0),(0,—4),(5,0),(2,3),(0,4).

4) Demostrar que los puntos (—3,1),(2,3),(4,7), (—1,5) son vértices
de un paralelogramo.

5) Demostrar que los puntos (-2, —2), (2,0), (4,4), (0, 2) son vértices

de un rombo.

FORMAS CUADRATICAS Y CONICAS

Ecuacion de la circunferencia

Definicidon. Circunferencia es el lugar geométrico de los puntos de un
plano que mantienen una distancia constante a un punto fijo llamado
centro. Una circunferencia queda definida si se conoce su centro y su

radio

Teorema. La ecuacion de la circunferencia con centro en el punto

(h, k) y cuyo radio es la distancia constante r, es:
(x—h)?+(x—h)?=r2

Demostracion. Sea P(x, y) un punto cualquiera de la circunferencia

de centro C(h, k) y radio r, entonces P, por definicion, debe cumplir

que

|CP| =r

Y, por la distancia entre dos puntos, sera
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d= [CP| ={(x—h)?+ (y - k)?

JG—P+ - E=r

Elevando al cuadrado ambos miembros, se tiene,

x-n*+ (y— k)?=r?

=R+ (y—k)? =1

FiguraNo.8  Ecuacion de la circunferencia

Forma candnica de la ecuacion de la circunferencia

Si el centro de la circunferencia es el Origen €(0,0), entonces la

ecuacion se reduce a:

(x—02+ (y— 0)?=r?

x4+ y2 =12
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Forma general de la ecuacion de la circunferencia

La forma general se obtiene al desarrollar los cuadrados del teorema

de la circunferencia:

(x—hm*+ (y—k)?=r?
x2—2hx+h*+ y?> —2ky+y2—1r2=0
x2+y?—2hx —2ky+h*+ y2—-r2=0

Lo que se puede escribir

x*+y*+Dx+Ey+F=0

Por lo que,
D =-2hE=-2k;F=h*+ y?—7r?

Para llegar de la forma general de la ecuacion de la circunferencia, a la

forma del teorema, se procede a completar los cuadrados perfectos

D% E?
para x y para y, sumando ~ v

D? E?\ D2?+4E?*—4F
x2+Dx+T + y2+Ey+T N —

Factorizando, se tiene:

D\? E\? D24+ E?—4F
(r43) +g) =25
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De esto se deduce que:

i) Si D2+ E? —4F > 0, la circunferencia tiene centro (—%,—E) y

2
radio% VD2 + E%Z — 4F.

ii) SiD? + E? — 4F < 0, la circunferencia es imaginaria.
iii) Si D? + E? — 4F = 0, el radio es cero y la ecuacion representa al

D E
punto (— > 5).
Ejemplo: Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro C(—3,1)

y radio 2.
Datos: C(—3,1);h=-3;k=1;r =2

Sustituyendo estos valores en la ecuacion del teorema de la

circunferencia. se tiene:
(=) + = D?=22
(x + 32+ (y— 1)2 =22

Ejemplo: Dada la ecuacién: x? + y? + 4x + 2y — 4 = 0, encontrar la
ecuacion ordinaria de la circunferencia, si existe, luego encuentre su

centro y su radio.

Para completar el trinomio cuadrado perfecto para x y para y se debe

sumar la mitad del coeficiente de ambas variables y elevarlos al
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cuadrado, esto se suma en ambos miembros, por lo que la ecuacion

quedaria asi:
x2+4x+4+y +2y+1=4+4+1=9

Agrupando,

(x?2+4x+4) + (y2+2y+1)=9

Factorizando

(x+2)? 4+ (y+1)? =32

Por lo tanto:

CR21);h=2k=1r=3

Ejercicios propuestos relacionados con la ecuacién de la
circunferencia
1. Dadas las siguientes ecuaciones, reducirlas a la forma ordinaria
y, S representa a una circunferencia, determinar su centro y su
radio.
i) x2+y>—6x+4y+4=0.
Respuesta: (x —3)?2+ (y+2)2=9,C(3,-2),r=3
i) x2+y>—6x+4y+4=0.
Respuesta: (x +1)2 + (y +5)%2 =26,C(—1,-5),r =
V26
iii) 4x2? + 4y? — 12x + 16y — 5 = 0.
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Respuesta: (2x —3)2+ 2y +4)? =

30,¢(2,-2),r = V30

2

2. Encontrar la ecuacion general de la circunferencia que tiene

4

centro en el punto C G»—g) y pasa por el punto P(4,2).

Respuesta: 900x2 + 900y2 — 1200x + 1440y — 16079 = 0

3. Encontrar la ecuacién de la circunferencia que para por los

2
puntos P;(—4,2), P,(—3,-2),P;(2,—2). Respuesta: (x+%) +
(v- 3)2 _ 1381
Y~=3) = Too
Secciones conicas

Se ha trabajado en los puntos anteriores sobre las ecuaciones de la
recta y la circunferencia. Para iniciar el estudio de otras curvas menos
conocidas se debe introducir una definicién fundamental para
entender las relaciones de los puntos de la curva con otros puntos y
rectas que se incluyen en la definicién y que definen sus caracteristicas

fundamentales.

Definicion. El lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un
punto y una recta fijos mantienen una relacion constante, se denomina
seccion conica o conica. El punto fijo recibe el nombre de Foco (F) de
la conica, la recta fija se denomina directriz y la relacion constante
entre las distancias sefialadas se denomina excentricidad (e). Ahora, e

determina qué clases de conica se estudia de acuerdo a lo siguiente:
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i) Sie < 1,la cbnica sera una elipse.
ii) Sie = 1, la conica sera una parabola.

iii) Si e > 1, la conica sera una hipérbola.

ECUACION DE LA PARABOLA

Definiciéon. Parabola es un lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de modo que mantiene una misma distancia a una
recta fija y a un punto del plano, que no esta en la recta. El punto fijo

F y la recta fija [ constituyen el foco y la directriz de la parabola.

Elementos de la parabola
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in -3

D'

FiguraNo.9  Elementos de una parabola

i) Eje de la parabola. Es la recta que pasa por el foco F y es
perpendicular a la directriz [. En el caso de la figura coincide
con el eje de las abscisas.

ii) Vértice. Es punto V, donde se intersecta el eje con la parabola.
Ademas es, por definicion, el punto medio del segmento AF, es
decir, de la distancia entre el foco y el punto A de la directriz.
Esa distancia es, por definicion, 2a.

iii) Cuerda. Es el segmento que une dos puntos cualesquiera de la
parabola como EE".

iv) Cuerda focal. Es una cuerda que pasa por el foco, como BB'.
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v) Lado recto (latus rectum). Es la cuerda focal que es
perpendicular al eje, su longitud es 4a.
vi) Radio Focal o radio vector. Es el segmento que une el foco

con cualquier punto de la parabola, como FP.

7.9.2.1.1.Ecuaciéon de la parabola de centro en el origen y
eje, un eje coordenado
Sea F el foco de la parabola, el eje X es el eje de la parabola, las
coordenadas del foco F(a, 0). Por definicion, la directriz es la recta x =
—a olo que es lo mismo x + a = 0. Sea P(x, y), un punto cualquiera de
la parabola, desde P se traza una perpendicular a [, con ello se tiene
que, por definicién, las distancias FP y PQ son iguales, es decir:
|FP|

|FP| =|QP| 6 /=5,=e=1
|QP|

Ahora, por la formula de la distancia se tiene:

IFP| = {/(x — @)? + (y — 0)?

[FP| =/ (x — @) + y?

Ademas,

|QP| = |x + al

Por ello
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Jix—a)2+y?2=|x+a|

Elevando al cuadrado ambos miembros y despejando y? se tiene:

(x—a)*+y? =(x+a)?
x% + 2ax + a? + y? = x* — 2ax + a*

y? = 4ax

De esta ecuacién se deduce que la parabola es simétrica con respecto

al eje X, y que la longitud del lado recto es el coeficiente del término de

primer grado de la ecuacion.
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=2

=3

-4

-5

FiguraNo. 10 Ecuacion de la parabola de vértice en el origen y eje, el

eje X.
Si el foco queda a la izquierda de la directriz, la ecuacion se vera asi:

2 —

y° = —4ax

Ahora, si el eje fuese el eje coordenado Y, la ecuacion seria:

x? = t4ay

El signo dependeria si el foco queda por debajo o por encima de la

directriz.
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Ecuacion de la parabola con vértice (h, k) y eje paralelo a un
eje coordenado

Sea el vértice de la parabola el punto V(h, k), su eje paralelo al eje
coordenado X y el foco F a una distancia a del vértice y a su derecha,
la directriz paralela al eje Y, estara a la izquierda del foco y a una
distancia 2a del mismo, la ecuacién de la directriz serd x = h —a lo
cual se puede escribir también x — h + a = 0. Sea también P(x,y) un

punto cualquiera de la parabola.

FiguraNo. 11 Ecuacion de la parabola con vértice (h, k) y eje paralelo

a un eje coordenado.
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Como:

Se tiene

\/(x—h—a)2+(y—k)2=x—h+a

Elevando al cuadrado ambos miembros y despejando (y — k)? se tiene:

x—h—a)+(@y—-k)?=(x-h+a)?

Desarrollando los cuadrados y simplificando se obtiene:

v —k)? = —4a(x — b)

Otra forma de escribirla es:

(v —k)? =4a(x—h)

Ahora, si el vértice es el punto (h, k) y el eje es paralelo al eje Y, la

ecuacion seria:

(x —h)? = 4a(y — k)

Resumiendo, se tendrian 4 ecuaciones:

v —k)? = —4a(x — b)

(v —k)? =4a(x—h)

300



(x - )? = —4a(y — k)
(x — b)? = 4a(y — k)

De esto, como a es la distancia entre el vértice y el foco, se tiene que, si
a > 0, la parabola abre hacia la derecha o hacia arriba, y, si a < 0, la

parabola abre hacia la izquierda o hacia abajo dependiendo del eje.

Desarrollando:
(y —k)? =4a(x—h)
Se tiene:
y? — 2ky + k? = 4ax — 4ah
De donde

y? —4ax — 2ky + k* + 4ah = 0

Haciendo: A = —4a; —2k = B; C = k? + 4ah, se tiene la forma:
y2+Ax+By+C=0

Esta ecuacion representa una parabola que tiene eje paralelo al eje X,

con A+ 0. Si A=0, se tendria una ecuaciéon cuadratica que, al

resolverla, se pueden obtener, dos raices reales diferentes, en este caso

el lugar geométrico serian dos rectas paralelas al eje X, en caso de ser
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las raices iguales seria una rectay si las raices son complejas no habria

lugar geométrico en el plano real.

Ejemplo: Dada la parabola 5y? — 6x = 0, determine las coordenadas

del foco, la ecuacidon de la directriz y la longitud de su lado recto.

i) Expresando la ecuacién dejando despejada la expresion y?, se

tiene:

Por ello, la longitud del lado recto sera Su

ii) De lo anterior se tiene que:

2o 6
=3
3
=70

Por tanto, las coordenadas del foco son:

F<3 0)
10’

iii) La ecuacion de la directriz sera:
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Ejemplo: Determine la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto

F(—3,2) yla directriz es larecta y = 3.

Como la directriz es una linea horizontal, el eje de la parabola es
paralelo al eje Y , significa que el vértice tiene la misma abscisa que el
foco x = 3, el foco esta por debajo de la directriz, entonces la grafica es

una parabola concava hacia abajo, por ello se toma la ecuacién:

(x - )? = —4a(y — k)

Ademas, la distancia entre el foco y la directriz es igual a 1, por lo tanto

1 V4 . V4 5
a =2, entonces las coordenadas del vértice seran V(—S,E).

Reemplazando valores en la formula elegida y desarrollando hasta

obtener la expresién méas simple:

(= =3(5)(3)

(x+3)2=—2< —;)

x*+6x+9=-2y+5

x*+6x+2y+4=0
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2 H6x+2y+4=0

FiguraNo. 12 Solucién grafica del ejemplo

Ejercicios propuestos relacionados con la ecuacién de la
parabola
1. Dada la pardbola 2x? — y = 0, determine las coordenadas del
foco, la ecuacion de la directriz y la longitud de su lado recto.
2. Determine la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto
F(2,1) y la directriz es la recta x = ;. Solucién: y? + 5x — 2y =

61
4

3. Determine la ecuacion de la parabola cuyo foco es el punto

F(—1,2) yla directriz es larecta x = — z.
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Ecuacion de la elipse

Definicion: Elipse es un lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de modo que la suma de sus distancias a dos puntos
fijos de ese plano es constante y siempre mayor que la distancia entre

los dos puntos. Los dos puntos fijos se llaman focos (F, F').

Elementos de la elipse

4

-3

FiguraNo. 13 Elementos de la elipse

i) Eje focal. Es la linea que pasa por los dos focos, como I.
ii) Vértices. Son los puntos V y V' donde la elipse se interseca con

el eje focal se cortan.
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iii) Eje mayor. Es el segmento (VV’) del eje focal que esta entre
los dos vértices.

iv) Centro. Es el punto C, punto medio del segmento entre los
focos.

v) Ejenormal. Eslarecta !’ perpendicular al eje focal en el punto
C.

vi) Eje menor. Es el segmento (44") que une los puntos de
interseccion entre la elipse y el Eje normal.

vii) Cuerda. Es un segmento (BBU que une dos puntos
cualesquiera de la elipse.

viii) Diametro. Es una cuerda que pasa por el centro (W)

ix) Cuerda focal. Es una cuerda que para por uno de los focos

x) Lado recto (latus rectum). Es la cuerda focal perpendicular
al eje focal (GG').

xi) Radios vectores. Son los segmentos que unen los focos con

un punto arbitrario P(x, y) de la elipse, es decir (F'P) y (FP).
Ecuacion de la elipse con centro en el origen y los ejes
coordenados como ejes de la elipse

Sean los puntos F(c, 0), F'(—c, 0) dos puntos fijos sobre el eje X , 2a la
suma constante, con a > c, y el punto P(x,y) un punto cualquiera de

la elipse. Segun la definicion debe cumplirse:
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Lo que se puede escribir:

JaE+)2+ @ —-02+/(x—c)2+(y—0)2=2a

Transponiendo una raiz, elevando al cuadrado y simplificando se
tiene:

\/(x+c)2+(y—0)2 =2a—\/(x—c)2+(y—0)2
(w/ (x +c)? +yz)2 = (Za—w/(x—c)2 +yz)2
(x+ )2 +y2 =4a® —4a\/(x — )2 + y2 + (x — ©)? + y?

4cx — 4a? = —4a./(x — ¢)? + y?

Elevando ambos miembros nuevamente al cuadrado, simplificando,
ordenando y factorizando, se obtiene:

a2x2 _ CZxZ + a2y2 — a4 _ a2c2
x2(a2 _ CZ) + a2y2 — aZ(aZ _ CZ)

Dividiendo para a?(a? — c¢?), se obtiene:
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Como se dijo que a > c, entonces a? — ¢? > 0. Reemplazando a? — ¢?

por b?, se obtiene:
2 2
x= Y
—+==1
a’?  b?
A esta ecuacidn se la conoce como primera ecuacion ordinaria de la

elipse o ecuacion canodnica de la elipse. Si la ecuaciéon anterior se

multiplica por a?b?, se tiene la forma:
b2x? + a?y? = q?b?

Tener en cuenta que en cada elipse, la longitud del semieje mayor es a,
la longitud del semieje menor es b, y la distancia del origen a los focos

es ¢ y la relacion que guardan estas distancias esta dado por:

a’? = b? + c?
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Figura No. 14 Ecuacién de la elipse de centro en el origen y como ejes

los ejes coordenados

Si los focos estuvieran sobre el eje de las ordenadas, la ecuacion

tomaria la forma:

La ecuacion de la elipse es simétrica a ambos ejes coordenados y, por

tanto, al origen, por tener para x e y potencias pares.

Despejando y en la ecuacion, se tiene que:

b

y:ia [a2 — x2
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Esto significa que los valores de y se pueden obtener solamente para

valores de x para el intervalo [—a,a] = —a < x < a

Despejando x en la ecuacion, se obtiene:

b

x=+2f7 =y

a

Esto significa que los valores de x se pueden obtener solamente para

valores de x para el intervalo [-b,b] = —b <y <b

En base a estos dos tultimos resultados se tiene que la elipse esta
limitada por un rectangulo, sus lados son las rectas x = +ay y = +b,
las longitudes de sus lados seran, por lo tanto, 2a y 2b. Por estar
limitada por un rectangulo sera una curva cerrada. No tiene asintotas

verticales ni horizontales.

Como el foco tiene coordenadas (c,0), reemplazando el valor de la

abscisa en la formula despejada para y, se obtiene:

b b?
y=i— az_czzi_
a a

2
De esto se obtiene la longitud del lado recto, que sera: %

va2—c2

a

La excentricidad de la elipse sera: e = — =
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Como ¢ < a, la excentricidad de la elipse sera menos que 1, e < 1.
Despenando c se obtiene también: ¢ = ae

La elipse tiene dos focos, por ello tiene también dos directrices, cuyas

ecuaciones son:

a — —_
x+-= 0 y x
Ecuacion de la elipse de centro (h, k) y ejes paralelos a los
ejes coordenados

Si el centro de la elipse es el punto (h, k) y su eje mayor es paralelo al

eje de las abscisas, entonces la ecuacion de la elipse toma la forma:

x-h? G-k?
a? * bz !

Si el eje mayor es paralelo al eje de las ordenadas, la ecuaciéon de la

elipse tendra la forma

= G-k?_

b2 a? 1

Estas ecuaciones también se las conoce como segunda ecuacion

ordinaria de la elipse.
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Ecuacion general de la elipse

Si se toma la ecuacion anterior, se transpone, se suma, se desarrollan

los cuadrados y se ordena se obtiene:

b?x? + a?y? — 2b?hx — 2a’ky + b*h? + a’k? — a?b?> = 0

Esto se puede escribir de la forma:

Ax*+Cy*+Dx+Ey+F =0

Al comparar las dos ecuaciones vemos que:
A=b%C=a?*D=-2b*h;E = —2a°k;F = b?h? + a®’k? — a?b?

Los coeficientes A y C, deben ser del mismo signo.

Ejemplo: Dada la ecuacion 9x? + 25y? = 225, hallar las longitudes
de los semiejes mayor y menor, las coordenadas de los focos, La
excentricidad, las ecuaciones de las directrices y la longitud del lado

recto de la elipse.

Solucion: Primero se transforma la ecuaciéon dada a la forma

canonica, para ello se divide para 225,

2 2
y
=1

3

N|>{
vl

(1) Como a? = 25, entonces la longitud del semieje mayor es a =

V25 =5
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(2) Como b? =9, entonces la longitud del semieje menor es b =

V9 =3

(3) Para encontrar las coordenadas de los focos se debe encontrar

el valor de c, se aplica que:

c=+az—b?=452-32=+16=4

Por lo tanto, las coordenadas de los focos son: F = (4,0); F'(—4,0)

. o . , c 4
1) La excentricidad sera: e = S=c

i1) Las ecuaciones de las directrices seran:

a a
x+—=06x=+—=+—-—=+

25
e - 4

vl |

iii) La longitud del lado recto sera:

2b®>  2(3)> 18

a 5 5
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Figura No. 15 Grdfico solucion del ejemplo

Ejercicios propuestos de la ecuacion de la elipse

1. Encontrar la ecuacién de la elipse cuyos focos son F(2,1) y
F'(—4,1) y uno de sus vértices es V(3,1). Solucién: 7x? + 16y? +
14x — 32y = 89

2. Encontrar la ecuacion de la elipse cuyos focos son F(2,—-2) y

F'(—=2,4) y un punto P(—1,5). Solucién: 2x? + y?> + 8x — 2y = 9

Ecuacion de la hipérbola

Definiciéon. Hipérbola es un lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de modo que la diferencia de sus distancias a dos
puntos fijos de ese plano es constante y siempre mayor que la distancia

entre los dos puntos. Los dos puntos fijos se llaman focos (F, F').

314



Figura No. 16 Elementos de la hipérbola

Elementos de la Hipérbola

i) Eje focal. Es la linea que pasa por los dos focos, como L.

ii) Vértices. Son los puntos VV y V' donde la hipérbola se interseca
con el eje focal.

iii) Eje transverso. Es el segmento (V') del eje focal que est4
entre los dos vértices.

iv) Centro. Es el punto C, punto medio del eje transverso.
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v) Eje normal. Es la recta I’ perpendicular al eje focal en el punto
C.

vi) Eje conjugado. Es el segmento (4A’) cuyo centro C.

vii) Cuerda. Es un segmento que une dos puntos cualesquiera de la
hipérbola, pueden ser de la misma rama como (VV") o de
diferente rama como (BB’).

viii) Diametro. Es una cuerda que pasa por el centro (W)

ix) Cuerda focal. Es una cuerda que para por uno de los focos

x) Lado recto (latus rectum). Es la cuerda focal perpendicular
al eje focal (GG').

xi) Radios vectores de P. Son los segmentos que unen los focos

con un punto arbitrario P(x, y) de la elipse, es decir (F'P) y (FP).

Ecuacion de la hipérbola de centro en el origen y ejes los
ejes coordenados

Sean los puntos F(c, 0), F'(—c, 0) dos puntos fijos sobre el eje X , 2a la
diferencia constante, con a < c, y el punto P(x, y) un punto cualquiera

de la hipérbola. Segtin la definicion debe cumplirse:

F'P—FP =2a

Lo que se puede escribir:

\/(x+c)2+(y—0)2—\/(x—c)2+(y—0)2=2a
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Transponiendo una raiz, elevando al cuadrado y simplificando se

tiene:

Ve + 0?2+ (=02 =2a+/(x — )2 + (y - 0)?
(Vator+2) =(2a+JG-o +52)
(x+ )2 +y2 =4a®+4a\/(x — )2 + y2 + (x — ©)? + y?
4cx — 4a? = 4a[(x — c)? + y?
cx—a? = afx— +37

Dividiendo para 4. Luego, elevando ambos miembros nuevamente al

cuadrado, simplificando, ordenando y factorizando, se obtiene:

242

a’x? — c?x% + a?y? = a* — a?c?

xZ(CZ _ aZ)_aZyZ — aZ(CZ _ aZ)
Dividiendo para a?(c? — a?), se obtiene:

2 2

X Y

I —
a2 c2— g2

Como se dijo que ¢ > a, entonces ¢? — a? > 0. Reemplazando ¢? — a?

por b?, se obtiene:
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x2 yZ

2 ol
Ahora, si los focos estuvieran en el eje de las ordenadas serian F (0, ¢),
F'(0,—c), en este caso la ecuacion de la hipérbola cambiaria a:

2 2

y* x

-z = 1

a’? b?
Estas dos ecuaciones de la hipérbola se conocen con primera ecuacion

ordinaria de la hipérbola o formas canoénicas.

Considerando la ecuacion cuyo eje focal esta sobre el eje X se puede
decir que la ecuacién de la hipérbola es simétrica a ambos ejes y al

origen por contar con potencias pares para x € y.

La hipérbola intersecta al eje X en x = a, y x = —a, por lo que los
vértices tienen coordenadas V(a,0) y V'(—a, 0), de esto se desprende
que el eje transverso (V') de la hipérbola tiene una longitud de 2a,

esta es, justamente, la constante de la definicion.

Del mismo modo, las coordenadas de los focos son F(c,0) y V'(—c, 0),
en el proceso para encontrar la ecuacion de la hipérbola se utiliz6 la

igualdad c? — a? = b?, por lo que la relacién entre estos valores es:

c?=a?+b?
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Se utiliza el valor de 2b como la longitud del eje conjugado de la

hipérbola y se lo ubica en el eje Y.

Despejando y en la ecuacion, se tiene que:
b
y =+ ~ [x2 — g2

Esto significa que para obtener valores reales de y se deben considerar

lasx >aolasx < —a.
Despejando x en la ecuacion, se obtiene:
b
x =+ Ew/y2 + b2
Esto significa que x es real para cualquier valor de y.

De la ecuacion despejada de y, se encuentra la longitud del lado recto

que sera
Z_b2
a
La excentricidad de la hipérbola sera:
N

e =

c
a a

Como ¢ > a, la excentricidad de la elipse sera mayor que 1, e > 1.
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Las directrices, cuando los focos estan sobre el eje de las abscisas seran

las ecuaciones:

=
I
-
®|Q

Las directrices, cuando los focos estan sobre el eje de las ordenadas

seran las ecuaciones:

<

I

=+
© |

La hipérbola no tiene asintotas verticales ni horizontales, pero si tiene

asintotas oblicuas.

Cuando los focos estan sobre el eje de las X, las asintotas estan dadas

por las ecuaciones:
=—x
i

Cuando los focos estan sobre el eje de las Y, las asintotas estan dadas

por las ecuaciones:
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Ecuacion de la hipérbola de centro C(h, k) y el eje transverso
es paralelo al eje de las abscisas

Si el centro de la hipérbola es el punto C(h, k) y su eje transverso es

paralelo al eje de las abscisas, entonces su ecuacioén toma la forma:

- G-R?_

a? b2 1

Figura No. 17 Ecuacion de la hipérbola de centro C(h, k) y el eje

transverso es paralelo al eje de las abscisas.

Si el eje transverso es paralelo al eje de las ordenadas, la ecuacion de

la elipse tendra la forma

G-k G-h?
a? bz

1
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En este caso las ecuaciones de las asintotas estan determinadas asi.

Cuando el eje focal es paralelo al eje de las X, las asintotas estdn dadas

pOI' las ecuaciones:
T ( )
y k =+ X h

Cuando el eje focal es paralelo al eje de las Y, las asintotas entan dadas

por las ecuaciones:
k==(x—h
Forma general de la ecuacion de la hipérbola
La ecuacién:
Ax*+Cy*+Dx+Ey+F =0

Con A y C de diferente signo, representa una hipérbola de ejes

paralelos a los coordenados.

Ejemplo: Se tiene la ecuacion 16y% —9x% = 144, entonces
determinar las coordenadas de los vértices, los focos, las ecuaciones de
las directrices, las asintotas, la longitud del lado recto y Ila

excentricidad de la hipérbola.
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Primero se transforma la ecuaciéon dada a la forma candnica, para ello

se divide para 144,

2
=1

y?
9

b—\|><
(o)}

i) Como a? = 9, entonces a = V9 = 3.
Los vértices tienen coordenadas:
V(0,3); V'(0,-3).
ii) Como b? = 16, entonces b = V16 = 4;
Porelloc =+16 +9 = 5.
De aqui resulta que los focos son F(0,5); F'(0,—5)

iii) La excentricidad sera:

c 5
“a 3
iv) Las ecuaciones de las directrices seran:
a
y+-=0
6 también:
a 3 9
y=+=% ; =+ E =+ g
3

v) Lalongitud del lado recto sera:
2b2  2(4)% 32
@ 3 3
vi) Las ecuaciones de las asintotas estan dadas por:
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Ir=—
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Figura No. 18 Solucion grafica del ejemplo

Ejercicios propuestos relacionados con la ecuacién de la
hipérbola

1. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son los
puntos F(4,3),F'(—1,3) y que pasa por el punto P(3,5).
Soluciéon: —4x? + y2 +12x — 6y +5=0
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2. Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son los
puntos F(—3,3),F'(—3,—3) y uno de sus vértices es el punto
P(—3,-2). Solucién: 4x% — 5y? + 24x = —56
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Teorema de la dimension, variedad lineal, 170

88 Vectores ortogonales, 103

Teorema: desigualdad de Cauchy - Schaetaris propios por el

, 101 método de Gauss, 153
Tipos de matrices, 23 Vértice, 198
traza, 25 Vértices, 205, 211
\% \'\%
union de los subespacios W_1+W_2,88

vectoriales, 75 Wronskiano, 87
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