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1 INTRODUCCION

Muchos fendmenos del mundo real pueden modelarse matematicamente mediante
ecuaciones diferenciales. El crecimiento de una poblacién, la desintegracion radiactiva, los
modelos de depredador-presa y los sistemas masas resortes son cuatro ejemplos de estos

fendmenos.

1.1 Concepto de Ecuacion Diferencial
Una ecuacion diferencial es una igualdad que estd formada por derivadas o diferenciales

de una variable dependiente respecto a una o mas variables independientes.

1.2 Clasificacion
Las ecuaciones diferenciales se presentan en dos grupos generales: Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias (EDO) y Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP).

Las EDP se caracterizan por estar formadas por diferenciales de una variable respecto a dos

0 mas variables independientes.

Por otro lado, las EDO se forman por diferenciales de una variable dependiente y de la
variable independiente. En este libro se analizardan Unicamente este tipo de ecuaciones

diferenciales.

Dentro de cada uno de estos grupos, las ecuaciones diferenciales se las puede clasificar de

acuerdo a lo siguiente:

Orden: El orden de una ecuacion diferencial esta definida por el nimero de veces que se

ha derivado una variable dependiente con respecto a su variable independiente.

Grado: El grado de una ecuacién diferencial esta definido por el exponente entero positivo

de la derivada de mayor orden.



Linealidad: Una ecuacién diferencial es lineal cuando cumple lo siguiente:
e Lavariable dependiente y todas sus derivadas estan elevadas al exponente UNO.

e Los coeficientes de las derivadas de la ecuacién (1.1) y P(x) son funciones

Unicamente de la variable independiente.

n d (n-1)

d"y y dy
a,(x) T + “n—1(x)m + a;(x) Ix + - +ag(x)y = P(x) (1.1)

No lineal: Una ecuacidon que no cumpla con los pardmetros anteriores se la denomina no

lineal.

Ejercicios resueltos

Determinar el tipo, orden, grado y si es lineal las siguientes ecuaciones diferenciales.

a) yy=3x-5

- Como no intervienen derivadas parciales es una EDO
- Es de primer orden
-  Esdegrado UNO

- Eslinealeny

b) xym — y/ _ 56}/”
Se puede dejar expresado de la siguiente forma:
xyr/r + 56_’)/” _ y/ =0

- Como no intervienen derivadas parciales es una EDO.
- Esdetercer orden.
- Esdegrado UNO.

- Eslinealen"y"



Q) (") +2()° — 4y = 20

Como no intervienen derivadas parciales es una EDO.
Es de tercer orden.
Es de grado TRES.

Es no lineal por los exponentes en las derivadas.

d) ()2 +7x(")° — 4" = 0

Como no intervienen derivadas parciales es una EDO.
Es de tercer orden
Es de grado UNO.

Es no lineal por los exponentes en las derivadas.

2 2

e) Uy +8U, =2 ;"

Como presenta derivadas parciales es una EDP.
Es de primer orden por el término Uy,

Es de grado UNO

Eslinealen U

d .
f) 2+ L =sin*t
dt | t+6

Como no intervienen derivadas parciales es una EDO.
Es de primer orden
Es de grado UNO

Eslinealen" y "

Ju  0u_ .2 _ 2
g) 6x+0t_5t X

Como presenta derivadas parciales es una EDP.
Es de primer orden
Es de grado UNO

Es lineal en "U"



Ejercicios propuestos:
Resolver los ejercicios siguientes diferenciando el orden, grado y linealidad.

a)y" —5y'+4y =tanx

dy y _ 3
b) o + o = cosy

du ou 1-x
C)a£+8u—7

ou . du
d)a+5—5t—x

e) ) +11x(y")?> —6y" =0
f)(6y")? +7(y"")* -6y’ =4

d
y v

— =sen’x
dx x+6

g)

1.3 Nomenclatura de una ecuacidn diferencial
La derivada de una funcidn puede venir expresada en una de las siguientes formas:
dy d?y d™y

a,y,y;ﬁ,y y Y e s ﬁ,y

n

Una ecuacién diferencial puede ser representada por derivadas o por diferenciales. Por

ejemplo, para las ecuaciones diferenciales de primer orden se tiene:

y'+P)y=0QXx)

dy p B
—+ Py = Q(x)

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

10



En cambio, para ecuaciones diferenciales de orden superior estas se suelen expresar como

la ecuacién (1.1) o también de la siguiente forma:

tn ()Y ™ + a1 )y + o +ap(0)y = P(x) (1.2)

1.4 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos
Las ecuaciones diferenciales se utilizan para representar modelos matemadticos que
permiten conocer la dindmica de un sistema eléctrico, fisico, geométrico, quimico, etc. En

esta introduccién se enfocaran a los siguientes aspectos:

1.4.1 Problemas de caracter geométrico

El aspecto geométrico de una ecuacion diferencial representa en forma global una familia
de curvas como rectas, parabolas, elipses, etc. Los axiomas y teoremas de la geometria
analitica son las propiedades que permiten representar estos aspectos en forma de

ecuacion diferencial.

Ejercicios resueltos

Resolver cada uno de los siguientes problemas de caracter geométricos planteados

e a) Encontrar la ecuacion diferencial que representa a las rectas que pasan por un

punto fijo (h, k)
De acuerdo a la ecuacidn de la recta se tiene:

-y =mkx—-—x) =>y—k=m(x—h)

_y—k
T x—h

= m

Geométricamente, la derivada de una curva representa la pendiente de la recta

tangente; por ende, se tiene:

,_ Y~k
Y T x—h

:>|(x—h)y’=y—k

11



Figura 1.1: Rectas que pasan por el punto P(h, k)

e b) Encontrar la ecuacién diferencial que represente a rectas que tengan la

pendiente del mismo valor a la intersecciéon con el eje de las ordenadas.

De la Figura 1.2 se puede determinar qué los puntos de interseccion son de la forma
P1(0,m)y P2(x,,0). Para encontrar la ecuacién diferencial que representa las rectas

con pendiente igual a la interseccidn con el eje y usamos la ecuacion.

Vi— Y2 m — 0
m="——"" = m=
xl_xz O_Xz
m
>  m=-——
X2
=>x2=—1

Lo que significa que las rectas deben pasar por el punto fijo P2(—1,0). Por lo tanto,

procediendo en forma similar al ejercicio a de esta seccion.

y=—y1=mlx—x) = y—0=m(x+1)
y
x+1

= m=

Como la pendiente representa la derivada:

y’=x+L1=>|(x+1)y’=y|

12



P1(0,m)

—

P2(X2,0)

Figura 1.2: Rectas con pendiente y ordenada del mismo valor.

e ¢) Encontrar la ecuacion diferencial que defina las circunferencias de radio fijo r vy

tangentes al eje de las abscisas:

De la Figura 1.3 se determina el punto centro de la circunferencia.

c=(Mk) = c=(%x,%r)

De acuerdo a la ecuacion de la circunferencia, se tiene:

-R*+ -k =r'=@tx)+@tr)’=r’

Por lo tanto, es necesario derivar con respecto a x para eliminar el término x;

20t x) +2(y£1)y' =0 = xtx; = -y £1)y

Reemplazando en la ecuacion de la circunferencia:

[~y P+ En)?=r* = |(y+xn’Q)Vi+ytr)?=r?

13



Figura 1.3: Circunferencias de radio r y tangentes al eje de las abscisas.

e d) Encontrar la ecuacion diferencial que defina las circunferencias con centro en

cualquier punto y de cualquier valor de radio.

De la ecuacion de la circunferencia se tiene:
(x—m?+ @y -k?=r?

Se deriva tres veces para eliminar los términos h, k, r. Derivando por primera vez:
2c—h)+2(y—-k)yy=0 => x—h+(y—-k)y =0

Derivando por segunda vez:
1+yy' +(-ky"=0= 1+’ +@-ky"' =0

Derivando por tercera vez:

I,

—3y'y

zy/yll + ylyll + (y _ k)ylll — 0 = y — k — y,”

Reemplazando en la segunda derivada:

! 3y’y’, 144 ! nr ! 144
1+(y)2—7(y )=0 = [[1+ ) y" -3y'(y')*=0

14



‘(A.lh,k:l

Figura 1.4: Circunferencias de cualquier radio y centro.

e e) Encontrar la ecuacion diferencial que defina las parabolas con su eje paralelo al

eje de las abscisas y de foco de valor b
La ecuacién de la parabola es:
vy —k)?=4P(x—k)

Donde h y k son los puntos del vértice y P es el foco. Por lo tanto, de acuerdo al

enunciado se expresa como:
(y—k)? =4b(x—h)

Es necesario derivar dos veces para eliminar los términos h, k. Derivando por primera

vez:
20y —k)y' =4b = (y —k)y' =2b
Derivando por segunda vez:

(y")?
yll

O+ -ky"'=0=y—k=-

Reemplazando en la primera derivada:

———y'=2b =|2by" +(y')* =0

15



Figura 1.5: Pardbolas de foco b y su eje paralelo a la abscisa.

e f) Encontrar la ecuacion diferencial que defina las pardbolas con el vértice y el foco

sobre el eje de las abscisas.
De la ecuacion de la pardbola se tiene:
(vy—k)2=4P(x —h) = y? =4P(x+ h)

Es necesario derivar dos veces para eliminar los términos P y h. Derivando por primera

vez:
2yy' = 4P = yy' = 2P

Derivando por segunda vez:

)2 +yy" =0

R ™| vino

Figura 1.6: Parabolas de foco y vértice sobre el eje de la abscisa.
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e g) Encontrar la ecuacién diferencial que defina a las estrofoides de la Figura 1.7
La funcion de la estrofoide de la Figura 1.7 es:

_x*(a+x)

a—Xx

2

Se debe derivar una vez para eliminar el término: a
Para ello se despejara este término:

xy? + x3
a= Y2 — x2

Derivando la funcion:
0= (xy® +x%)'(y* —x*) — (xy* + x3)(y* — x?)’
0= (% +2xyy' + 3x*)(y* — x?) — (xy* + x*)2yy’ — 2x)

0 = [y*+ 2xy3y’ + 3x%y? — x%y? — 2x3yy’ — 3x*] —
[2xy3y’ + 2x3yy’ — 2x2y? — 2x*]

0 =—4x3yy' + y* + 4x%y? — x* = [4x3yy' + x* — 4x?y? —y* =0

Ya

|
L

: -Q\"'- =

|

Figura 1.7: Estrofoides.

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios de caracter geométrico.

17



a) Obtener la ecuacidn diferencial de la familia de curvas de Parabola con el vértice y el

foco sobre el eje (x) cuando v(—h, 0) utilizando la ecuacién general de la parabola.

b) Obtener la ecuacidn diferencial de la familia de curvas de las trisectrices de Maclaurin

cuando y?(a + x) = x%(3a — x).

c) Hallar la ecuacién de las curvas, tales que la parte de cada tangente, comprendida entre

el eje de las x y el punto de tangencia, esta dividido en dos partes iguales por el eje de las

y.

d) La tangente en cualquier punto de una curva y la recta que une ese punto con el origen
forman un tridngulo isdsceles con base en el eje de las x. Hallar la ecuacion de la curva

sabiendo que pasa por el punto (3,3).

e) Hallar la linea para la cual la subnormal en cualquier punto sea a la suma de la abscisa y

la ordenada como la ordenada de este punto es la abscisa.

3

. s . . ™ . . X
f) Obtener la ecuacién diferencial de la familia de curvas de los cisoides y? = —

x?(a+x)

g) Encontrar la ecuacién diferencial de los estrofoides dados de la ecuacién y? = p—

1.4.2 Problemas de caracter fisico

En el aspecto fisico, una ecuacion diferencial contiene informaciéon correspondiente a
cinematica, estatica, dindmica, movimiento armoénico simple, fluidos, etc. Las leyes de la

fisica son las encargadas de representar estos sistemas en una ecuacion diferencial.
Ejercicios resueltos

Resolver cada uno de los siguientes problemas de caracter fisicos planteados

e a)Plantear la ecuacién diferencial que defina la dinamica de un péndulo de longitud

Ly de masa m.

Al aplicar la segunda ley de Newton de fuerzas en la Figura 1.8.

18



—-mgsend =ma = mgsenf +ma =0

= a+gsenfd =0
Se conoce que la aceleracién a es:

d?s d?s
— +gsenf =0

a=— =
dt? dt?

El espacio "s" que recorre el péndulo es la longitud de arco.

s=RO =16

2

L_
dt?

+gsenf =0= é+%sen 0

Figura 1.8: Péndulo simple diagrama de cuerpo libre.

e b) Encontrar la ecuacién diferencial que defina la caida libre despreciando la

resistencia del aire.

Al aplicar la segunda ley de Newton de fuerzas en la Figura 1.9.

= - —dzy
mg = ma 9="7n
d?y

19



Figura 1.9: Caida libre de un cuerpo.

e ) Encontrar la ecuacién diferencial que defina el proceso de vaciado de un

recipiente cilindrico de radio Ry altura h, a través de un orificio de radio r en la base.
Segun la mecdnica de fluidos, el flujo que pasa a través de un orificio es:

Q = kvA =V = kvAt
= dV = kvAdt

Donde Q: flujo, k: constante de vaciado, v: velocidad, t:tiempo, VV: volumen y A: drea
El volumen del liquido del cilindro es:

V = nR?y
La disminucién de volumen del liquido es:

dV = —mR?*dy

El signo menos representa que se trata de disminucidn. Se iguala esta ecuacién con el

volumen a través del orificio:

kvAdt = —nR?dy = kvnr?dt = —mR?dy
= kvr?dt = —R?%dy
) kr?
== y = —FU

20



La velocidad de la caida del liquido es:

, kr?

V=V29y =y =~z 29y

2R

Figura 1.10: Vaciado de un cilindro.

e d) Encontrar la ecuacién diferencial que defina la dindmica del circuito eléctrico de

bobina, capacitor y resistencia en serie.

Aplicando la ley de voltaje de Kirchhoff.

_‘/I,n+VR+VL+VC:O

Donde Vjy: Voltaje en la resistencia, V; : voltaje en la bobina, V,: voltaje en el capacitor.

Vs = iR
v =12 q
LT~V tRiH LI+ 5 =0
v, =1

C

Ademas, se conoce que:

21



=d—q=>—V- +Rq’+Lq”+g=0
dt " o

i

= |Lq" + Rq’ +%= Vin

—]

Vin

Figura 1.10: Circuito RLC en serie.

e e) Plantear una ecuacion diferencial que defina la atraccién de un cuerpo que se

encuentra afuera de la Tierra. De acuerdo a Newton la fuerza de atraccion es:

, 1
F=S—2=>F=ngS—2

Donde m: es la masa del cuerpo, R: radio de la Tierra, g: gravedad de la Tierra, s:

distancia.
X d?s
—F =ma = —mgR _z_mﬁ
d?s R2 1 0
= — + ]
dt? g 52
N Y
. (.
= Ne E
// w_\‘/ X
| R \
Iv\“ {"‘I
\\ /'/(.‘

Figura 1.11: Objeto atraido hacia la Tierra.

22



e f) Encontrar la ecuacién diferencial del proceso de vaciado de un recipiente de

forma esférica de radio R y que presenta un orificio en la base de radio r.

El flujo a través de un orificio es:
Q = kvA =V = kvAt
= dV = kvAdt
El volumen de liquido de una pequeiia parte en la esfera es:
dV = —mx?dy

El signo menos representa la disminucién de volumen. lIgualando las dos ultimas

ecuaciones:
—nx?dy = kvAdt = — nx?dy = kvnr?dt

= x%dy + kvr?dt = 0

La velocidad de la caida de liquido es:

v=,2gy = x%*dy+ k\2gydt =0

= x%y' +k\/2gy =0
La ecuacién de la circunferencia de la Figura 1.12 es:

(x—h)?+(y—-k)>=R*=x*—(y—R)*=R?

= x?2 =R%?+ (y — R)?

Reemplazando en la ecuacidn diferencial queda:

[R* + (y — R)?ly’ + ky/2g9y = 0

23



2R ,/‘ P(OrR) :‘

Figura 1.12: Vaciado de un tanque esférico.

Ejercicios propuestos:
Resolver los siguientes ejercicios de caracter fisico.

a) Hallar la ecuacién del movimiento de un punto sabiendo que la dependencia a la
aceleracién del tiempo se expresa por la formula a = 2,4t, siparat = 0, la distancias = 0

y parat = 5 la distancia s = 40.

b) El camino recorrido por un cuerpo durante el tiempo t. Si su velocidad es proporcional

al trayecto, sabiendo que en 10 s el cuerpo recorre 100 mts y en 15 s recorre 200 mts.

c) Platear la ecuacién diferencial con el calculo del interés segun un capital (c) en un tiempo

(t) bajo una tasa ()

d) Establecer la ecuacién diferencial de la velocidad de crecimiento de la poblacidn
infectada si es proporcional al nimero de habitantes infectados y no infectados. Se sabe

gue la poblacién es de N habitantes que no aumenta.

e) Se tiene un disco plano conductor de calor con un radio r, y su temperatura es

Tor . . : - .
u(r,0,0) = %sm (v0) para untiempo t > 0, la frontera de disco disipa calor al ambiente
que se mantiene en cero grados.

24



f) Hallas la temperatura de una esfera de radio r,, cuya superficie se mantiene nula, si en

el instante inicial la temperatura de la esferaesde ul|;—o = f(r), 0 < r <7y

1.5 La primitiva
La solucién de una ecuacién diferencial lleva a encontrar una funcién llamada primitiva.

Dichas funciones pueden contener una o mas variables independientes.
Ejercicios resueltos

Demostrar que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones diferenciales

planteadas en cada literal.

senx

e a) y= ; xy'+y =cosx

X
Derivando una vez la funcién:

XCOSX —Senx
y' =

x2

Reemplazando en la ecuacién diferencial

XCOS X — Sen x sen x XCOSX —Ssenx Ssenx
x( > )+ = COoSXx = + = COSX
X X X X
XCOSX —senx + senx X COS X
=(C0SX = —— = (C0SX
X X

= [cosx = cosx] L.g.q.d

e b) y=cx(x—c)+c:y +1 (2 =xy"
Derivando por primera vez la funcién:
y=cx>—cix+c, = y =2¢;x —c?
Derivando por segunda vez:
y'=2c

Reemplazando en la ecuacion diferencial

25



1
2cx — ¢ + 1(261)2 =x(2¢c;) = 2¢ix —c? +c? =2cx

— Par=Zazllead

se

tntdt: xy' =y +xsenx

R

Derivando la funcién como producto:

, *sent sent *sent
y' = dt+x[ ] = dt + senx
0 t t Ji=x 0 t

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

sent *sen
x(Tdt+senx)=x Tdt+senx:
0

*sent *sent
X : dt +senx = x : dt + senx| l.q.qd
0 0

o d) y=2x%e"2*+2e*+3e % :y +2y=6e* +4xe
Derivando la funcion se tiene:

y' = 4xe ¥ — 4x%e ™ + 2e* — e
Reemplazando en la ecuacion diferencial:

y' + 2y = 4xe ?* — 4x%e™ + 2e* — 667 + 2(2x%e ™% + 2e* + 3e7%)

= 6e* + 4xe ¥

l6e* + 4xe~2* = 6e* + 4xe~%*|1.q.qd

e e) y=4e**+2e 3, y"+y ' —6y=0

26



Derivando por primera vez la funcién:
y' = 8e?* — 6e™3X
Derivando por segunda vez
y" = 16e%** + 18e73¥
Reemplazando en la ecuacidn diferencial:

16e2* + 18e73* + 8e2* — 6e — 3x — 6(4e?* + 2¢73%) = 0 = [0 = 0]l.q.q.d

Encontrar la ecuacion diferencial a partir de la funcién dada en cada literal
° _ 2 _
a) ysenx —xy“=c

Derivando la funcién respecto a x :

y'senx +ycosx —y% —2xyy' =0 = |(sen x — 2xy)y’ + ycos x = y?

e b) y=Asen(3x)— Bcos(3x)

Es necesario derivar dos veces para eliminar los términos A y B. Derivando por primera

vez queda:
y' = 3Acos3x + 3B sen3x
Derivando por segunda vez:

y" =—9A4sen3x + 9B cos3x = y" = —9(Asen3x — Bcos 3x)

Por lo tanto, la ecuacidn diferencial queda:

y'=-9y = [y"+9y =0
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e ¢) y=ce*+ce*

Es necesario derivar dos veces para eliminar los términos c; y c,. Derivando por primera

vez queda:

y' =2ce?* —ce”*

Derivando por segunda vez:

yl’ C
_ 2
y" =4cie? + e = e = T2

—-X
Reemplazando en la primera derivada se tiene:

" c 1 c
yI: <y———2€_x>=y7—EZe_x=>CZe_x=y"—2y’

Reemplazando en el término anterior.

n

y
ce?* =—
4

029 = et =2

I

Reemplazando en la funcidn se tiene:

!

3
y:y?‘ky”_zy’:_iyl"'y”ﬁZy”_3y’_2y:0

o d) y=ce*+0Cx

Es necesario derivar dos veces para eliminar los términos c¢; y ¢,. Derivando la primera

vez se tiene:
y' =ce*+c,

Derivando la segunda vez se tiene:
y// — Clex

Reemplazando en la primera derivada se tiene:
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y,=y”+C2 — C2=yl_yll

Reemplazando en la funcidn se tiene:

y=y"+ @ =y x=y" —xy" +xy =[1-x)y" +xy' —y=0

e e) y=cx3+cyx

Es necesario derivar dos veces para eliminar los términos c¢; y ¢,. Derivando la primera

vez se tiene:
I 2
y' =3c1x° + ¢y

derivando por segunda vez se tiene:

14

143
=6cx = ¢4 =—
y 1 17 ex

Reemplazando en la primera derivada se tiene:

=3 . A =ay te = =y —=y"
Y =3\ 6x 2=5Y 2 2=V —5Y

Reemplazando en la funcidn se tiene:
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Ejercicios propuestos:

Encontrar la ecuacidn diferencial a partir de la funcién dada en cada literal de los siguientes

ejercicios propuestos.

a) y = Asin (x)

b)y =A4e ™ - B

c)ycos x + xy? =C

d)y = Ae* — Bx?

e) y = Acos (ax) + Bsen (ax)
f)In y = Ax? + Bx?

__ Ae*+Be™*

8ly=—")
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2 PRIMER ORDEN Y PRIMER GRADO

Una ecuacion diferencial de primer orden y primer grado puede ser representada como:
M(x,y)dx + N(x,y) =0 (2.1)

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales se presenta los siguientes métodos:

2.1 Variable Separable
Este método se aplica cuando los coeficientes M y N de la ecuacién (2.1) se pueden separar
en funciones de solo x (variable independiente) y solo y (variable dependiente) mediante

métodos de factorizacién; quedando expresada de la siguiente manera.

a(x)dx + B(y)dy =0 (2.2)

La ecuacion diferencial se resuelve por integracion directa. En algunos casos puede venir

expresada directamente como la ecuacion (2.2)

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de separacion

de variables.
e a) (1+yHdx+ (1 +x2)dy=0

1

1 1 1
1+—xzdx+1+y2dy:() ﬁfmd?(ﬁ'fmdy:f()dx

= |arctan (x) + arctan (y) = C|

e h) x2y2 —4x? = (x2y2 _ 93'2)%
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x2 y2
xz(yz—4)dx—y2(x2—9)dy=0=>f x2—9dx_f y2_4dy=

fxz_9+9d fy2_4+4d
et _— — —
x%2 -9 x y2—4 y

fx2_9d+f > 4 fy2_4d J Yy =
x2—9 x2—9% y2—4y y2—4 y=

S
SERE AL Tl VY R W)

e ¢) (e¥+1)cos xdx+eY(sen x +1)dy =0

Ccos X dx + eY p 0 f cos x )d +f eY p 0
—_—— = e —_— =
senx + 1 x ey +1 Y senx + 1 x ey +1 y

d(senx+1) d(e¥ +1)

- = 1 D+In(e? +1) =
(senx+1) @+ D O=In(senx+1)+In(e?+1)=C

|(sen x+1DEr+1) = C|

d x2—xy—-x+
d) 2= y—x+y

dx xy—y?

Q=x(x—y)—(x—y)=(x—y)(x—1)=x—1
dx y(x—y) yx—y) y

yZ xZ
f ydy—f (x—1dx=0= 7—7+x=c

dx ay+b
¢ e) ay _-cy+d
ad
faerbd fd—0=> a, "%, fd—o
cy+dy *= b cy+d Y x=
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a bc —ad d
Ey+ =z ln(y+z)—x=C1

o f) (y2+xy2)2—z+x2—x2y=0

2+ xy?)dy + (x?> —x%y)dx =0 = y?(1 +x)dy + x*(1 — y)dx = 0

x? y (x? —1)+1 (y? —1)+1
J.x+1dx+f1—y _0:>,f x+1 f y=0
(x+1)(x—1)+1 (y—l)(1+y)+1 B
x+1 f dy =0
(x+1)(x—1) (y—l)(y+1) dy
x+1 fx+1 f y—1_0
x2 y2
7—x+ln(x+1)—7—y—ln(y—1)=

x%2 —y%—2x—-2 +21n(x+1>—
y y 1) "

e g) e*senydx+ (1+e*)senytanydy=0 ~ y=60,x=0

X

(1+e%)

ex
dx+tanydy=0:>f T exdx+f tanydy =0

1+e*
ln(1+e")—ln(cosy)=c=>ln( >=0
cosy

= |1+ e* =cosy|

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de separacién de variables.

a)(1+yHdx=(y—y1+y2)1+ xz)%dy
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b)(1+y+y3dx +x(x*—4)dy =0
c) sen(4x) dx + 2y cos3(4x)dy = 0
d) 2xydx — (1 +x¥)dy =0

dy _
e)--(—-3)=0
f) (x + xy?)dx + (yx? —y)dy =0

g) b?dx = xVx2% — b2dy

2.2 Coeficientes homogéneos
Los coeficientes M y N de la ecuacién (2.1), se dicen que son funciones homogéneas si

cumplen con la siguiente definicidn:

M(Ax, Ay) = 2*M(x,y)

X (2.3)
N(Ax,dy) = A*N(x,y)

Donde k es el grado de homogeneidad de las funciones M y N y que deben ser iguales. Por

lo tanto, el método consiste en realizar los siguientes cambios posibles de variable:

y=zx = dy = zdx + xdz

x=zy =dx =zdy + ydz
Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de

coeficientes homogéneos.
e ) [xcsc(%) —y] dx +xdy =0
Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:

_ y _ Ay
M(x,y) = xcsc(;) —y = M(Ax,Ay) = Ax csc x - Ay

= M(Ax,Ay) = 4 [x csc (%) - y]
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N(x,y) = x = N(Ax, 1y) = Ax
Se realiza el siguiente cambio de variable:
y=2zx = dy =zdx + xdz

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:
zZX
[x csc (7) — Zx] dx + x(zdx + xdz) = 0

(cscz—2)dx+ zdx +xdz=0 = csczdx+xdz=0

Se resuelve por el método de separacién de variable:

dx
7+senzdz= 0 = In(x)—cosz=C

Se regresa a variables originales:

R I

= |In(x) + cos (%) =C

e b) xy' ln% =x+ yln%
Se expresa de la forma diferencial como la ecuacion (2.1):
y y _
[x+yln(;)] dx —xln(;) dy =0

Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:

A
MCxy) =%+ yIn (2) = MO Ay) = 2x + Ayin (22
= Y
M(Ax, dy) = 4 [x +vIn (x)]
N(x,y) = —xIn (X) = N(Ax,Ay) = —Ax1In (A_y)
’ x ' Ax

N(Ax,Ay) = A[~x1In (%)]
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Se realiza el siguiente cambio de variable:
y=2zx = dy =zdx + xdz

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

[x + zxIn (%)] dx —xIn (%) (zdx + xdz) =0

(1+zlnz)dx —Inz(zdx +xdz) =0 = dx —xIlnzdz=0
Se resuelve por el método de variable separable:

dx
7—1nzdz=0 = Inx—(zlnz—2z)=C

= Inx—-—z(Inz-1)=C

Se regresa a variables originales:

=2 = ln(x)—%[ln(%)—l] =C

e ¢) ydx+ (2\/xy —x)dy =0
Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:

M(x,y) =y = M(Ax,Ay) = Ay
N(x,y) = 2/xy — x = N(Ax, Ly) = 24/A2xy — Ax = A[2\/xy — x]

Se realiza el siguiente cambio de variable:
x=2zy — dx =zdy + ydz
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
y(zdy + ydz) + (2 zy? — zy) dy =0=zdy +ydz+ (2¥z—z)dy = 0
= 2vzdy + ydz =0

Se resuelve por el método de variable separable:
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d dz
2—y+—=0=>21ny+2\/5=c = Iny+vVz=C
y Vz

Se regresa a variables originales:

X x
z=—=|lny+ [—-=C
y y

e d) (6x%—7y*dx — 14xydy =0

Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:

M(x,y) = 6x% — 7y? = M(Ax,Ay) = 6(Ax)? — 7(1y)?
= M(Ax, Ay) = A2(6x% — 7y?)

N(x,y) = —14xy = N(Ax, Ay) = —14(Ax)(Ly)
= N(Ax,1y) = —14A%xy
= N(Ax,ly) = 12(—14xy)

Se realiza el siguiente cambio de variable:
y=2zx = dy =zdx + xdz
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

(6x2% — 72%2x?)dx + 14x%z(zdx + xdz) = 0 = (6 — 7z®)dx — 14z(zdx + xdz) = 0
= (6 — 212z%)dx — 14xzdz = 0

Se resuelve por el método de variables separables:

1 141 ( ) 2) c
- R _ | =
H.X+42 n{\z 7

Se regresa a variables originales:
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_J 1 2] _
Z—;=>lnx+§ln[(;) —;]—C

7y% — 2x2
7x2

2 2
e 7y< — 2x
7x2

= |x(7y? - 2x?) =C

=>31nx+ln< =C

= In =C

e e (x?2+3xy+yHdx—x%dy=0
Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:

M(x,y) = x? + 3xy + y? = M(Ax, Ay) = 12x% + 32%xy + A%y?
= M(Ax, Ay) = 12(x% 4 3xy + y?)

N(x,y) = —x? = N(Ax, Ay) = —1%x? = 12(—x?)
Se realiza el siguiente cambio de variable:
y=2zx = dy = zdx + xdz
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

(x% 4+ 3x%z + z2x?)dx — x%(zdx + xdz) = 0
(14+3z4+2z¥)dx —zdx —xdz=0= (z>+2z+ 1)dx —xdz=0

Se resuelve por el método de separacién de variables:

x4 c
—_ = —3 =
x  (z+1)? RPN
Se regresa a variables originales:
y X
z===hx+7—=C=|Inx+——=C
x %4_ 1 x+y

o f) [x — yarctan (y)] dx + x arctan G) dy =0

X
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Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:

A
M(x,y) = x — y arctan (%) = M(Ax, Ay) = Ax — Ay arctan (%)

= M(Ax,ly) = A [x — yarctan (%)]

A
N(x,y) = xarctg (%) = N(Ax,Ay) = Ax arctan (%)

_ Y
= N(Ax,ly) =1 [x arctan (;)]
Se realiza el siguiente cambio de variable:

y =2zx = dy = zdx + xdz

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

[x — xz arctan (%) ] dx + x arctan (%) (zdx +xdz) =0

(1 — zarctan z)dx + arctan z (zdx + xdz) = 0 = dx + xarctanzdz = 0

Se resuelve por el método de variables separables:

dx 1
7+arctanzdz =0= lnx+za1‘ctanz—§ln(z2 +1)=C

Se regresa a variables originales:

3 y vy 1, (y? B
z==> lnx+xarctan(x) 2ln<xz+1>—C

e g) (y—\/x2+y2)dx—xdy=0;x=\/§,y=_1
Se verifica si los coeficientes de los diferenciales son funciones homogéneas:
M(x,y) =y —+/x2 +y2 = M(Ax, 1y) = ly — /A2x2 + A2y2
= M(Ax, 2y) = A(y — /22 +2)

N(x,y) = —x = N(Ax,ly) = —Ax = A(—x)
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= N(Ax, ly) = A(—x)
Se realiza el siguiente cambio de variable:
y=2zx = dy =zdx + xdz

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:
(Zx —/x%+ xzzz) dx — x(zdx + xdz) = 0
(z—\/1+zz)dx—zdx—xd2= 0 = —/1+2z%dx—xdz=0

Se resuelve por el método de variables separables:

o mx+l (z+V1+22)
— = nx nil\z Z =cC
X N1+ 2z?

Se regresa a variables originales:

’ 2
Z=X=>lnx+ln X+ 1+y—2 =C
X X X

y+m>
X

=>lnx+ln< =C

+x2 +y?
= In x(%) =C

=y+Jx2+y2=C
Mediante las condiciones iniciales se encuentra el valor de c:

y(V3)=-1=-1+V3+1=¢C

=0C=1

Se reemplaza en la solucion:

yH+x2+y?=1
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Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de coeficientes homogéneos.
a)xy' =2y + 4xe”x

b) x2y’ = 6x% + 9xy + 2y?

c) 2xdy — 2ydx = /4x? + 4y?dx

d) 2xdy — 2ydx = \/4x? + 4y?dx

4
g) ZxZ—Z =xex+3y,y(1)=0

2.3 Coeficientes no homogéneos
Para resolver mediante este método, la ecuacion diferencial debe tener el siguiente

formato:
(alx + bly + Cl)dx + (azx + bzy + Cz)dy = O (24)

Se debe resolver el sistema de ecuaciones de primer orden, formado por los coeficientes
de los diferenciales, para continuar con el siguiente cambio:

x=t+h=dx =dt

y=w+k=dy =dw (2.5)

Donde hy k, de las ecuaciones (2.5), son las soluciones del sistema de ecuaciones. Lo que

se busca es reducir a una ecuacion diferencial de coeficientes homogéneos.

En el caso que el sistema de ecuaciones tenga infinitas soluciones, el cambio de variable es
el siguiente

Z=a.x + by (2.6)
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Donde es necesario despejar cualquier variable, como puede ser x o y, y calcular su

diferencial; para luego ser reemplazado en la ecuacion (2.4)

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de

coeficientes no homogéneos.

; __ x+y-1
x—-y+1

e a)y
Se expresa como la ecuacion (2.4):
x+y—-1Ddx+(—x+y—-1dy=0

Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales:

{x+y—1=0 {x+y=1
-x+y—-1=0 —x+y=1

={2i=62

Se realiza el siguiente cambio de variable:

x=t = dx =dt

y=w+1 = dy =dw
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

(t+w+1-1Ddt+(-t+w+1-1Ddw=0 = (t+w)dt+ (w—1t)dw =0
Se resuelve por el método de coeficientes homogéneas:

t=2zw = dt = zdw + wdz

(zw + w)(zdw + wdz) + (W — zw)dw = 0

CZ+Ddw+wdz)+(1—2)dw=0= (z?+ Ddw +w(z+ 1)dz =0

dw z+1
= —+

dz=0
w  z24+1 z
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1
= lnw +§ln(z2 + 1) +arctanz =C

Se regresa a variables originales:

t=x
R ) C T [ SIY (e ( - >—C
x n(y—1) 2n =12 arctan =1~

y—1

7 =

2

_x
(y— 1?2

X
21r1(y—1)+1n[ +1l+2arctan(y_1) =C

In {(y —1)2 Ml} + 2 arctan (y i 1) =C

(y—1)
yi1)=c

In[x? + (y — 1)?] + 2 arctan(

e b) x—4y—-9dx+Ax+y—-2)dy=0

Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales:
{x—4y—9=0=>{x—4y=9
dx+y—-2=0 dx+y =2

:{;C:iZ:{l}:iz

Se realiza el siguiente cambio de variable:
x=t+1 = dx=dt
y=w-—-2 = dy =dw

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
t+1-4w+8—-9)dt+(4t—4+w—-2-2)dw=0

(t—4w)dt + (4t +w)dw =0

Se resuelve por el método de coeficientes homogéneos:
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t=2zw - dt = zdw + wdz

(zw — 4w)(zdw + wdz) + (4zw +w)dw = 0

2

1
dw +wdz =0

(z—4)(zdw+wdz)+ (4z+ 1Ddw =0 = p—

dw z-—4

w1+ z2

1
dz=0 = lnw+zln(1+zz) —4arctanz =C

In[w?(1 + z?)] — 8arctanz = C

Se regresa a variables originales:

t=x-1

w=y+2 In{(y + 2)? 1+<x_—1)2 —8arctan(x_1>—(]

o=t Y y+2 y+2/
y+2

x—1
1 2)? —1)?] + 8arct ( )=C
n[(y + 2)*+ (x — 1)“] + 8arctan yi2

e ¢) (x—3y+2)dx+3(x+3y—4)dy=0
Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales:

{ x—3y+2=0 {x—3y=—2

3x+9y—-12=0 3x+9y =12
x=1 h=1

Se realiza el siguiente cambio de variable:
x=t+1=dx=dt
y=w+1=dy=dw

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
t+1-3w—-3+2)dt+@Bt+3+9w+9—-12)dw =0

(t—=3w)dt+ (Bt +9w)dw =0
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Se resuelve mediante el método de coeficientes homogéneos:
t =zw = dt = zdw + wdz
(zw = 3w)(zdw + wdz) + (3zw + 9w)dw =0
(z=3)(zdw +wdz) + Bz+9dw =0 = (z>+9)dw + (z— 3)wdz =0

dw z-3

+
w  z249

dz=0=Inw +11n(z2 + 9) — arctan (E) =C
2 3
z

In [w?(z% + 9)] — 2 arctan (3) =C

Se regresa a variable originales:

t=x-1

w=y—1 ) x —1\2 x—1

Z:x_l In (y—].) ()/Tl) +9 —2arctan[m]=C
y—1

In[(x — 1)? +9(y — 1)?] -2 arctan[ =C

x—1
3(y—-1)

dy _ 2x+3y+1
dx 3x—2y-5

e d)
Se expresa como la ecuacion (2.4):
2x+3y+1dx+(—-3x—2y—5)dy =0
Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales:
{2x+3y+1=0 {2x+3y=—1
—3x+2y+5=0 —3x+2y=-5

Se realiza el siguiente cambio de variable:

x=t+1=dx =dt
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y=w—-1=dy=dw

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
2t+24+3w—=3+1Ddt+(-3t—3+2w—-2+5)dw=0
2t +3w)dt + (=3t +2w)dw =0

Se resuelve mediante el método de coeficientes homogéneos:
t =zw = dt = zdw + wdz
(2zw + 3w)(zdw + wdz) + (—3zw + 2w)dw = 0
(2z+3)(zdw +wdz) + (=3z+ 2)dw =0

dw 2z+3

(2z° +2)dw + 2z +3)wdz = 0 = 2— + — dz=0
w  z¢+1

2Inw +1In(z? + 1) + 3arctanz = C = In[w?(z? + 1)] + 3arctanz = C

Se regresa a variables originales:

t=x-1

w=y+1 ) x — 1\? x—1y

Z:x_1 Infy(y +1) (m) +1 +3arctan<y+1)—C
y—1

In[(x — 1)? + (y + 1)?] + 3 arctan (x— 1) =C
Y y+1/)

e e) (2+y)dx+ (2y —x) = 0 Se resuelve el sistema de ecuaciones lineales:

{2y—x=0 {y=—2:>{k=—2

Se realiza el siguiente cambio de variable:
x=t—4=dx=dt

y=w-—2 = dy =dw
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Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
R4+w—-2)dt+ (2w —-4—-t+4)dw =0 = wdt+ (2w —t)dw =0
Se resuelve mediante el método de coeficientes homogéneos:
t =zw = dt = zdw + wdz

w(zdw +wdz) + 2w —zw)dw =0 = zdw + wdz + (2 — z)dw = 0

dw
2dW+WdZ=0=>27+dZ=0

=2lnw+z=C

Se regresa a variables originales:

t=x+4
w=y+2 21 +2 +x+4_C
y+2

o f) x+y—2)dx+(x+y+3)dy=0

No se puede resolver el sistema de ecuaciones lineales; por lo tanto, se realiza el cambio

de variable de la ecuacidén 1.6:

Zz=x+y => y=z—Xx

= dy =dz—dx
Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

(z—2)dx+(z+3)(dz—dx)=0= (z+3)dz—5dx =0

ZZ

7+3z—5x=C

Se regresa a variables originales:

x + y)?
z=x+y:>%+3(x+y)—5x=(]
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= (x+y)2+6x+6y—5x=C

=x+y)+x+6y=C

e g (x+y—2)dx+(2x+2y—-5)=0

No se puede resolver el sistema de ecuaciones lineales; por lo tanto, se realiza el cambio

de variable de la ecuacién (2.6)

Zz=x+y=>y=z—x

= dy =dz—dx
Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

(z—2)dx + (2z — 5)(dz — dx) = 0

2z
(2z—-5)dz+ (—z+3)dx =0 = — 3dz+dx=0

—2z—In(z—-3)+x=C
Se regresa a variables originales:

z=x+y=-20@x+y)—-In(x+y—-3)+x=C

=|In(x+y—-3)+x+2y =C|

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de coeficientes no

homogéneos.
a) (x—4y—-9)dx+ (4x+y—-2)dy=0

b) (5x+4y)dx+ (y+3)dy =0

) EZ._ x+3y-5

dx x-=y—1

3x+4y+7
y+2x+15

d) y'=-—
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e) ycosxdx + (2y —senx)dy =0
f) Bx+4y+1)dx+Bx+3y+1)dy=0

g) 2x+y—1dx+(x—-2y+3)dy=0

2.4 Exactas

Se dice que la ecuacion (2.1) es exacta si cumple con la siguiente definicién:

oM 0N

- = 2.7
dy Ox 27)

Cuando cumple con la igualdad de la ecuacion (2.7) se resuelve siguiendo los siguientes

pasos:

fou) = [ M@ dx+ go) 2.8)

El término g(y) se le conoce como funcién arbitraria que resulta luego de la integral con

respecto a x. Derivando tenemos:

Luego es necesario encontrar la funcién arbitraria; por lo tanto, despejando de la ecuacion

(2.9) se tiene:

ol M(x,y)d
90) = [ Wesay- | | k2 Ay

Finalmente, la solucién se define como:

fM(x, y)dx+g(y)==C (2.10)

De forma andloga, se puede empezar con el coeficiente N(x,y) y siguiendo los mismos

pasos anteriores.
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Feuy) = [ Nesyydy + 9

ol N(x,y)dy]
dx

o[[ N(x,y)d
g(x)sz(x,y)dx_” [f g;y) y]ldx

+g'(x) = M(x,y)

fN(x,y)dy +g9(x)=C

Este proceso se lo realiza en caso que el coeficiente N(x, y) es mas facilmente integrable.

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Exactas:
y —
e a) (;+ 6x) dx+ (Inx —2)dy =0

Se realiza derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la ecuacién

(2.7):

y 1
M(x,y)=;+6x= My=;

1
N(x,y)=lnx—2=Nx=;

Se emplea la ecuacion (2.8):

flx,y) = f (¥+ 6x) dx + g(y) =ylnx +3x% + g(y)

Se continua con la ecuacion (2.9):

Inx+g'(y)=lnx-2=g'(y) = -2
= g(y) =2y

Se reemplaza en la ecuacion (2.10):
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ylnx +3x2—-2y=C

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

f(§+6x)dx = ylnx + 3x?; f(lnx—Z)dy =ylnx — 2y

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales tengan las dos variables:

d(ylnx) +d(3x?) —d(2y) =0=|ylnx+3x*2 -2y =C

3 _ _xy ayy _
e b)4x° —e (y+xdx)—0
Se debe representar como la ecuacién (2.1):
(4x3 —ye*)dx — xe®™dy = 0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7):
M(x,y) = 4x*> —ye™ = M, = —e™ — xye™”
N(x,y) = —xe*™ = N, = —e™¥ — xye™”

Se emplea la ecuacion (2.8):
FOuy) = [ @ = yedx + g) =t = 7+ ()

Se continua con la ecuacion (2.9):

—xe¥ +g'(y) = —xe? = g' () =0=g90) =

Se reemplaza en la ecuacion (2.10):

xt—e¥W 4, =C=x*—e¥ =
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Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy
[ = yemyax =xt - s - [ xeway = e

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales tengan las dos variables:

d(—e®) +d(x*) = 0 = [x* — e = (|

e ¢ (2xy?+2y)dx + (2x*y + 2x)dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7):
M(x,y) = 2xy* + 2y = M, = 4xy + 2
N/(x,y) = 2x*y + 2x = N, = 4xy + 2

Se emplea la ecuacion (2.8):
FOuy) = [ @xy? + 29)dx + g) =277 + 2y + g )
Se continua con la ecuacion (2.9):

2x2y+2x+ g’ (V) =2x*y+2x = g9' () =0=g(y) = ¢,

Se reemplaza en la ecuacién (2.10):

x2y?+2xy+c, =C=|x*y?+2xy=C

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

f(nyz + 2y)dx = x%y? + 2xy; f(szy + 2x)dy = x2y? + 2xy

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales tengan las dos variables:
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d(x?y?) +d(2xy) =0 = |x?y?+ 2xy =C

e d) (e*sin y — 2ysin x)dx + (e*cos y + 2cos x)dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7):
M(x,y) = e*seny — 2ysenx = M, = e*cosy — 2senx
N(x,y) =e*cosy+2cosx = N, =e*cosy — 2senx

Se emplea la ecuacion (2.8):

flx,y) = f(ex seny — 2ysinx)dx + g(y) = e*seny + 2y cosx + g(y)
Se continua con la ecuacion (2.9):
e*cosy+2cosx+g'(x)=e*cosy+2cosx=>9'(y) =0 = gy) =¢;

Se reemplaza en la ecuacion (2.10):

e*seny+2ycosx+c; =C =>|exseny+2ycosx =C

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

f(ex seny — 2ysinx)dx = e*seny + 2y cosx;

f(excos y + 2cos x)dy = e*sen y + 2y cos x

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales tengan las dos variables:

d(e*sen y) + d(2ycosx) = 0= |exsen y+ 2ycos x =C

e e) (1+y?2+xyddx+ (x’y+y+2xy)dy =0
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Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7):
M(x,y) =1+ y* +xy* = M, =2y + 2xy
N(x,y) = x’y +y + 2xy = N, = 2y + 2xy

Se emplea la ecuacién (2.8):

2

flx,y) = f(l +y? +xy?dx + g(y) = x + xy? +%y2 +9»)

Se continua con la ecuacion (2.9):

2
’ ! Y
2y + X%y +g' ) =Py +y+2y = g0 =y » g0 =

Se reemplaza en la ecuacién (2.10):

2

1
x+xy2+zx2y2+y7=6

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

2,,2 x22 2

x
J (A +y* +xy?)dx = x + xy* + Zy;f(x2y+y+2xy)dy= > +y7+x_y2

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales que tengan las 2 variables:

x2 2 2 1 2
d(xy2)+d< 4 )+d(x)+d<y )=O:> x+xy2+§x2y2+y—=c

2 2 2

e f) (2+6)dx+(nx—2)dy=0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7):
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1
M(x,y)=%+6x:>My=;

1
N(x,y) =lr1x—2:>Nx=;

Se emplea la ecuacién (2.8):

y
flx,y) = J. (;+ 6x) dx+ g(y) =ylnx +3x*+ g(y)
Se continua con la ecuacion (2.9):

Inx+g'(y)=lnx-2=49'(y) =-2=g9y)=-2y

Se reemplaza en la ecuacién (2.10):

ylnx +3x%? -2y =C

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

f(y+6x)dx =ylnx + 3x?; f(lnx—Z)dy =ylnx — 2y

X

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales que tengan las 2 variables:

d(ylnx) +d(3x?) —d(2y) =0=|ylnx+3x2 -2y =C

e g) [y+ycos(xy)ldx + [x + x cos(xy)]dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7):
M(x,y) =y + ycos(xy) = M, = 1 + cos(xy) — xy sen(xy)
N(x,y) = x + x cos(xy) = N, = 1 + cos(xy) — xy sen(xy)

Se emplea la ecuacion (2.8):
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fy) = f [y + ycos(xy)ldx + g(¥) = xy + sen(xy) + g(¥)
Se continua con la ecuacién (2.9):

x+xcos(xy)+g' () =x+xcos(xy) =>9'(y)=0=>9) =¢

Se reemplaza en la ecuacién (2.10):

xy +sen(xy) + ¢; = C =[xy + sen(xy) = C|

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

f[y + ycos (xy)]dx = xy + sen(xy); j[x + xcos (xy)]dy = xy + sen(xy)

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales que tengan las 2 variables:

d(xy) + d[sin(xy)] = 0 = |xy + sen(xy) = C|

e h) [sen(xy) + xy cos(xy)]dx + x? cos(xy) dy = 0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes para verificar si cumple con la

ecuacion (2.7)
M(x,y) = sen(xy) + xy cos(xy) = M,, = 2x cos(xy) — x*y sen(xy)
N(x,y) = x% cos(xy) = N, = 2x cos(xy) — x?y sen(xy)

Se emplea la ecuacion (2.8)

FGuy) = [ sen(y) + xy coseld + g»)

fl,y)=- % cos(xy) + x sen(xy) + %COS(xy) +9() = xsen(xy) + g(y)

Se continua con la ecuacion (2.9)
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x%cos(xy) + g'(y) = x*cos(xy) » g'()) =0 = g(¥y) =,

Se reemplaza en la ecuacién (2.10)

xsen(xy) + ¢; = C =[x sen(xy) = C|

Otra forma de resolver: [ M(x,y)dx - [ N(x,y)dy

f[sen(xy) + xy cos(xy)]dx = — % cos(xy) + xsen(xy) + %cos(xy) = x sen(xy)

f x2 cos(xy) dy = x sen(xy)

Se asocia en un solo diferencial las funciones iguales que tengan las 2 variables:

d(xsen(xy)) =0= |x sen(xy) = C|

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de exactas.
a) (senxseny — xe¥)dy = (e¥ + cos x cos y)dx)

b) (y —x¥dx + (x +y3)dy =0

c) (Bx* + 6xy?)dx + (6x2 + 4y3) =0

d) (ysenx —seny)dx — (xcosy + cosx)dy =0

e) (3x2 + 3xy?)dx + (3x%y + 3y? — 2y)dy =0

fZdy + (2m sy +2)=0

g) (ax? + 2bx + cy®)dx + (bx? + 2cxy —y?) =0
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2.5 Factorintegrante
En el caso que no se cumpla la ecuacién (2.7) se podria encontrar un factor que multiplique
a la ecuacién diferencial de la ecuacidn (2.1) para resolverla por el método de exactas de la

seccion (2.4).
Para encontrar el factor integrante (Fl) se tiene lo siguientes casos:
dM ON

dy 0x
N

— ) (2.11)

El término f(x) representa una funcién que depende Unicamente de la variable x. Por lo

tanto, el factor integrante viene definido como:
FI = el f(ax (2.12)

De forma analoga, se puede encontrar una funcién que dependa Unicamente de la variable

y
ON _oM
0x = dy = F(y) (2.13)
Donde el factor integrante viene definido como:
FI = el fOay (2.14)

También se puede tener un factor integrante que dependa de las dos variables x e y.
Cuando los coeficientes M y N de la ecuacién (2.1) son funciones homogéneas del mismo

grado y cumplen que M + N +# 0. El factor integrante se define como:

1

FI = ——
Mx + Ny

(2.15)

Por ultimo, si los coeficientes M y N de la ecuacion (2.1) no son funciones homogéneas y

se pueden representar como:

vf(x,y)dx + xg(x,y)dy =0 (2.16)
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Donde f(x,y) # g(x,y), entonces el factor integrante viene definido como:

1
FIl = —— 2.17
Mx — Ny ( )

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Factor

integrante.

e a) (1—x%y)dx+x*(y—x)dy=0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacién diferencial:
M(x,y) =1-x*y = M, = —x*
N(x,y) = (y —x)x? = N, = 2xy — 3x?

Se aplica la definicion (2.11) y (2.12) para el factor integrante:

—x2-2xy+3x? 2x%-2xy _p (XG=0)
FIl =l 700 ¥ J@o0® - o 0™ Z 42
Se multiplica por FI en la ecuacion diferencial:
(x7? =y)dx+ (y —x)dy = 0
Se resuelve por el método de exacta:
2 1 2
d(—x 1)—d(xy)+d<y >— 0= —;—xy-l—y?: C

e b) yZdx+ (x? —2xy)dy =0
Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacién diferencial:
M(x,y) =y* =M, =2y

N(x,y) = x? —2xy = N, = 2x — 2y
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Se aplica la definicién (2.11) y (2.12) para el factor integrante:

T 7o X ————d =2
FI = ef x2-2xy = ef x(x—2y) * e fx(x—Zy)dx = x~2

Se multiplica por FI en la ecuacion diferencial:
x2y%dx+ (1 —2x"1y)dy =0
Se resuelve por el método de exacta:

fy) = [ x2ydx + g0) = =2y + )

2xly+gW=1-2xly=40g0)=1=g90)=y

—xly?+y=C

NOTA: El ejercicio puede ser resuelto por el método de coeficientes homogéneos.

e ¢) (e*+xe¥)dx+xeY¥dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacidn diferencial:
M(x,y) = e* + xe¥ = M, = xe”
N(x,y) =xe¥ = N, =eY

Se aplica la definicién (2.11) y (2.12) para el factor integrante:

xeY—eY
FI = el xe7 % = JJ59x — ,

Se multiplica por Fl en la ecuacion diferencial:
er
<T + exey> dx +e*e¥dy =0

Se resuelve por el método de exacta:
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er er
flx,y) = J. <7+exey>dx+g(y) = dex+exe3’ +90)

e*y*+g'(y)=e*e? =g’ ) =0=g90)=¢

2x 2x

J.de+exey+61=C=> dex+exey=C

o d) (2xy?—3y3dx+ (7—3xy?)dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacién diferencial:

M(x,y) = 2xy* — 3y® = M, = 4xy — 9y?
N(x,y) =7 — 3xy? = N, = —3y?

Se aplica la definicion (2.13) y (2.14) para el factor integrante:

FI = ef% Y ef% Y fyy((zzggc S _ y~2
Se multiplica por FI en la ecuacién diferencial:

(2x = 3y)dx + (7y 2= 3x)dy =0
Se resuelve por el método de exacta:

f d (xz_2> +d(-3xy)+d(-7y " H)=0= x;_ 3xy —% =C

e ¢ dx+(§—seny)dy=0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacidn diferencial:

M(x,y)=1=M, =0

X
N(x,y) = ; —sen(y) = N, =
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Se aplica la definicion (2.13) y (2.14) para el factor integrante:

1
FI =7 = ¢y = y

Se multiplica por FI en la ecuacion diferencial:
ydx + (x —yseny)dy =0

Se resuelve por el método de exacta:

d(xy) +d(ycosy —seny) =0 :>|xy+ycosy—seny =C

e f) (x—2y3)dy—ydx=0
Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacién diferencial:
Mx,y)=-y=>M, =1
N(x,y)=x—-2y3>=N,=1
Se aplica la definicién (2.13) y (2.14) para el factor integrante:
FI =/ =7® = g2y = =2
Se multiplica por FI en la ecuacion diferencial:
(xy™* = 2y)dy —y~'dx =0

Se resuelve por el método de exacta:

d(—xy ™) —d(y?) =0 = ———y2=C=|y?+==¢
y y y y y ”

e g (x+y)dx—(x—-y)dy=0
Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacién diferencial
Mx,y)=x+y=M,=1
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Nx,y)=—x+y=N,=-1
Se aplica la definicion (2.15) para el factor integrante:

_ 1 1
S x2+xy—xy+y? xZ+y?

FI

Se multiplica por "FI" en la ecuacién diferencial:

(x+y)d+(y x)d—O
x2+y2 x2+y2 X x2+y2 x2+y2 Y=

Se resuelve por el método de exacta:

( )—f( Z 42 )d+()—11(2+2)+ tan= +
flx,y) = 1yl Tty X gy—znx y arcany gy

y 1 _y , Yy X
x2+y2+1 xz( Xy )+9(J’)—x2+y2 212
T3z
y
2
-y X , _ X , _ _
x—z+yz(}7)+g(y)———x2+y2=>g(y)—0—>g(y)—61

Eln(x2 + y?2) + arctan (;) + ¢, = C = |In(x? + y?) + 2arctan (;) =C

NOTA: El ejercicio puede ser resuelto por el método de coeficientes homogéneos

e h) 2x%y+y3dx+ (x3—xy?)dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacidn diferencial:
M(x,y) = 2x*y + y* = M, = 2x* + 3y?
N(x,y) = x3 —xy? = N, = 3x? — y?

Se aplica la definicidn (2.15) para el factor integrante:

1 1 1

| = = = -3y-1
2x3y + xy3 + x3y —xy3 3x3y 3

y
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Se multiplica por FI en la ecuacion diferencial:

2 1 y 1 x7?
S -1, = .-3.72 Jy _
(3x +3x y)dx+<3 3 y>dy 0

Se resuelve por el método de exacta:

d(zl )+d<_1 -2 2)+d(11 )—o
znx =Xy zIny )=

x4 Siny - 1x-2y2 = ¢ = [In(xty) — L = ¢
3nx 3ny 6x y- = nx-y 2x2—

e i) (xy+2yHdx+ (xy—x*)dy =0

Se realizan derivadas parciales de los coeficientes de la ecuacién diferencial
M(x,y) =xy +2y* = M, =x + 4y
N(x,y) =xy—x*= N, =y —2x

Se aplica la definicion 2.15 para el factor integrante:

1 1 1,

| = = = —x_
X%y + 2xy? + xy? —x?y 3xy? 3% Y

Se multiplica por FI en la ecuacion diferencial:

1 2 y 1 xy™?
oyl S ) de 4+ [ 2— — dy =0
(3y t3x ) x+< 3 3 Y

Se resuelve por el método de exacta:

2 1 1 2 1 xy ™1
d(—lnx) +d(§lny) + (—xy 1) =0 =>§lnx+—lny+

3 3 3 3 ¢

x
= [In(x%y) +§ =C
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Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de Factor integrante.
a)y(l+xy)dx —xdy =0

b) (1 +xy)dx+x(§+x)dy =0

c) [x + sen(x) + sen(y)]dx + cos(y)dy = 0

d) [2(x + y)(sec? x + tanx)]dx + tanxdy = 0

e)e*(x + 1)dx + (ye¥ —xe*)dy =0

f) (2x%y + 2y + 5)dx + (2x3 + 2x)dy = 0

g) (x + y*)dx — 2xydy = 0

2.6 Lineales
Una ecuacidn diferencial lineal de primer orden viene definida como:
y' '+ P(x)y =Q(x) (2.18)

Donde los términos P y Q son funciones que dependen Unicamente de la variable
independiente. A la ecuacion (2.18) se la conoce como lineal en y. De igual manera, se

puede tener definido de la siguiente forma:

x'+Py)x =Q1) (2.19)

A la ecuacién (2.19) se la conoce como lineal en x. La solucién para la ecuacion (2.18) se

define como:

y = e~/ P)ax U el PO (x)dx + C (2.20)
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De forma andloga, la solucion para la ecuacion (2.19) se la define como:

x = e~ JPONAy [f el PO 0 (y)dy + C] (2.21)

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Lineales.

e a) (1+yHdx=(y1+y2seny—xy)dy

Se verifica si cumple con las expresiones (2.18) 0 (2.19) :

dx_\/1+yzseny—xy:> - xy  yJ1+y?seny
dy”~ d+y) SRECES DR

Se resuelve mediante la ecuacién 2.21:

x=e 1+y2dyf f1+ 24 1+y senyd +C
(1+y?)

X =

1 [ (1+y?)seny

J1+y2 1+y?
J1+y*x+cosy=C

dy+Cl= (—cosy+C)

1
vy

1
xseny+2sen2y

e b)y'=
Se verifica si cumple con las expresiones (2.18) o0 (2.19) :

dy 1 dx
dx xseny+2 sen(Zy)

=xseny + 2sen(2y) = x' — xseny = 2sen 2y

Se resuelve mediante la ecuacion (2.21)

|x + 4(cosy—1) = CeC05y|
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e ¢) y(1+y¥dx=2(1-2xy?dy
Se verifica si cumple con las expresiones (2.18) 0 (2.19) :

dx 2 —4xy? - 4y B 2
dy yA+y2) T 14y TyA Y

Se resuelve mediante la ecuacién (2.21)

_ I 2
x=e 1+y2 -]- 1+2 —d +C
[ y(1+y )
! ](1+ dy + C
SRS ) (1+ ya+y) @ T

1 (/1
=—2 (— ) ] 2y2 = 2
* =gyl j Sty dy+Cl=[1+y)*x =2Iny+y2 +C

d) — + xy = 2x
Se verifica si cumple con las expresiones (2.18) o0 (2.19) :
y' +xy =2x

Se resuelve mediante la ecuacion (2.20):

y = e /¥ U el *4*2xdx + C]

x2 x2 x?
y=e 7[2e7+Cl=> y=2+Ce 2

) d_y_3+xy

dx 2x2

Se verifica si cumple con las expresiones (2.18) 0 (2.19) :
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Se resuelve mediante la ecuacién (2.20)

1 3 1.1 3171
y = efﬂdx [Efe—fﬂdx_de‘F C] = \/E[Ef_5dx+ C
X X2

1 1
y=\/E<——3+C>$ y+;=C\/§
X2

o f) y +2y=x%+2x
Se resuelve mediante la ecuacion (2.20)

y = e J2dx U el 24%(x2 4 2x)dx + C] =e %X Iezx (x—+f—l> + Cl

4y = 2x% 4+ 2x — 1+ 4Ce™ ¥

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de Lineales.
a) —+y=e

b) y' + 5x%y = x?

c) (6+x)3—i/—xy = x + x?

d) x" =cscy+xcoty

e) ylnydx + (x —Iny)dy

f) udx + (1 — 3u)xdu = 3udu

g) cos®>xsenxdy+ ycosxdx =0
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2.7 Bernoulli

Para aplicar este método la ecuacion diferencial debe estar definida como:

y'+Px)y = Q(x)y" (2.22)
La ecuacion (2.22) claramente es no lineal por el termino y™ que acompaiia al Q.

Este método consiste en convertir la ecuacion (2.22) en lineal mediante un proceso

algebraico y un cambio de variable.

A la ecuacidn (2.22) se divide por el termino y™
Yy 4+ Pyt = Q(x) (2.23)

El cambio de variableesz = y1™" =z’ = (1 —n)y™"y'.

——+ P()7 = Q()
zZ’+(1-n)P(x)z=((1-n)Q(x)

(2.24)

Por lo tanto, la ecuacidn (2.24) es lineal en z y se resuelve con el método de la seccidn 2.6
z = e~ JA-MPE)dx [ f eJ A-MPWAx (1 _ n)Q(x)dx + c] (2.25)

Finalmente, regresando a variables originales de la expresion (2.25) queda definida como:
yl—n — e—(l—n)fP(x)dx [(1 _ n) J e(1—n)f P(x)de(x)dx + C] (2.26)

De forma analoga, la expresidn (2.22) puede ser definida para x.
x'+P(y)x =Q)x" (2.27)

La solucién de la expresion (2.27) se la encuentra siguiendo los mismos pasos recién

empleados.

x1 1 = o—(@-n) [ P(y)dy [(1 —n) f e(l—n)fP(Y)dyQ(y)dy +C (2.28)
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Para evitar memorizarse las expresiones (2.26) y (2.28), es necesario tener en cuenta el
proceso algebraico y el cambio de variable, para reducir la expresién (2.22) 0 (2.27) en una

ecuacion lineal.

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Bernoulli
Wy 30— Dyt
e a) 3dx+xy—2x y
Se divide a la ecuacién diferencial para 3y*:
a4y 1 2

_yv73 = _
Y dx+xy 3x

Se realiza el cambio de variable de acuerdo a la expresién (2.24):

Se resuelve con el método de lineales:
3
7= elx¥ (—2 j xte 3 xdxgy 4 C) = x3 (—2 f xdx + C) =x3(—x?+0)

Se regresa a variables originales:

1
z=y 3 = 2= x3(=x24+C)=|1=—-x3y3(-x*>+ ()

e b) cosx‘;—:;—ysenx+y2 =0

Se divide a la ecuacién diferencial para y? cos x:

=247 _ (t -1 _ _
y~“y' — (tanx)y P

Se realiza el cambio de variable de acuerdo a la expresién (2.24):
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z=y 1= -7z =y 2y

Se resuelve con el método de lineales:

In(cosx —In(cosx 1
z = eln( ) e~ 1n( ) — dx+C| =cosx secxdx + C
CcoS X

z =cosx (tanx + C)

Se regresa a variables originales:

1
z=y1 =>;= cosx (tanx + C) = senx + C cosx

|1 = y(senx + Ccosx)|

e ) 2x%+2y = xy3

Se divide a la ecuacién diferencial para 2xy3:

1 1
=3,/ —y2=_

Se realiza el cambio de variable de acuerdo a la expresién 2.24:

Z
2=yt = o=y
2,1 1,2 .

[ —_ = - —_—— = —
2 xZ 2 z xZ

Se resuelve con el método de lineales:

dx dx
z=e2l% [—fe_ZIde+C = x? [—fx‘zdx+6]

1
z=x2(;+C)=x+Cx2

Se regresa a variables originales:
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1
z=y?=>—==x+Cx*=|1=y*(x + Cx?)

e d) 3xdy =y(1+xsenx —3y3senx)dx
Se busca llegar a la forma de la ecuacion (2.22) 0 (2.27) :

3 dy 1+ 33 ) dy 1+ xsenx senx
_—= —_ S g
xdx y xsenx — 3y°senx I % y .

Se divide a la ecuacién diferencial para y*:

_4., l4+xsenx _,  senx
yy 3x y o= x

Se realiza el cambio de variable de acuerdo a la expresién (2.24):
7z = y_3 - — —
Se resuelve con el método de lineales:

—Inx+cosx sen x Inx—cosx
z=e 3| ——e dx+C
X

ecosx sen x eCOS.X'
zZ= [3f (xe‘cosx)dx+C] = (3fe‘cosxsenxdx+C>
X X X
Se regresa a variables originales:
1 eCOS.X 1
z=y3 = —== (3e7€S*¥ + () = — (3 + Ce®°s¥)
y X x

x = y3(3 + Ces%)

cotx Ccscx _
e e y+—y=—"y"

Se divide para y !
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’+(1 t) 21
yy 2coxy —zcscx

Se realiza el cambio de variable de acuerdo a la expresién(2.24):

2 z r

z=y :E:yy

z' /1

?4_ (ECOtX)Z =—cscx = z' + (cotx)z = cscx
2 2 '

!

z 1 1
54_ (ECOtx)Z =5 cscx = z' + (cotx)z = cscx

Se resuelve con el método de lineales:

1
sen x

z = e~ cotxdx U cscx el cotxdx gy 4 C] = g~ In(senx) U dx + C] = (x +C)

Se regresa a variables originales:

1
Z:y2:>y2:senx(x+C):> y?senx =x+C

e f) (x2+y%+ 1dx+xydy=0
Se busca llegar a la forma de la ecuacién (2.22) o0 (2.27):

x2+y2+1 dy y x?+1
L 4+ =0=>y 4= -
xy dx Y X y

Se multiplica a la ecuacidn diferencial para y:

yy’+1y2 :_x2+1
X

X

Se realiza el cambio de variable de acuerdo a la expresién (2.24):
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!

zZ

2=yt ==y

Se resuelve con el método de lineales:

2+1 1
7 = e~2Inx [_zfefﬂnx(%) dx+Cl =—[—2fx(x2 + 1)dx+C]

x2

1,2, 1
Z=—(—§X —x—2+C>

Se regresa a variables originales:

1 2 1
Z=y2=>y2=—(——x3—x—+C)=> x2y2+§x3+ﬁ=6

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de Bernoulli.

x3

dy _x
a)3x———2y = 2
b) 2 cos(y) dx — (x sen(x) — x3)dy = 0
c)dy + %dy = 3x%y?%dx

d) dy + ydx = 2xy?e*dx

dy  3x2
dx ~ x2+y+1

2 9,22
f) dx + (y) xdy = 2x°y“dy
g) 3xdy = y(1 + xsenx — 3y3 senx)dx

2.8 Riccati

Para aplicar este método la ecuacidn diferencial debe estar definida como:
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y' =P(x)y + Q(x)y* + R(x) (2.29)

Donde los términos P,Q,R son funciones Unicamente de la variable independiente. Cuando
se conozca la solucion particular de la ecuacidn (2.29) se puede encontrar la solucidn

general a esta expresion.
y=¢px)+z=>y =¢'(x)+2 (2.30)
Donde el término ¢ es una solucidn particular conocida de la ecuacién (2.29).

Reemplazando ambos términos de la expresidon (2.30) en la ecuacion (2.29) se reduce

como:
¢'(x) +2z' = P0)[Pp(x) + z] + Q) [p(x) +2]* + R(x)
z'+¢'(x) = P)(x) + P(x)z + Q(x)$*(x) + 2Q(x)p(x)z + Q(x)z* + R(x)

z' = [P(x) +2Q(x)p(x)]z

_ i ~ , (2.31)
Q()z* = [¢" = P()p(x) = Q(x)p(x)* — R(x)]

Como y = ¢(x) es una solucién particular se asemeja al término ¢'(x) — P(x)¢(x) —
Q(x)$(x)? — R(x) y de acuerdo con la ecuacién 2.29 eso se reduce a cero. Por lo tanto,

la expresién 2.31 se define como:

7' = [P(x) + 2Q(x)$(x)]z = Q(x)z* (2.32)

La ecuacidn (2.32) es una expresion que se resuelve por el método de Bernoulli de la

seccion 2.7.

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Riccati.
I A2 l _ L — i
e a) Y=y '—-y+1——; ¢x) = +tanx

Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :
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1
=z+—+tanx =y =z ——— +sec’x
Y 2x Y 2x2

' 1+ x = 1(+1+t )+<+1+t >2+1 .
Z o Sec™ X = X VA o anx Z X an x 4x2

, ) z 1 ) 1 1 1 5 1
Z +seccx=————tanx + z +Zz(—+tanx>+—+—tanx+sec X ——
x X 2x 4x2  x 4x2

!

z A
z' = —;+Z2 +;+ (2tanx)z = z' — (2tanx)z = z*
Se resuelve por el método de Bernoulli:

z7%2z2 —Qtanx)z =1 u=z1=—u' =2z7%

—u' — Qtanx)u=1=u"+ 2tanx)u = -1

u = e~2/tanxdx [_f e2/tanxdx g, 4 C] = gln(cos?x) [_j 1 dx + C
cos? x
1
u=cos’x(—tanx + () = -= cos?x (—tanx + C)
Se regresa a variables originales:
1 1 5
Z=y—ﬂ—tanx=> = cos“x (—tanx + ()

Yy — 5. —tanx

2x
2xy —2xtanx — 1

= cos?x (—tanx + ()

e b)x3y =x%y+y2—x%¢p(x)=x
Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :
y=z+x=y =z"+1

2 1 z4+x)?% z4x 1
Yyl R —=
x3 x x x3 x X

4
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z2 2z 1 z 1 z? 2 1
Z’=—+—+ +- +1-—=-—-1=2z= +(—+—)Z
x3  x2 X x3

Se resuelve por el método de Bernoulli:

x2 x x3
21 1 o201 1
‘”‘(—ﬁ;) =x—s=’“+(ﬁ+;) ]
2 Dax (1
u= U x2 3)dx+C]:u

_ e;—lnx[ j- ——+lnx dx+C]

1 1 cex
= — == = —_— N
Z=ry—x y—Xx 2x X
X 1 2
=—=+cex
y—Xx 2

. c)x(x—l)Z—z—(Zx+1)y+y2+2x =0; ¢(x) =x

Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :

y=z4+x =y =2"+1

x(x—1)y' —Q2x+1Dy+y2+2x=0
x(x—1DEZ'+1D)-Rx+D(EZ+x)+(z+x)%+2x=0
x(x—Dz+x(x—1)—zQx+1)—xQx+1)+2z>+2xz+x*>+2x =0

x(x—1)z'—z4+2z?>=0
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Se resuelve por el método de variables separables:

dz dx z—1 x—1
+ =0=>ln( )+ln( >=C
72—z x2 —x z x
z—1\/x—-1
()5 =¢
z x

Se regresa a variables originales:

(y—x—l)<x—1)_6=> _1+Cx?
- Y T it cex

e d)y —xy?+(2x—1Dy=x-1; ¢p(x)=1

Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :
y=z+1=y' =7

zZ —x(z+1)*+2x—-D(Ez+1)=x-1

z —xz? —2xz—x+2xz—z+2x—1=x—-1
z—xz2—z2=0=2 —z=1xz*?

Se resuelve por el método de Bernoulli:

z7%27 —z7l'=x su=z1=-u =2z"%

—uU —-u=x=>u+u=—x

u=e Jax U el X (—x)dx + C] Su=e” [—f e*(x)dx + C]

1
u=e *[—xe*+x+C] =>E=xe_x+Ce_x—x

Se regresa a variables originales:
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e e) y—xy!+Rx—-1Dy=x—-1,¢p(x)=1

, ) ) 1 ) CoS X
y' —y“sen*x + ———— vy +cos*x =0; ¢p(x) =
Sen x cos x sen x

Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :

y=z+cotx =y =z —csc’x

, . 5 5 Z + cotx 5

z' —cscx — (z+cotx)“sen*x + ———+cos“x =0
Sen x cos x

’ 2 2 2 2 u 2 2

z' —cscx — (z°+ 2zcotx + cot“ x) sen“x + ———  + csc“ x + cos*x =0
Sen x cos x

[ 2 2 2 z 2

zZ —z“sen“x —2zsenxcosx —cos*x +——— +cos*x =0
sen x cos x

/; 2 2 2

u —|sen2x — Z =Zz“sen“x
sen 2x
Se resuelve por el método de Bernoulli:
2 dz 2
7' — (sen 2x — )z =z%sen’x & z7 ¢ —— (sen 2x — )Z_l = sen? x
sen 2x dx sen 2x
u=z1tu =-z727
! 2 2 ’ 2 2
—z —|sen2x — z=sen“x = u' +[sen2x — U= —sen“x
sen 2x sen 2x

2 2
U = e—f(sen 2x—m)dx [f ef(sen 2X—Sengx Zx)dx(— sen? x)dx + C]

u = e.%cos 2x—In(tanx) [_ J e—%cos 2x—In(tan x) (sen2 x)dx + C]
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lcos 2x 1 —lc052x 1 lcost

zZ=e2 tanx[—ze 2 +C]=>Z=—§tanx+6e2 tanx
Se regresa a variables originales:

1 1
Uu=—;z=y—cotx =>u=————

z y — cotx

1 1 1 1

_ 5 Cos2x tanx
y—COtx__Etanx-{_Cez = Ce%costtanx__tanx-l_COtx
2

o f)y =-8xy?+4x(4x+ 1)y — (8x3+4x? —1); p(x) =x
Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :
y=ux—->y =u"+1
u+1=-8x(u+x)*+4x(4x + D(u+x) —8x> —4x? + 1
u = —8x(x? + 2xu + z?) + 4x(4xu + u + 4x% + x) — 8x3 — 4x?
u' = —8x3 — 16x%u — 8xu? + 16x%u + 4xu + 16x3 + 4x? — 8x3 — 4x?
u' = —8xu? + 4xu
Se resuelve por el método de Bernoulli:

du
u' —4xz = —8xu? ~ u?——4xu~! = —-8x
dx

z=uldz = —-u"?du

z =] 4xdx U eJ XX (8y)dx + C] = z=e 2 [8J e (x)dx + C]

z=e (2% (| >z =2+ Ce >

Se regresa a variables originales:
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= — =y—X=Z=
z U=y—-x=1z ==
=24 (Ce ¥ = - +x
y—x Y Ce??
e g vy +yZisenx =% p(x) = —
gy y cos2x’ cosx

Se realiza el siguiente cambio de variable de acuerdo a (2.30) :

y=z+secx =y =2z +secxtanx

. ) 2senx
z' +secxtanx + (z +secx)“senx = >
cos? x
,  senx ) ) 2senx
z'+ ———+(2° + 2zsecx + sec’ x) senx = >
cos? x cos?x

, 5 senx senx , 5
z'+z°senx + 2ztanx + >— = S— =z + 2ztanx +z“senx =0
cos?x cos?x

Se resuelve por el método de Bernoulli:

[ 2 —Zdz -1
zZ +2ztanx = —z“senx - Z d—+2tanxz = —senx
X
u=z1ldu=—-z"2%du
u u
——+2tanx = —senx = — — 2tanx = senx
dx dx

7 = ezf tanxdx[f e—Zf tanxdx(senx)dx + C]
u= e—zln(cosx)[f eZln(cosx)(Senx)dx + C]

cos3 x
3

cosx
3

u =sec’x l—

+Cl:>u=Csec2x—

Se regresa a variables originales:
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1 1
U=—;z=y—SseCx =>uUu=———
z y —secx

1 COS X 1
——— = (Csec*x —
y —secx 3 Csec?x —

Ejercicios propuestos:
Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de Riccati.
a)y +y* —(1+2e¥)y+e**=0; y =e*

2c0s2 x— 2 ypy?
b)y,: Ccos” x—sen” x y;(p(x)zsenx

2cos x

, 1 1

Oy =—5—2+y% o) =<
d) y' = acos(ax) y? + tan(ax) y

!

e)y' =y?— (senx)y + cosx
f)y' = asen(ax) y% + cos(ax)y — 1

g)xy' = xy? — (4x* — 1)y + 4x3

2.9 Cambio de Variable

En el caso que no se pueda aplicar los métodos anteriores es necesario aplicar otro cambio

de variable. Se puede sugerir lo siguiente:

° Unico término: Cuando en el argumento de un logaritmo, funcién
trigonométrica, un exponencial o en radicales, intervengan las dos variables

dependiente e independiente.

. Término repetido: cuando los coeficientes M y N de la ecuacién (2.1)

presentan un término que involucra a las dos variables y que se repiten.
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Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Cambio de

Variable.

e a)y =cos(x+y+2)

El cambio de variable serd el argumento de la funcidn trigonométrica:

z=x+y+2=y' =2z'-1

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

dz dz
z'—1=cosz=>—=14+cosz=>————dx =0
dx 1+ cos z
Z
tan(z)—x=C

Se regresa a variables originales:

XxX+y+z
tan(T)—sz

e b))y =0Q2x+y—-1)In@2x+y—-1)—-2
El cambio de variable seria el argumento de la funcién logaritmica:
z=2x+y—-1=y' =2"-2

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

—dx =0

dz
zZ'—2=zlhz-2=—=zlhz=
dx zlnz

In(lnz) —x=C

Se regresa a variables originales:

In[ln(2x+y—-1)]—x=C =>|ln(2x+y— 1) = Ce"|
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e oy =2+ m

El cambio de variable es el argumento del radical:
z2=y—-2x+3=y =22z +2

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
222" +2=2+4+2-2z22'=z2=22'=1-2dz—dx =0
2z—x=C

Se regresa a variables originales:

2J)y—2x+3—-—x=C

e d)y =1+eY ¥
El cambio de variable es el argumento del exponencial:
z=y—x+5=y' =2z'+1

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

z
z’+2=1+ez=a=ez

=e%dz—dx=0

—ef—x=C=e’*—x=C

= eV XS _x=(C

=ly—x+5=In(x+0)]

e ey =QRQx+y+3)32
Se realiza el siguiente cambio de variable:

z=2x+y+3=y' =2"-2
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Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

—dx =

Z’—2=ZZ=>%=ZZ+2=>
dx z2 4+ 2

%(%)—xz Cﬁarctan(%)—\/fx=6

Se regresa a variables originales:

2x+y+3

NG )—\/isz

arctan (

X

e f) yeridx + (yz — 2xe7) dy =0

Se realiza el cambio de variable del término que se repite:
1
— ,y2 — 22
z=eY = x=y°Inz

2
= dx = (2ylnz)dy + y7dz

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

2
yz(2yInz)dy + y?dz + (y2 = 2zy%Inz)dy = 0

(2zyInz)dy + ydz+ (1 —-2zInz)dy =0=ydz+dy=0= z+Iny=C

Se regresa a variables originales:

X

eF+lny=C

e g) (x?y?)dx + 2x?dy = 0 Se realiza el siguiente cambio de variable:

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:
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z? xdz — zdx
¥ =41 | dx + 2x2 (—2) =0
x X

(z2 + 1)dx + 2xdz — 2zdx = 0 = (z> = 2z + 1)dx + 2xdz = 0

&2 e 0—hx-—=¢
—_ e f—t —_ =
x z2—-2z+1 d nx z—1

Se regresa a variables originales:

2 =C
xy—1

z=xy = |lnx —

e h) (x—2seny)+3dx+ (2x —4seny—3)cosydy =0
(x —2seny+3)dx + [2(x —2seny) — 3] cosydy =0
Se realiza el cambio de variable del término que se repite:

dx —dz
2

z=x—2seny =dz=dx—2cosydy = cosydy =

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

dx —dz
2

(z+3)dx+(22—3)< )=o=>2(z+3)dx+(2z—3)dx—(z—3)dz=o

dz=0

z
(42+3)dx—(z—3)dz-0=>dx—42_|_1

Z

ﬁ —_
X7

+ 13 In(4z+1)=C
Se regresaa variables originales:

1 13
x—Z(x—Zseny) +Eln(4x—8seny+ H=C

> +1 +131 4x — 8 +1)=C
z* toseny 16n(x seny +1) =

12x + 8seny + 13In(4x — 8seny + 1) = C|
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e i)cosy =0

, T dy =n
y —§(2ﬂ+1)=>a—5(2n+1)

T
= y—§(2n+1)x=C

¢ e=1

d
y’=ln(1)=>—y=0

dx
~[=1]

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de Cambio de Variable.
a)y' =sen(x —y+1)

b)(x+y—2)dx+(x+y+5)dy=0

c)(x? +2x +y)dx(1—x)> —y)dy =0

dy =@Bx+2y—1)%+2Bx+2y—-1)+1

e)(x+2x+y)dx(1—x"y)dy =0

f)2x+4y—1)2+2(x+6y—6)=y'

g)y'In(x—y)=1+In(x—y)

2.10 Aplicaciones de ecuaciones de primer orden

El construir un modelo matematico representa una ecuacién diferencial que defina la

dindmica de un sistema; que puede ser fisico, quimica, eléctrico, etc.

En esta seccidn se realizardn diferentes aplicaciones y se dara mayor énfasis a circuitos

eléctricos.

87



2.10.1 Circuitos eléctricos simples.

Es necesario conocer la ley de Kirchhoff de voltajes: "La suma de todos los voltajes en un
lazo es igual a cero". Ademas, es necesario conocer la ley de corriente: “La suma de todos
las corrientes en un nodo esigual a cero”. De igual manera, se necesita conocer la definicidn

del voltaje en una resistencia:
Vg = iR (2.33)

Donde i: corriente (A) y R:resistencia (1) y V: voltaje (V). Se conoce que la corriente se

define como:

dq
- 2.34
' dt ( )

Donde q: carga eléctrica, se mide en coulomb (c) y t: tiempo, se mide en segundos (s). El

voltaje en un capacitor de define por:
q
o=z (2.35)

Donde C: capacitancia, se mide en faradios (F). La corriente en el capacitor se define como:

dv. 1dq dv, 1 dv,
—_— = — = i =C— 2.36
de Cdt dt cre Tl Cdt (2.36)
El voltaje en una bobina (V) se define como:
diy
V., =L— 2.37
3 7 (2.37)

Donde L: inductancia, se mide en henrios (H) y i;: corriente en la bobina. Es necesario
tener en claro que el sentido de la corriente se la representa comunmente del mayor
potencial al menor. También se debe conocer que la bobina y el condensador son
elementos que almacenan flujo magnético y carga eléctrica respectivamente. La resistencia

en cambio consume energia eléctrica y la disipa en calor (Ley de Joule).
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Finalmente, es necesario tener en cuenta que un elemento activo (Fuente de energia
eléctrica) entrega energia y un elemento pasivo, la recibe. Cuando la corriente eléctrica

pasa por un elemento pasivo polariza de mayor a menor potencial.

Figura 2.1: Corriente eléctrica a través de un elemento pasivo

Ejercicios resueltos

e a) Calcular y dibujar el voltaje, corriente y carga a través del capacitor del siguiente
circuito conectado a una fuente de voltaje de corriente directa. Asumir que inicialmente

el condensador esta sin carga.

o 4 3\ it
V in |

* )

e Figura 2.2: Circuito RC en serie

Segun la ley de voltajes de Kirchhoff:
~Vin +Vp+Ve=0
De acuerdo a las ecuaciones 2.33 y 2.35 se tiene:

.4 dq q (1> Vin
int1 +C in dt+C q+RCq R
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Esta ecuacidn diferencial lineal es de primer orden que representa el modelo del circuito
eléctrico, la misma que engloba la dindmica del sistema planteado. Dicha ecuacién

diferencial se resuelve por el método de lineales:
_ti(Vin L _t -t
q=e RC U?eRCdt+ k] =e RC [CVineRC + k]

Donde k: constante de integracidn. La condicidn inicial es g(0) = 0 porque inicialmente
el capacitor se encuentra sin carga. A continuacién, se realizara el andlisis dimensional
de RC, conocido como constante de tiempo t

i) _ [A]ls] [V1[A]ls]

i [A] V.V [Vl (4] [V]

I
a
I

RC =[s] = ©=RC = [s]
Por lo tanto, la carga de la solucién de la ecuacién diferencia se define como:

t
q=C(‘gi)n+(’)<e ’}0=6Vm+k=>k=—cvin
q =

Reemplazando k en la carga:

t t
q=CVy —CVie T=|q=CVy, (1 - e‘?) (2.38)

Graficando la carga:

q(t)

$Vf t t t
T 2t 3r 41 57

Figura 2.3: carga en un circuito RC en serie.
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Se puede observar que el sistema se estabiliza en 57y que en su primer 7 la carga alcanza
el 63,2% de su valor estacionario CVy,.

La corriente se encuentra derivando de acuerdo a la expresion (2.34):

CVin —= Vin _t
= T —= — T
i RC e R e
Graficando la corriente:

(2.39)

. . v .
Se puede observar que la corriente empieza en un vanr% y desaparece en 57. Ademas,

en su primer instante de tempo 7 la sefal se reduce a un 36,8% del valor inicial.

El voltaje en el capacitor se encuentra de acuerdo a la expresion (2.35)

t
VC = Vin (1 — e_?>

(2.40)
4
i-(t)

>

0368

1

w _
~
r:_l
-
o |
G

'S

Figura 2.4: Corriente eléctrica en un circuito RC en serie
Graficando el voltaje:

Se puede observar que tiene el mismo efecto de la carga.
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qlt)

"l

o b

0632V,

|
T

T 2t 3lr 4|T 5IT

Figura 2.5: Corriente eléctrica en un circuito RC en serie
e b) En el ejercicio del literal anterior, considerar la condicién inicial g(0) = q,

La constante de integracion k se expresaria como:
Qo =CVin+k=k=qy—CVip
Por lo tanto, la ecuacion (2.38) se modificaria como:
t
q=CVip+(qo—CViple'®
Graficando seria:

Se observa que el sistema se estabiliza en 57 al igual que en el literal anterior.

La corriente seria:

) (qo — CVip) _t Vi qo\ -t Vin  Vo\ _t
e=""7"Rrc °¢°"T\R "RrRC)®TT €
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Graficando la corriente:

glt)

CVin

Figura 2.6: Carga en un circuito RC en serie con condicidn inicial

A
i (t)
T o
R R 1\‘
\
|
\
\
\\
\
0368 "T_;'} \
SN s \
f \
e :
‘ Ty >
T 27 37 41t 57

Figura 2.7: Corriente eléctrica en un circuito RC en serie con condicion inicial

El voltaje seria:

Se observa que el comportamiento es similar; lo que cambia es el valor referencial
provocado por la carga inicial que obviamente presenta un voltaje inicial en el capacitor.

t
_CVip+(qo— CVip)e'®
° C

q _t _t
=V +(?O_Vin)e T=Vip+ Vo —Viple®
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Graficando el voltaje:

B O STTPPPN 3

f t : + |
T 2t 3t 4t 57

Figura 2.8: Voltaje en un circuito RC en serie

De igual manera el comportamiento en el voltaje es similar al literal anterior; con la

diferencia que se empieza en un calor inicial de voltaje.

® ¢) En el mismo circuito del literal a considerar un voltaje de entrada de V}, sin(wt)

1 % %[ Lt
q + < )q = —sin(wt) = q =e RC [Ef eRCsin (wt)dt + k]

RC R
t
_t ) CVere
q=e RC m[sin (wt) — wRCcos (wt)] + k
—CV;, [ ' t RC t)+k _LC
— - R
q 1T o2R2C2 sin (wt) — wRCcos (wt) e

De acuerdo a la condicidn inicial g(0) = 0, el valor de k se expresa como:

0 wRCsz K " wRCsz
= -————— e —_——_———
1+ w?R?C? 1+ w?R?C?
Por ende, la carga se define como:
Ccv, wRC?*V,  _t

q [sin (wt) — wRCcos (wt)] +

_ — P _o7Re
1+ w?R2C? 1+ w2R2C2°
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cv,

t
9= 11 w2R2C? [Sin (wt) — wRCcos (wt) + wRCe RC

En este caso el sistema se comporta como un filtro pasa bajos de primer orden, donde

w, se llama frecuencia de corte:

1 W, 1
° 1t RC ¢ 2m 2mRC (2.41)
La w, tiene unidades de % y F. de Hz. Por lo tanto, la carga se expresa como:
CV . W w _t
q= m [sm (wt) — o)_CCOS (wt) + w—ce T] (2.42)
We
El voltaje en el capacitor de acuerdo a la expresioén (2.35) seria:
__ % . W w _t
V. = m [sm (wt) — w—ccos (wt) + w—ce T] (2.43)
We
Si w K w, el término wi tiende a ser cero.
[
Ve = Vpsin (wt) (2.44)

En otras palabras, si la frecuencia de la fuente de entrada es mucho menor a la w, del
filtro, el mismo voltaje de entrada se presenta a la salida. Lo que representa que deja
pasar bajas frecuencias con respecto a w.. Si w > w, el voltaje en el capacitor se

anularia:
V=0 (2.45)

Lo que significa que no deja pasar frecuencias superiores a la w,. Si w = w,, el término

w . .
— es igual a la unidad:
Wc

v, .
Ve = |sin (wt) — cos (wt) + e’ = (2.46)
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Para un tiempo infinito o en estado estacionario la expresién (2.46) se reduce:

V.= %[sin (wt) — cos (wt)] (2.47)

Se conoce que sin (wt) = cos (wt — g) ycos A — cos B = —2sin (#) sin (%)
Por lo tanto, en la ecuacion (2.47):

Ve = %[cos (a)t — %) — cos (wt)] = %[—ZSin (“)t - %) sin (_ %)]

V. = Lsin (wt - E) (2.48)

Cuando la frecuencia de entrada es igual a la de corte w, del filtro, el voltaje de salida

"

7 Yconun desfase de 452 de acuerdo a la ecuacién (2.48).

se reduce en amplitud en
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3 PRIMER ORDEN Y GRADO SUPERIOR

Los siguientes métodos pueden ser empleados también, en las ecuaciones diferenciales de
la seccidn 2, en caso de cumplir con la definicion correspondiente. Una ecuacidn diferencial

de este tipo puede ser diferida como:

GO+ a ) ey Fagy =B (3.1)

Donde los coeficientes a,,, 1, ..., @1, &g, B son funciones que pueden estar respecto a las
dos variables (dependiente e independiente) simultdneamente o una sola variable que
puede ser cualquiera de ellas. En cada uno de los siguientes métodos se realiza la

sustitucion que se presenta en la ecuacion 3.2.

dy_

Y p (3.2)

3.1 Ecuaciones respectoa P
Una vez realizada la sustitucion de la ecuacién 3.2 en 3.1 se debe expresar en factores

mediante técnicas de factorizacién. Dicha expresidn viene definida como:

(P—F)(P—-F,)..P—F)=0 (3.3)

Como cada factor se iguala a cero, entonces se generan " n " ecuaciones diferenciales,

como se presenta a continuacién:

dy dy dy
—_— S —— S — = 34
= BT = By wig = B(Y) (34)

Por lo tanto, se debe resolver cada ecuacién diferencial de la expresién 3.4

fil,y, ) =0; f20(x,y,¢) = 0;...; fu(x,y,¢) = 0 (3.5)
Finalmente, la solucidén de este método viene definida en la expresion 3.6
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f1(x,J’»C)f2(x»y,C) ...fn(x,y,c) =0 (36)

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método con respecto

aP.

o a)y?-(x+y)y' +@*+xy)=0
Se realiza la sustitucion de la ecuacion (3.2):
y =P

P2—QRx+y)P+ (x*+xy)=0

_ 2x+y+(2x +y)? —4(x? + xy)
1,2 —
’ 2

2x+yty
1,2=T

Pi=x+y; P,=x
Se regresa a variables originales:

d d
£=x+y' 2y

X
y=Cer—x—Ly=—+C

2

(Cex—x—1)<x7+C>=0

Ejercicios propuestos: Resolver los siguientes ejercicios
a) p?y — 16y3 — 24xy? — 9x2y =0
b)x?(1—p?) +2x(2p+y) = v + 2)(-y + 2)
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Qxp’+(—1-xDp—-x(y—-1) =0

d) x*p — 3xy — 3y? = 2p(x — y) — 4y*

p?  x?+18x+9
o) L =T
y2 x2-8x+16

AIA+y?—0p+yI[A+x0)p—x(+1+x)] =0

g p+ N[+ Dp+x+1](x* =3xy*p+y3) =0

3.2 Ecuaciones respectoa x
Una vez realizada la sustitucién de la ecuacién en (3.2) en (3.1), no hay como factorar para
obtener la expresién (3.3); por ende, se debe poder despejar la variable x y se deriva con

respectoay.

Luego, en las nuevas derivadas se realiza la sustitucion de la expresion (3.2); por lo tanto,

no debe quedar la variable x en la nueva ecuacién obtenida; apareciendo sélo P, P', y.

Finalmente, se debe dejar expresada en factores la Ultima ecuacidn obtenida; se iguala a
cero solo el factor donde esté involucrado el término P. Se resuelve esta ecuacién
diferencial generada y se encuentra el valor de y en funcion del parametro P; por ende, la

variable x que se despejo al inicio también queda en funcién del pardmetro P.

La solucién de este método, generalmente, se expresa en funciones paramétricas.

Ejercicios Resueltos:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método respecto a x
e a)y=xy'+y +u)’
Se realiza la sustitucion de la ecuacion 3.2 :
y=xP+P+ (P)?=xP=y—P— P?

y
=2 _1-p
=P
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P —yP'
PZ

S
P
P =—P'P>+P —yP'
0=P'(—P2—y)
dP=0; P=C
Se sustituye P en las ecuaciones anteriores para dejar en forma paramétrica:

y
=Y _1_¢
=T

y=xC+C+ C?

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos respecto a x.

ay+b
cy+d

a) 3—;61 =
b) x"y — 4y’ — 12y = 3e5*
JxZ—yZ—y=0

dxy —y=y°

e) (1+ x%y?)y + (xy — 1)%xy’

f) (—xy sen(x) + 2y cos(x))dx + 2x cos(x) dy = 0
g) ydx + (2\/xy — x)dy = 0

3.3 Ecuaciones con respectoa y
Es un proceso analogo a la seccién (3.2), con la diferencia que en este caso se despeja la
variable y debido a que no se puede despejar la variable x y tampoco factorar para tener

una expresion igual a (3.3).
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De igual forma, la solucién se expresa, generalmente, en funciones paramétricas.

Ejercicios resueltos:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método respecto a y
e a)y—4x(y)*=0
Se realiza la sustitucion de la ecuacién 3.2:
y = 4xP?
P = 4(P? + 2xPP') = 0 = 4P?> — P + 8xPP’

0=P(M4P+1+8xP')=>4P+1+4+8xP'=0

8dP— 4P +1
xdx_ ( )

j dP _1 dx
4P+1 8) «x

—2In(4P+1)=In(x)+C

1 (1 - (Cx)%)

B CCE VRN

F‘*(ﬁ)“

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos respecto a y.
— d_y) oy —
x (dx y= 0

b)y=x(z—z)+ /1+Z—z

a) 3x* (d—y)z

dx
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o+ () - ()

3.4 Clairaut
Una vez realizada la sustitucion de la ecuacion 3.2 en 3.1, la nueva expresion debe estar

definida como:

y =Px+ f(P) (3.7)

Por lo tanto, se realiza la sustitucién siguiente:
P=C (3.8)

Donde "C" es la constante de integracion. Asi, de esta manera se encontraria directamente

la solucion mediante este método.

Ejercicios resueltos:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Clairaut.
e a)y=-—x(y)+0@)+1

’—dy— = dy = pd
y_dx_p Yy = pax

y=—-xp?+p?+1
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Se realiza la sustitucion:
dy = —dxp? — 2xpdp + 2pdp = pdx = —dxp? — 2xpdp + 2pdp
(p +p*)dx = 2p(1 — x)dp

Se resuelve la ecuacion diferencial por el método de variables separables:

dx  2pdp - j‘ dx j‘ 2pdp
(1-x) (+p? (1-x) J@+p)
dx f 2pdp - dx 2dp
(1-x) JpA+p) (1-x) J(1+p)

In(c) +In(x — 1) = 2In(1 + p?) = In[c(x — 1)] = In(1 + p?)?
Por lo tanto, se utiliza la sustitucion 3.8:

p=+(cx—x)—1y=—xp?+p?+1

|y=—x(cx—c—1)+cx—c—1

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método de Clairaut.
a)y=0"'—-Dx+ay +b

b)y = xy’ +sen(y’)

c)y =xy' + cos(y’)

dxy” + ") =y"

e)y =x(y' —seny’) + (1 —cosy")?

!

y

fly =xy'
VY=t ey
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3.5 Lagrange
Una vez realizada la sustitucién de la ecuacién (3.2) en (3.1), la nueva expresion debe estar

definida como:

y=f(P)x+g(P) (3.9)

Derivando (3.9) y dejando expresado en diferenciales se tiene:

dy = xf'(P)dP + f(P)dx + g'(P)dP (3.10)

De la ecuacion (3.2), se puede dejar expresado también como:

dy = Pdx (3.112)

Reemplazando (3.11) en (3.10) se tiene:

Pdx = xf'(P)dP + f(P)dx + g'(P)dP (3.12)

La expresion (3.12) resulta ser lineal en x, como se define a continuacién:

dP " f(P)—P"  P—fP

dx _f'(P) __ g 5.13)

La solucidn final queda expresada como una funcién paramétrica (de parametro P)

Ejercicios resueltos:
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales planteadas por el método de Lagrange.

oy =22 el

Se realiza el siguiente cambio:

dy 3 4+ op
- = - — —
dx PV =5XpTe
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Derivando (3.9) y dejando expresado en diferenciales se tiene:

3
dy = 3 (pdx + xdp) + ePdp
3
dy = pdx = pdx = 3 (pdx + xdp)ePdp

pd —(3 +e?)d
opdx =(5x+eP |dp

Se resuelve por el método de Lineales:

x=p3 U(p“”) (—2%1)) dp + C]

x=p3 U e?(=2p¥)dp + C]

x =p3[-2(p%? — 2p + 2)eP + (]

x=[-2(p~t=2p~%+2p~3)eP + Cp~?]

3
y=3 [—2(p™ ' —2p~2+2p~3)e? + Cp3lp + €?

Ejercicios propuestos:

Resolver los siguientes ejercicios propuestos por el método Lagrange.

8
a)y = (x+6)(Z)
b)y =x(y")? + Inly’|

) 3x*y? —xy'—y=0
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__senx dy ay

d)y =*55x () + eo

e)x(x —2)(y)Os* + 2y —2x' —x+2)y' +y*+y
! 1 ! 2 1A

y=x/y+;070° =5 )

g)3y" —7ysy =0
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4 LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

En esta unidad se presentaran los diferentes métodos para resolver una ecuacién
diferencial lineal de orden superior con coeficientes constantes, la misma que se define en

la expresion (4.1).

En este tipo de ecuaciones pueden se homogéneas, donde se presenta una solucion

general y las no homogéneas que tienen una solucidn caracteristica y una particular.
a,y™ + ay_ yY + o+ Y+ agy = P(%) (4.1)

Los términos a,, @,_1, -, A1, &g son constantes y P(x) es una funcién que depende

Unicamente de la variable independiente.

4.1 Homogéneas de coeficientes constantes

Una ecuacion diferencial de orden superior lineal del tipo homogénea se define como:

@ y™ + o, y@ D 4ty +agy=0 (4.2)

Para alas ecuaciones diferenciales de orden superior, generalmente, se emplea el siguiente

operador:

D=— (4.3)

Por lo tanto, la ecuacion (4.2) se expresa de la siguiente forma:
a, D™y + a,_ D"y + -+ a;Dy+ayy=0 (4.4)
De la expresidn (4.4), se puede factorizar y formar un polinomio en funcién de D.
y(a, D"+ ap_ D" 1+ -+ a;D+ay) =0 (4.5)

El polinomio de la expresién de la ecuacion (4.5) se debe factorizar mediante cualquier

método de factorizacion del algebra.
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D-r)D-1r)..D—1r)=0 (4.6)

La expresion (4.6) puede presentar raices diferentes, iguales e imaginarias. Por esta razon,

se analizaran los tres casos.
Raices Diferentes
Cuando las raices son diferentes, la solucidn viene definida como:

y = Cie"™* + (re™* + .-+ Cpe™* (4.7)

Raices lguales
En el caso que exista multiplicidad de raices la solucidon viene definida como:

y =Cie™ + Cyxe™ + Cy3x%e™ + -+ Cpx™ 1™ (4.8)

Raices imaginarias
Las raices pueden ser complejos conjugados definidos de la siguiente forma:

r=a=jb (4.9)

Por lo tanto, la solucidn se expresa a continuacién:

y = e*®(C;cos bx + C,sen bx) (4.10)

En el caso que la expresion (4.9) se trate de un imaginario puro (a = 0), la solucién se

define como:

y = Cycos bx + C,sen bx (4.11)

También, se puede tener la presencia de mas raices imaginarias.

rn=a i]bl; T =Aa, i]bz, oy = ay i]bn (412)
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Por ende, La solucion se define como:

= e™*(C,cosh,x + C, senbyx) + -
y 1 1 2 1 (4.13)
+ e*(Cy,_1 cos byx + Cypy sS€N by X)

En el caso que la expresion (4.12) se trate de sélo de imaginarios puros desaparece el

termino exponencial.

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de orden superior del tipo

homogénea.

e a)y'—-3y'+2y=0

Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D?—=3D+2)=0

Se factora el polinomio:
(D=-2)(D-1)=0

La solucién se representa de acuerdo a la expresioén (4.7):

y = C1e?* + C,e*

o b)y"-2y"—-y'+2y=0

Se deja expresado de acuerdo a la expresién (4.5):
y(D®—2D?—-D+2)=0

Se factora el polinomio:
DO-2)b-1)H)(D+1)=0

La solucidn se representa de acuerdo a la expresion (4.7):
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y = Cie** + C,e* + Cze™

e ¢)yV—-2y"-3y"=0

Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D® —2D?—-3D) =0

Se factora el polinomio:
D(D-3)(D+1)=0

La solucidn se representa de acuerdo a la expresion (4.7):

y = Cl + Cze3x + C3e_x

o d)y"+3y"+3y'+y=0

Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D3+3D*+3D+1)=0

Se factora el polinomio:
O+1HD+1)(DL+1)=0

La solucidn se representa de acuerdo a la expresion (4.8):

y =Cie ™ + Cyxe™ + C3x%e™

e )y —4y"+6y" -4y ' +y=0
Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D* —4D3® +6D?>—-4D +1) =0

Se factora el polinomio:
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(D-1D-1){D-1){D-1)=0

La solucidn se representa de acuerdo a la expresién (4.8):

y = Cie* + Cyxe* + C3x64e™ + Cyx3e”

o f)ylV—2y"+y" =0

Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D* —2D3 +D?) =0

Se factora el polinomio:
D*2D-1)(D-1)=0

La solucidn se representa de acuerdo a (4.8) para cada raiz repetida:

|y = € + Cx + Cze™ + Cyxe™|

e g)y'+2y' +2y=0

Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D?+2D+2)=0

Se factora el polinomio:
D-(1+PID-(-1-Pl=0=r=-14%j

La solucidn se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.10):

|y =e *(Cicosx + C, senx)|

e h)y"+y=0

Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
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y(D?+1) =0
Se factora el polinomio:
DO-)DD+)=0=r==1j

La solucién se deja expresado de acuerdo a la expresién (4.11):

ly = C;cosx + C, senx|

o i)y"+y' +y=0
Se deja expresado de acuerdo a la expresion (4.5):
y(D*+D+1)=0

Se factora el polinomio:

30 )4

La solucién se deja expresado de acuerdo a la expresion4.10:

y = e‘% ICl cos <§x> + C, sen <§x> l

Ejercicios propuestos:

a)3y" =7y +6y=0

b)y" —6y'+13 =0

c)y'—4y=0
d)y" =y =0
e)76y +y" —y
f)25y +8y' =0
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g)17y' +5yy' =y

4.2 No homogéneas de coeficientes constantes
Una ecuacion diferencial de este tipo viene definida como la expresion (4.1). Por lo que,

presenta una solucidn caracteristica (y,) y una solucién particular (yp).

Y=Y+ (4.14)

La solucion caracteristica es la misma de la seccidn (4.1) y la solucion particular presenta

diferentes métodos que se detallan a continuacion.

4.2.1 Solucion mediante el operador D
La ecuacién (4.1) debe expresarse mediante factores de grado uno, como se define a

continuacion:

Yp(D —1)(D —13)...(D — 1) = P(x) (4.15)

Por lo tanto, la solucidn particular se define como:

_P(») P(x)
yp - F(D) - (D — Tl)(D — TZ) (D - Tn)

(4.16)

Donde F(D) es una funcion representada por los factores de grado uno de la ecuacidn

(4.15).

Entonces, de la expresioén (4.16) se forman n ecuaciones diferenciales de primer orden para

obtener la solucién particular.

P(x)
= 4.17
V=T m (4.17)
Se resuelve la ecuacion (4.17), obteniendo una solucién G (x)
v =G(x) (4.18)
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Se continua con los siguientes factores, hasta culminar con el ultimo factor donde se

encuentra y,

v = G1(x) _ G (x) _ Gp—1(x)

o Yp = 4.19
D—rz'v D—ry’ e D—r, (4.19)

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de orden superior mediante el

operador D.

e a)y"+4y' =x

Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccién (4.1):
y(D?—4D)=x=D3-4D=0=DMD-2)(D+2)=0
Ve = C1 + Cre 2% + C,e?*

Se expresa de acuerdo a (4.16) para encontrar la solucidn particular:

X X
= e =
"=po-2y0+2) V' D-2

Se encuentra v mediante el método de lineales:

Dv—2v=x=v —-2v=x

= p=e % (f xezxdx>

" [eu (x 1)] X 1
B 2 4/ 2 4
Se continula con las expresiones 4.19:

INTSN

X _
=2t 2%
P D(D+2) +

N =
INTSN

\S]

N R
N

=v +2v=

Se resuelve por el método de lineales:
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o ax 5_1) 2x ]_ _Zx[Zx(z_l)]_ _x_1
v=e U(z z)¢ x| =e et 77TV T

Se continua con las expresiones (4.19):

x 1 1
174_ . _ (%
w5t (5-3)

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

x? x
y = Cl +Cze_2x+Czezx +§_Z

e b)y'—y=2cos?x
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccidon (4.1):
y(D?*—-1)=2cos?x=D?-1=0=>D+1)(D—-1)=0
Yo = Cie™* + Cre”

Se expresa de acuerdo a (4.16) para encontrar la solucidn particular:

2 cos® x 2cos? x

PTDrDO-1D " D+1

= v 4+v=2co0s%*x

Se resuelve por el método de lineales:

v=e* [2 j cos? xexdx] =e™* U(l + cos(2x))e*dx

v=e* [g (cos(2x) + 2 sen(Zx))] = %[cos(Zx) + 2 sen(2x)]

Se continua con las expresiones (4.19):
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%[cos(Zx) + 2 sen(2x)]
= D—1

1 2
= ¥p = ¥p = £ €0s(2x) + Zsen(2x)

yp = e* {f e ™ E cos(2x) + gsen(Zx)] dx}

X

1
yp = e* [—%cos(Zx)] = —gcos(Zx)

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

1
y=Ce™*+Che* — gcos(Zx)

e ¢) (D?—2D+1)y=6e*+6x

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
D?-2D+1=0=D-1)D-1)=0=7y,=C; + Cyx

Se expresa de acuerdo a (4.16) para encontrar la solucidn particular:

6e ™™ + 6x 6e ™™ + 6x
= :> e —————
»=o0-Dob-1 VT D-1

= v —v=6e"%+6x

Se resuelve mediante el método de lineales:
v=e* U e *(6e™ + 6x)dx| = e*{—-3e " 2e*(x + 1) + 1}

v=—-3e*[2e*(x+ 1)+ 1] =—-6(x+1)—3e7*
Se continula con las expresiones (4.19):

—3e™*—-6(x+1)
= D—1

= 3’;’7 —Yp = —3e*—-6(x+1)
yp =e* [—3 f e *le™*+2(x+1)]dx
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yp = —3e* U [e™2% + 2e™*(x + 1)]dx]

1 3
yp = —3e* [—Ze_x(x +2) - Ee_zx] =6(x+2)+ Ee_x

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

3
y=C1+C2x+§e_x+6(x+2)

e d)y’'—3y —18y =e*

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D?—-3D—-18)=e* = D?-3D—-18=0= D —-6)(D+3)=0
Y. = Cre 3% + C,e%*

Se expresa de acuerdo a (4.16) para encontrar la solucidn particular:

2x 2x

e e

= D-6e)D+3) " D-6

= v —6v=e%*

Se resuelve mediante el método de lineales:

4
v =eb U e_6xezxdx] =% LA _ler
4 4

Se continua con las expresiones (4.19):

2x

~1
4 °
D+3

1 1
- yy+ 3y, = —Zezx =y, =e3 [——J e3xezxdx]

1 1
— ,-3x | ___ ,5x)\ _ __— ,2x
p =€ ( 20°¢ ) 20°

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):
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e e y'—4y=6+e*

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D?—4)=6+e*=>D*-4=0=D+2)(D—-2)=0
Ve = Cre 2 + C,e?*

Se expresa de acuerdo a (4.16) para encontrar la solucidn particular:

6+ e?* 6+ e?*

= or0-2 "TD+2

=v 4+2v=6v+e%

Se resuelve mediante el método de lineales:

1
%
4e]

v=e ¥ U e?*(6 + ezx)dx] =e % [Bezx +

v=3+-e*

Se continua con las expresiones (4.19):

1

3+5;e%* 1
Y =—4 =>y’—2y =3+_er
P D=2 P 4
1
yp = e** U e 2x (3 +Zezx) dx]
3 1 3 1
yp:€2x<—§€_2x+ZX)=—E+er2x

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

2x

3
y = Cie 2 + Ce?* — Stge

R
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o f)y"—10y"' —11 = 20e*

Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccidn (4.1):
y(D? —10D —11) =20e* = D?—-10D—-11=0= D -11)(D+1) =0
Ve = Crel* + Ce™™

Se expresa de acuerdo a (4.16) para encontrar la solucidén particular:

20e* 20e*

PED-1no+) T D-11

= v —11v = 21e*

Se resuelve mediante el método de lineales:

v = ellx [Zof exe—llxdx] — ellx (_%e—lox> — _zex

Se continua con las expresiones 4.19:

—2e* , _
yp=D+1—>yp+yp =-2e*=>y,=e x[—Zfexexdx]
— yp — e—x(_er) — _ex

La solucién final se expresa de acuerdo a 4.14:

y = Clellx + Cze_x - ex

Ejercicios propuestos:

a) (D2 + D — 6)Y = 50senx — 52 cos Bx

b) (D? — 4D + 3)Y = 30sen 3x

c) x(D? + 4D + 1)Y = 18e™* cos 3x

d)y" —3y"' — 4 =30e*

e)y” —y =sen’x
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fy(D?—D —2)y =6e™*
g)y" — 3y + 3y =sene”
4.2.2 Variacion de pardmetros
La solucién de la ecuacién homogénea 4.4 se define como:
Y =0C1Y1tCY2 + o+ Cudn (4.20)

Por lo tanto, la solucidn particular se la expresa como:

Yp = VY1 + VY + o+ vy (4.21)

Donde vy, V5, ..., U, son funciones que dependen Unicamente de la variable independiente

x. Para encontrar estas funciones se forma un sistema de ecuaciones definida como:

( V1V1 VY2 e AUpn =0

V1y1 +v3y; e Uy =0

v1yy +v3y; e Ry =0
IO - : : (4.22)
Lv{yl(n_l) +v§y2(n_1) +v,’1y£n_1) = P(x)

La expresion (4.22) es un sistema de ecuaciones de vy, v, ..., Uy,. Es necesario encontrar las
soluciones de estas variables, para luego buscar las funciones v4, v,, ..., v, solo integrando

y se reemplazan en (4.21).
Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de orden superior mediante el

método variacién de parametros.

e a)y'+4y" +3y=3x+2
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):

y(D?+4D+3)=3x+2=D?*+4D+3 =0
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= D+3)(D+1)=0
Ve = Cie 3% + C,e™*
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.21):
Yp = vie 3 +ve7F
Se plantea un sistema de ecuaciones de acuerdo a la expresion(4.22):

{ vie 3 +vje ™ =0
—3vie 3 —vje ¥ =3x+ 2

Se resuelve el sistema de ecuaciones:

v] = —vpe?® = —3(—vye?*)e 3 —vie ™ =3x + 2
, 3 X s (1, %
vi=(3x+1)er = v = (5 +3)
vy = —(§x+1)e2xex = —<§x+1)e3x=v =e3x(—f—l>
! 2 2 ! 2 6

La solucién particular se define de acuerdo a la ecuacién 4.21:

y, =eBx(_f_l)e—mc+e3x<l+f)e—x=_f_l_l_er(l_I_f)
P 2 6 6 2 2 6 6 2

La solucién final se expresa de acuerdo a 4.14

e b)y" +9y =sen(6x)
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D? +9) =sen(6x) = D?>+9=0=r = +;3

y. = € cos(3x) + C, sen(3x)
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Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.21):
Yp = V3 €os(3x) + v, sen(3x)
Se plantea un sistema de ecuaciones de acuerdo a la expresion (4.22):

{ v; cos(3x) + v, sen(3x) =0
—3v; sen(3x) + 3v; cos(3x) = sen(6x)

Se resuelve el sistema de ecuaciones:

! = — :> fu— —_
V1 vz cos(3x) v cos(3x)

sen(3x) < sen(3x)>
; 3 ; sen(3x) + 3v; cos(3x) = sen(6x)

3! <sin2 (3x)

1
12 m + cos (3x)> = sen(6x) = v, = §sen(6x) cos(3x)

v, = — % [3 cos(3x) — cos(9x)]

, 1 6 3 sen(3x) 1 6 3
v =— [gsen( x) cos( x)]cos(—?)x) = —§sen( x) sen(3x)

v, = % [sen(9x) — 3 sen(3x)]

La solucién particular se define de acuerdo a la ecuacion (4.21):

Vp = 514 [sen(9x) — 3 sen(3x)] cos(3x) — 5% [3 cos(3x) — cos(9x)] sen(3x)

Vp = % [sen(9x) cos(3x) — 6 sen(3x) cos(3x) + sen(3x) cos(9x)]

Yp = % [sen(12x) — 3 sen(6x)]

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14)

1
y = C, cos(3x) + C, sen(3x) + =2 [sen(12x) — 3 sen(6x)]
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o c)y'—-2y'+y=e*lnx
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):

y(D?—=2D+1)=e*lnx=D?>—-2D+1=0
= {D-1)(D-1)=0

y. = Cie* + Cyxe”
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.21):
Yp = vie* + vyxe*
Se plantea un sistema de ecuaciones de acuerdo a la expresién (4.22):

{ vie* +vyxe* =0
vie* +vje* =e*(1+x)Inx

Se resuelve el sistema de ecuaciones:
vy = —xv; = (—xvy)e* + ve*(1+x) =e*lnx

v, =Inx = v, =x(lnx —1)

2
x
vy =—xlhx =v, = —Z(Zlnx— 1)

La solucién particular se define de acuerdo a la ecuacién (4.21):

2
X
Vp = —I(Zlnx— De* + x%(Inx — 1)e*

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14)

2
x
y = Cie* + Cyxe™ — I(Z Inx — 1)e* + x2e*(Inx — 1)

2,%x

y = Cie* + Cyxe* — 2 ZInx—-1—-4Inx +4)
2,x

y = Cie* + Cyxe* — 2 (3—2Inx)
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e d)y’'—6y —16=3e"%
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):

y(D? — 6D —16) = 3e™2* = D2 — 6D — 16 = 0
= D-8)(D+2)=0

Ve = C1e% + Ce™*
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.21):
Yp = v +ve7

Se plantea un sistema de ecuaciones de acuerdo a la expresién (4.22):

{ vied* + vje 2% =
8vje®* — 2vje 2% = 3e7%*

Se resuelve el sistema de ecuaciones:

v] = —vhe 1% = 8(—vpe10%)e8% — 2ple T2 = 372X
—2x,,! —2X,,! 2x 1 3
—8e vy, —2e7 vy, =3 > vy, = ——
10
3 3 3
—10x —10x
V,=——X =V =—e =, =———e
2 10 1710 ! 100

La solucidn particular se define de acuerdo a la ecuacién (4.21):

3 3 3 3 11
e—leeSx _ _xe—Zx — e—Zx _ _xe—Zx — e—2x

= 100 10 100 10 100

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14)

11
=C 8x C —-2X __ —-2Xx
y 1€ + 2€ —1009

Ejercicios propuestos:

2x34x%2-4x-6
)

a)y'" =2y"+y' +2y =
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b)y" —6y"+ 11y’ — 6y = e*
c)y"— 3y’ + 2y = x?sen 2x
d)y" + 9y = sin 3x

e)y" +y" =3e* + 4x?

fly' + 16y = e3*
g)2y" —6y" =x
4.2.3 Coeficientes indeterminados

El polinomio P(x) de la ecuacion (4.1) puede venir expresado de diferentes formas como

se detalla a continuacion y por ende tiene su propia definicidn de yp, de acuerdo a cada

caso.
P(x) = P,(n) = y, = x°(A; + Apx 4+ Asx? + - 4+ Ap1x™) (4.23)
Donde P, (x) es un polinomio de grado n y s es la multiplicidad de raices igual a cero 0 de

la ecuacién (4.6) las constates Ay, Ay Az, o, Aan deben encontrarse su valor

correspondiente.

P(x) = aeP* = y, = AeP* (4.24)
Donde a es una constante con un valor ya predeterminado por el ejercicio y A es una
constante que se debe buscar su valor correspondiente.

p(x) = senax = y, = Asenax + B cos ax (4.25)

Donde a es la constante con un valor ya predeterminado por el ejercicio y A,B son

contantes que se deben encontrar su valor correspondiente.

p(x) = e* senbx = y, = Ae®* sen bx + Be®* sen bx (4.26)
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Donde a, b son constantes con un valor ya predeterminado por el ejercicio y A, B son

contantes que se deben encontrar su valor correspondiente.

Para encontrar las incégnitas de las ecuaciones (4.23),(4.24),(4.25) y (4.26)se debe derivar
de acuerdo al orden de la ecuacién diferencial y reemplazar en la misma para encontrar

sus valores.
Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de orden superior por el

método de coeficientes indeterminados.
e a)y’'+19y =e3*
Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D2+19) =e3* =D24+19=0 = r = +jV/19
y, = C; cos(V19x) + C, sen(v'19x)
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.24):
Y, = Ae3*
Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacién diferencial:
y' =34e3* = y" = 94e3*

9Ae3* + 194e3% = 3% = 284e3% = 3%

Vp = %639(

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

1
y = C; cos(V19x) + C, sen(v19x) + %6336
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© b)Yy —y=6e*
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):

y(D?—1) = 6e?* = D2 —1=0
=S{D+1)(D-1)=0

Y. = Cie ™ + Cye*

Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.24):
yp = Ae**

Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacion diferencial:
y' =24e** = y" = 44e%*
44e?* — Ae?* = 6e?* = 34e** =6e?* = A =2

yp = 2e**

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

y = Cle_x + Czex + Zezx

e ¢)y'—4y=x*+3

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D?-4)=x2+3=D?-4=0=(D+2)(D-2)=0
Ve = cie” ¥ + c,e?*

Se plantea la solucidén particular de acuerdo a la ecuacion (4.23):
Vp = Ay + Ayx + Azx?

Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacion diferencial:

yI; == Az + 2A3x - y” = 2A3
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2A3 - 4‘A1 - 4A2x - 4A3x2 = x2 + 3

1
_4A3=1$A3=__

7 7 x?
21‘13_4‘141:3:>141:—§:>_§_Z

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

e d)D3D+1Dy=3x3+1
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccién (4.1):
D3(D+1)=0=y,=C; + Cx + C3x% + Cpe™™
Se plantea la solucidn particular de acuerdo a la ecuacion (4.23):
Vp = x3(Ay + Ayx + Azx? + Ayx®)
Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacién diferencial:
Yy = 6A:1x + 124,x* + 20A3x> + 304,x*
Yy = 6A; + 24A,x + 60A43x% + 120A,x3
yy, = 24A; + 180A3x + 3604,x°

24A, + 180A3x + 3604,x% + 64, + 24A,x + 6043x? + 1204,x3 = 3x3 + 1

1 3
120A4=3=>A4=E;360A4+60A3 =0= 4; =~

9 13
18045 + 24A, =O=>A2=§;24-A2+6A1:1:>A1:_?

_af( 1o 3, %
Y =X\ T3 g 20" Ta0
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Vp = 34;x% + 44,x3 + 5A5x* + 64,x°

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

13 9 3 x3
= G+ Cyx+ Cox® + Cpe ™+ 23— o oy — 2 4
y 1+ 2x+ 3X + 4€ +x < 3 +8x ZOx +40>

e e)y"+12y" = cos(6x)

Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccién (4.1):
y(D? + 12D) = cos(6x) = D(D + 12) = 0
Ve = C, + Cre 12

Se plantea la solucidn particular de acuerdo a la ecuacion (4.25):
yp = Asen(6x) + B cos(6x)

Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacion diferencial:
yp = 6A cos(6x) — 6B sen(6x) = y,' = —36A sen(6x) — 36B cos(6x)
—36A sen(6x) — 36B cos(6x) + 72A cos(6x) — 72B sen(6x) = cos(6x)
—36A—-72B=0=A=-2B; 72A—-36B =1

1 1
—144B—36B=1=B=-—— = A= —
180 90

1 1
Vp = %sen(6x) — ﬁcos(@c)

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

1 1
y=C; + Cre™12* + %sen(6x) - @cos(6x)
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o f)3y"+2y'—5y=7senx
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):

y(3D?+2D —5)=7senx = (D—1)(3D+5) =0

Ve = Cie* + Cze_gx
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.25):
Yp = Asenx + B cosx
Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacion diferencial:
Yp =Acosx —Bsenx = y,' = —Asenx — Bcosx
—3Asenx —3Bcosx + 2Acosx —2Bsenx —5Asenx — 5B cosx = 7senx
(=84 —2B)senx + (2A—8B)cosx = 7senx

2A—8B=0 > A=4B; —84A—-2B=7

32B—2B=7=18B ’ A 1
34 17
14 7
Yp = —1—73enx —3—4COS.X'

La solucién final se expresa de acuerdo a (4.14):

C,e*+C _gx 14 d
= —_— — n — —
y 1€ e 17 SenX — 5 Cosx

o g)y'+2y'+12y =e*senx
Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D?+2D +12) =e*senx = (D> +2D+12)=0=r = -1+ V13

Ve = e‘x[Cl cos(\/ﬁx) + C, sen(\/ﬁx)]
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Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.26):
Yp = e*(Asenx + B cosx)

Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacion diferencial:
yp =e*[(A—B)senx + (4 + B) cos x]
Yy = e*[—2Bsenx + 2A cos x]

e*[—2Bsenx + 2A cosx] + 2e*[(A — B) senx + (A + B) cos x|

+12e*(Asenx + Bcosx) = e*senx
e*[(=2B +2A — 2B+ 12A)senx + (2A+ 2A+ 2B + 12B) cos x] = e* senx

e*[(14A — 4B) senx + (4A + 14B) cos x] = e* senx

7 1
44+ 14B=0=A=—-B; 144~ 4B=1=B =~

A 7 x( 7 1 >
= — = _— —_—
106 yp e 1O6senx 53COSX

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

7 1
y= e‘x[Cl cos(V13x) + C, sen(V 13x)] +e* (ﬁ Senx — == Cos x)

e h)y"+9y" =2e*cosx

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D? +9D) = 2e*cosx = D(D+9) =0
Y. = C; + Cre™*

Se plantea la solucidén particular de acuerdo a la ecuacion (4.26):
Yp = e*(Asenx + B cosx)

Se deriva de acuerdo al orden de la ecuacidn diferencial:
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yy = e*[(A— B)senx + (A + B) cos x]
Yp = e*[—2Bsenx + 2A cos x]
e*[-2Bsenx + 2Acosx]| + 9e*[(A— B)senx + (A + B) cosx] = 2e* cosx

e*[(—2B +94A —9B)senx + (2A+ 9A + 9B) cos x] = 2e* cosx

11 103

~11B+94=0=A=—B;11A+9B=2=B =~
_ 133 x( 1133 103 )
= 729 Yp =€ 729 senx 31 Cosx

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

senx +——cosx

1133 103 )
729 81

y=Cl+Cze‘9x—ex(

Ejercicios propuestos:

a)4y" —y =12e* + /2
b)y" + 74y = 48sin 5x
c)y" +16 = 14cos 3x
d)y" +y =sin 5x + 8cos 5
e) (D2 -1)y = x*

f)(D —1)%y = x? — 3x
g)y" +sen xy' =67y
4.2.4 Método abreviado

Al igual que la seccion anterior se tiene diferentes casos donde se puede encontrar de

forma mas corta la solucién particular a los métodos anteriores.
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P(x)=e* =y, = P siF(a) #0 (4.27)

1
—e
F(a)
La ecuacion (4.27) permite encontrar de forma directa el y, siempre y cuando el

denominador sea diferente de cero.

En el caso que el valor de a coincida con un valor de las raices como se define a

continuacion.

erlx

T O-mD-1) (D -1y
e’X X

" -r)F(D) @ -r)F(r)

P(x) =e"* =y,
(4.28)

Donde F(D) = (D —r)(D —13) ... (D — 1;,) se puede encontrar F(r;) por ende, la y, de

(4.28) se puede expresar como:

ke™*

= 4.29

yp D — o ( )
Donde k = % lo que representa un valor numérico. Por lo tanto, la ecuacién (4.29) se

1
puede resolver por el método de lineales de primer orden.
sin (ax + b) 1
= = 4.30
P(x) {cos (ax + b) = W F(D?) P(x) F(—a?) P ( )

En este caso es aplicable, cuando el polinomio (4.6) se puede dejar expresado en funcidn

de D? o de orden superior par.

_ B _ Pa(0)
F(D) a,D"+ a,_D*" 1+ -+ a,D+ ay,

P(x) = Py(x) —» Yp (4.31)

Donde el término ﬁ se puede dividir dejando expresado de la siguiente forma:
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yp = (ag + a;D + a+ 2D* + -+ a,D™) P, (x)

/ " n) (432)
Yp = aoB(x) + a1 B (x) + az By (x) + -+ anb,

El orden de la derivada de la ecuacidn (4.32) depende del grado del polinomio P, (x).

P(x) = e"P, -y, = e% P, (x) (4.33)

1
F(D + a))

Este caso se aplica cuando se tiene una exponencial multiplicada por un polinomio, para lo

cual se aplica la ecuacién (4.33) y se procede con los mismos pasos para la ecuacion (4.32).

Ejercicios resueltos:

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes indeterminados.
e a) yV —25y" + 144y = 42¢3*

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):

y(D* — 25D2 + 144) = 42¢3* = (D + 4)(D — 4)(D +3)(D —3) = 0
Ve = C1e73% + C,e3% + Cze™* + Che®™

Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.28):

42e53% 42e53% 3x

PEDFHO-HO+)HD-3) NDEEDOD-3)

e
D—-3

2
3

2 2 2
Yp = 3¥p = —§e3x =y, =e* [—gf e‘3xe3xdx] = —§xe3x

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

2
y = Cie 3 + Ce3% + Cze 4 + Che®™ —§xe3x
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e b)4y"—y=12e*+ ef
Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1)
y(4D? — 1) = 12e* + e% = 2D+1)2D-1)=0
_x x
y. = Cie 2+ (Cye2
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.27):

X
12e* e4

Y =D+ DD -1 @D+ D@D -1

DR

12e”* e

TS

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

_x x x
y=_Cie 2+ Cye2+4e* —-e4

Wi

c)y" + 3y = 17cos (3x)

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D? +3) =17 cos(3x) = (D2 +3) =0 =r = +jV/3
y. = C; cos(V3x) + C, sen(v3x)
Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.30):

_ 17cos(3x) 17cos(3x) 17

= = =—-—— 3
Yp D2 + 3 —(3)? +3 G cos(3x)

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):
17
y = C; cos(V3x) + C, sen(v/3x) — ?cos(Bx)
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e d)y"Y +9y=9sen5x
Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
y(D*+9) =9sen5x => D*+9 =0

=n= tj

Ve V6 V6
y.=ez2" lCl cos (7 x> + C, sen <7 x)l

V6 V6 V6
+ e 2%|C; cos <7x> + C4ssen (7 x)l

H-
—~.
N

NS
S| S
NS

Se plantea la solucién particular de acuerdo a la ecuacion (4.30):

9sen5x 9sen 5x 9

% {04 0] -5+ 0] 63a

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

V6 V6 V6 Vs V6 V6 9
y=e2"|C, cos - X + C, sen X +e 2% |C5cos - X + C,ssen X +@sen5x

o e) (D*-1y=x*

Se encuentra la solucion caracteristica mediante los métodos de la seccion (4.1):
D+1)(D-1)=0=y.=Cie ™+ (C,e*

Se plantea la solucidén particular de acuerdo a la ecuacion (4.32):

x4

yp = m: (—1 —DZ —D4' — ...)(x4)

z=x*= 7z =4x3

= 7" = 12x2
= 7" = 24x
=z =24
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= zV=0
yp = —x* —12x% — 24

La solucidn final se expresa de acuerdo a (4.14):

y = Cie™* + Ce* — x* — 12x% — 24

o f)(D-3)>2y=x%2—-6x—4

Se encuentra la solucidn caracteristica mediante los métodos de la seccién (4.1):
(D-3)(D—3)=0=y, = Ce3* + C,xe3*

Se plantea la solucidn particular de acuerdo a la ecuacion (4.32):

2
y, =x_6—x_4=(l+iD+iDZ+...>(x2_6x_4)
P D2-6D+9 9 27 27

z=x’—-6x—4=27 =2x—-6

=z"'=2

— 7" =0
_1(2 ; 4)+12 ey Loy X2 1616
Yp T O 7 (X = 6+ (2) =5 —57%¥ 57

La solucién final se expresa de acuerdo a (4.14):

3 3y x* 16 16
y = (e’ + Cyxe +?_ﬁx_ﬁ
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5 TRANSFORMADA DE LAPLACE

La Transformada de Laplace es una herramienta util para el calculo, que nos permite llevar
problemas del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia. Funciona como un operador
lineal para la resolucién de ecuaciones diferenciales y ademas proporciona una forma
sencilla de resolver problemas que vienen de las ciencias e ingenierias que por algln otro

método seria muy complejo resolverlo.

5.1 Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcidn de t (tiempo) definida parat > 0. La transformada de Laplace de

f(t) denotada por L{f (t)}, se define como:

oo

LEO)=F©) = | e f(Ode (5.1)
0

Donde s es una variable compleja y se define como s = § + jw

Al factor et de la definicién de la transformada de Laplace se le denomina Nucleo o

Kernel; este factor permite llevar del dominio t al dominio transformado s.

Se dice que la transformada de Laplace de f(t) existe, cuando la integral de su definicidn

converge para algun valor de s; de otra manera, se dice que no existe.

La operacién de obtener F(s) a partir de una f(t) dada, se llama transformacion de
Laplace. Por otra parte, la funciéon f(t) original de la definiciéon (5.1) se llama la

transformada inversa o inversa de Laplace de F(s) y se denota por L™{F (s)}.

f© =L7HF(s)} (5.2)

Ejercicios resueltos
Determinar la transformada de Laplace, de las siguientes funciones elementales.

e a) Funcidn constante f(t) = k
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Aplicando la definicion tenemos

*© k “ k
L{k} = J. e Stkdt = ——eSt{ ——(0-1)
0 s o S
k
L{k} = —
s

e b) Funcion potencia n-ésima f(t) = t"

Aplicando la definicién tenemos

oo n [0e]

t
L{k} = f t"e Stdt = ——e~St
0 s

n [oe)
+ —j t"le=stdt
0 S Jo

—st| de acuerdo a la definicidn del limite se hace

0

. "
Al resolver el primer sumando — Se

cero. Al continuar resolviendo la integral con el método de por partes, se tiene:

o) n-—1

® n—-1(®
ey +2=1 f t”"ze‘“dtl
S Jo

0

L{t"} = j

n_,—st n t
t"e Stdt = —|—
0 s

Nuevamente el primer sumando se hace cero, de acuerdo a la definicidn del limite, por

ende, el n-ésimo término de la integral seria:

o)

nn-—1) (® n! o
re-seqe = M1 )f t" et dt = ——= (e75)
S Sn+1
0 0

L") = f

0

L{t"} =

Sn+1

e ¢) Funcidn constante f(t) = e cuando t = 0, donde a es una constante

Aplicando la definicién tenemos

[09] (o8]

L{eat} :f etlo=Stdt = e—(s—a)t
0 a—=S 0

Por lo tanto, cuando s — a > 0:
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L{e"} =

S—a

édeberiamos seguir asi y obtener la transformada de cada funcién de la definicién? La
respuesta es noy larazon de esto es debido a que la transformada de Laplace tiene muchas
propiedades generales que facilitan su calculo. Primero, la transformada de Laplace es una

"operacidn lineal", similar a la diferenciacidon y la integracion. Esto significa lo siguiente.

La transformada de Laplace tiene las siguientes propiedades

Linealidad: La transformada de Laplace es una operacién lineal; es decir para cualesquiera

funciones f(t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existan y cualesquiera constantes

yB.

Liaf () + Bg ()} = aL{f ()} + BL{g(D)}

Ejercicios resueltos

Determinar la transformada de Laplace o su inversa de las siguientes funciones.

e a) f(t) =coshat

Aplicando la definicién de cosh x y la definicion (5.1)tenemos

L{coshat} =L {

2

Aplicando la propiedad (5.3)

1 (1
L{coshat} = EL {E eat}

1
2

Cuando s > a(= 0),

L{coshat} =

s2

— a2

e b) SeaF(s) =1

1
s—a)(s—b)’

1 1/ 1 1
+—L{E€_at}:—( +

e + e‘“t} 1 1
- :L{_eat_i__e—at}

2 2

2\s—a s+a

a # b. Encontrar L™Y{F(s)}
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Del Algebra Lineal la inversa de una transformacién lineal es lineal, luego la
transformada inversa de Laplace es lineal. Reduciendo F(s) mediante fracciones

parciales tenemos

L7YF(s)} =L {(s — a)l(s — b)} =L {a i b <(s i a) (s i b)>}

-l =

L7HF()} = (e —e")
a—>b
f@® F(s) f® F(s)
1 1
1 1 — 6 et
S s—a
1 S
2. t 5_2 7. cos at sz-l-—az
2! a
2
3. t 5_3 8. senat SZ-I-—aZ
n! S
n
4. t e 9. cosh at o
a
5. t*a>0 M 10. senh at —_—
Sa+1 52 — az

5.1.1 Transformada de Laplace de algunas funciones especiales:

Como funciones especiales en Teoria de Control, se conoce a la funcién delta de Dirac o

funcién impulso, escalén unitario o Heaviside y a la funcién rampa.

La funcidn escalon unitario: lamada también funcién unitaria de Heaviside, es considerada

una funcién causal porque se encuentra definida en el intervalo de (0, ©):

H) = u(t) = 1(t) = {(1’ N 8

)
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H(t)

A

v
~

Figura 5.1 Grafica de la funcion escaldn unitario.

La transformada de Laplace de la funcién escalén unitario viene dada como:
1
L{H()} = B (5.4)

La funcion escaldn unitario se puede encontrar desplazada un valor a, como se muestra a

continuacion:

e - -se-0- ) (5

H(t)

A

14 ===

0,51

-a-1 -a 0 a a+l

Figura 5.2 Grafica de la funcidn escaldn unitario desplazada un valor a.

La transformada de Laplace de la funcion escaldn unitario desplazada un valor a, viene dada

como:

e—at

L{H(t —a)} = (5.5)
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La funcion impulso, también llamada funcidén delta de Dirac y se define como:

o, t=0
6(t) = {0, t+0
8(0)
A
1_
0,54
I I I 1 > t
-2 -1 0 1 2

Figura 5.3 Grafica de la funcién impulso.

La transformada de Laplace de la funcién impulso viene dada como:
L{6(t)} =1 (5.6)

La funcion impulso se puede encontrar desplazada un valor a, como se muestra a

continuacion:

o, t=a
6(t—a)={0 t+a

6(t)
A

14— = =

0,51

A 4
~

| | | |
-(a+1) -a 0 a a+l a+2

Figura 5.4 Grafica de la funcién impulso desplazada un valor a.

La transformada de Laplace de la funcién impulso desplazada un valor a, viene dada como:
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L{6(t—a)}=e™ (5.7)

La funcion Rampa viene definida como:

o

Figura 5.5 Grafica de una funcién rampa.

La transformada de Laplace de la funcién rampa viene dada como:
! 5.8
L{r(t)} = S_Z (5.8)

Ejercicios resueltos

e a) Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcion

5 t<?2
f®)=4-1, 2<t<5
2. t>5

La funcidn f(t) la podemos escribir usando la funcién escalén unitario como
f(t)=5—6H(t—2)+3H(t—-5)
Luego

L{f(t)} = L{5—-6H(t—2)+3H(t —5)}
= L{5} —6L{H(t —2)} +3L{H(t — 5)}

5 e—ZS e—Ss
=——6 +3
S S S
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5 —6e 25 4 3¢5
S

LI} =

e b) Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcién

f& 4

La funcion f(t) la podemos escribir usando la funcion escalén unitario y la funcién

rampa como:
fW=H®)—r{t—1)+r(t—-2)
Luego, usando el resultado del ejercicio propuesto d) de esta seccidn tenemos

LUFOy=LH®) —r(t -1 +r(t—-2)}
= L{H(O)} — L{r(t = D} + L{r(t — 2)}

e—s e—s e—Zs
s sz 2
(s—1e S +e72
L) = ~

Ejercicios propuestos:

Hallar la transformada de Laplace de las siguientes funciones usando la definicién (5.1).

a) f(t) = cos(at)
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b) () = te™™
c) f(t) = te™*, donde a es una constante

d) la funcién dada por

x 0<x<?2

f(t)z{z x> 2

e) La funcidon rampa desplazada a unidades dada por

0 t<a
t—a t=a

r(t—a)={

e—as

R.L{r(t—a)} =

N

f) la funcién dada por

1 0<t<1
f(x)=4et 1<t<4
0 t>4

g) la funcion dada por

ONE

h) la funcién dada por
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f(t) A
2

5.2 Propiedades de la transformada de Laplace

En la seccién 5.1 vimos que la transformada de Laplace es lineal, propiedad (5.3), en esta

seccidon describiremos otras propiedades importantes de la transformada de Laplace:

Propiedad de cambio de escala, esta dada por:
cif@oy =~ (2 (5.9)
= a \a '
Propiedad de traslacion en la frecuencia, estd dada por:

L{ef()}=F(s—a) (5.10)

Propiedad de traslacion en el tiempo, esta propiedad permitird encontrar la transformada

de Laplace de funciones discontinuas. Su transformada viene dada por:

L{f(t —a)H(t —a)} = e " ¥F(s) (5.11)

Transformada de derivadas, la transformada de Laplace nos permite trabajar con
derivadas de forma algebraica. A continuacidn, la deduccién para la transformada de la

primera derivada.
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L) = fo e~ ()de

=e StF()| + sfooe‘“f(t)dt 5.12)
0
= sF(s) = f(0)
La deduccion para la segunda derivada es equivalente.
L@y = [ e .
= s%F(s) = sf(0) — f'(0)
En general se tendra.
L{FM(@)} = s"F(s) = s"1f(0) = - = 7D (0) (5.14)

Transformada de integrales, Al igual que con las derivadas, la transformada de Laplace nos

permite trabajar con las integrales de manera algebraica

Si L{f(t)} = F(s), entonces

U fwdu } Fs) (5.15)

La integral puede encontrarse desplazada un valor a, luego

L{ftf(u)du} = @ — foaf(u)du (5.16)

Multiplicacion por potencias de t, esta dada por:

Tl

Lt f (O} = D" F(s) = (“1)"F ™ (s) (5.17)
Division por t, esta dada por:
t

L{@} = fOOF(u)du (5.18)
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Ejercicios resueltos
Halle las transformadas de Laplace indicadas usando las propiedades (5.2) (5.18)

e a) L{e >ttsen? 2t}

2s 4s2+16

1 1 1 1 s
L{sen?2t} =L {E ~ 5 ¢0s 4t} =

d[l 1 s ]_1+ 16 — s2
dtl2s 4s24+16] 252 2(s%2+ 16)2

L{tsen? 2t} =

1 16 — (s — 5)2
2 =52 T 2((s = 5)% + 16)2

L{e >'tsen? 2t} =

.« b)L {et(cos t—1)}

t

s—1 1
(s—1?+1 s-1

L{et(costt_l)}:fw( uf1_21+1_ui1)du
s M )

1
= Eln[(u - 1)2+1]-In(u-1)

L{et(cost — 1)} = L{et cost} — L{e'} =

o)

N

L{M}= /(5—1)2+1S—1

t

e ) L{fotxz sen 5x dx}

L{sen5t} = ST

dz( 5 ) d( —10s )_10(352—25)

2 — (— 2 (—— = —
L{t senSt}—( 1) dsz\s2 + 25 ds (SZ+25)2 (SZ+25)3

‘. 10(3s2 — 25)
L fox sen 5x dx :m
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o d)L{ftx cosx+xe senxdx}

tx?cosx + e *senx t te~*senx
L dxy =L xcosxdx + | —dx
0 x 0 0 x

1 1 (e tsent
= ;L{tcost} + ;L _—

t

[ L{cos t}] I f L{e tsen t}dul

11 d

S dt(2+1 U (u+1)2+ll

r ftxzcosx+e_xsenxd 1 s?2—1 +1 (T[ . +1)
o x TS5 sr+D s \2 arctan(s + 1)

e e) Encontrar la transformada de Laplace de la siguiente funcidn por partes:

0, t<2m
f@®) = {cos(t —2m), t>2\pi

La funcion f(t) la podemos expresar a través de la funcién escalon unitario como
f(t) = cos(t —2m) H(t — 2m)
Luego

F(s) = L{f(t)} = L{cos(t — 2m) H(t — 2m)}
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= e 2™ L{cos(t)}

F(s) =e™27s

s2+1

Halle las transformadas de inversa indicada

3s 5 }
s—2 S2416  s2+4

1:—1{ : SR }—41:—1{ 1} 3071 {5
s—2 s2+16 s2+4) s—2 s2+16

(4 3s 5 ot 5
L {5_2_52+16+52+4}=4e — 3 cos4t + —sen 2t

2

o )Lt

Como L1 {Szlﬂ} =

$2-25+5

J

1

S sen 2t, tenemos que

e R {ﬁ}

1 E

s2—2s+5

}—1 t 2t
—26 sen

como 112} -

sen t, tenemos que

— /3
-1 e TS _ {e—n's/3 1 }
s2+1 s2+1

s2+1

o1 {e‘”s/3} _ {sen(t —-n/3) t>mn/3

0 t<m/3

2s

e h) L-l{

(25)2+16}

151

}+5L—1{

s2+4

}



Como L1 { } = cos 4t, tenemos que

s2+16

_1{ 2s }_1 4t 1 2t
(2s)2+16) 2% T2

o )L {(SZ-SH)Z}

Como L1 { :

}—Sent i( L )_ Ltenemos ue
sz+1) y q

ds \s2+1/) _(52+1)2

e T

L‘l{ > }— 1(1: t)—lt t
(SZ+1)2 = sen —2 sen

2

Como L1 {;} =L1 {% - i} =1 — et tenemos que

1 1 1—et
L1 ] (—— )du =
s \w u+1 t

Como L1 { !

1
> } = -sen 2t tenemos que
s“+4 2

gt [
———t=| —=sen2udu
s(s2+4) 0 2

Lt —1 = 1 1 2
{s(s2 + 4)} - Z( ~ cos2t)
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Halle la transformada inversa de las funciones dadas aplicando descomposicién de

fracciones o el método de fracciones parciales segun el caso.

C e

s2-9

La transformada inversa se puede descomponer como

e R e s e (=)
L {52_9 =L {52_9}+L S5 = cosh3t + L7 = (5=

1 1 3
= cosh 3t + §L {52 — 32}

s+1 1
L1 { 9} = cosh 3t + gsenh 3x

s2 —

e m)L? {;}

(s2-2)2+9

La transformada inversa se puede descomponer como

1 s | =2)+2
M) = {—<sz_z>z+9}

=L‘1{<sz:ﬁ}”ﬁ‘l {m}

= e?t cos 3t+EL‘1{ 3 }
3 (s2—-2)2+32
-1 S }_ 2t E 2t
L {—(52—2)2+9 =e cos3t+3e sen 3t

e n) Lt {i}

§2—5-2

Descomponemos el argumento de la transformada inversa usando el método de

fracciones parciales

s+3 s+3 A B
52—5—2:(5—2)(s+1):s—2+s+1
_A(s+1)+B(s—-2) (A+B)s+(A-2B)
(s=2)(s+1) (s=2)(s+1)
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De donde, tenemos que

e 0 l:_l{ 3s+1 }

(s—1)(s%2+1)

Descomponemos el argumento de la transformada inversa usando el método de

fracciones parciales y resolvemos

3s+1 . +Bs+C_ 2 +—25+1
(s—1)(s2+1) s—1 s24+1 s—1 s2+1

1 3s+1 . 2 —25+1
e f=o e
(s—=1)(s2+1) s—1 s?2+1

1 S 1
= 2/;—1{ }—2/;—1 1;—1{ }
s—1 {52+1}+ s2+1

}zZet—Zcost+sent

1 3s+1
{(s —1D(s2+1)

Ejercicios propuestos

A) Hallar las transformadas de Laplace indicada
a) L{(t + 2)%e'}

b) L{e?!(3 sen 4t — 4 cos 4t)}

c) L{e t(3senh 2t — 5cosh 2t)}

d) L{(1 + te™%)3}
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e) L{f ()} si

_((t—-1)? t>1
f(t)_{ 0, 0<t<1

f)Si L{F(D) = ——=sH - hallar L{f (26)}

(2s+1)2(s—

g)Si L{f ()} = % hallar L{e~f(3t)}

2t, 0<st<1
e

h) Dada f(t) = ' F>1

, (i) Hallar L{f (t)}. (ii) Hallar L{f'(t)}

i) Demostrar que

t] —e¥ 1 1
L j du =—ln<1+—)
o U S 2

j) Demostrar que

@ rt etsenu T
—dudt = —
t=0Ju=0 u 4

k) Hallar L{t(3 sen 2t — 2 cos 2t)}

[) Demostrar que

6s% —2

L{tz Sen t} = (52+—1)3

m) Hallar £{t3 cos t}

n) Demostrar que

L{cosat—cosbt}_ 11 s 4+ b?
t 2 M5 1 a2

o) Calcular

® cos 6t — cos 4t
dt
0 t
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B) Hallar la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones

a) L7t

5s+4  2s-18 24—30\/5}
s3 s2+49 s%

{
b) L~ ' {52 645+20}
v

45+12 }
s2+8s+16

c) L1

d) L™ 1{

=

4TS /5
—1 (se }
e)L { 52425

(s+ 1)e‘”s}

sZ+s+1

fef
g) L1 {(Se_;:;ss/z}

h) Calcular £71 {

s
(s2+a?)2

} (sugerencia busque una f(t) tal que —f(t) = )

( 24a 2)2

i) Calcular £71 {ln (1 + S%)}

j) Calcular £71 { . }

s2(s2+1)

k) Encontrar £L71 E In (1 + Siz)}

5.3 Solucidn de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

la transformada de Laplace permite resolver problemas de valor inicial lineales donde la
ecuacién diferencial que tenga coeficientes constantes, esto es, la ecuacidon diferencial sea
como en (4.1)

dny dn—ly d_’y
U +a,_ e —+- +a1d +agy = g(t)

y(0) = ¥6,¥'(0) = yy, .., YV D(0) = 4

(5.19)
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Donde los términos a,,, a,,_1, ---, @1, Qg Y Yo, V1, --» Yn—150N constantes, g(t) es una funciéon

que depende Unicamente de la variable independiente t.

Gracias a la propiedad (5.3) de linealidad, la transformada de la ecuacién (5.19) queda de

la forma:

n

d"y d"ly dy
a,L {W} +a,_1L {—dtn—l} + - +a, L {d_t} + ao{y} = L{g(t)} (5.20)

Aplicando (5.14) a (5.20) nos queda

an[s™Y (s) — s™ 1y (0) — - — y""1(0) ]
+ apq[sPTIY(S) = s"2y(0) — - —y@D(0)] + - (5.21)

+a,Y(s) =G(s)

Donde L{y(t)} = Y(s) y L{g(D)} = G(s)
Resolviendo la ecuacion transformada (5.21) para el simbolo Y (s), primero obtendremos
P(s)Y(s) = Q(s) + G(s) y después despejamos

_0) , 66)

— (5.22)
P(s) P(s)

Y(s)

Donde P(s) = a,s™ + a,_1s" 1 + -+ ay, Q(s) es un polinomio de grado menor o igual
quen — 1y consiste de varios productos de los coeficientes a;, i = 1, ...,nylas condiciones

dadas yo, Y1, «+» Vn-1-

El procedimiento en general consiste en escribir (5.22) con el menor denominador comun
y luego descomponer en dos mas fracciones parciales. Luego, la solucién y(t) del problema
de valorinicial (5.19) es y(t) = L1{Y(s)}, donde la transformada inversa se halla término

a término. Podemos resumir el método en el siguiente diagrama
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La ED

Encuentre y(t)
. . transformada se
que satisfaga una Aplique £ .

ED y las CI convierte en una

ecuacion

Resuelva la

Resuelva Y (t) del Aplique £-1 ecuacion

PVI original transformada de
Y(s)

Figura 5.6 Método de Laplace de resolucién de ecuaciones diferenciales

Ejercicios resueltos

Determine la transformada de Laplace de las ecuaciones diferenciales y despeje Y (s) en

cada caso
e a)y'—2y"+3y=0

L{y" = 2y" + 3y} = L{y"} = 2L{y"} + 3L{y}
= [s?Y(s) — sy(0) — y'(0)] = 2[sY(s) — y(0)] + 3Y(s)
=(s*=25+3)Y(s)—y'(0) = (s = 2)y(0) =0

Despejando Y (s), obtenemos

y'(0) + (s — 2)y(0)
s2—2s+3

Y(s) =

e b)y =te3t+2

L{y' —te3t — 2} = L{y'} — L{te3'} — 2L£{1}
2

1
=Y =yl - 537570

Despejando Y (s), obtenemos
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B 2 y(0)
YO =Tzt 5

En ambas soluciones y(0) y y'(0) representan las condiciones iniciales especificadas

e ¢) Usando el método de las fracciones parciales determine la transformada inversa

S
deY(s) = (s+1)(s2+1)

S A Bs+C_ 1 1 1s+1

(s+1D(s?+1) s+1 s?2+1 2s+1 2s?+1

LYY ()} =L7" {(s n 1)252 + 1)}
e e e b

1 1 1
LYY (s)} = —Ee_t + 5 cos t+ Esent

e d)Resolvery’ — 5y =0;y(0) =2

Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuacién diferencial tenemos

L{y'} = 5L{y} = L{0} = [sY(s) — 2] = 5Y(s) =0
2

= Y(S) :m

Luego, tomando la transformada inversa de Y (s) obtenemos

O e R =

y(t) = 25t

e e)Resolvery’'+y=sent;y(0) =1

Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuacién diferencial tenemos

L{y'} + L{y} = L{sent} = [sY(s) — 1]+ Y(s) = 2 i_ 1

+1

= (s+1)Y(s) = 1
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1 1

:>Y(S):(s+1)(sz+1)+s+1

Luego, tomando la transformada inversa de Y (s) obtenemos

y© = L) = £ 1)252 e (]

—( Lot~ Lcost 4o t>+ -t
= 28 2COS Zsen e

(t)—3 w1 t+1 t
y —28 2COS zsen

e f)Resolvery” — 3y’ + 2y = 4e?,;y(0) = -3,y'(0) =5
Tenemos que

L{y"} = 3L{y'} + 2L{y} = L{4e*"}

4
[s2Y(s) = sy(0) — y"(0)] = 3[sY(s) —y(0)] + 2Y(s) = —

s—2
4
[s2Y(s) + 35 — 5] = 3[sY () + 3] + 2Y (s) = —
4
(52—35+2)Y(s)+35—14zs__2
3s — 14 —3s2 + 20s — 24
Y(s) = + -
(s2—3s+2)(s—2) s2—-3s+2 (s—1)(s—2)2
3 7 N 4 N 4
 s—1 s—2 (s—2)2
Asi

7 4 4
y(®) = L7V ()} = L7 {_s -1 + s—2 + (s — 2)2}

y(t) = —7et + 4e?t + 4te?t

e g)Resolvery” —3y'+4y =0;y(0)=1,y'(0) =5

Tenemos que
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L{y"} = 3L{y'} + 4L{y} = L{0}
[s2Y(s) = sy(0) — y'(0)] = 3[sY(s) — y(0)] +4Y(s) = 0
[s2Y(s) —s—5] —3[sY(s) — 1] +4Y(s) =0

(s?=35s+4)Y(s)—s—-2=0

Y(s) = : S-;-SZ-I_4 _ sz+2 i
(-3 +(F)
s 3 V7
= 2 T 2 5
-9 +(%) -9 +(F

Asi

y(®) =L7HY ()} =L

3t 7 3t 7
y(t) = e cos7t+\/7e2 senTt

e h)Resolvery” +2y'+y =6(t—m);y(0) =1,y'(0) =0
Tenemos que
L")+ 2L{y"} + L{y} = L{5(¢t — m)}
[s2Y (s) = sy(0) = y'(0)] + 2[sY (s) — y(0)] + Y (s) = ™™
[s2Y(s) — s] + 2[sY(s) = 1] + Y(s) = ™™
(s242s+1DY(s)—s—2=¢7™

e +s+2 e ™S s+1 1

VS = 1 "G 0 TG T Grie
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e N 1 N 1
S (s+1)?2 s+1 (s+1)2

Asi

e ™ 1 1 }

y(O =LY ()} =L {(s + 1) + s+1 T (s +1)2

y@®) =Ht-m)(e Pt —n))+et+tet

e i) Resolucion de un sistema masa resorte

Al suspender una masa cuyo peso es 29,4 N de cierto resorte, este se alarga 0,6125m
desde su longitud natural. A partir del reposo, en el momento t = 0, la masa se pone en
movimiento aplicdndole una fuerza externa F(t) = cos 4t, pero en el instante t = 4w
esa fuerza cesa subitamente, permitiendo que la masa continde su movimiento. Si se
desprecia la friccion, determinar la funcidn de posicidn resultante para la masa.

La posicion y(t) de la masa en el tiempo t se rige por la ecuacién diferencial

My" +cy' + ky = F(t),
donde M es la masa del objeto, c es la constante de friccion, k es la constante de fuerza

del resorte y F(t) es la fuerza externa aplicada.

29,4
En este caso, el peso de la masa es W = 29,4N, entonces la masaes M = 58 = 3 kg.

294
0,6125

La elongacién del resorte es Af = 0,6125, por lo que su constante es k =

48 N/m; ademds, no hay friccidn, por ello ¢ = 0. Asi, la ecuacién diferencial que rige el
movimiento de la masa es

3y" + 48y = f(t)
donde

_(cos4t si 0<t<A4m
f(t)_{O si 4m <t

La ecuacidn se puede escribir como y” + 16y = gf(t). Luego, si se aplica L y las

propiedades correspondientes, se obtiene:

s2Lly] + 16211 = 2 LIF (O] = £Iy) LFO] ()

" 3(sZ+ 16)
Ahora, se calcula L[f ()]
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f(t) = cos 4t[H(t) — H(t — 4m)] = (cos 4t)H(t) — (cos 4t)H(t — 4m).
Perosit = 0, entonces H(t) = 1, por otra parte, cos 4t = cos 4(t — 4m) (en virtud
de la periodicidad del coseno). Por esto, se puede escribir

f(t) = cos 4t — (cos 4(t — 4m))H(t — 4m).
Entonces, de acuerdo con el segundo teorema de traslacion,

L[f(t)] = L[cos 4t] — L[(cos 4(t —4m))H(t — 4m)]

S —41s S

“2+16 ° s2+16

Ahora, si se sustituye en (*):

L] = s (e — e )
3(s2+16) \s2 + 16 s2+16
1 s 1 4 s
- . e 41
3 (s2+16)2 3 (sZ + 16)?

T

Recuerde que L[sen 4t] = T luego,
L[tsen 4t] = —i( * ) = 8 :
ds \s? + 16 (s?2+16)2
De aqui se deduce que
L1 [;] = 1tsen 4t,
(s?+16)%1 8

y, de acuerdo con el segundo teorema de traslacion,
s
(s? +16)?

En conclusion, si se sustituye en (14):

L1 [9‘4”5 ] = %(t — 4m)sen 4(t — 4m)H(t — 4m).
11 1
y = 3 [§ tsen 4t — 3 (t —4m)sen 4(t — 4m)H(t — 4m)
= % [tsen 4t — (t — 4m)(sen 4t)H(t — 4m)]
t — (t —4m)H(t — 4m)]sen 4t.

Esta funcidn se puede escribir como

1

—4tsen 4t si 0<t<4m
y() =
gnsen 4t si 4r <t

La grafica de y se proporciona en la figura 5.7.
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T .
ol CVUURTTTY

Figura 5.7 Gréfica de la funciony(t)

Ejercicios propuestos

A) Resolver el problema de valores iniciales indicados

a)y' —2y=e%, y(0)=3

b)y" =y =1, y(0) =0, y'(0) =1

oy’ -y —2y=4t% y(0) =1, y'(0) = 4

dy"+y=e?sent, y(0)=0, y(0)=0

e)y" +4y" +5y"+ 2y =10cost, y(0) =y'(0) =0, y"(0) = 3si

f)y"” + 4y’ +8y =sent, y(0) =1, y'(0) =0

§)y" ~ 8y = (), y(0) = y'(0) = y"(®) = 0,donde f() = {,; " TL "

. ’ , t, 0<t<3
h)y" —4y' +4y = f(t), y(0) = -2, y(0)=1'd°”def(t):{t+2 t>3

5.4 Aplicaciones de la transformada de Laplace a circuitos eléctricos

e a) Resolucion de un circuito en serie RLC con voltaje constante

Consideremos el circuito RLC de la Figura 5.. Antes de cerrar el circuito en el tiempo t =

0, la carga del capacitor y la corriente en el circuito son cero. Sabiendo que las
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condiciones iniciales del circuito son q(0) =0,4(0) =0y i =0, y ademas que R =
20Q,L = 1H,C = 0.005F,e(t) = V;, = 150V se quiere hallar la carga q(t) del

capacitor y la corriente resultante i(t)

‘/i n

Vo -
- ||
|

C

Figura 5.8 Circuito RLC en serie con voltaje directo

Usando la segunda ley de Kirchhoff se tiene

R'+Ldi+1ft'()d— t
i Ir Colr T =e(t)

. d .
Usando el hecho que i = d—z se tiene

Ldzq+qu+1 =e(t
dt? dt Cq_e()

Sustituyendo los valores dado para L, R, C y e(t) se tiene

dzq + 20 dq + 200g = 150
dt2 dt 1=

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacidn anterior se tiene

L{G} + 20L{q} + L{q} = L{150}

150
[s2Q(s) — 5q(0) — 4(0)] + 20[sQ(s) — q(0)] + 200Q(s) = 5

150
(s2+20s +200)Q(s) = -
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150 31 3 s+ 20

Q(s) = s(s? + 205 + 200) 45 4(s? + 20s + 200)
()_3 1 (s+10)+10 _3(1 [s+1o )
0 =2\ Gr1mz+102) " 25 T [ v 107 .,

Aplicando la transformada inversa y haciendo uso de la propiedad de traslacidn

3 1 s+ 10
-1 =L Y- |—0—
L {Q(S)} 4L {S [SZ + 102 s—>S+10}

3
q(t) = Z(l — e 10 cos10t — 10e % sen 10t)

Derivando la ecuacién anterior nos queda

d 3
i(t) = d_(tl =2 (110 1% sen 10t — 90e~1% cos 10t)

e b) Resolucidén de un circuito en serie RLC con voltaje alterno

Consideremos el circuito RLC de la Figura 5. . Antes de cerrar el circuito en el tiempo t =
0, la carga del capacitor y la corriente en el circuito son cero. Sabiendo que las
condiciones iniciales del circuito son q(0) =0,4(0) =0y i =0, y ademas que R =
16Q,L = 2H,C = 0.02F,e(t) = 100sen(3t) V se quiere hallar la carga q(t) del

capacitor y la corriente resultante i(t)

C
Figura 5.9 Circuito RLC en serie con voltaje alterno

Usando la segunda ley de Kirchhoff se tiene
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d? d
2_q + 16—q + 50g = 100 sen(3t)

dt? dt
d’q  _dq
12 + 85 + 25q = 50 sen(3t)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion anterior se tiene

L{G}+ 8L{q} + 25L{q} = L{50sen(3t)}

150

[s2Q(s) = 5q(0) = 4(0)] + 8[sQ(s) — ¢(0)] + 25Q(s) = 7
150

(s +8s+25)Q(s) = o

~ 150
) = Ty oz +8s + 25)

75 1 75 s 75 1 75  s+4

Q(s) = ——

2652+9 525249 26G+4)2+9 52(+42+9

Aplicando la transformada inversa y haciendo uso de la propiedad de traslacién

1:-1{()}—1:-1{75 175 s |75 1 LIS s+4 }
Qls)y = 2652+9 5252+9  26(s+4)2+9 52(s+4)2+9

q(t) = 5(2 sen(3t) — 3 cos(3t)) + ge““ﬁ cos(3t) + 2 sen(3t))

Derivando la ecuacién anterior nos queda

. dq 75 25 —4t
i(t) = P (2 cos(3t) + 3sen(3t)) — 5—26 (17 sen(3t) + 6 cos(3t))

e ¢) Resolucion de un circuito en serie RLC con voltaje pulso triangular

Consideremos el circuito RLC de la Figura 5.. Antes de cerrar el circuito en el tiempo t =
0, la carga del capacitor y la corriente en el circuito son cero. Sabiendo que la condicién
inicial del circuito es i(0) =0, y ademds que R =2Q,L = 0.1H,C = 0.1F,e(t) =
120t — 120tH(t — 1)V se quiere la corriente resultante i(t)

Usando la segunda ley de Kirchhoff se tiene
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R'+Ldi+1ft'()d— t
i Tt ColT T =e(t)

di t
01— +2i+ 10f i(t)dr = 120t — 120tH(t — 1)
0

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién anterior se tiene y usando que
£{Jf, itmdr} = 1(s)/s donde I(s) = L{i(t)}

0.1L {%} +2L{0) + 10L { jo i(r)dr} = £{120¢ — 120¢H(t — 1)}

0.1[sI(s) — i(0)] + 21(s) + 10@ =120 (slz _ 512 —s i _s)

100 1 1 1
(S+20+T>I(S)=1200(S_2_S_28 —;e )
150
(s2+9)(s?+8s + 25)
75 1 75 s 75 1 75 s+4

Q(S)=%sz+9_§sz+9+%(s+4)2+9+§(s+4)2+9

Q(s) =

Aplicando la transformada inversa y haciendo uso de la propiedad de traslacion

75 1 75 s 75 1 75 s+4 }

-1 _ 1" _ = —_—
L7} =L {26SZ+9 5252+9+26(s+4)2+9+52(5+4)2+9

q(t) = 5(2 sen(3t) — 3 cos(3t)) + ge““ﬁ cos(3t) + 2 sen(3t))

Derivando la ecuacidn anterior nos queda

. _dq 75 25 .
i(t) = i) (2 cos(3t) + 3sen(3t)) — =5 (17 sen(3t) + 6 cos(3t))

Ejercicios propuestos

A) En los siguientes problemas considere el circuito RLC dado por la figura indicada
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| |
| |
c

a) Determinar hallar la carga q(t) del capacitor y la corriente resultante i(t) del circuito
RLC indicado,siR =2Q,L=1H,C =0,5F,ylaf.e.maplicadaesde 50 V. Suponga que,

en el instante en el cual se cierra el circuito (t = 0), no hay corriente fluyendo por la red.

b) Determinar hallar la carga q(t) del capacitor y la corriente resultante i(t) del circuito
RLC indicado, si R=16Q, L=2H, C=002F, y la fem aplicada es
E(t) = 100sent V. Suponga que, en el instante en el cual se cierra el circuito (t = 0), no

hay corriente fluyendo por la red.
B) Hallar el voltaje V, en el siguiente circuito.

RL
Vin Va Vo

Vin 1/CS
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Las ecuaciones diferenciales son el lenguaje en la que se expresan las leyes de la
naturaleza; pueden describir como cambian las poblaciones, cémo se transfiere el calor,
como vibran los resortes, como se desintegra el material radiactivo y mucho mas. Son una
forma muy natural de describir muchos fendmenos en el universo. Comprender las
propiedades de las soluciones de ecuaciones diferenciales es fundamental para gran parte
de las ciencias y la ingenieria contemporaneas.
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