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INTRODUCCION

El é4lgebra es la rama de las matematicas que ayuda en la representacion de problemas o
situaciones en forma de expresiones matematicas. Involucra variables como x,y,z y
operaciones matematicas como suma, resta, multiplicacion y division para formar una

expresion matematica significativa.

Todas las ramas de las matematicas, como la trigonometria, el calculo, la geometria
analitica, implican el uso del algebra. Un ejemplo de una simple expresion en algebra es la
ecuacion x2 —x — 1 = 0 que tiene como una de sus soluciones el famoso nimero 4ureo

¢ =1,61538....

El algebra trata con simbolos y estos simbolos se relacionan entre si con la ayuda de
operadores. No es solo un concepto matematico, sino una habilidad que todos usamos en
nuestra vida diaria sin siquiera darnos cuenta. Entender el dlgebra como un concepto es mas
importante que resolver ecuaciones y encontrar la respuesta correcta, ya que es util en todos
los demas temas de matematicas que vas a aprender en la vida universitaria o que ya has

aprendido en el pasado.

Este libro es una introduccion a los temas basicos de algebra, como niimeros, polinomios y
funciones. No solo presenta los temas, sino que cuentan con ejercicios con diferentes niveles

de dificultad para que el estudiante refuerce y madure los conceptos desarrollados.



1. LEYES DE COMPOSICION

Los ntimeros reales (R) abarca a los conjuntos de los nimeros naturales (N), los enteros (Z),
los racionales (Q) y los irracionales (R — Q). Estos conjuntos, con las operaciones de suma

y producto definidos en los mismos, son ejemplos de estructuras algebraicas.

1.1. Ley de composicion interna

66,9

Sea X un conjunto cualquiera no vacio y “*” una operacion. Una ley de composicion interna

[I3%2)
*

u operacion binaria de composicion interna en X es una regla “*”, que asigna a cada pareja
ordenada de elementos de X un (Unico) elemento del mismo conjunto, asi:
x*xXXX->X = V(ab)eXAceXic=axb
Si a la pareja (a, b) se le asigna el elemento . mediante *, esto es, si: *: (a,b) = c. Se lee
“a compuesto b, mediante * es ¢”. A partir de la suma habitual seria:
+:(3,5) » 8 3+5=8
A continuacion, se presentan dos ejemplos con la ley de composicion interna:

a. Sea X =1{0,1,2,3} y " *"la operacion definida en X, mediante la siguiente regla de

asignacion.
(0,0)-0 (1,0) -1 (2,0) » 2 (3,0) -3
(01 -1 (1,1) -2 21) -3 (31) -2
(0,2) » 2 (1,2) -3 (22)-0 (32)-1
(0,3) » 3 (1,3)-0 23)—-1 (33)-0
Utilizando una tabla de doble entrada, se tiene:

*1 0 1 2 3

0] O 1 2 3

1] 1 2 3 0

21 2 3 0 1

3| 3 2 1 0

Como cada resultado mediante la operacion " * " forman parte del conjunto X, entonces " * "

si es una ley de composicion interna para el conjunto X.

b. Sea X ={a,b,c,d}y "®" la operacion definida en X mediante la siguiente regla de

asignacion:
(a,a) » a (b,a) »d (c,ca) = Db (d,a) »d
(a,b) > Db (b,b) = ¢ (c,b) > a (d,b) - a
(a,c) »a (b,c) » a (c,e)—-c (d,c) » a
(a,d) = ¢ (b,d) = b (c,d) »d (d,d) »d



Mediante una tabla de doble entrada, se obtiene:

| a b c d
al| a b a C
b| d C a b
c| b a c b
d| d a a d

De la tabla 1.2, se puede deducir que "@" es una ley de composicion interna para el conjunto
X. De igual manera, si el conjunto X estuviera formado por el conjunto de los niameros
naturales, tanto la suma como la multiplicacion habitual son leyes de composicion interna
bajo estas operaciones. Es decir que:
Vixy) E NXx N3z € Niz =x +y
V(x,y) € Nx N,3z € N:z = x.y
Por otro lado, la resta y la division de niimeros naturales no siempre dan otro numero natural.

Por lo que, no son leyes de composicion interna para el conjunto de los nimeros naturales.

Definicion. Una ley de composicion interna, notada por *, es la que hace corresponder a
determinadas parejas (x,y) del conjunto X X X, un inico elemento de X.

Nota. Algunos libros representan a la ley de composicion interna asi:, @, T, +, 6, ..... ,etc.

1.1.1. Propiedades de la ley de composicion interna
Sea X un conjunto no vacio y considerando que " * " es una regla de composicion interna
para X, entonces se cumple:
1.  Conmutatividad
V(xy) € (X xX), X*y =y*X
ii.  Asociatividad
V(xy,2) € XX XXX), x*xy)*sz=x*(y*2z)
iii.  Elemento Neutro
VxeEX,de EX: Xx*e=e*xx=X
iv.  Simétrico de un elemento

IX EX,VXEX: xs X =X *xx=e¢e

Se conoce que el elemento neutro de una ley de composicidn interna es Unico e incluso es
demostrable y algunos autores lo establecen como un teorema.



Demostracion. Consideremos que e y e’ son elementos neutros para la operacion * en X,
entonces:
Vx€EX x*e=exx=x N\ Vx€X x*xe’=¢e'xx=x (1)
Siendo ambos resultados iguales podemos escribir que si Vx € X se cumple lo anterior, en
particular debera también cumplirse para e’ € X es decir:
exe=exe = ¢ (2)
lo mismo que para e € X

exe'=e'xe=e (3)

de (2) y (3) sededuce que: e =e

Por otro lado, es conocido también que el elemento simétrico de un nimero es Unico para

dicho numero. De igual manera, es demostrable y otros autores lo consideran un teorema.

Demostracion. Consideremos que X' y x” son simétricos de X, entonces se tiene que:
x*X =x*x=e yquex*x =X"*xx=e€e.
Sabemos que:
X =x*xe=%xx*(x*x")
como la operacion " * " es asociativa, se tiene que:
X =x*xe= X *x)*x"’

) ) ”

X =X *xe=exX
’ ) »

X =X *xe =X

Por lo tanto, el simétrico de un elemento x, si existe y es tinico.

En ocasiones es necesario combinar elementos de un conjunto x con elementos de otro
conjunto A4, externo a x, para producir elementos de x. Lo que se conoce como ley de

composicion externa.

1.2. Ley de composicion externa
Sean X, A dos conjuntos no vacios y sea “@” una operacion. Una ley de composicion externa
es una regla que asigna a cada pareja de elementos, el primero de A y el segundo de X, un
(Gnico) tercer elemento de X, asi:

BO:XxXA->X = V(@u€eEXxATzeX:z=aBu

A continuacion, se presenta dos ejemplos:



a.

SeaA=N, X=1{1,3,57,---}, donde la regla de asignacion es la multiplicacion
habitual “+”. Entonces, no se cumple la regla de composicion externa bajo la operacion
dada. Esto se debe a que no se cumplecon »: X XA =X = 2x1=2¢X

SeaA =N, X={5,10,15,20, -}, donde la regla de asignacién es la multiplicacion
habitual “+”. Entonces, para este caso si se cumple la regla de composicion externa
bajo la operacion dada. Esto se debe porque el numero 5 del conjunto X al multiplicar

por todos los elementos del conjunto A van a generar a los elementos del conjunto X.

1.2.1. Propiedades de la ley de composicion externa

i.

ii.

Conmutatividad: Sean X, A dos conjuntos no vacios con operacion "@" para ambos
conjuntos. Entonces, se cumple:

P:XXxA-X = V(Y E(XXA),IZEX: z=xPy
D:AXX->X = V(yx)€E(AXX),IzEX: z=yPx
SXXA-X =AXX->X = V(XY E(XXA),TFZzeX: z=xPy=yPx
Distributividad: Sea X un conjunto no vacio con una ley de composicion interna
"@" y sea un segundo conjunto A no vacio, que junto con X tiene una ley de
composicion externa " ® ". Llegando a formarse la estructura algebraica
(X,A,8,®), laley de composicion externa es distributiva sobre la interna si cumple

que:

V(a,b) e XxX),VceA:c® (@a®b)= (c®a) @& (c®Db) porladerecha

V(a,b) e XxX),VceA:(a@®b)®c= (@®c) @ (b ®c) porlaizquierda

1.3. Estructuras algebraicas fundamentales

Un conjunto no vacio definido con una ley de composicion da lugar a una estructura

algebraica. Las que se van a considerar en este libro son: grupo (formado por un conjunto

no vacio y una ley de composicion interna), anillo y cuerpo (formados por un conjunto no

vacio y dos leyes de composicion interna).

1.3.1. Grupo

Es todo conjunto no vacio G, dotado de una ley de composicion interna *, que satisface las

siguientes propiedades:

i.  Propiedad Clausurativa ii.  Asociativa
VX y,ZEG x*xy€G VX,y,ZE€EG: (x*y)*z=x%(y*2)
iii.  Admite un elemento neutro iv.  Admite la existencia del inverso
dJe€GVXEG: Xxe=exX=X VXEGIAYEG: xxy=y*x=e¢e



Ejemplo: Los nimeros Z con respecto a la suma forman un grupo.
Nota:
Si cumple con las dos primeras propiedades el conjunto se llama semigrupo
b. La Propiedad Conmutativa es: (VX,y € G):X*y =y *X
c. Sieste conjunto G ademas de las propiedades anteriores cumple con la propiedad conmutativa, se dice que

(G, ) es un grupo Conmutativo o Abeliano.
1.3.2. Anillo
Es todo conjunto no vacio A, dotado de dos leyes de composicion interna " * "y " - . Donde
(A,*) esun grupo conmutativo, y (A,-) es un semigrupo y ademas cumple con la propiedad

distributiva.

Nota: Si el conjunto A con la segunda ley de composicion interna " - ", admite un elemento neutro y cumple

con propiedad conmutativa, entonces, se dice que es un anillo conmutativo con elemento neutro.

Ejemplo: Los numeros Z con respecto a la suma y multiplicacion son un anillo.

1.3.3. Cuerpo
Es todo tipo de conjunto K, provistos de dos operaciones internas (* y -) donde (K,*) es un

Grupo Abeliano y (K,-) es Grupo Abeliano, y cumple con la propiedad distributiva.

Ejemplo: Los nimeros R con respecto a la suma y multiplicaciéon es un cuerpo porque
cumple con todas las propiedades.

Ejercicios propuestos:

i. Que propiedades cumplen:
olv o © |1 2 3 4
TV o o 1|1 2 3 4
2 olo © v b) 211 3 4 2
ole v o 31 4 2 3
411 2 3 4
il Sea A ={1,2,3,4,5}, con las operaciones especificadas en las tablas que
estructura representan:
«| 1 2 3 4 5 2 3 4 S
1] 1 2 3 4 5 1] 1 2 3 4 5
21 2 3 4 5 1 211 3 4 5 1
313 4 5 1 2 311 4 5 1 2
41 4 5 2 2 3 411 5 1 2 3
51 5 1 1 3 4 511 2 3 4 5




2. NUMEROS REALES

Los numeros reales tienen su historia, fueron el resultado de las necesidades de nuestros
antepasados, hoy en dia se los conoce subdivididos en conjuntos, que son:

Los Naturales:N = {0,1,2,34,........ } N*={1,2,3,...... }

Los numeros pares (NP) son aquellos que tienen entre sus factores al dos y se los puede
expresar como p = 2m, donde m € N*
NP ={2,4,6,8,....... }
Los numeros impares (NI) son aquellos que no tienen como factor el dos y se los puede
expresar de la forma: @ = 2m + 1 donde m € N*
NI ={1,3,57,9,........... }
Los numeros compuestos (NC) son aquellos que se pueden descomponer en mas de dos
factores.
NC = {4,6,8,10,12,..... }

Los niimeros primos (N Pr) son aquellos que tienen como factores al uno y a si mismo.
NPr={1,2,3,57,11,..... }

Los Enteros: Z ={..... ,—3,—2,—1,0,1,2,3,4,........ }

Los Racionales: Q = {% /ab € Zyb # 0; ayb primos entre si }

Los numeros irracionales Q’, son todos los nimeros que no se los puede expresar como
fraccion, por ejemplo: /2, /3, 7, €, ceeneen.
Los numeros reales se lo notara por R o R, contiene a todos los nimeros anteriores, los

mismos que pueden ser representados en la recta numérica.

4 3 2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.1: Representacion sobre la recta numérica de dos numeros.

En este conjunto la operacion de suma y de multiplicacion cumplen con la propiedad

clausurativa y conmutativa, por lo que estudiaremos los axiomas de igualdad y de cuerpo.

i. Axiomas de igualdad
I. YaeR, a=a (axioma reflexivo)
2. Va,b€eR si a = bentonces: b = a (axioma simétrico)

3. VabceR si a =by b = c,entonces: a = c (axioma transitivo)



ii. Axiomas de cuerpo

Los niimeros reales cumplen con las siguientes propiedades para la suma:

1. Clausurativa VabeR (a+b)eR

2. Asociativo Vab,ceR at+(b+c)=(@+b)+c
3. Conmutativo Vabe R at+b=b+a

4. Neutro Aditivo 30 e Rva e R, a+0=a

5. Opuesto Aditivo Va€eR3IbeR, b+a=a+b=0

Los nimeros reales cumplen con las siguientes propiedades para la multiplicacion:

6. Clausurativa VaabeR abeR
7. Asociativo Va,b,ce R a.(b.c) = (a.b).c
8. Conmutativo Va,beR a.b=Db.a

9. Neutro Multiplicativo 31 €R V1IE€ER, a.1=a
10. Inverso Multiplicativo @ Va€R* 3b€R, a.b=1;, R*=R-{0}
11. Distributivo Vab,c€R a.(b+c)=ab+a.c

De estas propiedades se derivan los siguientes teoremas:

Teorema 1.
i) El elemento “0”es unico.
ii) El elemento “1” es unico.
Demostracion:

1) Vamos a suponer que no es unico, que existen dos neutros 0 y 0’ y se verifica que:
1) Va € R a+0=0+a=a
2) Va € R a+0=0+a=a
Como 0’ € R, también deberia de cumplir en 1), es decir
0+0=04+0=0 (1)
Como 0 € R también se verifica en 2).
0+0=04+0=0 (2)
Como (1) y (2) son iguales obtenemos que 0’ = 0 lo que significa que el neutro es unico.

i1) Se demuestra de manera similar.

Teorema 2.
i) El elemento Opuesto Aditivo de cada numero real es unico.
ii) El inverso multiplicativo de cada numero real es unico.



Demostracion:

1) Supongamos que existen dos opuestos b’ y b” para cada niimero a y verificamos
que sean iguales. Es decir que ellos cumplen con las siguientes condiciones:
1) a+b =b+a=0
2) a+b"=b"+a=0
Ademds, b’=b'"+0=b"+(a+b")=D"+a)+b"=0+b"=D".
Por lo tanto b’ = b”, consecuentemente el opuesto aditivo es unico.
i) Supongamos que existen dos inversos multiplicativos b’y b” , estos deberan de
verificar las siguientes condiciones:
1) a.b=b.a=1
2) a.b”=b".a=1
Por otra parte:
b=b.1=b"(a.b”) =(b".a).b”=1.0"=Db"
Es decir que b’ = b”, consecuentemente el inverso multiplicativo es unico
Teorema 3.
Ley cancelativa para la suma y multiplicacion.
Va,b,c € R, a+b=a+c = b=c
Demostracion:

1) Vae R3I—a€R:a+ (—a) =20 porlo tanto:
atb=a+c
at+b+(-a) =a+c+(—a)
[a+(-a)]+b=[Ja+(-a)]+c
0+b=0+c
b=c l.q.q.d.
i1) P.D.:Vab,ceR a#0: aab=ac = b=c
Comoa#0,3a'eRtalquea.a™ ! =1.
Por lo que:
a.b = ac
(a1 (a.b) = a l(a.0)
(al.a).b = (a7l.a).c
1.b = 1.c
b =c l.q.q.d.



Teorema 4.

Va€eER:a.0=0

Demostracion:
0=0+4+0
a.0=a0+0)=a0+a.0
Como a0 = a0+0 se sigue que

a0+0=a.0+a0
0=a.0 l.q.q.d.
Teorema 5.
Va € R: —(-a)=a
Demostracion:
Puesto que —a es el opuesto de a entonces: a + (—a) = 0, de aqui se deduce que el

opuesto aditivo de —aes — (—a) por lo que:

—a+[-(-a)]=0
at+(—a)+[—(-a)]=a+0
0+[-(-a)=a
—(—a)=a L.q.q.d.
Teorema 6.
VaeR: (—-1)a=-a
Demostracion:

Aqui es necesario probar que (—1).a es el inverso de a

(-1).a+a=(-1).a+1l.a

=(-1+1).a
=0.a
(=1).a+a=0
Esto significa que (—1).a es el opuesto de a. es decir que:
(=1).a = —a l.q.q.d.
Teorema 7.
Va,b € R: (—a).b = —(a.b)
Demostracion:

Aqui es necesario probar que (-a).b es el opuesto de a. b, por lo tanto basta probar que:
a.b+(-a).b=0
en efecto a.b+(-a).b=[a+(-a)]b=0.b=0
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Esto significa que (-a).b = —(a.b) L.q.q.d.

Teorema 8.
Va,b € R: (—=a).(=b) =a.b
Demostracion:
(—a)(=b) = —[a. (-Db)]
= —[-(a.b)]
=a.b l.q.q.d.
Teorema 9.
VaeRsia#0:(a—1)—1=a
Demostracion:

1 1

Como a # 0, el inverso multiplicativo de aes a™ ",y el inverso multiplicativo de a™" es
(a1~ por lo tanto:
aal=1yal@hHl=1
Igualando las dos ultimas ecuaciones tenemos que:
aal=al.(aH?
a=(@hH?
Teorema 10.
VabeRsia#0y b=#0:(a.b)yt=atlb?

Demostracion:
1. b~ es el inverso multiplicativo de a. b es decir:

(ab).(@LbH =1

(a.b).(aL.b ) = (a.b).(b7t.a™?)

Es necesario probar que a™

=a.(b.b™1).a7!
=a.l.a?!
=a.a’!
=1
Por lo tanto: (a.b)"t=a1b?!
Teorema 11.
Va,beR: ab=0< a=00b =20
Demostracion:

1) Vamos a probar que uno de los nimeros a o b es distinto de cero, entonces el otro
necesariamente sera igual a cero.

Supongamos que a # 0.
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Entonces aal=1

Por hipétesis: ab=20
a’l(a.b) = a Lo
(ala).b =0

1.b =0 = b =0 l.q.q.d.
i1) La demostracion se reduce a que todo nimero multiplicado por cero es cero.
Va € R, a.0 = 0, ya estd demostrado
De i) y ii) queda demostrado el teorema

Teorema 12.
Va,beR": a#b =>§¢%
Demostracion:

1

Supongamos que =5 al=Dbt

a~l.(a.b) =b71l.(a.b)
(a~la).b=a.(b"Lb)

1.b=a.l
b=a ya quei = %
Si negamos la igualdad obtenemos: 3 * %
Teorema 13.
VabcdER b%0y d#0: 24 S=29T0C
b d bd
Demostracion:
%+ % =ab l+4cd?
= (@b t+cd )1
= (ab™! + cd 1) (bd)(bd)?
= (ad + bc)(bd)™?
:ad+bc l.q.q.d.
bd
Teorema 14.
YV a,b,c € R,a(b-c) = ab-ac
Demostracion:

a(b-c) =a[b + (—0)]
=ab +a(—c)
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= ab + [(—ac)]

= ab-ac l.q.q.d.
Teorema 15.
) Vabcd€eR b#0ydw0: 2=
ii) Va,b € R: a?-b? = (a-b) (a+b)
i) VabcdeER b#0yd=#0: o=
iv)  Vabcd€R b#0 d#0yc#0:2+5=2

V) Va,b,cé R: a+b+c=0 — a3+ b3+ ¢3 = 3abc.

La demostracion se deja para el lector.

2.1. Revision de operaciones con numeros reales
En la presente seccion, se hard una breve revision de las operaciones aritméticas con los

nimeros enteros y racionales.

2.1.1. Revision de operaciones con nimeros enteros
Es importante recordar que la multiplicaciéon de dos nimeros con signos diferentes nos da
como resultado un niimero negativo. En cambio, la multiplicacion de dos niimeros con

signos iguales nos otro niimero positivo.

Por otro lado, si a un niumero negativo le elevamos a una potencia par nos da un nimero
positivo y si la potencia es negativa impar nos da un nimero negativo, ademas tiene las

siguientes propiedades las potencias:

1. atl=a 2. aMmat = gmtn
3. (@) =amn 4. a"b" = (ab)"
5. ayn a" 6. a°
(B) :b—n,si b+#0 a—mzan‘m,sin>m
7. am _ 1 8' (a—m)—n — amn

==
Ejercicios resueltos:

1. [-4(—4) — 15]% +/(=507): (-5 +2) + 625:(7—2) — (-2 +3 —5)? +

V(135x3): (-3 +8) =

= (16 — 15)3 +/(=507): (=3) + V625:5 — (—4)? + V405:5 = (1)° + V169 +

V125-16+ V81 =1+13+5-16+3=6
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2. CV—3+Jﬁﬁf—{—1—V—2n2+JvJﬁ%:
= (W3+10) —[-1- (- + (VI6 = ('¥8) — (-1 +3)* + V4

=¥8-(2)%+2=2-442=0

2.1.2. Revision de operaciones con numeros racionales

Estos niimeros los vamos a encontrar como fraccioén y en forma decimal

Ejercicios resueltos:

1 _
(-3) 2=
1-4 5-6 6-4-1 3 11
__ 4 5 _ 3 8 _ 4,, 3 8 _
—1 (-2) 1 1 —1+2 1 _i_ 6+2+3+
8 9 10 8 9 10
3
175
5 1
3_3 Z.(L)
, 8°4 8'\12
1, %27, 2
372 1543
2
_3 2-5 _3
¢ [z = 71 5 [7/1 1
g g -3 §(1_)_—§ §(1—)_g 16
R A T A A
3 2 3 2 6 2 6 2
2 2
1
24 7 24 1 4
T 7 9T 78T 21
2
1+ 2_0) Ly B
6 5. (G-Y ()
144(2)2 1y’
3 (1-2)
11 2 - 3_1
5 4 +(L)+ 1 _ 42
(10)7Vezs  MOS T g 13 T 243
(7) 41
2



I
' 4 —1\?
%)
= -1
3-2
20 . 1 . 1 _ 4
45(25) 100 T\ 18—-13 Z2+9
10 9 Va9 — %
2
-1
(=3)2+5
9
16

Si los numeros racionales se presentan en forma decimal estos pueden ser finitos o infinitos
periodicos.
Para transformar ntimeros decimales finitos a una fraccion seguimos el siguiente
procedimiento:
Sea el nimero decimal: a = 34,536, para transformarlo le multiplicamos por 10", donde n
es el nimero de cifras decimales, en este caso tres, asi:

a(10™) = 34,536(10") =  a(103) =34,536(10%) = despejamos a

34536 L simolif 4317
= = ' =
1000 e simpliricamos: a 125

Si el nimero decimal es infinito periodico, hay que determinar cudl es la parte periddica,

por ejemplo:
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b = 23,46378463........ , aqui notamos que el dos no se repite, pero el tres si y a continuacion
esté el cuatro, pero este no se repite por lo que le descartamos al tres, analizamos al cuatro y
vemos que se repite, a continuacion, va el seis y también se repite asi como los demas
numeros hasta nuevamente encontrarnos con el cuatro, por lo que la cifra periddica comienza
en cuatro y termina en ocho; quedando asi:
b = 23,46378, esta es la notacién de un numero decimal periddico.

Para transformarlo a fraccion este decimal le multiplicamos por un 107 donde “n” es el de
numero de cifras periddicas, en nuestro caso cinco a continuacion le restamos la cantidad
inicial para eliminar la parte periddica y despejamos “b”, le simplificamos y este es el

resultado.

Ejercicios resueltos:
10" b = 23,46378 (10?) = 10°>b = 23,46378 (10°)
10°b = 2346378,46378
-b = 23,46378

99.999b = 2346355,00000

2346355
99.999

Sien la cifra periddica estda una o mas nimeros antes o después de la coma, es necesario

Despejando: b =

llevarle a la forma anterior, por ejemplo:
1. ¢=532,147295729......
Le identificamos la cantidad periédica, ¢ = 532,147295. Vemos que la cifra periédica estos
dos decimales después de la coma, por lo que le multiplicamos por cien para recorrer la
coma dos espacios, asi:
100c = 53214, 7295.

A este nimero le aplicamos el proceso anterior.

100c10™ = 53214,729510™ En nuestro caso tenemos cuatro cifras periodicas

100¢(10%) = 53214,7295(10%) =  10°c = 532147295,7295
Le restamos la cantidad anterior: 106¢ = 532147295,7295

-10%¢c = 53214,7295

999.900c = 532094081,0000

532094081

Despejamos C: ¢ = 999.900
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2. d=126734673........
Le identificamos la cantidad periddica, d = 267,34. Vemos que la cifra periédica se
encuentra dos enteros antes de la coma, por lo que le dividimos para cien para recorrerle
la coma a la derecha, asi:

1072d = 267,34(1072) = 1072d =2,6734
Continuamos con el proceso normal:10~2d(10%) = 2,6734(10%)

100d = 26734,6734

—-1072d = 2,6734
9-999 d = 26732,0000
100 ’

_ 2673200

Despejamos d: 9.999

3. Calcular la siguiente expresion

—0,3(1,05)? ¥/=0,027(0,8)> _ —3x10~(105x10~%)? /=27(10)~3(8x10"1)?

(1,2)23(=0,05) (12x10-1)2 3x (—5x1072)
_ —3x1071(11025)10~*x(—3)x10"1x64x10"2  —3x11025x(—3)x64x10° 2040510-4
- 144x102x3x(—5)102 - 144x3x(—5)10—* B X
_ 2
(2,999 .....)-1X0,02; (-0,3) (2, 9)-1X2x10-2:(—3)x10-1 371 X—gxl !
0,00333.... L 8 0’00§ 9_8 1 1
b) 9 9 _ 30 9
(0,3343 . —2)2 (0,3 — 2)2 (% 22
—=4/0,25 _%(0,5) _é(l)
3\2
% —%){10‘1
1 X 1
300 3 ~100(=2)10"t  (=2)10 —2x10 24
- 1-6,  , 5\2, 3y 253y 25 5
( 32) (—g) (—5) ?( 7) 6
-3

Ejercicios propuestos:
1. 3a — 2{3b — 3[4a — 5b + 4(—2a + 3b) — 4b + 2a] — 5b}
2. 5x—4{3x—2(3x+y—5x) + 3[-3x+ 3y —4(y —4x)]} — 12x

3.7-2(5-7)% - (-1)% + 3J(7 —3)2,/52 —32(23 —6)2 + (=2)* — 15 + (4 — 7)

4. =108 + V=4 + V729 + V=3 = V=3V=12 + [(=5)(-D)]? = [(-D(=7)3(-9)°

— V(D=6 + 4]
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5. (—48:12)% — [(=22): (-1D]* = [(=2)*]° + (=39 - [2(-5)]?

6. [(=2 +1—3+5)2]3 + /42(=2)5,/(=27)(-3) (-2 + 5)

-[V@s=nET+ 4+ 0] +[VEmEDET+3)]

5 -1 4 -2 1—1 . 1 -1 3 . 25 -3 -2 . 2
7. QDTEDT AT T - (At DT AHED T g

43"

51

(-4 g+<3—4>+ (1 +5§)2

L 19D 3-8y
"2 8 3 5 1
5-(9(-3)+2+3-3

3 2
-1 +=%)

X

—0,8(=1,2) + 0,3 — 3(—=7,08)
' (—0,75 —0,5+ 0,625)‘2 (1+0,5)2
5(—0,5) — 3,75 0,01

10 4 0.8 15 1 24 3+1 0.01 1,999..... +5
. —(-08)——-1+ X=+—== —_— -
27( ')2 ’ 5 6 ' 0,8 9

_—\2
) 2,153846153.....—(2,714285)
" (3,285714285....... )2 —2,153846153........

1

12. —0;285714 + (0,4666...—0,666...)(—1,428571)

2.2. Operaciones con polinomios

Término. - puede ser un numero o una letra, o varios nimeros y letras combinadas entre si

con las operaciones de multiplicacion y division. Ejemplo:

., 3bx?2 . , . .
La expresion: 4a + 2¢cx — —, > contiene tres términos; el primero es 4a, el segundo es 2cx

x2

y el tercero es —
Expresion Algebraica. - es un grupo de nimeros y letras combinadas entre si mediante una

0 més operaciones fundamentales. Ejemplo: 3ab?x?, 2x — 3x?, 3x% — 2x — 5, Donde el
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primero es monomio el segundo es un binomio y el tercero es un trinomio. Cuando hay mas
de tres términos se le llama polinomio.
Definicion de Polinomio en una indeterminada

A la expresion de la forma:
n
ag+a;x+ax?+azx3+ i tag x4 axt = z a;x!

Se le llama polinomio en la indeterminada x con coeficientes en K, donde
ay, Qq,0Q5,03,....,0,_1,a, € K, son constantes y se llaman coeficientes; mientras que los

[I3e4)

exponentes de la indeterminada “x” son nimeros enteros y determinan el grado del
polinomio.

El conjunto de todos los polinomios de cualquier grado en la indeterminada x a coeficientes
en K se denota K (x), donde el conjunto K puede ser los enteros, los racionales, los reales,

los complejos.

Términos semejantes. - dos o mas términos son semejantes si la potencia de la

indeterminada es la misma y sélo difieren en sus coeficientes.

2.2.1. Suma y resta de polinomios
Definicion. Sean los polinomios P"(x) y Q™(x) de grado n y m respectivamente, con n > m:

PM(x) = ap + a;x + a,x% + agx3 + -+ a,_x" 1 +a,x"
Q™(x) = by + b;x + byx? + byx3 + - + by x"1 + b x®

La suma y resta se define asi:

P2(x) + QM(x) = (ap £ by) + (a; £ by)x+ (a £ by)x? + -+ + (a, + by)x", paran=m
Ordenamos los polinomios de grado mayor a menor y luego sumamos o restamos términos
semejantes.

Ejercicios resueltos:

1. Sumar:  V3x? —v2x+3, 5—3vV2x+ 4v/3x? yv/2x — 2v/3x% — 10
V3x% —V2x + 3
44/3x% — 3V2x + 5
—2V/3x% +V2x — 10

3v3x2 — 3V2x -2

2. De: 13a* — 15a% + 7a% + 9a — 18 restar 7a* — 23a% + 19a — 16
= 13a* — 15a% + 7a? + 9a — 18 — (7a* — 23a® + 19a — 16)
= 13a* —15a% + 7a® +9a— 18 — 7a* + 23a® — 19a + 16
=(13a* — 7a*) + (—15a% + 23a3) + 7a® + (9a— 19a) + (—18 + 16)
=6a* +8a%+7a%> -2
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2.2.2. Multiplicacion de polinomios
Se define asi:
P"(x)Q™(x) = (asbg) + (agb; + a;bg)x + -+ a,b,x"

Para multiplicar polinomios primero se realiza la ley de los signos, luego se multiplican los
coeficientes y finalmente se multiplican las variables aplicando las leyes de la potenciacion,
donde bases iguales se suman los exponentes.
Ejemplo: Multiplicar: 3x* — 4x3y — 4x?y? + 5xy3 — 2y*, por —2x? + 3xy — 5y?
Para multiplicar polinomios es necesario ordenarlos seglin su grado, en este caso si lo estan
por lo que procedemos a multiplicarlos, asi:

3x* — 4x3y — 4x%y? 4 5xy3 — 2y*

—2x?% 4+ 3xy — 5y?

—6x° + 8x%y + 8x*y? — 10x3y3 + 4x%y*
9x%y — 12x*y? — 12x3y3 + 15x2y* — 6xy°>
— 15x*y? + 20x3y3 + 20x%y* — 25xy® + 10y®

—6x°% + 17x°y — 19x*y? — 2x3y3 + 39x2y* — 31xy> + 10y®

2.2.3. Division de polinomios

Para realizar una division entre polinomios, se necesita que:

vPN(x),DM(x) € K(x) y D™(x) # 0 3Q'(x),R5(x) € K(x) / P™(x) = D"(x)Q'(X) + R%(x)
Donde s<ry n=m+r.

Primeramente, ordenamos de grado mayor a menor y procedemos a dividir como en una
division de numeros, con la Unica salvedad que para encontrar el cociente dividimos el
término de mayor grado del dividendo para el de mayor grado del divisor, lo simplificamos
y ese sera nuestro primer término del cociente y de la misma manera encontramos los demas
términos.

Ejemplo: Dividir los siguientes polinomios:

1. 3x3—2x? + 5x — 3 para 2x% + 6x — 2

3X3 — 2X2 4 5X — 3 'gxz +161x_2
_3X3—0X2 43X | Sg_—
—11X2 +8X -3 2
11x2 4+ 33x — 11
41x— 14

Donde el cociente es: %x - % y el residuo es: 41x — 14
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2.

10z5x — 21z*x? — 562x° — 3z2x* — 10z3x3 para 5z2x — 3zx? + 8x3

10z°x — 21z*x? — 10z3%3 — 322x* — 562x°F,2, _ 3,2 + 8yx3
—10z°x + 6z*x2% — 1623%3 D73 — 372x — T7x?

— 15z4x2 — 26z3x3 — 3z2x*
15z4x2%2 — 9z3x3 + 24z2x*
— 35z3x3 + 21z2x* — 56zx°
35z3x3 — 2]z2x* + 56zx°
// // //

Ejercicios propuestos:

i.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

ii.

d)

Reduzca los siguientes polinomios
13a?b — 12ab? + 5ab? + 8a%b + 3ab? — 14a%b
gxy — ny + %xzy2 — zxy + 12x%y?
4xnyM 4 12x"y™ — 15x%y™ — 13x"y™ 4 6x2y™M
xXy?z — 5x%yz + 6xyz? + 12x%yz — 13xyz — 11xy?z — 2xyz? + 4xyz
8x7%y —4xy 1+ 3x7 2y + 5x"ly™%2 4+ 5xy 1 — 13x"1y~2 — 5x 2%y
szy — zxy + gxy2 + gxy — gxzy — zxy2 — gxy
Sumar los siguientes polinomios
7a% — 2ax + 3x?, 3a% + 4ax — 2x%, — 5a% + 3ax + 4x?
13x?> +3x+ 13+ 2x 1 +5x72, —5x%>+4x—2—13x"1 + 2x7?
—5x"*2 4 3xM*1 4 12x™ — 6x07L, 2x0t2 — 7xHL — 14x" 4+ 3x01
8a°b% — 14a*b* + 16a%b3;—16a°b? + 17a*b* — 14a*b3® — 2a3b3;
5a°b? — 6a*b* — 3a2b3 + 7a3b3
§a3 —Zazb + iab2 — §b3; —333 +%a2b —%ab2 + ib3,§a3 — iazb + gab2 + Zb3
Restar los siguientes polinomios
—3x° + 12x*y — 5x3y? + 8x%y3 — 8xy* + 5y° de —2x° + 2x3y? — 12xy* —y®
—4x* 4+ 2y* — 12x3y + 13xy3 de x3y — xy3 + 4y* — 5x*
5x5 — 6x*y + 2x3z — 7x%y?z% + 9xy3z — 8yz? de  2x*y — 15x%y%z? — 2x5 +
12xy3z — 3yz?
4xN72 — 4xM 4 3x"1 — 35x073 — px"* de3x1 — 6x™ — 7x"7% 4+ 10x"73 —
15xn~*
14 — 3y*x + 7y3x? — 13y2x3 — Syx* de 6x*y — 4x%y3 + 2x3y? + 6xy* — 10
Efectuar las operaciones indicadas

(u? + 2uv + 6v?%) — 2(v? + 3uv — 2uw + w?) + 4(w? — 3uw + u?)
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b) (3a%? — 14ax + 3x?%) — 2(a® — 2ax + x?) — 3(a® + a? — 5x?)

¢) 13xy? —4(3x%y —x3) + 2[y3 + 4(3x%y — 3xy? + y3) — x3]

d) (1 -—3x+4x%)(2 —5x3 4+ 9x?% — 6%)

e) (x3" —3x%2" 4+ x" —11)(—2x" + 3)

f) (x*+3y* —2x?y?)(x* + 6y?)

g) (14x* —7x3 + 16x% +32x + 5) + (2x2 — 3x + 5)

h) (6x° — 7x*y + 17x3y? — 13x%y3 + 11xy* — 6y°) + (2x2 — xy + 3y?)
i) x*—12x+11x2 —8x3+ 16 + 3 —3x + x?

) y*—4y*+2y>—16+2y+y*+3y+3

k) 20a4n+6 _ 18a4n+5 + 23a4n+4 _ 4a4n+3 + 4a4n+2 + 3a4n+1 -~ 4an+2 _ zan+1 + 3an

2.2.4. Descomposicion factorial
Definicion. - Un polinomio P"(x) € K(x), se dice reducible en K si existen al menos dos
polinomios C™(x), D"(x) con coeficientes en K tal que P"(x) = C™(x)Q"(x), donde n =
m + r; caso contrario se dice irreducible en K. Ejemplo:

x? 4+ 3x+ 4 = 0 es irreducible en R; pero es reducible en C

3+i\/7) (X _ 3—i\/7)

x2+3x+4=(x+ .

Descomponer en factores o factorar un polinomio significa expresar el polinomio en factores
irreducibles. Al realizar la suma o multiplicacion de las expresiones nos conducen a reglas
conocidas como productos notables, que permiten la descomposicion en factores de diversas

expresiones algebraicas. Los mds importantes son:

—

a(b+c) =ab +ac

2. (a+b)(a—b) =a%?—Db?

3. (axb)? =a%+ 2ab+ b?

4. (axb)® =adF3a%b + 3ab? ¥ b3

5. a3+ b3 = (axb)(a®Fab+b?)

6. a”+b" = (a+b)(@ ! —a"?%b+a"3b%—............. —ab""2 + b 1)

Si n es impar; pero si es par y es multiplo de 3, 5, 7, etc. puede ser transformado a un caso

de una potencia impar

7. a" —b" = (a+b)(@ ! —a"?b+a"3b%—............. —ab""2 + b 1)
a’ —b" = (a—b)(@ ' +a" %b +a"3b%+............. +ab""2 + b 1)

Sin es par tiene dos soluciones. Pero si es impar s6lo tiene una:

a" —b" = (a—b)(@ ! +a"2b+a"3b%+............. +ab"~2 + 1)
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8. (x+a)(x+b)=x?>+(a+b)x+ab

9. (ax+b)(cx+d) =acx? + (ad + bc)x + bd

10. (a+b+c)? =a% + b% + c% + 2ab + 2ac + 2bc

11. (a+b+c+d)?*=a%+b*+c?+d*+ 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

12. (a+b)2—(a—b)? =4ab; (a+b)?+ (a—b)?=2(a®+b?). Identidades de
Legendre.

Ejercicios resueltos:
1. 3ax+ 5a+ 12x? + 20x
(3ax + 5a) + (12x? 4+ 20x) = a(3x + 5) + 4x(3x + 5) = (3x + 5)(a + 4x)
3bx — 3by + 2cy — 2cx
(3bx — 3by) + (2cy — 2cx) = 3b(x—y) + 2c(y —x) =3b(x—y) — 2c(x—y) =
(x—y)(8b - 20)
3. —12xy3 + 60x%y? — 75x3y
—3xy(4y? — 20yx + 25x%) = —3xy(2y — 5x)?
4. 3x?+ 3y? — 3z% + 6xy

o

3[(x2+2xy +y?) —z%] =3[(x+y)? —2z?] =3(x+y+z)(xX+y—12)

5. 81— 16x*

(9)2 — (4x%)? = (9 + 4x*)(9 — 4x2) = (9 + 4x*)(3 — 2x)(3 + 2x)
6. x'2 — 27y6

(x*)® = By?)?® = (x* = 3y»)(x® + 3x*y? + 9yH)
7. 4y3x* —y® — 4x8 4+ 92° + 6a*z3 + a®

(a® + 6a*z3 + 9z°) — (y® — 4y3x* + 4x8) = (a* + 323)? — (y® — 2x*)? =

(a* +3z3 +y3 — 2xM)(a* + 323 —y3 + 2x%)

8. x*—7x%y? +y*

(x* +2x%y? +y*) — 9x%y? = (x* +y*)? — (3xy)? =

(x% +y?% 4+ 3xy)(x% + y% — 3xy)
9. x*—17x%y? + 16y*

(x* — 8x%y? + 16y*) — 9x%y? = (x2 — 4y?)? — (3xy)?

= (x2 — 4y? + 3xy)(x% — 4y? — 3xy)
10. x* —23x%z — 108z?

(x% — 272)(x* + 472)
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11. 4z + 23z — 35y? Aplicamos el método de las aspas:

1 7
-5

(z + 7y)(4z — 5y)

12. x12y% 4 718
(X4y2)3 + (26)3 — (X4y2 + Zﬁ)(x8y4 — X4y226 + Z12)

Ejercicios propuestos:

a) m® + 4m? — 12m — 48 b) x3y + 2x%y? — 3xy3
) 9a°b — 42a%b? + 49ab® d) 8x* + 6x%—2

e) ax? + ax?y + axy? — 4ax? — 4axy —4a ) 4x? — 5xy — 21y?
y y y

g)adx? —3a3x+7a% +x%2—-3x+7 h) x* —12x% — 64

i) 9a? — m? — 9n? — 6mn + 6ab + b? j) 27a—125a*

k) x* + 8x%b? — 9b* ) 81a6 — 4b*c?

m) 8x? + 2xy — 10y? + 23yz — 12z2 n) ax® + 10ax? + 25ax

0) 64a — 125a* p) 49x% —7x—30

q) 15x* —17x% + 4 r) 16 — 9x2 + 30xy — 25y?
s) v + 729x° t) 4 — 8ab® — 21b®

u) a® + 64x°® v) x6—125

2.2.5. Regla de Ruffini

Esta regla no es otra cosa que la division de polinomio de cualquier grado para un binomio

de primer grado, utilizando solamente sus coeficientes.

Dado un polinomio cualquiera con coeficientes enteros mx* + nx? + px + q , es divisible
para un binomio de primer grado x + a, si a es un factor de q o de % y su residuo es cero.

Para conocer si el polinomio es o no divisible para un binomio, ensayamos sucesivamente

la division hasta que el residuo nos dé cero.
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Ejemplos: Dado los siguientes polinomios encontrar sus factores.

1. x5—2x*—6x3+5x%+8x+12

Descomponemos al doce en sus factores tanto positivos como negativos:
+1; +2; £3; +4; +6; +£12. Se realiza luego una division de coeficientes, asi:

1 -2 -6 5 8 12 2
2 0 -12 -14 -12

1 0 -6 -7 -6 //[2

2 4 4 6 |3 o
1 2 2 3 J/— Los factores del polinomio son:
3 3 3 x—-2)x+2)x—-3)x*+x+1)

1 1 1 /]
Podemos notar que para encontrar cada divisor es como si al binomio le hubiéramos

igualado a cero y despejado el valor de x

2. 6x* 4+ 41x3 + 31x% — 129x — 45

45 ., N
Descomponemos — en  sus factores, la fraccion no se debe de simplificar:

15
2

6 41 31 -129 -45 -5
-30 -55 120 45 ’7
6 11 -24 -9

/7

+1; £3; £5; +15; +45; +;

w R

1,5 .5 45 e,
(i ol e e e e e e procedemos a la division.

18 21 9 ‘ 3
6 7 3 77 1

2 3 -3
6 9 //

Los factores quedan asi: (x + 5)(x + 3)(x + i) 6x—9)=x+5E+3)Bx+1)(2x—3)

Ejercicios propuestos.

Factorar los siguientes problemas:
a) 6x* —7x3 —7x* + 4x + 4 b) 18x* + 9x3 + 13x* — 5x — 3
c) 6x3+x*—19x+6 d) 6x* —5x3 —8x% +1

2.2.6. Teorema del residuo

Al dividir un polinomio por un binomio x + a obtenemos un residuo, que resulta ser el

mismo valor, que si determindramos P(—a). Ejemplo.

Dado el polinomio P(x) = 2x3 — 3x? + 4x — 3, hallar el residuo al dividirlo para x — 3
Calculamos parax = 3, P(3) =2(3)>—-3(3)?+4(3)—3=54—-27+12-3=36
Si realizamos la division vamos a encontrar que tiene un residuo igual a 36. Si el residuo es

cero pasa a ser un factor del polinomio.
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2.2.7. Maximo comun divisor

El Maximo Comun Divisor de varias expresiones algebraicas es la expresion mayor que

divide exactamente a cada una de ellas.

Ejercicios resueltos:
Determinar el Maximo Comun Divisor.
1. 30; 18; 24
Calculamos los divisores comunes:
30 18 24 | 2
15 9 1213
5 3 4
El MCD: 6

2. da(x+y)320a3(x +y)°

Descomponemos cada monomio en sus factores y tomamos los factores que se repiten con
la  menor potencia:
4a(x+y)® =2%a(x+y)?
20a3(x + ) = 22543 (x + y)° MCD = 2%2a(x +y)3 = 4a(x + y)3

3. 2x> —11x+ 15; 6x* —13x—5 y 2x3> —5x*+2x—5

Le descomponemos cada polinomio en sus factores:

2x2 —11x+15=(x—3)(2x—5)
1 -3
25
6x2 —13x—5 =
2 -5

3 <
2x3 —5x2+2x—5=(2x3-5x?)+ (2x—5) =x?(2x—5)+ (2x—5)
=(2x—-5x*+1)

(6x —15)(6x + 2)
6

=02x—-50@x+1)

Siendo el MCD = (2x —5)
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4. x*+ 6ax® + 5a%x? + 4a3x — a*; 2x°3

+ 11ax® + 3a%x —a®

En este caso se utiliza el método de divisiones sucesivas:

x* + 6ax3 + 5a%x? + 4a3x —a*

1 1
—x* — Eax3 — Eazx2 + Ea3x

—ax3 +zazx2 +2a3x —a*
2 2 2

1 11 3 1
—Eax3—Ta2x2—Za3x+Za4
TP
é}a X T x—7a
—a?(x% + 5ax — a?)

4
El MCD = x? 4 5ax — a?

2x3 + 11ax? + 3a%x — a3

x? + 5ax — a2

11
2% T3

-2x3 — 10ax? + 2a%x

ax? + 5a%x — as

—ax? —5a%x +a°

/11777

5. x3 +4x> —3x—18 y x3 —x? —8x+ 12

2x+a

Utilizando el método de suma y resta: (x3 + 4x? — 3x — 18)- (x3 — x? — 8x + 12)= 5x? +

5x — 30 = 5(x% + 5x — 6)
EIMCD =x?+5x—6

2.2.8. Minimo comun multiplo

El Minimo Comun Multiplo de varias expresiones algebraicas es otra expresion que es la

mas pequefia que contiene como factores a cada una de las analizados.

Ejercicios resueltos:

1. 30; 18; 24

El MCM = 22335 = 540

2. x? —5ax+ 6a?%; x? — 7ax + 12a?%; x?

Factoramos cada polinomio:

x? — 5ax + 6a® = (x — 3a)(x — 2a)

2124 18 30
2112 9 15
216 9 15
213 9 15
311 3 5
511 1 5

1 1 1

— 6ax + 8a?

x? — 7ax + 12a%? = (x — 4a)(x — 3a)

x? — 6ax + 8a? = (x — 4a)(x — 2a)
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El MCM = (x — 3a)(x — 2a)(x — 4a)

3. x2+x—2;x*+4x3 —8x2 —24x;x* —x>+8x—8
Factoramos cada polinomio:
x2+x—-2=x+2)x—-1)
x* + 4x3 — 8x?% — 24x = x(x3 + 4x% — 8x — 24) = x(x + 2)(x* + 2x — 12)
x—x34+8x—-8=x3(x—1)+8x—-1)=x—-1DE+2)(x*>—-2x+4)
El MCM = x(x + 2)(x — 1)(x? + 2x — 12)(x* — 2x + 4)
Ejercicios Propuestos: Calcular el MCD y MCM
a) 4x*—2x3 —x—1;6x*+7x%2+2;2x* —x%2 -1
b) 2x* +2x3+3x%2+x+1; -2x> +x* —x3 +4x% + x+ 3; —8x> + 4x* + 2x3 +
13x2 +x+3

c) —3x°+2x*+3x—2; x°+x3+x*+1; x°+x3—-x*2-1; 2—x—x?—x%—3x*

2.2.9. Operaciones con fracciones
Simplificacion de fracciones
Una fraccion esta simplificada cuando el numerador y denominador son primos entre si. Para
reducir una fraccion a su mas simple expresion, le factoramos ambas partes y le procedemos
a simplificar.
Ejercicios resueltos:
3x*+2x%-8
x*—4

3x*+2x%2-8  (3x%—4)(x242) _ 3x%*-4

Le factoramos y procedemos a simplificarla:

x*—4  (x242)(x2-2)  x2-2
x*—x3-x+1
2 x4—-x3-x2+2x—-1
Le factoramos:
x*-x3-x+1 (x*-x3)—(x-1) . x3(x—1)—(x—1)

x4-x3-x2+2x-1  (x4-x3)—(x2-x)+(x-1)  x3(x—1)—x(x—1)+(x—1) -

(=1D(x3-1) (x-1)(E*+x+1)
= (x3-x+1) T (x3-x+1)

Suma y resta de fracciones

La suma y resta de fracciones algebraicas se las realiza igual que en aritmética, en caso de
que tengan diferentes denominadores se procede a factorarlos o descomponerlos y se saca

un minimo comun denominador.
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Ejercicios resueltos:

4 6 2 3

3x—-2 5x-2 X+3 + 4xX+5

El comun denominador es 12

3x—2 5x—2 x+3 4x+5 3(Bx—2)—-2(5x—2)—-6(x+3)+4(4x+5)

4 6 2 + 3 12
_9X—6—10X+4—6X—18+16x+20 _ 9x_ 3x
B 12 12 4
2xX—3 3xX+2 3—-5Xx

X2—x—6  9-x2  X2+5x+6
Factoramos los denominadores y definimos el comin denominador
2x—3 3x+2 3 —5x 2x—3 3x+2 3 —5x
Z—x-6 9-% X +5x46 G+2E-3) G-906+%  G+3)x+2)
C(2x-3)x+3)+Bx+2)x+2)+ (B -5x)(x—3)
x+2)x—-3)x+3)

_ 2x*+3x—9+3x* +8x+4+18x—9—5x* 29x — 14
B (x+2)(x—3)(x+3) C(x+2)x-3)(x+3)

1 1 3 3
3. -t —— =

X+2 X+14 X+10 X+6

En este caso tenemos cuatro denominadores distintos, entonces procedemos a trabajar de dos
en dos.
< 1 1 )+< 3 3 )_x+14—x—2+3x+6—x—10
x+2 x+14/ \x+10 x+6/ (x+2)(x+14) ~(x+10)(x+6)
B 12 N —-12 L x+10)x+6) - (x+2)(x+ 14)
T x+2D)E+14)  (x+10)(x+6) x+2)(x+14)(x + 10)(x + 6)

x% 4+ 16x + 60 —x? — 16x — 28 384

S G NG+ I0E+6) G+ DE+ 1D+ 10)(x+6)

x%-y xy+1 x+y?

x-(x-1) (x-1)F+1) = (y-x)(y+1)

Para sacar el comun denominador le cambiamos de signo al binomio de la tercera fraccion

y — X, este signo afecta a la fraccion

-+ -xy+DE-y) - Ex+y)HE-1)
x—-yE-DF+1D

Xy X -y —y =Xy +xy? —x+y x> +x—xy* +y?
x=-yE-DE+1D)

0
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Multiplicacion y division de fracciones

Para multiplicar fracciones, primero factoramos cada fraccion y luego vemos que podemos
simplificar.

Ejercicios resueltos: Reducir a su minima expresion las siguientes multiplicaciones.

4x3 -4 x*—1 1
x2-3x4+2 X24x+1 2x342x242x+42

Le factoramos cada término:

1D Do) 1 2D
(x—2)(x—1) X2 x4+t 23+ B (324D  x-2

a3b%+3a® b*+2b%-3 _ a?b*+4a’b?+3a?
b2+b b4-—6b2-27 ° b4-8b2-9

Primeramente, le factoramos y luego la division le transformamos a multiplicacion
invirtiendo la fraccion.

a3(b% + 3) . (b*>+3)(b*—1) a*(b*+3)(b*+1) _

b(b+1) (b2-9)(b2+3) (b2-9)(b2+1)

LB2+3) A 0A+D) GE=9EE+D _ab-1)
bbA+1)  (B2=9)(b2+3) A (b2A+3)bi+1) b

; x2-2x—10
| x+3-25g
X—x—2

Esta fraccion la desarrollamos de abajo hacia arriba:

x% —2x—10 B x? —2x—10 . x*=2x-10
x+1 N x+1 N x+1
X+3_X(X—2)—(X+4) X+3_x2—2x—x—4 X+3_X2—3X—4
X—2 X—2 X—2
B x2 —2x—10 B x% —2x—10 . x*=2x-10
X+3_(X+1)(X—2) Cx+3)E—-4)-(x-2) x2—-x—-12-x+2
x-4Ex+1) x—4 Xx—4
(x?—-2x—10)(x — 4)
= =x—4
(x2—2x—10)
Ejercicios propuestos: Realizar las siguientes operaciones con fracciones.
3X 2x+ 3 x+1

2) x—3)(x+2) 9-x2 x2+5x+6
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2 2 2

b) _ b T—
x—-y)&x—-2z) -xz-y) G-2DF-x
yz(x + 3) xz(y + 3) xy(z + 3)

O -2 -G -0 @-0E—y)
2x3 —3x%>+4x—6 3 + 8x — 3x? 4x?% + 8x + 3
8x3 + 1 2x3+3x2+4x+6 3x—2x2—9

x* —1 6x3 +2x*> +9x+3 6x%> —7x+2

6x2—x—1  3x2+x—2  9x—2x2+9
4—-x*+2xy—y® y*—xy+3y—x+2 2y°-y-—-1

d)

e)

x2—x—56 = xy—x—8y+8  2y2+3y+1
2.2.10. Fracciones parciales
Una fraccion Z:((;()) la podemos encontrar en tres formas:

i. Sim>n
11. Sim=n

111. Sim<n

Para poder transformarle una fraccion a fracciones parciales, debe cumplir la tercera

condicién y su denominador tener factores de primer grado, segundo grado, etc. Si tenemos

fracciones que cumplen las dos primeras condiciones les dividimos y le transformamos en

un entero y una fraccion y de esta manera obtenemos que cumplan la tercera condicion.

El numero de fracciones que se obtienen al transformar una fraccion a fracciones parciales

depende del niimero de factores irreducibles en Q que tenga el denominador. Siempre la

nueva fraccion tendra el numerador por lo menos un grado menos que el denominador.
Ejercicios resueltos:

—2x%+6x+5
(x—=2)(2x—-1)(3—x)

Como hay tres factores en el denominador, tendremos tres fracciones parciales:
—2x24+6x+5 A N B N C

x—2)2x—-1)B-x) x—-2 2x—1 3-x

CAx-1DB-x)+BEx-2)B-x)+Cx—-2)2x—-1)

B (x—2)2x—1)(3 —x)
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Vemos que la primera y ultima fraccion sus denominadores son iguales, entonces para que

las fracciones sean iguales deben de ser iguales sus numeradores. Notamos que tenemos tres

incdgnitas, estas pueden ser resueltas de dos métodos:

Primer Método. Coeficientes indeterminados

Igualamos numeradores
—2x24+6x+5=A2x—1)B3—-x)+Bx—-2)3—-x)+Cx—2)2x—1)
=A6x—2x>—-3+x)+BBx—x2—-6+2x) +C(2x* —x—4x+2) =
=A(—2x2+7x—3) + B(—x? + 5x — 6) + C(2x% — 5x + 2)

Igualamos coeficientes:

X3 —2=-2A—B+2C
Xt  6=7A+5B—5C
A s (—2=—2A—B+2C (=10 = —10A — 5B + 10C
Xz 5=-3A—-6B+2C {6:7A+5B—5C {6= 7A + 5B — 5C
4= —3A+5C
_6{—2=—2A—B+2C {12=12A+6B—12C
5= —3A— 6B + 2C 5 = —3A — 6B + 2C
17 =94 —10C
5 {—4 = _3A+5C {—12 — _9A + 15C
17=9A—-10C \ 17 = 9A —10C
5=5C
A=3
B=—2
C=1

Segundo Método. Igualamos cada denominador a cero y reemplazamos en la igualdad de

los denominadores, asi:

—2x2+6x+5=A0Qx—1)3—-x)+B(x—2)B3—-x)+Cx—2)2x—1)

x—2=0 x=2 —2(2)2+6(2)+5=A2(2) - DB -2)
—8+12+5=AQ3)  A-3

2x—1=0 x=1 -2?+6(3)+5=B(;-2)(3-3
Seseses()f) e

3—-x=0 x=3 —2(3)2+6(3) +5=C(3—2)(2(3) — 1)
~18+ 18 + 5 = C(5) c=1

Las fracciones parciales quedan asi:
—2x2+6x+5 _ 3 2 N 1
x—-2)2x—1)B—-x) x—2 2x—1 3-x
x3-9x%-10x—18
(x+2)(x—1)(x%+3)

Procedemos a plantear el problema:

x*—9x*—10x—-18 A N B +Cx+D
x+2D)E-DEx2+3) x+2 x—-1 x2+3
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CAE-DE*P+3)+BE+2)X +3) + (x+D)(x+2)(x—1)

B (x+2)(x—1)(x2+3) Bl

ARG —x? +3x—3) + B(x® + 2x* + 3x + 6) + Cx® + Cx* + Dx* — 2Cx + Dx — 2D
B (x+2)(x—1)(x2+3)

Igualamos coeficientes:
x3: 1=A+B+C
X% —9=—-A+2B+C+D
x: —10=3A+3B—-2C+D
x%: —18=-3A+ 6B —2D
Vamos a combinar los dos métodos, igualamos los denominadores de primer grado a cero:

x3—9x2 —10x— 18 =A(x—1D)*+3)+Bx+2)x*+3)+Cx+2)(x—1)

X=-2 (=2)3 —9(-2)2 —=10(-2) — 18 = A((-2) — D((-2)*+3)
—8—-36+ 20— 18 = A(-21) A=2
x=1 13 -9(1)2 —=10(1) — 18 =B(1 + 2)(12 + 3)
1-9-10-18 =B(12) B=-3
Reemplazando estos dos resultados en el sistema de ecuaciones obtenemos:
1=2-3+4+C C=2
—-9=-2-6+2+D D=-3

Las fracciones parciales quedaran asi:

x3-9%x%2-10x—18 2 3 2X—3

(x+2)(x-1)(x2+3)  x+2 x-1 x2+3

3x3-6x%—-37x+36
(x—3)2(x+1)2

En este caso tenemos cuatro factores de primer grado, por lo que tendremos cuatro
fracciones, cuyos numeradores serdan de grado cero:
3x3 — 6x2 —37x + 36 A B C D
(x—3)?2(x+1)? :x—3+(x—3)2+x+1+(x+1)2:
Ax—=3)(x+1)?+Bx+1)? + Cx+ D(x—3)* + D(x— 3)* _
x—3)?(x+1)?

CAG® —x?—5x—3) +B(x* + 2x+ 1) + C(x® = 5x® + 3x + 9) + D(x* — 6x + 9)
B (x —3)2(x + 1)2

Igualamos coeficientes:
x3: 3=A+C
x%: —6=—-A+B-5C+D
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x: —37=-5A+2B+3C—-6D
x% 36=-3A+B+9C+9D

Igualamos los dos binomios de primer grado a cero:

x—3=0 x =3 3(3)% — 6(3)2 —37(3) + 36 = B(3 + 1)2
81 — 54 — 111 + 36 = B(16)
B=-3
Xx+1=0 x=-1 3(—=1)3 — 6(=1)2 — 37(—=1) + 36 = D(—1 — 3)2
—3—6+37+36 =D(16)
D=4

Con estos dos resultados lo reemplazamos en el sistema y encontramos las otras dos

incognitas:
—-6=—-A+B—-5C+D —-6=—-A-3-5C+4 -7 =-A-5C
{3:A+C
-7 =-A-5C
—4=—4C c=1
—37=-5A+2B+3C—-6D —37=-5A-6+3-24 A=2

Las fracciones parciales quedan de la siguiente manera:

3X3—6X2—37x+36_ 2 3 N 1 N 4
(x—3)2(x+1)? x-3 (x—-3)2 x+1 (x+1)2

3x%—5x+4
(x-2)3
En este caso que tenemos un solo denominador es preferible realizar la transformacion con

un cambio de variable, asi:

Z=X—2 X=z+2 Este valor de x lo reemplazamos en la fraccion
3x2-5x+4 3(z+2)?-5@z+2)+4 3z2+12z+12-5z—10+4
(x—2)3 - z3 - z3
3 7 6
“tets
Reemplazando el valor de z tenemos: 3x7ox+4 = > z °
(x-2)3 x-2 (x=-2)%2 (x-2)3

Ejercicios propuestos: Transformar a fracciones parciales los siguientes ejercicios.

5 . 11x2—17x+26 b) 11x3 — 21x2 + 2
(x—2)(2x—=1D(x+4) x—3)Bx+2)(x%+1)
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2x* — 5x3 4+ 20x% — 16x — 50 q x3+3x% —x+2
(x2 —3x+5)(x%-5) ) (3x —4)*

3x* —9x3 — 25x% —x + 20 1
e) f)

x3 — 3x%2 — 10x x6+1
) 9x* + 9x3 — 3x?% 4+ 28x — 21 N 1
5 (x—1)?(x+3)(2x% + 3) ) x4 +1
6x* — 48x3 + 108x% — 45x — 45 _ 3x3-3x?+3x—8

i

) (x2 — 7x + 9)(2x3 — 9x2 + 3x + 18) ) X2 +2)x%2+x+2)
2.2. Ecuaciones y Sistemas de ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad que contiene una o varias letras, bajo las cuales estan los

numeros desconocidos. Estas letras son de dos tipos las llamadas incognitas que usualmente

se la designa por «x,y,z,... y los coeficientes que acompafian a las incognitas que se las

designan por las letras 4,p,c.q,...

La solucion de la ecuacion no es otra cosa que encontrar el valor de la incognita que hace

que la ecuacion sea verdadera, también se conoce como raices de la ecuacion. Existen

distintos criterios para realizar la clasificacion de una ecuacion. Estos son:

2.3.1. Segun el numero de sus soluciones

Una ecuacion puede ser:

e Compatible. Cuando tiene solucién, y puede tener soluciones finitas (compatible
determinada) o soluciones infinitas (compatible indeterminada).

e Incompatible, cuando no tiene solucion.

Ejemplo:
1. 3x2 — 4x — 20 = 0 Tiene dos soluciones.
3 7-X .. e )
2. i 1+ ﬁ Tiene infinitas soluciones, excepto x = 4
2 . .,
3. X =X No tiene solucién
X+2 x+4

2.3.2. Segun la naturaleza de sus miembros
Depende de la forma de la ecuacion:
e Ecuacion numérica, es aquella en que solo aparece una letra, la incognita.

e Ecuacion literal, es aquella en que aparece la incdgnita y otras letras mas. Ejemplo

X—a X-+a
+ =
X+a X—a
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e Ecuacion polinomial, es aquella donde los miembros que la componen son funciones
polinomiales.

Ejemplo: 2x-3)x+49)E+3)=2x+DEE+2)x—-4)

e Ecuacion fraccionaria, es aquella cuyos miembros son funciones racionales.

3—x 2_2
x+1 x+2 x+1

e Ecuacion irracional, es aquella en que por lo menos uno de sus miembros es una funcion
irracional.

2.3.3. Ecuaciones de primer grado

Otra clasificacion es segun al grado de sus miembros, el grado del polinomio sera la potencia

mayor que tenga la variable. De ahi, se tiene las ecuaciones de primer grado o también

llamadas lineales, son aquellas que tienen la forma P(x) = ax + b = 0; 4 = 0. Resolver esta

ecuacion graficamente no es otra cosa que encontrar el punto de corte con el eje “x”.

Ejercicios resueltos:

1. 3—5x=9—-11x

—5x+11x=9-3 = 6x=26 = x=1
X—3 2x+1 2—3X
> T e 15
15(x — 3) — 10(2x + 1) — 4(2 — 3%)
60 =0

15x—45—-20x—10-8+12x =0
15x—20x+12x =45+ 10+ 8
7Xx = 63 = x=9

X—2 3x%+1 _ x-1

3. —— =
2xX+4 6x~—24 2—X

Factoramos los denominadores y encontramos el MCM, el cual le multiplicamos por cada
término de la fraccion y eliminamos los denominadores, ast:
X—2 3x%+1 x—1

2(x+2)  6(x—2)(x+2) - —(x-2) MCM = 6(x + 2)(x — 2)

3x—2)x—-2)—-Bx2+1)=-6(x—-1)E+2)
3x? —12x4+12—-3x%>—-1=—6x%? —6x+ 12
6x? —6x—1=0

6+v36+24 6+vV60 3++15
12 12 6

X12 =
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X—3 X—4 _ X—6 X-7

x-4 x-5 x-7 Xx-8
Desarrollamos la parte izquierda y la parte derecha y luego cruzamos los denominadores:

(x=3)(x—5)—(x—4)(x—4) _ (x—6)(x—8)—(x—7)(x-7)

=
(x—4)(x-5) (x—=7)(x—8)
)(2—8x+15—>(2+8x—16_)(2—14)(-+-48—X2 + 14x — 49
x—4)(x—-75) B x-=7)(x-18)
-1 -1

x-Hx-5 (x-7(x-28)
(x—7)(x — 8) = (x — 4)(x — 5)
X2 —15x+ 56 = x%2 —9x + 20

— 6x = —36
Xx=6
ax—b 3a a’x? + b?
' ax+b+b—axzazxz—b2
Factoramos y encontramos el MCM:
ax—b 3a a’x? + b?

ax+b ' —(ax—b)  (ax+Db)(ax—b) MEM = (ax +b)(ax = b)

(ax —b)(ax — b) — 3a(ax + b) = a?x? + b?
a?x? — 2abx + b? — 3a%x — 3ab = a%x? + b?
(—2ab — 3a?)x = 3ab
3b

X= ob-3a

6. V3x+7—-V3x=1
Le cambiamos la segunda raiz al otro lado del igual par poder eliminar las x y le elevamos

al cuadrado ambas partes:

(V3x+7)" = (1+V3x)’

3x+ 7 =14 2V/3x + 3x

6=2v3x = 32=(@{3x)? = 9=3x = x=3

7. Vx+6 =+4x+ 10 —Vx

(Vx+6+vx) = (Vax+10)°

X+ 6+ 2Vx+ 6vVx+x = 4x+ 10

2Vx + 6vx = 2x + 4
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(VX T 6v%) = (x+2)?
X2+ 6x=%x%+4x+ 4 X=2
Ejercicios propuestos: Resolver las siguientes ecuaciones.
a) 22¥10%*2 — 6 23%5%*1 = 4480000 b) 2—3x—5=5-8x+x
d) 4(x—1) - 53 —x) = 14x — 2(5x — 3) c) 32**1 —15=12(3* - 2)

e) 26%t2 —6523*2 41 =0 f)6\/§—6\/§:5
X

g) 6+Bx—4)=2x—{3+[4x— (3 —x)] —x} h) 3243 — 40 = 7(3%*1 — 6)

) z+D(z+4)+3(z—-2)(z—1) =4z(z—-6) D) 13:2)(-:_25
X X

2.3.4. Sistemas de ecuaciones de primer grado

Las ecuaciones con dos o mds incognitas se llaman de primer grado si tienen la siguiente
forma:

ax+by=c ax+by+cz=d

Donde a, b, c y d son las constantes con la condicion de que los coeficientes de las variables
sean diferentes de cero. La primera ecuacion representa una linea recta, mientras que la
segunda representa un plano. Un sistema lineal estad formado por dos o mas ecuaciones de
primer grado, estdn igualadas siempre a una constante sin variable llamado término

independiente y pueden ser homogéneas o no homogéneas.

Las homogéneas son aquellas en la que en cada ecuacion el término independiente es igual
a cero. Hay sistemas que tienen muchas soluciones, hay otros que tienen una solucion y hay
algunos que no tienen solucion. La solucion de un sistema no es otra cosa que lo comlin que
hay entre los graficos de las ecuaciones del sistema, si un sistema no tiene solucion significa
que entre sus graficos no hay nada en comun. Para resolver un sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas vamos a utilizar el método de eliminacion.

Ejercicios resueltos:

1 x—3y=4
{2x+y=1

o(x—3y=4 (—2x+6y=-8

{2x+y=1 { 2x+y =1
7y = =7

y=-1

2x—1=1=x=1

x—y—2z=1

x—3y+z=-6
2 {
2x+2y+3z2=3
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Para resolver este sistema lo vamos a hacer en forma matricial utilizando el método de Gauss,
realizando transformaciones elementales, entre filas. El método consiste en transformar los
términos que se encuentran debajo de la diagonal principal en ceros, que es la idea del
método de eliminacion, para esto tratamos de obtener el mismo coeficiente con signos

contrarios, de tal forma que al sumarlo se reduzca a cero, asi:

[-1-2][023 ][023 ]
2 2 3 3 0 0 13 -13

_F1+F2:F’2 _4F2+F3:F’3
_2F1+F3:F'3
Xx—3y+z=-6
{ 2y—3z=7
z=-1
2y-3(-1)=7 x-32)+(-1)=-6
x=1
y=2 x=1 La solucién es: {y = 2
z=-1
3. Encontrar la solucion del siguiente sistema:
Xx+2y+z+3t=5
4x —y—5z—6t=-7
x—3y—9z—-7t=-5
2x+y—z+3t=4
1 2 1 3 5 1 2 1 3 5 1 2 1 3 5
4 -1 56 -7_(0 -9 9-18-27(_|0 1 1 2 3]_
1 -3 -9 -7 -5 0 -5-10 -10 -10 0o 1 2 2 2
2 1 -1 3 4 0 -3 -3 -3 -6 0O I 1 1 2
1 2 1 3 5
0O 1 1 2 3
0 0 1 0 _1 _4F1+F2:F’2 _F2+F3:F’3
0 0 0 -1 -1
_F1+F3:F'3 _F2+F4:F;1_
_2F1+F4:F;1_

Xx+2y+z+3t=5

y+z+2t=3
z=-1
t=1
y+(-1)+2(1)=3
y=2

Xx+2(2) + (=) +3(1) =5
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x=-1
La soluciones: (—1;2;—-1;1)
Hay sistemas que tienen: a) menor niumero de ecuaciones que de incognitas, b) mayor

nimero de ecuaciones que de incognitas, c) igual nimero de ecuaciones que de incdognitas.

x—3y+2z+t=-10
4. {2x+y+z—t=0
Xx—y—2z—t=4
1 -3 -10 -10 211
2 1 -1 7| =
1 -1 -2 -1 O O 11 4 -29
_ 93+6t
11 0 0 -6 93 11x — 6t =93 191-:3t
[0 11 0 -3 19] {11y— 3t=19 Y=
o o0 11 4 -29 11z + 4t = -29 _ -29-4t
o1
. (93+6t 1943t —29-4t |\ _ 1 _ _
La solucion es:(Z2%%; 22228, 2228, ) = = [(93,19,-29,0) + (6,3, —4,1)t]

El sistema tiene infinitas soluciones, ya que ¢ e R

( 3%y —2X; —3X3+X4, —3X5 — 3% =0
Xq — 2Xy — 2X3 — 2X4 — 5X5 + 6X5 = 0
Xy +2X, + 2X3 — 3%, — X5 —2X¢ =0

—2X1+ X5 —X3 +X4—6X5 —X;=0

3Xq — 2Xy — 2X3 + 2%, + 3X5 — 2% = 0

\—X; +3X, +Xz3+4x, +2Xx; — 2%, =0

Para resolver tomamos los coeficientes y le ordenamos por filas:

3 -2 -3 1 -3 -3 -1 3 1 4 2 -2 -1 3 1 4 2 =2
1 1 -2 -2 -5 6 1 1 -2 -2 -5 6 0 4 -1 2 -3 4
1 -1 2 -3 1 -2 |1 -1 2 -3 1 -2|l_]10 2 3 1 3 —4
-2 1 -1 1 -6 -1/ |3 -2 -3 1 -3 -3|17]10 7 0 13 3 -9
3 -2 =2 2 3 -2 -2 1 -1 1 -6 -1 0-5 -3 -7 —10 3
-1 3 1 4 2 =2 3 -2 =2 2 3 -2 0o 7 1 14 9 -8
F,+F,=F, —2F, +F; =F;
F,+F; =F; —-7F, + 2F, =F,
3F,+F,=F, 5F, + 2F; = F;
—2F, + F5 = F; —7F, +F¢ =F,
3F, + F¢ = Fy
-1 3 1 4 2 -2 -1 8 1 4 2 -2 -1 8 1 4 2 -2
0 2 3 1 3 -4 0 2 3 1 3 -4 0 2 3 1 3 -4
_ 0 0 -7 0 -9 12 0 0 -7 0 9 12 _ 0 0o -7 0 -9 12
0 0 -21 19 -15 10 0 0 -21 19 -15 10 0 0 0 19 12 -26
0 0 9 9 -5 14 0 0 9 9 5 14 0 0 0 -63 -116 10
0 0 19 21 -3 12 0 0 -19 21 -3 12 0 0 0 147 150 -164
—3F;+F,=F, 63F, + 19F; = F;
9F; + 7F; = F; —147F, + 19F, = F;
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—19F, + 7F, = F,

-18 1 4 2 -2 -18 1 4 2 -2 -18 1 4 2 -2

0 2 3 1 3 -4 0 2 3 1 3 -4 0 2 3 1 3 -4
o o -7 0 -9 12 (_lo 0 -7 0 -9 12|_fo 0o -7 0 -9 12

0 0 0 19 12 -26 0 0 0 19 12 26/ |0 0 0 19 12 -26

0 0 0 0-1448-1448 [0 0 o0 0 1 1 00 0 0 1 1

0 o 0 o0 108 1086/ lo 0o 0o 0o 1 1 00 0 0 0 0

—Fs+F, =F,
de donde obtenemos que:  tg = —t, —7ty = —21t,
19t, = 38t, t; = 3tg
t, = 2tg

2t, + 9t + 2tg — 3t — 4t =0

2t, = —4t,
t, = —2t,

La solucidn es:

Ejercicios propuestos:

—t; — 6ty + 3ty + 8ty — 2ty — 2t = 0
—t, = —tg

t, =ty

(te, —2tg, 3te, 2te, —te, te) = (1,—2,3,2,—1,1)t,

2x; — 3%, = —4 X1 — 3Xp + 2X3 + 3%, = —4
a) {3x1+2x2=7 b) {2x1+x2—x4=3
4x, — 5x, = —6 X1 — 2Xp + X3+ 2X4 = =2
3x—2y+z=10 XxX—2y+z=6
©) {x—3y—22=1 d) {—2X+3y—2223
Xy +2X; —3%X3+ X4, = —6 X; — 3%, +2x3+x, = —1
Xq + X3+ 3%, = -2 —X; + 2X, — X3 + 2%, = —4
©) 2%y — X, + 2X3 +3x, = 4 H {3x1+x2+x3+4x4=5
—X; — 2X; + X3 + 2X4 = —2 2%, — 3%, +X3—x, =1
Xy —3X, + X3+ 2%, +2%x5 =1 X, — 2%, + X3 = 5
2X1 + X, +2X3+ X4 + X5 = 4 %0 4 2% — 2% = —2
g) {—Xy + 2%, + 4x5 — 2%, + 2x5 = —1 h) 2;{ +X2—3X3=0
3%y + X, + X3 — 2%, — Xg = —2 172 3
3%y +3x, +x3 =4

—2Xy — 2X, + X3 + 2%, + 2%5 = 0

31 —2X, —3X3 + X4 —3%X5 — 3% =0
X1 + Xy — 2X3 — 2%, — 5%x5 + 6% =0
Xy — Xy + 2X3 — 3%, + X5 — 2%, =0
—2X; + X, — X3+ X, —6X5 — X5 =0
3Xq — 2X, — 2X3 + 2X4 + 3%X5 — 2% =0
—X1 + 3%, + X3 +4x4 + 2X5 — 2% =0

2.3.5. Ecuaciones de segundo grado
Se llaman ecuaciones de segundo grado, aquellas que tienen la forma:

ax?+bx+c=0
o aquellas que pueden reducirse por transformaciones algebraicas a esta forma. Donde x es
la incognita y a, b, ¢ son constantes, con la condicion de que a # 0. Si b o ¢ son ceros la
ecuacion de segundo grado es incompleta, por lo que tenemos los siguientes tipos:

2x%2—3x+4=0

3 2x—x2=0 } Ecuaciones completas
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5x2—3x=0
x2 4+ 5 =0 ¢ Ecuaciones incompletas
2x?% =

Hay ecuaciones de segundo grado que son factorables y se resuelven por los métodos de
factorizacion vistos anteriormente. Por otro lado, hay otras que no son factorables y para
poderlas resolver se realiza la completacion de cuadrados o con la férmula general de

segundo grado. Las soluciones serdn reales y complejas.

Ejercicios resueltos:

1. x2+x+12=9x+ 60
x2—8x—48=0
x—-12)(x+4)=0

x—12=0 x+4=0 x =12 X =-—4
2. 5x2-3x=0
x(5x—3)=0
x=0 5-3=0 = X ==
3.x*4+5=0
x? =-5 X = +vV—5 Estas soluciones son imaginarias

4. x2—4x-3=0

Esta ecuacion no es factorable, por lo que lo vamos a resolver por completacion de
cuadrados. Esto es, dejar los términos con la variable del lado izquierdo y completamos un
trinomio cuadrado perfecto, para luego despejar x; en la ecuacion si el coeficiente de x es
par le descomponemos en dos factores el dos que necesitamos para el doble producto y el
otro factor serd la segunda raiz que elevado al cuadrado nos dara el tercer término; si el
coeficiente de x no es par le multiplicamos por dos y al coeficiente le dividimos para dos,

siendo esta fraccion la segunda raiz, a la cual le elevamos al cuadrado y obtenemos el tercer

término.
x? —4x =3
x2—=22)x+22=3+4
x—-2)2=7
X12_2:i‘/7 X1,2:2i‘/7

5. x2=3x+5=0
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SIORIERE A
X 2)*7\2) T 4 X73) T

6. 3x2 -5x+6=0

En este caso le dividimos para tres y procedemos de las formas anteriores:

23 - 2 _ o (5 5,2
X 3X+2—0 - X 2(6)x+(6) = 2+36
< 5)2 47 5+ 47 5+iVa7
—_— [ Jp— - = — _
76 36 %12 = 6T |7 36 6
7. ax’+bx+c=0; ab,ceQ
2+b +C 0 2+2b +<b)2 C+b2
—_ — = - J— J— —_— -
X aX a X ZaX 2a a 4a2
+b X b? — 4ac +b N b2 — 4ac b+ b2 — 4ac
—_— )= - — = _— 5 = —— -_
(x Za) 432 X 2a 432 12 2a” 432
—b + Vb2 — 4ac

X1p = esta ecuacion representa la formula general de segundo grado

2a
Los resultados del discriminante son tres:

1. A=b? —4ac >0, hay dos raices reales, si el trinomio es factorable las raices son

racionales y si no son irracionales y se las obtiene con la formula general.

11. A =b? —4ac = 0, hay una raiz y el trinomio es factorable.
ill.  A=p?—4ac <0, hay dos raices complejas y se las obtiene con la formula general.
x—1 2 3x%-x+1
X2+x+1  x—1 x3-1

Para resolver esta ecuacion, factoramos los denominadores y encontramos el MCM
x—1 2 3x%2—x-2

X2+x+1  x—1  (x=1)(x2+x+1)

x—1)2-2(x*+x+1)=3x*—-x-2
X2 =2x+1-2x?—-2x—2=3x%>—-x—2
4% +3x—1=0

4 1 (4x — 1)(x+ 1) = 0
1><:1 X:l Xx=—-—1

4
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9. 32xt2_73 =82(3—1)
9(32¥) —82(3¥) +9 =0

1 -9
9 >< -1 (3% —9)[9(3%) — 1] = 0

3¥-9=0 93 —1=0

¥ =32 = x=2 =32 = x=-2

2.3.6. Ecuaciones bicuadratica

La ecuacion de cuarto grado que tiene sOlo potencias pares en su incognita se llama

bicuadratica. Este tipo de ecuaciones se reducen a ecuaciones de segundo grado. Es decir:
ax*+bx?+c=0, a#0

La solucion de esta ecuacion estd basada en la de segundo grado, donde x” es la nueva

variable.

Ejercicios resueltos:

1. 2x*—17x2+21=0

2 -3 2x2-3)x*2=7)=0
14><:-7 2x2—3 =0 x2—7=0

X =% x = +V7

N W

2. 13x2=x"*+36
x*—13x"2+36=0
x?2-9)x?%?-4)=0
X2-9=0 x2-4=0

. =+
X—_3 X=x

3. 2x*—19%x2+9=0
2 ><:1 2x2-1D(x%2-9)=0
1 9
X:i\/% x =43

2.3.7. Ecuaciones que se reducen a cuadraticas

N =

Hay varios tipos de ecuaciones, por ejemplo:

I. x=2)x—-3)(3x+4)(3x+7) =140
[((x—2)(B3x+4)][(x—3)(3x+7)] = 140
(3x? —2x—8)(3x? — 2x—21) = 140 z = 3x% —2x
(z—8)(z—21) =140 — 22—-292+168=140 — 22—292+28=0
(z-28)(z—-1)=0
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3x2 —2x—28=0 3x2 —-2x—1=0
2++/24—4(3)(=28)

Xy, = 220 1 1
(x—1)Bx+1)=0 3><:-1

2+v440 1
X1 =~ x=1 X=—z
2+ 20,97
X1,2 = _T X1 = 3,83 Xy = _3,16

2. 2%—35\[%—20 =0

2(¥xZ)" - 3(VxZ) =20 =0
2><: 3
1 -4

(2Vx2+5)(Vx2—4) =0

125
X=+ —T X:i8

/N /N
N
/N
»

%

[y
N——
N

+
—
N——
Il
o
/-~
/N
»

% | %
=
N——
N

I
N
N——
Il
o

x+1)2_ 1 <x+12_2
X 2 X -
no tiene soluciéon % = +2
X+ 1 =12x X+ 1=—V2x
V2x—x=1 V2x +x = -1
1 1
X = X=—
V2 -1 V2 +1
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2X —Vx?% — 4
4, x—+/x2—-4=

X+VxZ—4
X2 —x2+4=2x—Vx2 -4
2
(VxZ —4)" = (2x — 4)? = x2—-4=4x>—-16x+16

3x2 —16x+20 =0
3 -10 (3x—10)(x—2)=0
1><_2 x=§ X =2
5. V3x2 —10x—8—v2x2 —5x— 12 —V5%x2 —19x—4 =0

1v><r4 1 —4 1 —4

3 2 2><:3 5:><1
JE—9Bx+2)—Jx—-49)2x+3)—/x—-4)(Gx+1) =0
vx—4(J(3x+2)—J(2x+3)—J(5x+1))=o

Xx=4 V3x+2—-V2x+3—-V5x+1=0

(V3x+2-VZx+3) = (Vox + 1)
3x+2—2V3x+2V2x+3+2x+3=5x+1

4=2/Bx+2)2x+3) - (2= (J(3x F2)(2x + 3))2

4 =6x%*+4+13x+6
6x*>+13x+2=0

1 2 1
6:><:1 x+2)(6x+1)=0 - x=-2 x=—=

2.3.8. Ecuaciones reciprocas
Tiene la forma:
apX" 4+ ap,_x" 1 +a, x4 +a;x+a, =0
Donde los coeficientes se relacionan asi:
dp, = dg, 4dp—1 — 41, dp—2 = dAg,eeeniiinnnnnn.
Ejercicios resueltos:
1. 2x*+3x3—16x*+3x+2=0
Dividimos los dos miembros para x? para reagrupando los extremos obtener un trinomio,
asi:
2(x* + 1)+3( +1) 16 =0
X+ — x+-)—16 =
x2 X

. . 1
Hacemos el cambio de variable: x + - =7z elevamos al cuadrado ambas partes

2
(x + i) = z2 y obtenemos x% + 2 + Xiz = z2, de donde obtenemos x? + Xiz =z2-2
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remplazamos en el trinomio:
2(z2-2)+3z-16=0
222 +3z—-20=0

o<y (2z-5E+4 =0,

igualando cada factor a cero y regresando a la variable original, obtenemos:

1 1
2(x+;)—5=0 (x+;)+4=0
2x%2 —5x+2=0 X2 4+4x+1=0
2x—1)(x—-2)=0 Xy, = 1ot o
X:% X:2 X1’2:_2i\/§

2. ax*+bx3+4x2+bx+a=0 Si b=3a yunade susraices es i. Calcular las demas
raices
En primer lugar, evaluamos la raiz para i, este problema se transforma en una ecuacion
reciproca, agrupamos los extremos y dividimos para la variable del ultimo término:
ax* + 3ax3 + 4x? + 3ax+a =0
P(i) =a(i)* +3a(i)>+4()?+3a(i) ta=a—3ai—4+3ai+a=0
=2a-4=0 = a=2 Porloque b=6
Reemplazando en la ecuacion inicial:
2x*+6x3+4x2+6x+2=0
x*+3x34+2x2+3x+1=0
Este tipo de ecuaciones se las conoce como reciprocas

*+ 1) +3Ex3+x) +2x% =
, 1 1
(x +—2)+3<x+—)+2=0
X X
_ 1 2 _ 1 _ 2 L

22 —-2=x*+ iz Reemplazando
X

722 —-2+4+3z4+2=0

z2+3z2=0
z(z+3)=0
z=0 z+3=0
X+§=O No tiene solucion x+§+3= x24+3x+1=0
Xpz = —3+29—4 _ —3;_r\/§
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3. 4x* 4+ 12x3+x°—6x+1=0

Qm2+$)+6@x—

Hacemos el cambio de variable:

1
2X — ~=zy obtenemos:

+1=0

X

2% — 1_ z, elevamos al cuadrado:
X

4X2—4+%=ZZ 4x2+%=22+4
X X

Reemplazando nos da: z24+4+6z+1=02z>+62+5=0

Igualando a cero cada factor y regresando a la variable original:

2Xx+2+5=0
X

2x2 +5x+1=0

_ —5+v25-8
X2 = —F

4
. = -5+V17
1,2 — 4
Ejercicios propuestos:

a) (x+3)(x—3)(2x+3)(2x—9) = —65

©) Vx+3+V2x+5=v2x—1++3x+1

€) v/3x2 + 4x + 10 + /3x2 — 4x + 10 = 4x

3 2x
g) \/2x+m—\/2>{—m=§ otV

5x—2 3x—2 _ x+3

D 77x3  Tx—2x=3  14x?—27x19

k) vx2 — 3b* +/x2 — 4a* = 2a% + b2

(b+3)x b-z_(o-3)x

2x+24+1=0
X

2x2+x+1=0

1+v1-8
X12 = 2
_1£iV7
X12 =7

b) 3x+a—+x2—4=0
d) Vvx+3-v1-x+2=0

Oxﬁ+vX—2_ 3
V2+Vx—3 2
1

) VRS —ViF d =

) 8-x 5-v3-x
) 3 8 —x
) Vx+1-3V2x—22=2

C
b+

m) c= —

C C
b-< b+  b+z

0) x> —5x*+9x3—9x2 +5x—1=0

q) 12x° +8x% —90x* + 8x3 +90x? +8x— 12 =0

) 46+ 1) — 24 +x) +57(x* +x) = 73x> =0 3%1E — 10xT6 — 3x~16

u) 4x? + 24/4x2 — 15x + 12 = 15x + 12

w) 2x*+x3—11x2+x+2=0

C n) Bx+4)(x—-4)Bx+7)(x—3) =260
b—=
a

x+5+VxvI0+x _ 27(VI0 +x —Vx)
X+5-vVxvI0 +x VIO +x + VX
x—2)x—4)(x—5) x?-—11x+38
D Gt DG+ DETS)  x2+11x+38

p)

1

X+VX2+2+X—VX2+2+
X—Vx2+2 x+Vx2+2

x) Vox+4—V2x—1=+3x+1

10=0

v)

y) 4x° — 16x5 + 21x* — 23x3 + 21x®> — 16x +4 =0
z) x—1DE-9NE-7NEE-3)=x—-4H)x-6)x—-8)(x—12)
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2.3.9. Ecuaciones cubicas

La ecuacidn tiene la forma:
ax3>+bx?+cx+d=0 ;ab,cdeC (1)

Para resolver hacemos un cambio de variable, poniendo x =y + «, la idea es eliminar el

b
término que tiene segundo grado, con lo que obtenemos que: a0 = — -
Llegando a tener una ecuacion de la forma: y> + py+q =0 (2)
Esta ecuacion le resolvemos poniendo, y = u + v 3)

Determinamos u 'y v de tal forma que satisfaga la ecuacion (2):
Calculamos y3:
y3 = (u+v)3 =ud+3u?v+3uv? +v3 = (ud+v3) +3uv(u+v)

pasamos todo a la izquierda:

y3—=3uv(u+v)— (W +v3) =0

y3 — 3uvy — (u? + v3) = 0. Comparamos esta ecuacion con la (2) y:

p=-3uv yq=—-u*+v¥o

w=-2y uwd+vi=—q

3

3
Elevamos al cubo el primer resultado: u3v® = — notamos que tienen relacién con la
27’

suma y multiplicacion de las raices de la ecuacion de segundo grado. Si recordamos que la
ecuacion de segundo grado tiene la forma:
Z—(p+s)x+ps=0

En nuestro caso quedaria asi:

3

p
2 ——:O
X“ + gx 27

en nuestro caso las raices son: u®> y v3, reemplazando:

2 3
2 4 27 2 \‘
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Ejercicios resueltos:

x3—-2x*4+3x+1=0

Definimos a = —%:2, hacemos el cambio de Variablex=y+§
(+2) —2(y+2) +3(3+2)+1=0

Y73 Y73 yT3) T T

3+22+4 +8 2y? 0 8+3 +2+1=0

y yrr3y T oo 3V 79T =

wlu

y3 + gy + % =0,endondep==-y q= S, aplicamos la formula (4)

3 3 65
y = —% - —0.94234887
Ejercicios propuestos:
a) x3—-2x2-3x+2=0 b) x3+3x2—-2x—4=0
c) 2x3—-3x2+x+1=0 d) x> +2x2+3x—3=0

2.3.10. Sistemas de ecuaciones cuadraticas
Un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se llama de segundo grado si por lo
menos una de las ecuaciones es de grado dos y la otra no mas de segundo. Ejemplo:

! {X2+y2—2y—9=0
x—3+4y=0

5 {2x2—3y2+xy—5=0
| X2+ 2y%2 =9
Resolver un sistema de ecuaciones de segundo grado con dos incdgnitas significa encontrar

todas las parejas de valores x y y que satisfacen el sistema. Ejemplo:

{XZ +y2=4
1.
X—y=2
De la segunda ecuacion despejamos x y reemplazamos en la primera:
x=2+y (2+y)P+y*=4 4+4y+y*+y*=4 2y +4y =0
2y(y+2)=0 y=0 y=-—2
x =2 x=0

Entonces las parejas (2,0) y (0, —2) son las soluciones del sistema.

{ZXZ + 3xy = 24
3y% +2xy =6
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En la parte izquierda del sistema le sacamos factor comtn y dividimos las dos ecuaciones:
X(2x+3y) =24 x _ _ .
{y By +2x) = 6 ;= 4 x = 4y este resultado le reemplazamos en la primera

ecuacion del sistema:

2(4y)? + 3(4y)y = 24

32y2 + 12y% = 24 44y? =24 y= i\/%

. . 6 |6 6 6
La solucion es la pareja (4\/;,\/;) y (—4\/;,— H)

{XZ +y2=2
3.
xy =1
A la segunda ecuacién le multiplicamos por 2 y le sumamos a la primera ecuacion
X2 +2xy +y? =4 x+y)?2=4 X+y==2
. +y=2 +y=-2
Con lo que obtenemos dos sistemas: {X _y {X _y
xy =1 xy =1
Despejamos x de la primera y reemplazamos en la segunda:
x=2-y (2-yy=1 X=-2-y (=2-y)y=1
y?=2y+1=0 y24+2y+1=0
y—-1?=0 (y+1)2=0

Las soluciones del sistema son: (1,1) y (—1,—1)

X2 +4xy — 12y%> =0
Xy +y? =12

Dividimos la primera ecuacion para y? y formamos dos sistemas con la segunda ecuacion:

X 2 X X X _
(;) +42-12=0 (;+6)(;—2)—0
{3 = —6 {E =2
y y
Xy +y? =12 Xy +y? = 12
El primer sistema no tiene solucion X =2y 2y +y2 =12 » y=42

Las soluciones son: (4,2) y  (-4,-2)

i {3){2 —4xy + 2y* =4
" (2x% —xy — 3y? =

Hacemos un cambio de variable y = tx y le dividimos las dos ecuaciones
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3x% — 5tx? — 2t%x% =4 2x% —tx? — 3t?x%* =2

x?(3—-5t—2t?) =4 x2(2-t—-3t») =2
3 — 5t — 2t?
Dividimos la primera para la segunda: STt 3z - 2 3—5t—2t? =4 — 2t — 6t?
42 -3t—1=0 (4t+1D(t-1)=0 t=—i t=1

Formamos dos sistemas mas simples:

3x? —fxy—Zy2 =4 {BXZ —5xy —2y* =4
y=—1 y=x
2
3x?% — SX(—E) —2(—2) =4 3x% — 5x(x) — 2x2 =4
<2
3X2+ZX2—§=4 3x2 —5x2—2x%2 =14
32

2 _ 2% 2 _ _
X 33 X 1

— 14 |2 = +i
x =14 |03 x = +i

Las soluciones reales son: (4 \/z,— F) y (—4 \/z, F)
33 33 33 33

Ejercicios propuestos:

Xx=4y+6 b {y—x=3
2) (x> —xy +3y?+y—x—6=0 ) xy = 30
x2+y*=10 {2X+5y=20
2 Xy = 3 9 xy =10
) x? +y* =25 N {x—y=4
© x* - 374y2 = 220 X3 —y3 =28
) x? —xy+y? =13
8 (x* + x3y + xy3 + y* = 325

2.4. Axiomas de orden
Los ntimeros reales estdn ordenados de menor, a mayor, lo que nos permite saber cuando un
nimero es mas grande o pequefio que otro. Si tomamos tan solo los positivos vamos a definir
los conceptos de mayor qué y menor que. El subconjunto R* se denomina conjunto de los
numeros reales positivos y satisface los siguientes axiomas.
i. Vab eR*, x+y eR" y xy €eR*
i. VaeER a#0 - a €R* vV (—a) eR?
iii. 0 ¢ R*
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Estos axiomas nos permitiran desarrollar las propiedades relativas al orden en los niimeros

reales.
Teorema 1.
X € Rt > (—x) ¢ R*
Demostracion:
Asumimos que (— x) € R* entonces:
XER*A—x€ER" - [x +(—x)] € R*.
— 0 € R*. Lo cual es un absurdo.
Definicion:

Un numero real x se dice negativo si (- x) es positivo.
R ={x€eR/(—x) e R*} = {(—x) € R/x € R*}

Nota: El cero no es positivo ni negativo.

2.4.1. Notaciones

1. Sia,beR a < by a<b, diremos que a es menor que b y a es menor o igual que b.
Siendo a < b,porloqueb-a > Oporlotanto b- a € R*.

2. Si a,b €R a > by a=>b, diremos que a es mayor que b y a es mayor o igual que

b. Siendo a > b, porloque a- b > Oporlotanto a- b € R*

De lo anterior podemos obtener las siguientes equivalencias:
i) X € R" x> 0.

ii) —xERY o x<0.

1i1) x>yeox-y>0.

iv) x=2ye x-y=0.

V) Xx>yeoy<x

vi) X2y©Oy<X

2.4.2. Propiedades
Teorema 2. Sean a,b,c,d € R. Entonces, se cumple una de las siguientes relaciones:

Sean a,b,c,d € R. Entonces:
Se cumple una de las siguientes relaciones:

a) a <b; a=Dbya > b.(Leyde tricotomia).
b) a<b A b<c = a< c(LeyTransitiva)
c) a<b =a+4+c<b+ec

d) a<bAc>0= ac<bc
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e) a<bAc<O0O=ac>bc

) a<0ADb<O0O=ab>0

gl a<0Ab>0= ab<0

h) Vae Ria# 0= a2>0

) a<bAc<d= a+4+c<b+d

j) a<b = (-a) > (-b)

k) a>0 = al>0

) 0<a<b=>0<bl<all

m) 0<a<bylO<c<d=0<ac<bd
na<b<0yc<d<0=ac>bd>0
Demostracion:

a) PD.: a<b;a=b;a>b
VabeR a=bVva=#bh.
i) Sia=b = a-b =0 A b-a =0.
= a-b ¢ Rt A b-a ¢ R
= a<b Ab<a
Lo que significa que: a = b.

i) Sia#b = a—-b # 0.

= (a—b)e R* Vv—-(a—b) e R*
= (a—b)e R* v (b —a) € R*
= a>bVva<hb

b) PD.:a<b Ab<c =ac<c
Si:a<bAb<c = Db-a>0Ac-b>0.
= (b-a) + (c-b) > 0.
= c-a > 0.
= a<c l.q.q.d

c) Se deja como ejercicio.

d) PD:.a<bAc>0= ac<bc
Sta<bAc>0= b-a>0Ac>0.

= (b-a)c > 0.

= bc—ac >0

= bc > aco ac < bc l.q.q.d.

e) PD:a<b Ac< 0= ac > bc

Sta<bAc<O0=(b-a)>0A-c>0.
= (b—-—2a)(-c) > 0.
= —-bc+ac >0
= ac > bc l.q.q.d.
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) PD.:a<0ADb<O0O=ab >0

Sta<0ADb<O0O=-a>0A-b>0
= (-a) (-b) >0 = ab >0 Lq.q.d.

g) Queda como ejercicio.

h) PD..Vae R:a #0 = a? > 0
StaeRAa+0 = a>06a<0

1) Sia>0 = aa>0
= a2 >0

i1) Si a<0= (-a) >0
= (—a)(—a) > 0
=a’ >0

Queda como ejercicio la demostracion del resto de propiedades.

2.5. Axioma de completez
Todo conjunto no vacio S € Ry acotado superiormente posee extremo superior, esto es,
existe un numero real b tal que b = Sup S.
Cabe recalcar que el extremo superior de S no pertenece necesariamente a S. En realidad
SupS pertenece a S siy solo si posee un maximo, en cuyo caso
maxS = SupS.
Teorema. Todo conjunto no vacio S de nimeros acotado inferiormente tiene extremo

inferior; esto es, existe un niumero real a tal que a = infS.

Demostracion. Sea - S un conjunto de los nimeros opuestos de los de S. Entonces - S es no
vacio y acotado superiormente, el axioma anterior nos dice que existe un nimero b que es

extremo superior de - S. Es facil ver que —b = Inf S.

2.5.1. Conjuntos acotados
Sea S un conjunto no vacio de R y supongamos que existe un nimero S € R tal que Vx € S,
x < [ .Entonces se dice que S esta acotado superiormente por  y se llama cota superior.
Pueden existir otros valores de R mayores que 8, que sean cota superior. Pero f serd el
elemento maximo de S.

B = maxS.
Un conjunto sin cota superior, se dice que no es acotado superiormente.
Ejemplos:
1. Sea S el conjunto de todos los nimeros Naturales. Este no es acotado superiormente, por

lo tanto, no tiene cota superior ni elemento maximo.
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2. SeaS = {x € R/—1<x < 10} Este conjunto esta acotado superiormente por el
namero 10 y su elemento maximo es 10.
3.SeaS = {xe R/—-1 < x < 10}
Este conjunto tiene por cota superior al 10 pero no tiene elemento maximo.
Observaciones:
1. En forma semejante se definen los conjuntos acotados inferiormente. Sea S un conjunto no vacio
de R; S es acotado inferiormente si 3o € Rtalque Vx € S x = a.
2. Un conjunto S que es acotado superior ¢ inferiormente se dice CONJUNTO ACOTADO. Los
ejemplos 2 y 3 son conjuntos acotados.
3. SeaS ={ye R/—-3 < y < 4} .Esun conjunto acotado superior ¢ inferiormente y cualquier
valor y € Rtal que y = 4 es una cota superior de S y todo valor y < —3 es una cota inferior
de S.
2.5.2. Extremo superior e inferior
Definicion. Sea S un conjunto no vacio de R, un numero € Rse llama extremo superior
si cumple:
1. B es cota superior de S.
ii.  Si Ces cota superior de S entonces: C > f.
Vamos a representar al extremo superior de un conjunto S como Sup S. Podemos notar que

si B = maxS§$, B es ¢l extremo superior de S, pero él reciproco, en general no es cierto.

Observacion. De manera similar se define el extremo inferior de S, esto es BeR se llama extremo
inferior de S si:
i VxeS B<x
ii. Si Ces cotainferior deS,C < b.
Al extremo inferior de S, lo notaremos como Inf S.
Ejercicios resueltos:
1. SeaS = {xe R/ 0 < x <6}
SupS = 6 = max S.
InfS =0 = minS.
2. A={xeR/x >0}

InfA = 0 no tiene minimo y tampoco extremo inferior.

Teorema 1. Sea S un conjunto no vacio de R, dos nimeros distintos no pueden ser extremos
superiores.

Demostracion:
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Sean b y a dos extremos superiores para un conjunto Sy a # b.

Como a # b se presentan dos posibilidadesa < b 6 a > b.

i) a < b, esuna condicién ya que: f = SupS y a no puede ser cota superior de S.

ii) a > b, también obtenemos una contradiccion a = SupSy b no puede ser cota
superior de S.

Consecuentemente no es posible que a # b , por lo tanto a = b, lo que significa que el

SupS es Unico.

2.5.3. Intervalos

Los intervalos van a estar relacionados con la recta numérica, es decirsona y b € R. Vamos
a analizar dos tipos de relacion: < 6 < seran los nimeros comprendidos entre ay b € R,
> 0 >, es un conjunto de los nimeros menores e iguales a a € R y mayores e iguales
ayb€e R.

Los primeros seran los Intervalos Finitos:

Intervalo Cerrado:  [a,b] = {x € R/a < x < b} ® ® X
a b
Intervalo Semiabierto: Ja,b] = {x ER /a < x < b} o} X
a b
[a,b[={x ER/ a <x < b} o X
a b
Intervalo Abierto: | a,b[= {x € R/a < x < b} ot O X
a b

Intervalos Infinitos: (no acotados)

Intervalo Semiabierto: [a, + o[={x € R/x = a} P > X
a
]=o0,b] = {x € R/x < b} < Py X
b
Intervalo Abierto: ] a,+oo[= {x € R/x > a} 0. >

]— oo,b[={x € R/x < b}

Ejercicios resueltos:

Sea A = [-2,3[ y B = [0,5]. Calcular:i) A U B, ii))A n B, iii) (A- B)

) AUB = [-25] L.:J ‘

i) ANB=[03[ 2 0 3 5

iiiy (A-By =[-207 =1]0,5]
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Ejercicios propuestos: Dado A = [-3,2],B = [-3,5],C = [—2,4], calcular:
a)A UB b)B—A c)B—-C d BnO-A e) (AuC) nB

2.6. Inecuaciones

Al analizar el resultado de una inecuacion, lo podemos relacionar con el grafico de una

funcién y = f(x) siestaes f(x)>00 f(x)<O0.

2.6.1. Inecuaciones de primer grado

La variable dependiente como la independiente son de grado uno o de exponente uno y que
siempre su solucion lleva a realizar la grafica de una recta y pintar una de las regiones. Por
ejemplo, si tenemos la funcion y = x + 3,luego que le graficamos, podemos notar que
de ]—oo0, —3] la funcidn es negativa y de [—3, +oo[ es positiva, esto nos lleva a pensar que

todo binomio de primer grado tiene dos signos, un positivo y un negativo.

-4 -2 2 + 4
X

Figura 2.2: Representacion grafica funcion y = x + 3.

Ejemplos:

3-x + -

Resolver una inecuacién significa encontrar su conjunto solucion, por ejemplo: Resolver la
inecuacion ax + b > 0.
ax+b>0e (@ax+b)—-—Db=-b
ax+(b—Db)=>-b
ax = —b
Sia # 0,entoncesa < 0 o a > 0.
i) Sia>0 = al>0

ax = —b = a™l(ax) = a~1(-b)

.y , b
La solucion seria: S={xx€eR/x > -



Graficamente: X

Q| o

i) Sia<0=atl <0

ax = —b = a ! (ax) <al(-b)

x < —-bal! - x< ——
a

El conjunto soluciénes: S={xeR/x < — 2}

X
Ejercicios resueltos: —2
I. Resolver: 3x — 4 < 0
Bx—4)+4<0+4
3x < 4
371 (3x) < 3714
x< 4
3
SOI.Z{XER/X<§} X
4/3
2. Resolver:5 — 3x < 0
-5+ G5 -3x)<0-5
—-3x < =5
(=3)71 (=3%) =(-3)7' (-5)
X = 2
3
Sol.={xeR/xZ§} X

5/3

Observaciones:
i.  Podemos cambiar un término al otro lado de la inecuacion y este cambia de signo.
ii. Si multiplicamos o dividimos la inecuacion por un nimero negativo, la desigualdad cambia de orden.

iii. Se pueden resolver los ejercicios anteriores con el analisis del binomio.

4/3
3x — 4 - +

3. Resolver: 3x — 4 < 0 ‘
3x —4 =0

4
X ==
3

4
Sol.={xeR/x <}
Para resolver la inecuacién primeramente igualamos a cero al binomio, tomamos un valor

antes y después de este resultado y calculamos el signo del binomio.
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4. Resolver:

4x+3 5x+4 3x—2 5-6x
— > +
5 3 15 5
12x—9—25x—20>3x—2+15—18x
15 - 15
—13x-29 > 13 -15x
—13x +15x-13-29 > 0

2x-42 =20
x-21 =20
x-21 =0
x = 21 21
x—21 - +

Sol..{xeR/ x=>21}

5. Resolver: 1 >0
3—X

3-x=0

x=3

Sol: {fxeR/x < 3}

(3—2x)(4+x) -0

5—-x

6. Resolver:

Igualamos cada binomio a cero y realizamos la tabla, considerando los valores de menor a

mayor, tanto en la recta numérica, como para los binomios.

3
3—2x=0 :>x=§ 44+4x=0 =>x=—-4 5—x=0=>x=5
-4 3/2 5

4 +x - + + +
3 —2x + + + -
5-—-x + + -

B—2x)(4 +x) i " i "
5—x

En la ultima fila de la tabla, calculamos el resultado haciendo una multiplicacién de signos
e incluimos los valores que hacen cero el numerador.

Sol: {fx ER/—4 < x <3/2V x > 5}
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3x—-1 3—4x
7. Resolver: - <

2—X X+2
Para resolver este tipo de inecuaciones pasamos todos los términos a la izquierda y
procedemos algebraicamente a transformar la parte izquierda de tal manera que nos queden
binomios de primer grado:

3X—1_3—4x_ 1 <0 (3X—1)(X+2)—(3—4X)(2—X)—(2—X)(X+2)SO

2—-x x+2 - 2-x(x+2)
3x2 +6x—x— 2 — (6 — 3x — 8x + 4x2) — 4 + x* 16x — 12
<0 - <0
2-xx+2) 2-xx+2)
Igualamos a cero cada factor:
16x—12=0 =>x = 3 2-x=0 =>x=2 x+2=0= x=-2
4

Y procedemos a realizar la tabla:

-2 3/4 2
X+ 2 - + + +
16x —12 - - + +
16x —12 + + + -
16x — 12 N .
2-xx+2)

Sol: {x e R/-2<x<3/4V x2=>2}

(4 —3x)3(2 +x)*
2-x)(3+x)°

Cuando un elemento esté elevado a una potencia par, siempre sera positivo, por lo que no es

8. Resolver:

considerado en la tabla.

4
4—-3x=0 :>ng 2—x=0=x=2 3+4x=0 = x=-3

-3 4/3 2
3 +x - + + +
4 —3x + + - -
5—x + + + -
(4 —3x)3(2 +x)* ] . ] .
(2-x)3+x)°
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4>X+3
T 2-X

9. Resolver el siguiente sistema { 3x — 4 1< 4x + 3
x—3 T 2+x
x2—2x—15>0

Procedemos a resolver cada inecuacion y la solucion del sistema es la interseccion de las

soluciones parciales.

x+3

a);ﬁél 1 2
2 _4<0 5X =5 - + +
X+3-8+4x 2-x * * -
2 —x = 5x—5 . n )
5x—5<0 2—X
2—x
Sa:{x eR/x<1Vx>2}
b) 3x+4+ 1<4x+3
x—3 T 24x

3x+ 4 4x + 3 <0 _)(3x+4)(2+x)+()(—3)(2+x)—(4x+3)(x—3)S

1_
x—3+ 2+x — x-3)2+x) 0

3X2+10X+8+X2—X—6—(4X2—9X—9)<

0
x—-3)2+x) -
4% +9x+ 2 —4x*>+9x+9 18x + 11
<0- <0
x=3)(2+x) x=3)(2+x)

Igualamos a cero cada binomio:

Sb = xeR/x<-2v<x<3}

x = —11/18 x = 3 x = — 2 yrealizamos la tabla
-2 -11/18 3
2 +x - + + +
18x + 11 - - + +
Xx—3 - - - +
18x + 11
- + - +
x=3)2+x)
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c) x2-2x-15< 0 3 5
X+ 3 - + +
x-5+3)<0 x—5 i _ i
x-5=0 x+3=0 (x- 5)(x + 3) + _ +

x=5 x=-3

Sc:{xeR/-3 <x<5}

Solucion General: Sa N Sb N Sc.

4 -3 -2-1 012 3 45

SOl:{XER/—3<X<—2V—i—; < x<1v2<x<3}

2.6.2. Inecuaciones cuadraticas

Para tratar estas inecuaciones vamos a recordar como sé grafica una ecuacion cuadratica.
Seaa,b,c ER,con a # 0, y = ax?+bx+c
i) Sia> 0y ax?+bx+c =0

No tiene raices reales su grafico es: Si tiene raices reales:

}s

ii) Sia < Oy ax?+bx+c= 0

No tiene raices reales su grafico es: Si tiene raices reales:

v -

Cuando trabajamos con inecuaciones lo que necesitamos saber es, el signo del grafico, si la
ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 no tiene raices reales es positivo o es negativo dependiendo
del signo de a.

Si tiene raices reales y a > 0 siempre el resultado de la inecuacién es +, —, +; perosia < 0 el

resultado es —, +, —
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Ejemplos: Resolver las siguientes inecuaciones cuadraticas:

1. 3x245x+2 >0

1 1 -1 -2/3

3><2 3x% +5x+ 2 + - -

x+D@Bx+2) =0

Lasraicesson:x = —1;x = — 2 Sol:{ix€R/x < -1V x = —2}
3 3
2. 5 —4x — x2 > 0.
5-4x — x2 =0
X2 +4x =5 =0 5 1
x+5)x-1)0 5 — 4x — x? - <5 -
x=-5x=1
Sol:{x eR / -5 < x < 1}
3 5x2 —4x—1 <0
T 4xZ2+12x—7
52 —4x—-1=0 42 +12x—-7=0
1 -1 2><7
5 a1 2 -1
x-1GBx+1)=0 2x+7)2x—1)=0
-7/2 -1/5 Y 1
5x2 —4x—1 + + - _ T
4x% +12x — 7 + - _ ¥ n
5x2 —4x—1
+ = + _ +
4x2 +12x—7
Sol = {(x€ER/—Z<x<—-:V-<x<1}
Ejercicios propuestos:
1
a) 3+—-<4+x b) x* —9x% — 16x + 4x3 + 20 > 0
X
3 5 2x+5 x+1 x+3
C) > d) - <
2x—4 7 3 —4x x2—4x+3 x2-5x+6 x?-3x+2
3 (2x—1)% x(2x+1)? +3)?2+1
e) —<1 —
)x—4 D 4 2 + 4 <0
x2 —16 (Bx+2)(2-5x)(3 +x)
8) 3 =0 (2 - 3%)(1 + 2%)
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x3 +4x% — 11x — 30 . 3—x* 5+4x 3-2x

> <
D e axz—11x+30> 0 D et %72
2—4x 3 —4x 5-—-2x 4 —x X+ 2
k) < ) < <
X+ 3 x—5 Xx2—9 " x24+x—6" 2x2+3x—9
8 +12—X2<1 5 — 2X 3—4X<3X2—5X—14
m T reT X6 N x—3 3> 9—ax?
3x2+1 x?+2 3 4x — 3 3—x X+ 3
0) - > P) — S5 — 0S5 _
x2—2 x2-1" 2 X24+x—67 2%24+3x—9 7 2x2+x—-6
3x?4+18 5x—2 5x+1 2x+1 3—2x 2X + 3

< > >
q 4—9X2+3X—2_3X+2 r 4 —9x2 7 3x2+7x—6 9—x2
3x+1 x+2 3
S) - <=
x—2 x—17"2
2.7. Valor Absoluto

Definicion. Sea x € R, el valor absoluto se denota por |x| y esta definido asi:

X, Si x=0
x| ={

—x, Six<0
Ejemplos:
15 =5
|=5] = ~(=5) =5
|-11,1] = —(-11,1) = 11,1

Observacion. El valor absoluto siempre nos da un valor no negativo.

2.7.1. Propiedades del valor absoluto

Sea x,y € R
) x=0ex=0
i) [x| = [ —x|

i) |x y| = [x[lyl

%]

Iyl

v) |x+y| < |x| + |y] (desigualdad triangular).

X

Demostracion:
1) = Supongamos que: x # 0.
Entonces |x| > 0 lo cual contradice la hipotesis de que x = 0 consecuentemente si
|x] =0 = x =0 & Si x = 0 es inmediato que |x| = 0.

< Si x = 0 esinmediato que |[x| = 0.
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Con lo que queda demostrado

i1) Si x = 0 entonces |x| = x, pero - X < 0 se sigue que:
| — x| = —(—x) =x,entonces |x| = | —x]|

Si x < Oentonces [x| = —x ycomo - x > 0 se tiene que:
| — x| = —x,esdecir que: |[X| = | —x]|
Esto significa, que Vx € R, |x| = | —X|

iii)) Para demostrar que: [xy| = |[x| |y| vamos a considerar:

a) Six >0yy 20 = xy =0
Por lo tanto: |xy| = xy = [x] |y]
b) Six>0yy <0 = xy <0
Luego: [xy| = —xy = x(—y) = [x| |y|
c) Six<0yy =20 = xy<0
Luego: [xy| = —xy = (—=x) (y) = x| |yl
d) Six <0yy <0 = xy=0
Luego: [xy| = xy = xy = [x||y|
De los resultados de a, b, ¢ y d se concluye que [xy| = || |y]

v) Queda como ejercicio.

V) Lo demostraremos mas adelante.
Observacion:
1) Vx eER, — [x] £ x < [x]
i1) Si |X] = X, tenemos que: — X < X < X
i)  Ysi|x| = —X, resultaque: —(—x) < x < —Xx.
Teorema 1.
Vx ERY,|x]| <a & —a<x<a
Demostraciones:
1. = Porprobarque: |x|<a = —-a <x <a
i) Six = Oentonces: |x| = x < a,porloque —a < 0, se sigue que:
—a < x < a.
i1) Six <0 entonces: [x| = —x <a,dedonde:x = —a,ycomoa > 0 sesigue que:
—a <X < a

De i, ii) concluimos que |x| < a = —a < x < a.

2. <Pordemostrarque: —a < x <a = |[x| < a.
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i) Si —a < x < 0 entonces |[x| = —x < a,esdecir que: |[x| < a.

i) Si 0 < x < aentonces x| = X < a,esdecir que: x| < a.

Dely2seconcluyeque [x]| <a = —-a<x < a
Vamos a demostrar v) la desigualdad Triangular. De la observacion ltima tenemos que:
—|x| < x < |x|
=yl =y <yl
Sumando miembro a miembro:
—Ixl = Iyl = x+y < [x] + |yl
—(xI + lyD = x+y < (x] + |yD
X +yl = [x] + [yl

Teorema 2.

vVx € R*: i) x| >ae x<ad x>a.
i1) x| =a¢& x=a b6 x=-—a.
i) Vx% = [x]
iv) |x|? = x2
v) Xl =1yl < [x=yl

i) P.D.: x| 2a & x<—-a 6 x=a

I. =>PD.:|x|=2a = x<-ad6x=2a2.<PD:x< -adx=>a = [x|] = a
Si x>0=|x|]=x>a Si x <—a setieneque x < —a < 0 entonces a> 0.
Six<0 = |x]| = —x = a. Porlotanto: x| = —x = a.
= X <-—a
Entonces: |x| >a = x<—a 6 x=a
De 1 y 2 hemos probado que: |[x| 2a & x<—-a 6 x=>a.
i1) Se deja como ejercicio.
iii) P.D.:Vx2 = |x|
Six >0 = Vx2 = x = |x]
Six< 0= —-x>0y x? = (—x)?
LuegO\/X_=\/(—T)= —-x = [x]
Esto significa que: VX2 = |x|
iv) Se deja como ejercicio.
v) PD.u|fx] = |yl| = [x =y
D X =x-y+yl=[x-y) +yl = [x-y[ + |yl
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De aqui que

x| - lyl = Ix =yl

2) yl =ly-x+x=|y-x+x < [y-x+ [x]
Sesigue que:  |y[- x| =y —x| = [x -]
Cambiando de signo: |x| — |y|] = —|x — y]|

Dely2)sesigueque: —|x —y| < [x| =]yl £ |x —y]|

Aplicando el teorema anterior | |xX| — |y|| < |x — y]|

Ejercicios resueltos:

1. |x-4]<5

—-5<x-4<5

—5+4<x—-4+4<5+4

-5<x<9
2. |13-3x|=4
3-3x=4
-3x=1
Xx=—=
3. |5—-2x|=2
5—-2x =22 0
—2x=22-5 0
x<E o]
2
4. J(Bx—5)2<5
|3x- 5] < 5

3
-3<

Este ejercicio se descompone en dos partes asi:

D =3< 5+x

0 3—3x=—-4
0 —3x=-7
_7
0 x—3
5-2x< -2
—2x<—-2-5
>7
x=7

X
<3

5 3
)5+X




X
—+3>0 —=3<0

5+x 5+x
3—x+305+x) 3—x—305+x)
>0
5+x 5+x
3—x4+ 15+ 3x 3—x—15-3x
>0
5+x 5+x
18 + 2x —12 — 4x
>0 — <0
5+x 5+x
18+ 2x=0 54x=0 —-12—-4x=0 54x=0
Xx=-9 x=-5 Xx=—-3 x=-5
-9 -5 -5 -3
18 + 2x ] + + 5+x - +
54+ x _ _ + —12 — 4x + +
18 + 2x —12 —4x _ N
5+x - ] - 5+x

S1 = {xeER/x<-9 V x>-5} S2 ={xeR/x<-5V x>-3}

D [
3 3 4 L«
-9 -5 -3
Sol = S1 N S2

Sol: {x eER/x < -9 Vv x > -3}

6. |3-x| — 4|2 +x| < 3

Para resolver este problema se necesita hacer un andlisis de los signos de los binomios que

tienen valor absoluto, ya que por definicion el valor absoluto tiene dos signos; por lo tanto,

hacemos una tabla para identificar los signos de estos binomios.

-2 3
2+x - + +
3—x + + -
Ry R, R3

Nos queda por resolver tres regiones, y en vez del valor absoluto, colocamos los signos de

cada region, asi:
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Ri:] — 00,-2] R [—2,3]

+(3-x)-4[-2 +x)] <3 +(3 — x)-4[+(2 + x)] <3
3-x+8+4x < 3 3—x—-—8-4x<3
11 + 3x <3 -5 -5x<3

8
3x<-8 = x< —5XS8=>XZ—E

w |

SR;: ]—oo,—§] © v:‘ > X
3 s 5
3
I A -
8 >
SRz:{XER/—ESXS:S} l . i . > x
-2 -2 9 3
5
Ra:] 3, +oo [
- (B-x)-4+2 +x] <3 —
~3+x-8—4x <3 | L
-11 — 3x < 3 M X
-3x <3 + 11 Y 3

—3x< 14 = x2—§

SRs3: {x € R/x > 3}

501;5R1USRZUSR3={xeR/x<—§ VX>—§}

7. 13|x—4|—2|2+x|—4|<5

Para resolver este problema es necesario conocer los signos de los binomios internos que

tiene valor absoluto. Conocido esto se aplicara el teorema del valor absoluto.

2+x - + +

x—4 - - +

Para mayor rapidez podemos escribir la tabla de la siguiente forma:

-2 4
—2+x 2+x 2+x

—x+ 4 —x+4 | x—4
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Riz] — 00,=2 Ry [—2,4]

[3(—x+4)-2(—2—x)-4| <5 [3(—x+4)-2(2+x)-4| <5
—5<-3x+12+4+2x-4<5 —5<-3x+4+12-4-2x—4<5
—-5<—x+4+12<5 —5<-5x+4<3
—5-12<—x+12-12<5-12 —5-4< -5x+4+4-4<5-14
-17< —=x< -7 —-9< -5x<1
-9 —-5x 1
17>x>7 _—5>_—5>_—5
7<x<17 —lex<?
5 5
O J: o—> X >X
~ ~ =7 1
2 7 17 -2 -3 3 4
SR;: @ SRy: —1,3[
5°5
R3:[4l+oo[
B(x—4) — 212 +x)— 4 <5 | —
—5<3x—-—12 -4 —-2x— 4 <5 \:1 ‘;5 \245 > X

-5 <x—-20 <5
—-54+20<x+20-20 <5+ 20
15<x<25

SR3: ]15,25]

Sol: SR; USR, USR; = {x e R/ -1 <x< 2?2 v15 < x < 25}
5 5

8. Vx2+4x+3=3—x
Para resolver este problema debemos considerar cuando la parte derecha es negativa y
cuando es no negativa:

1) Si 3 —x < 0, como la raiz es positiva la desigualdad siempre se cumple.

i1) Si 3 —x >0, entonces x < 3

Elevamos al cuadrado ambas partes del problema inicial:

(\/XZ + 4x + 3)2 > (3 — x)?

x2+4x+3>9—6x+x?

3
10x > 6 = X = 3
Lo comun entre la condicién y este resultado nos da el resultado: % <x<3

.y . ., . .. 3
La solucion final es la interseccion entre 1) y ii) y nos da: SSXS 3

9. V2x+34+Vx+6<3
Como la raiz no admite valores negativos, entonces restringimos el resultado:

2x+3=20yx+6=>0
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3 , 3
X2—2y X2 —6. Lo comun entre los dos es: x > -3

Pasamos la segunda raiz a la parte derecha y elevamos al cuadrado:
(V2x +3)? < (3 — Vx + 6)?
2X+3<9-6Vx+6+x+6
6Vx +6<12—x
Analizamos dos casos, si la parte derecha es negativa o no negativa
1) 12 —x < 0, en este caso como la raiz es positiva se cumple para todas las x

i1) 12 —x = 0, entonces x < 12, elevamos al cuadrado nuestro problema:

(6vx + 6)2 < (12 — x)?
36(x + 6) < 144 — 24x + x?
x2—60x—72=>0

60 3600 + 288 60 + V3888

Xy = > > =30 +£972
X, = 61,2 X, =—1,2
-1,2 61,2
x% — 60x — 72 + - +

Sol:{x € R/ ]—o0; —1,2] U [61,2; +oo[ }considerando la restriccion, la solucién es:
[—1,5; —1,2]
Ejercicios propuestos:
a) B—x+1DA-xG+x)<0 b) |3—x|+|x—5=4
2 _ 3
|2 —3x| |x+ 4]
3 —2x+ 2|3 — 4x|

©) 12—3x| —2|3+x|+3[3x—8| =4 d)

e) |(x+3)% — (x—2)*| <2(3 = 2x) — 3(3x +2) f)‘ 2 — 5x =
2+x

g) [3—Ix+3|+2]2—-5x|| <5 h) :3_X:S3

D) [3-2lx—2|+32x—3|| =4 ) ‘S_X >2
34+ 2x

k) Ix? — 1] > 2% +x — 1| D T < T

) |x = [2x° +X )|1—x| |3x + 2|

B+x)6G+x)
YV &x-Dx-—4) "

4 <3
|2x — 5| —

m) [3x?2 —5x+2|<3x-1

0) [x2—6x+8|<4-x p)
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q) |2x— 3| = 2|2 — 5% r) |[5—-x|]<3

s) |lx—3]-2|<7 t) |x — 3| < 2|4 — 3x]
x—2 1<2x—1 3v2
2 5 5 10 3 4
u x—v2)2 3 (2x—V2)2x++2) V2 v >
) ¥+_<( )( )—— ) |X—3| |3—4X|

4 8 16 2
(x+24+V3)2-28< (x—2—-V3)2+16V3
x—1 3x+1 1-3x

2 xS 2
2 — —
w) x3-x° 1 . x(1-9) % 3—x+]1 xl_2
2 2 3 2+ 3x—|x+ 2|
2x+1 <3_}_x+1
5 X 2
2x+1D)-3<x—-1)+2
x—3|+2y=5
) 45(1—2x) +7 <42 —x) +1 )&+Bl—ﬁ=5
4(3-2x) >x—3 y
){|X—1|+|y—2|=2 bb) {|X—1|+2y=7
Ix=3|+|y—4]=6 Ix—2|+ |yl =5
x—3|+y=3 {lx—2|+y=2
cc) {lx—3|—2y=0 dd) Yzx—1]—2y =1
x+1|—|y+1| =3
){lx_ll_ly_llzl ff) VX2 —4<3x—2
3x+ 5+ |3 — 2x|
<12 Jx2 -
gg) 2 3x—2x+ 1—|2x=3] = hh) Vx2 +4 <x—2
16
i <V3x—2++Vx+2 5 /3x2 — _
) =zt vite ) V3xE=3<5-x
3x—12—-5x|—5
Kk >3x—4 J4 —9x2
) 2B rzx 142" W v =9x=>x+2

2.8. Numeros complejos

Los Numeros Complejos se originan como una necesidad de resolver una ecuacion de la
forma x? + 1 = 0, ya que en los Reales no tiene solucién. Asi se introdujo el niimero i,
llamado imaginario, que posee la propiedad de que su cuadrado es igual —1; es decir, i2 =

—1. De esta forma se logro resolver la ecuacion antes planteada.

Sii? = —1, entonces i = v/—1, esto nos permite calcular i a cualquier potencia.
Ejemplo:

i=+-1

i?=vV-1V-1=-1

i3 =1i%=—i

i* =22 =1
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iP=iti=i

Podemos observar que nuevamente se repite el inicio, por lo que podemos concluir que cada
4 periodos se repiten los resultados.

Ejemplo: Calcular los siguiente ejercicios.

1. 20123 —5{%12 4 3{566
2(14)3013 _ 5(i4)53 + 3(14)141i2 =—-3i—-5—-3=-8—3i

.34-2

2
2. ¥ —4i® +12i
i — 4i® +12i3"
— {9 — 4{512 4 12j43046721
= (i*)% — 4(i*)128 4 12(j*)1076168
=i—4+12=8+1i
Este conjunto de nimeros en el que estan incluidos los reales se lo representa con la letra C
y es el resultado de sumar un niimero real X y un nimero imaginario iy, su notacion es:

Zz=X+yi
Donde x y y son dos nimeros reales y i la unidad imaginaria. Esta forma se la conoce como

forma rectangular. Si el nimero tiene la forma z = x — yi, se le llama niimero complejo
conjugado.
Ejemplos:
1. z=4+3i
2. Z= I_T\E —+/5i
3. Z = —3 + 2i. el nimero complejo es: z=-3-12i
A los numeros complejos también se los expresa como un par ordenado; es decir, esto

permite considerarlo como un punto y sujeto a la representacion en un plano cartesiano, asi

VA M(x., 3‘)

> x

Figura2.3: Representacion geométrica de numero complejo.
Ejemplos:
Z1:2+51 Z2:_2+31 Z3:_3i Z4:2_4'i

74



\

Figura 2.4: Geométrica de varios nimeros complejos.

2.8.1. Operaciones con los numeros complejos

Los nimeros complejos conservan las mismas leyes de los nimeros reales, es decir:

Para sumar o restar dos nimeros complejos sumamos o restamos los términos
semejantes:
Seanz; = X; + Y11y Z; = X, + Vi, entonces 2, + 2, = (X1 + %) £ (y1 +  yu)i
Para multiplicar dos nlimeros complejos lo realizamos igual que en algebra:
217, = (X1 + y11) (X2 +¥20) = X% + X151 + %5y11 + y1¥2i°
= (X1Xz = y1¥2) + (X1y2 + X2y1)i
Para dividir dos numeros complejos multiplicamos a cada término de la fraccion por la

conjugada del denominador:

Zy _ (X1 + y11) (X2 — y2i) _ XXt Y1y, + (—x1y2 + Xy1)i

4 B Xy +y21) (x5 — y,i) B X% +y?2

Dos numeros complejos z; = x4 + iy, Y Z; = X, + iy, son iguales si x; =X, ¥y

Yyi=Y2
Ejemplos:
1. (=3 —2i)—2(2—-5i)+3(—3+2i)
—3-2i—4+10i—9+6i =—16 + 14i
2. (2-3))(3+20)—-34+1)(3i)

6+ 4i—9i — 6i2 —36i — 91> =6 —5i+ 6 —36i +9 =21 — 41i

4 —3i 1-3i
3.

2
3—1 * 1+1

(4-3D@+D) _(1-3D1—10) 12+ 4i—9i-3i 21—1—3i+3i2

G-DG+)  “aA+Da-=1 912 + -2

_15—Si+2—2—4i_ 1 9
10 2 2 2
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Es evidente que las operaciones de suma y multiplicacion poseen las siguientes propiedades:

1. Conmutativa: Z4t 272y =75+ 74 Z1Zy = ZyZ4q
2. Asociativa:  (z; +2,) + 23 =2, + (2, + 23) (2122)23 = 21(Z,23)
3. Distributiva: z,(z, + z3) = 2,2z, + 2,75

Ejercicios propuestos.

Realizar las operaciones y su resultado representarlo en la forma trigonométrica:

3—31+5—31 -5+ 3i

V3—i 4-3i 2-6i

(1 —21)(4 + 31) N 1-D(3-1i)
1-2i V3 +i

a) 3(3 — 2i) — 2(=2 + 4i) + 3(—4i) b)

) (14202 —1)+ (1-20)(2+1) d)

A+D@+) (1-1D4-1)
4—i 4+

2.8.2. Forma trigonométrica o polar
La representacion de un nimero complejo en el plano tiene también la forma de un vector

lo que nos permite definir el modulo de este vector y su dngulo.

y
P(x,y)
y —
r= /X 1y?
0 -
0 X Tx

Figura 2.5: Forma polar de un nimero complejo.

Por el teorema de Pitagoras ¢l modulo de un nimero complejo esr = /x? + y? y su angulo
Y. . - 7 ,
se define como tagh = s aeste angulo se lo conoce también como argumento del numero

complejo, el cual representa un conjunto infinito de valores; estos valores se diferencian
entre si en un nimero entero de vueltas; es decir, en la magnitud 2nk, donde k € Z. A partir
de la Figura 3.3 se puede definir las coordenadas polares del punto P, que son

X =rcosH y = rsenf
Por lo que la forma trigonométrica se define asi:

z=X+yi=rcos0 + irsend = r(cos 0 + isenB)
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Ejemplos:  Transformar a la forma trigonométrica:
. z=-1-1i

Determinemos el argumento

tagd = _—1 = 1, como el nimero complejo esta en el tercer cuadrante el argumento es 225°

El médulo es:

r=,(-12+(-1)2=+2
Por lo que el resultado es:  —1 — i = v/2(cos 2 25 + isen225)
2. z=—/3+i

Determinemos el modulo:

r= \/(—@)2 +(1)2 =2

El argumento es:

0= actg_%/§ =150

Por lo que la solucion es: —V/3+i=2(cos150 + isen150)

2.8.3. Potenciacion en numeros complejos

Si multiplicamos dos nimeros complejos z; = ry(cos 0, + isenb;) y z, = r,(cos 0, +
isenB,), obtenemos la siguiente féormula.

7,7, = r1(cos 0, + isenB,) - r,(cos B, + isenb,)

= r,1r,[(cos 6, cos 6, — senB,senb,) + i(senb; cos B, + senb, cos6,)] =

=r,1ry[cos(0; + 6,) + isen(6; + 0,)]
Si multiplicamos un nimero complejo por si mismo nos da:
z -7 = r(cos 0 + isen®) - r(cos O + isenB) = r?(cos 0 + isenB)? = r?(cos 2 6 + isen20)
Si calculamos z3 = r3(cos 3 0 + isen30)
Por lo que podemos deducir para una potencia n:

z™ = r"(cosn O + isennd) Conocida como la formula de Moivre

La formula de Moivre también se aplica a potencias negativas:

z™" = r "[cos(—n) 6 + isen(—n)6]
Si dividimos los dos nimeros complejos vamos a obtener una resta de angulos:

4 ry (COS e1 + isenel) ry .
z, T1,(cosB,+isend,) T, [cos(8; — 0,) + isen(8; — 6;)]
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Ejemplo. Encontrar el nimero complejo de:

(1- \/§)12(—1 —1)?  4'2(cos(12)300 + isen(12)300) - 2°(cos(9)225 + isen(9)225)
(V3 - 1)7 - 47(cos(7)330 + isen(7)330)

219 (cos 3600 + isen3600)(cos 2 025 + isen2025) __ cos5625 + isen5625
cos 2310 + isen2310 B cos 2310 + isen2310

= 219(cos 3315 + isen3315) = 21%(cos 2 85 + isen285)

En caso de que la potencia sea una raiz, entonces al nimero z se le llama raiz de orden n del
numero complejo z’ si z" = z’
Donde: z = r(cos@+isend) y z' = r’(cos ¢ + isend)
La ecuacion z™ = z toma la forma:
r"(cosn 0 + isennB) = r’(cos ¢ + isend)
Por la igualdad de nimeros complejos tenemos:
mMm=r nd =¢ + 2nk, k=0,1,23,...

r=%r g = dramk

n

Por lo que para obtener una raiz de un nimero complejo tenemos la siguiente forma:
z = \r[cos ¢+T2“k + isen ¢+T2nk]
Ejemplo. Hallar todos los valores de:

Z=3\/1—\/§i

Transformamos a la forma trigonométrica:

1 —+/3i = 2(cos 300 + isen300)

3 300 + 2mk 300 + 2mk
’1 —3i= 2{/2(cos 300 + isen300) = 3i/i(cosT + isenT)

Sik=0 z; = V2(cos100 + isen100)

300 + 21 300 + 211)

Sik=1 z, = 3i/§<COST+ isen = Y2(cos 2 20 + isen220)

300 + 41 300 + 4-11)

Sik=2 z;= 3i/i(cosT + isen = 32(cos 3 40 + isen340)

Ejercicios propuestos:
1. Calcular los siguientes ejercicios:
a) 4(cos17° +isen17°)8(cos 19° + isen19°)5(cos 399 + isen39?)

(_3 + i_677)13
(_4 — 51123)9

b) 2(cos13° +isen13°)3(cos 2 7° + isen27°)
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_ - _ . 6
d) 5(cos§n+isenin)6(cosin+isenin) 2 31_(1 i)
7 7 7 7 4+3i 2-3i
N2 A 0\i6
f) 3(=4 + 30)® — 2(=5 + 30)°? g LD (=v3-1)
(=2 +2i)2t
h) V=3 + 3i i) VY3 —2i
j) V-8 k) V3i—1
2. Represente en forma algebraica:
a) e—30% b) @225%+1 ¢) @3-225°
d) eg‘r[ i ¢) 02750 f) 0210°i-1
3. Encontrar todas las raices de:
a) B-Dx2+@2-)x—(5-3i) =0 b) x6+1=0
) x2—B+2D)x+ (4 -3i)=0 d) x*+3i—-5=0
e) x*+5x2+7=0 f) x6+3x3+3=0
g) x10—4x5+3=0 h) x> +x*—x—1=0
i) x*—3x2+2=0 ) xB—4x*+5=0

k) 3x12 —6x°—20=0

4. hallar a, b si se conoce:
(1—i)(1+i)+ 1—i
2 1-(1-1i)

a) a+ib=+2||1—i|l +

(1+1)(2-3i)

b)a+lb:(—1+i)(2—i) c) (a+ib)(—4+7i) = —16 + 3i
Q) —4+it 2y
) : a+ib :

2.8.4. Representacion exponencial de un numero complejo
Esta representacion estd basada en la formula de Euler, que relaciona las funciones
trigonométricas de argumento real con la funcion exponencial de argumento imaginario. Se
representa asi:

e® = cos 0 + isend
Si en la forma trigonométrica z = r(cos 0 + isen@) reemplazamos este valor nos da:

7 = red!
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que representa la forma exponencial de un nimero complejo. Realizando ciertas operaciones

algebraicas se obtiene:

eGi _ e—ei eei + e—ei

senh@ = s — coshfg = ——
2i 2

o e91 _ e—91 . eGl _ e—el o . eel + e—61

ta = - — = —1 - - ct =1l—FF

g l(eel + e—el) eGl + e—el 8 eel _ e—61

Que representan las funciones hiperbdlicas.

Preguntas de refuerzo

1.

© NS kWD

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

. Qué es una operacion interna?

(Qué es una operacion externa?

(Qué estructuras algebraicas conoce? De un ejemplo
(Como se clasifican los numeros reales?

(Qué tipo de decimales conoce?

(Como se transforma un decimal a fraccion?
(Explique como identificar un numero Irracional?
(Diga que es un polinomio?

(Cuales son los axiomas de orden?

(Diga que representa transformar una fraccion a fracciones parciales?
(Qué es el MCD Y MCM?

(Qué es un extremo superior?

(Cual es la idea de una ecuacion?

(Qué tipos de ecuaciones conoce?

(Como se clasifican las ecuaciones?

(Qué significa resolver un sistema de ecuaciones?
(Qué representa el método de Gauss?

(Qué es un intervalo?

(Qué representa una inecuacion?

(Qué es un valor absoluto?

(Enuncie los teoremas del valor absoluto?

. Qué es un nimero complejo?

(Coémo se define un nimero complejo?

(De cuantas formas se expresa un nimero complejo?
(Qué es el conjugado de un nimero complejo?

(Cuales son las operaciones de los nimeros complejos?
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27.
28.
29.
30.

(Cual es la formula de Moivre?
(Qué significa la division de un numero complejo?
(Que representa sacar una raiz a un nimero complejo?

(Qué aplicaciones conoce de los nimeros complejos?
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3. RELACION

Es un conjunto de pares ordenados (X, y), tales que x, e y estén vinculados por un expresion
o formula matematica. Es un subconjunto de A X B y lo representamos como R:A X B,
donde A es el conjunto de salida y B el conjunto de llegada. A la correspondencia que se da
entre Ay B, es lo que llamamos relacion. Toda relacion tiene un dominio (Domg), que son
los valores del conjunto de salida x que estan relacionados con el conjunto de llegada y, a
los que llamaremos Imagenes (Img).
Ejemplos:
1. Sean A ={1,2,3,4,5,6} y B=1{-1,0,1,4,5,8,9,12,16,20} dos conjuntos. Encontrar la
relacion de:

RiA - B={(xy)/y =x*}
La relacion queda asi: R = {(1,1), (2,4), (3,9), (4,16)}
Donde el Domg = {1,2,3,4}y la Img ={1,4,9,16}

2. SeanA ={-1,24} y B = {0,1,2,4}. Y la relacion viene expresada asi:
R = {(—1,0),(-1,2),(2,1),(4,1),(4,4)}. Esta relacion puede verse en el siguiente

diagrama de Venn:

-1 0
2 1

2 Domy = {— 1.2.4}
4 > 4

Im , = {0.1,2,4}

3. Unarelacion g: A X B, esta dada por g ={(1,1)(2,1), (4,2), (4,3)} . Ilustramos esta

relacion en el siguiente diagrama:

2
2 _J:///:’:E Domg = {L2.4}

Im, = {1.2.3}

4. Sea R ={(x,y)/2x* + 3y? = 6}

Esta es la ecuacion de una elipse con centro en el origen.
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4. FUNCION

Sean A, B © R no vacios. Se llama funcion f a una relacion de A en B y se denota f: A — B,
cuando:
vx € A,3ly € Btalquey = f(x)

A es el dominio de la funcion y le representamos asi: Domf = A. A los elementos de B que
tiene correspondencia con los elementos de A, se les llama conjunto recorrido o Imagen de
la funcién y se lo denota: Imf c B.
Ejemplos:
1. Sean A ={1,2,3,5} y B = {-1,0,1,2,3}. Donde la funciéon f estd definida por la

siguiente correspondencia f = {(1,—1),(2,0),(3,1), (5, 2)}, podemos notar que cada

elemento del dominio esta relacionado con uno del conjunto de llegada.

Dom, = {LZ.S.S}
Im, = {— 1.0.1.2}

2. Dado los conjuntos: A = {X,X;,X3,X4,Xs}, B = {y1,V2,V3,V4} ¥ su relacion:

R:A - B ={(x1,¥1), (X2, ¥1), (X3,¥1), (X4, ¥2), (X5, ¥3)}-
Si cumple con la definicién de funcion.

3. Dado el siguiente diagrama defina si es funcién o relacion:

Es una funciéon

Dom,, = {a. b.c.d}
Im, = {a}

Es una relacion
Dom, = {(l. b, C.d}

Im, = {a. b.c. d.e}

En el grafico anterior, se puede observar que el elemento “c” del conjunto de salida le
corresponde dos elementos del conjunto de llegada (c, c) y (c,d). Por esta razon es una
relacion.
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5. Sea R = R.
x >y = 3x? — x — 2. Esta funcion es una parabola
6. Sea fR—{2} - R
3+x
2—X
Es una funcidn y tiene la forma de una hipérbola equilatera

X o y =

Nota. Para definir el dominio de la funcion es necesario despejar “y” y analizar las restricciones que tiene la

funcion con respecto a los elementos de “x”

Ejemplos. Calcular el dominio de:
3x — 2
2x?2 —x—1
La restriccion es que el denominador no puede ser cero:

2x2—x—1 %0

Por lo tanto 1 ><1 = x-1)2x+1)#0

1 f(x) =

2 1
1
x#1 X # -3
- 1
Entonces el dominio es: Dom; = R — {— 7 1}
2. 00 = 3 —2x x% =2
B T e 3 T 4 x—3x2

Los denominadores no pueden ser cero: x> —3#0y 4—x—3x2# 0

x2#3 (“4+3x1-x)#0

4
x#+V3 x#--y x#1

3
4
Por lo tanto el Domg; = R — {i\/g, —3 1}
3. h(x) = v1—x—2x?
La raiz s6lo admite valores positivos:
-1 1/2
1-x—-2x2>20 - 2x*+x—-1<0 1 _ e + N
1 1 2x—1 - - ® +
2><21 x+Ex-1)| + = +
[ 1
x+1D2x —1)<0 Domy, = —1,5
4t o 3x—4
) =Ino s
El ntimero del logaritmo si iti lo tanto: x5
numero del logaritmo siempre es positivo por lo tanto: Zx13)

84



7
5. k(x) =/2x2 - 7x+5—1n

—-3/2 4/3
2x+3 - é) - +
3x—4 . - 9o +
(2x+3)(3x—4) + - +

3 4 3 4
Dom¢ = J-c0, = ~[U] 7, +0o[= [-Z, 2]

— 2X

2+ 3x

El dominio sera lo comun entre las dos

partes La raiz no admite valores negativos

por lo que:

El ntimero del logaritmo solo admite

valores positivos, por lo que:

2x2—7x+5=>0 7—2)(>0
2x—-5x-1)=0 2+ 3x
1 5/2 —2/3 7/2
x—1 - o+ - T on I
2x—5 i 2 2+ 3x - o+ +
2x=5x-1) + - + 7 ox
2+ 3x e
Solucién: ]—oo,1] U [g, +oo[ Solucién: ] _g

Solucioén final: Domy =] — g, 1]u [E,Z[

X2 —x—6

x —1] —2x+3
6. f(x) =

2°2

Para calcular el dominio primero hacemos la tabla para el valor absoluto:

Rl:]—OO,l[
—x+1—-2x+3
X2 —Xx—6

(4 - 3x) -0
x=-3)x+2) —

Solucion Ry: | — 00, =2

Ry R,
-2 4/3 3
4-3x - - e t
x2—x—6 + o - - o +
4—3x
- BN
x2—x—6
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R,:[1, 400

-2 2 3

X—1—2X+3_ 7 x T+ e- |-

X*—x—6 X2-x—6|+ O0- |- O+
2—X 2—x

>0 —— | - -
x—3)x+2) "~ X oxzo

Soluciéon Ra: [2,3]

El Dominio de la funcion es la union de los dos resultados:Dom; =] — oo, —2[U [2,3]

Nota. Para definir la imagen de una funcion es necesario despejar la variable “x” y considerar las restricciones
de 4‘y77-

Ejercicios resueltos:

i 3x—4
1. Calcular: Img¢, st f(x) = = x
. ‘“o» 3x—4
Despejamos “x” dey = c 1 x
5y + xy = 3x-4 - xy-3x=—4-5y > x(y-3) = —4-5y
—4— Sy .
X = V-3 restricciony # 3
Im¢ = R-{3}

2. Calcular: Img si g(x) = 3x*— 2x — 2

Despejamos “x” y = 3x? — 2x - 2

32— 2x — 2—-y=0 Aplicamos la formula general
_22/4-4B)(=2-y)
e 23)

La raiz no admite valores negativos:

4-12(=2-y) =0

4424412920 - yz—o__7
- - 12 3
7
Img = {y €R/y =2 -3}
3x—2
3. Calcular la Imagen de: h(x) = 1
Despejamos “x”: 3yx? —y = 3x— 2
3yx* =3x+2-y=0 aplicamos la férmula general

3+/9-4By)(2—-y) 3+, 12y —24y+9
6y B 6y

Como la raiz admite solo valores no negativos entonces:

X2 =
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12y2 —24y+9 >0

4y> —8y+3 =0 . 1/2 3/2

y-3)2y—-1)=>0 aas BN

I, = | 1]u i
=|—o00,— —, 4o
mh '2 [2' [

El valor de y = 0 hace cero al denominador por lo que representa una asintota horizontal
4. Calcular laimagen de: y = V5 —4x

Como la raiz siempre nos da valores positivos, entonces la imagen es todos los reales

positivos incluido el cero

Ejercicios propuestos:

1. Indique cuales de las siguientes relaciones son funciones:

a) fR - R b) f:R* - R* c) :R* >R
X >y =2x—4 X >y =2x*-x-3 x — y?=x-1
d) f:[1,5] >R e) fR—>R f)y ftR->R
- 9 3x—1
X — y=vIE—xZ _ _ X1
Y T TV T e
g) fR* > R
X >y =+vV3x—-1
2. Defina el dominio de las siguientes funciones:
2
a) fx)=13-2x|—+/x2=3x+2 b) f(x) = X3_: o f(x) = 5-2x—x
2 - V3 -—
d) f)=13-2x|—VX2—3x+2 e) f(x) = /3—x—|2X—X3| D ) = — );
_ =
f _ 3x—2 B 3—x
&) 100 = s T 3la b ) =73
3. Calcular la imagen de las siguientes funciones:
I3 —x] 3 —4x? 3—x2%, x| <2
a) y= _ 3zx ) Yy=—07 _{ _
x2 -9 b) y= 5 + x2 d) y=4 3—Xx
x+2 Wi X>2
4. Indique el Dominio e Imagen de las siguientes funciones:
x2+1 _ 3—x _ 3—x
Q) f) = b) ) = ;0 0 f®) =
d) f(x) = 3—2x2—-x e) f(x) = x2—5x—6 f) f(x) =3 — 4x|
x2—1 h) f(x) =3+ |5+ x| — 2|2 — 3x|
8 ) =7—% ) 16
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4.1. Igualdad de Funciones
Sean A,B,C,D c Rnovacios f: A - By g: C — D dos funciones, estas son iguales si
y solo si cumplen que:

a) Tienen el mismo Dominio (A < C).

b) Vx € A: f(x) = g(x).

4.2. Imagen Directa

Sea A, B c R conjuntos no vacios, f: A = B una funcién y S c A. Al subconjunto f(S) se le

conoce como Imagen Directa de S por f.

Lo denotaremos en un diagrama de Venn, asi:

Cada elemento de la imagen f(S) tendrd un valor x € S tal que y = f(x).

Ejercicios resueltos:

1. Sealafuncion f: R-{2} - R  Calcular: a) f([—2,1]), b) f([3,5])

N _ 3x-1
X y_ 2—X
Dividimos la fraccion: 3x-1 -Xx+2 Entonces: 3x—1=_3+ 5
| 2—x 2—x
3x+6 -3
5
a) Como: x €[-2,1] =>-2<x<1 b) Como: x €[3,5] =3<x<5
= 22>2-x2-1 =-3>2-x>-5
= 4>2-x2>1 =>-122-x2-3
= 1< 1 <1 = 1<-2-x)<3
4 2-x
= 3<_5 <5 =1l< 1 <1
4 2-x 3 -(2-x)
= 5.3<-3+ 5 <5-3 = -1> 1 >_1
4 2—x 3 2—x
=N S1<34+ 5 <2 = -1<_L <1
4 2—x 2—-x 3
= -1 3x-1<) = 5< 5 <293
4 2—x 2—x 3
= -7 <f(x)<2 = -8<-3+ 35 <- 14
4 2—x 3
= f([ 21]):{_Z 2} = f([_21])={_8_ﬂ}
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2. Sea la funcion g(x) = 3x? — 2x — 5. Calcular a) g([1,4) b) g([-3,0D)

Primeramente, completamos cuadrados:

_ 302 2 N 1 c 1 3 1, 16
y =30 —3x+9) 373037 3
Como:x €[l 4] = 1<x<4 b) Como: x €[-3,0] = -3<x<0
= 2 ..1t.n = Jwo 1 1
3 373 3 373
— 4 1Y 121 = 10 1)1
f("‘ij ) ?*("‘5)25
— 4 1Y 121 = 1 1) 10
533()“5] =3 53‘[*7}-?
— 1Y 16 — 1 1) _ 100
74<3( ,,] 165 gg(xfgj 0
= g([1,4]) = [-4.35] — % S{x_ %] %
= _SS“_%T 1?6£28
= g(-30)=[-528]

4.3. Imagen Reciproca.
Sean A, B c R no vacios y funa funcion de A en B, ademas P — B. La imagen reciproca de
P por f es el subconjunto de A y se lo denota como ! (P).

Se lo representa en un diagrama de Venn, asi:

oo ) L

A B
Aqui el conjunto P son las imagenes de x € Ay la imagen reciproca son los valores de x € A

(preimagenes). Al hablar de imagen directa e imagen reciproca estamos considerando solo

cierta parte de las imagenes y del dominio de la funcion respectivamente.
Ejercicios resueltos:

1. Calcular f~1([3,5]) si f(x) = 3x-4.

7
[35] € f(x) > 3<3x-4<5 - 7<3x<9 - §S x<3

f-1([3,5]) = {x € R/; <x<3}

2. Seag(x)=2x>—x-6 .Calcular g-'([-3,4])

&9



Primer Método:

Completamos cuadrados:
=22 —x—6=2(x2-1x+y_g_1= B
G(x) =2x*—x—6=2(x X+ ) —6—o=2(x—7) .

Comoy€[-34]=>-3<y<4

:>—3S2(X-—)2—£§4
4 8
IS J W
8 4 — 8
25 1, 81
ST T
5 1 9
s-<lx——|<-
4 4 4
o k=3 =3 b x=gl=]
4 4 4 4 4
~12x22 —2<x<?
g S S S w—
21 32 512 x
35
Sol = SauSb: [-2,—1] U [E’E]
Segundo Método:

Comoy €[-34]=>-3<y<4=>-3<2x*?—x—3<4

Dividimos en dos partes, parte izquierda y parte derecha; la solucion es lo comun:

a) -3 >2x%-x-6 A b) 2x%-x-6 >4
2x%-x-3>0 2x2-x-10=>0
2 -3 2 -5
=X DA
2x-3)2x + 2)=0 (2x-502x +4)=0
=2 =1 =2 y=2
Xx=o X= X =5 x=
1 32 2 52
2x2-x-3 | + |- |+ 2x%2-x-10| + |- | +
Sola=]—o0,—1] U [3/2,+[ Solb=[-2,5/2]
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3. Dada h(x) =

Primer Método:

4 —x
3+x

)

Dividimos la fraccion:

Segundo Método:

Como [-1,4] e h(x) = -1<==2<4
3+x

Como

e

-2 -1 32 572 X

3
Sol=San Sb: [-2,—-1]uU [E'_

N| U1
—_

Calcular h~1([-1,4])

—x+4|x+3
x+3[—1

/] 7 es decir: X1+ L
4-x
[-1,4] € h(x) = -1 <S4

1<-1+-2<4
Xx+3

~

0

IA

o
_ +
w
IA
Ut

o
IA

i

+

w

IA
N o

<x+3<+4o0

ull 3

8

——=—<x< 4+
5

h™* = ([-14]) = [~ 3, +oo]

Le dividimos en parte izquierda y parte

derecha; la solucion es lo comun:

4-x 4-x
Donde: a) —1 < — A b) — <
3+x 3+x
4-x 4-x
—+1=0 —=4<0
3+x 3+x
4—-x+3+X > 0 4—-X—-12—-4x <0
3+x 3+x
>0 = <0
3+x 3+x
-3 -3 -8/5
34x - O + 3+x - O + +
—8 — 5x + + & —
—8 —5x
_ — + —_
3+x

Sol a =]-3, +oo[

Sol b =]—o00, —3[ U [ 8/5, +oo[
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S

-8/5 X

w Q@

La solucion final es: Sol=S.nS, Sol: {x€ R/x >—-8/5}

Ejercicios propuestos:

Sea la funcién:

a) f:R—>R Determinar:
X > y=o D) f(24D i) £[03]) i) F([-3,-1)
b) f:R-{1} > R  Determinar:
x o y=22
i) f([2,4) i) £([-2,0]) i) £1(-5-2D) iv) £(f '([2,5])
c) f:R—>R Determinar:

X >y =%x%—4x—05
i) f([3,6]) ii) £([-2,0]) iii) £'([-8,-5]) iv) £(f '([3,7])
4.4. Graficacion de funciones

Para graficar una funcién vamos a seguir los siguientes pasos:
1. Calcular el Doms, la Imy. y las asintotas
2. Puntos de corte con los ejes y Puntos criticos.
3. Signos de la funcion.
4. Gréfico.
Ejemplos. Graficar:
1. f(x) =3x>+x—4
I. a) Eldominio de la funcioén es: Doms= R. ya que no hay ninguna restriccion.

b) Para calcular la imagen es necesario despejar la variable “x”.

—1+J1-43)(-4—-y) -1%.,/49+12y
6 B 6

La raiz no admite valores negativos, por lo tanto:

49+12y>0 = y>-%  Deeste manera: Imf = {y e R/y>- ¥}
12 12

32 +x—4—-y=0 - x4, =

II. a) Puntos de corte con los ejes.
Para x =0y = —4
y=0 3x*+x-4=0
(3x+4)3(3x—3):0 R X:_g =1

b) Punto critico, este punto se genera del valor incluido de la imagen en este caso:

49 . 1
y=-3 reemplazamos en el despeje de x y obtenemos: x = — -
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III.  Signos de la Funcion. f(x) = 3x*+ x — 4.

3x2+x—4=0 (Bx+4)(x—-1)=0 Xz—g x=1

-4/3 1

y=3x*+x — 4 + O - O +

IV. Grafico.

| j
f > X
+ /1 2
T (1/6. 49/ 12) (minimo)
3+x
2. 1I(x) =1 %

I. a) El dominio de la funcién es: Dom; = R-{4}. x =4 Asintota Vertical.

b) Despejamos “x”
4y-xy = 3+ x
x+xy =4y-3
4y -3
1+y

Entonces: Im; = R- {—1}. y = —1 Asintota horizontal.

II. a) Puntos de corte con los ejes.

Para: x = 0 yzz Para: y=0 x=-3
. . _ 3+x
III. Signos de la funcion. I(x) = p— I
3+x=0 x=-3 3+x - ¢ +
I(x)=3+x _ +
4—x

IV. Grafico.
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3x2+1
-2

I. a) El dominio de la funcién es: Dom, = R- {2}. x = 2 asintota vertical.

3. k(x) =

“w_n”n

b) Despejamos “x
yx-2y =3x2+1 - 3x’-yx+14+2y =0
_YEVY -4 +2y) _ ydyy? - 24y 12
%12 = 2(3) - 6
y2— 24y- 1230 - y?— 24y-12=0
_ 24++\247+48 24 ++624

V1,2 ) >
24 + 249 24 — 249
yl = ——— = 24,45 y2 = ———— = —0,45
2 2
—0,45 24,45
y* — 24y - 12 + - ar

Entonces: Im,={y€R/y <-045Uy > 24,45}

II. a) Puntos de corte conlosejes. Parax = 0 y = —%
b) Puntos criticos {; : E'Z)j z : _23,2; gﬁ:;ﬁ?)
III. Signos de la funcion k(x) = 35_;1.
x—2=0 x=2
2
x—2 - +

IV. Grafico.
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3x—2
x2 — 4

I. a) Eldominio de la funcién es: Dom;, = R- {#2}. x = + 2 Asintota Vertical

4. h(x) =

“u_n

b) Para calcular la Imagen despejamos “x

3x—2 2 2
Y =%x—1 ~ yx®—4y = 3x-2 - yx* —3x-4y+2=0
_ 3+/9-4(y)(—4y+2) 3+.,/9+16y>—8y
¥12 = 2y - 2y '
y=0, Asintota Horizontal
8+,64—-4(16)9 8XV64—576

16y*-8y+9=>0 - y;,= 162 3

No tiene raices por lo tanto la pardbola siempre es positiva y no hay ninguna restriccion.
Entonces: Im, = R

II. a) Puntos de corte con los ejes:

1 2
Para x =0, y =z ; Para y =0, X = —
2 3
b) No hay puntos criticos
III.  Signos de la funcion h(x) = ifj
3x—2=0 x=2/3
x2—=4=0 x=42
-2 23 2
3x—2 N O
x*—4 + 9 - -9+
3x—-2
oy I D e
IV.  Gréfico.
x=0y = é

-
I
o
B
I
W

BT T L T T TR,
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5. 100 = 5

I. a) El dominio de la funcion es: Dom; = R. Ya que ningun valor de x hace
cero al denominador

b) Para calcular la Imagen despejamos “x”

3
= 2 =
y 213 - yx*+3y 3
3—-3y ] . 3 -3y
x = % ,y =0 Asintota Horizontal - =0
y y
0 1
y - ¢ + -
3 -3y + + 9 -
3-3y
v ' B i B
Entonces: Im, = ]0,1]

II. a) Puntos de corte con los ejes  Parax=0 y=1

3
x243

III. Signos de la funcion t(x) =

Siempre es Positiva

IV. Grafico.
e
2x+ 3
6. gix) = 3o

[. a) ElDomg =R - {i g} X = i\/% ~ 1,22 Asintotas Verticales

2x+3

b) Para encontrar la imagen despejamos x, de g(x) =y = o

3y —2yx? =2x+3 - 2yx*+2x+3-3y=0

—2+/4-42y)(3-3y) -2+2/1-2y(3-3y)
4y B 4y

y = 0 Asintota Horizontal

X12 =

Como la raiz no admite valores negativos, tenemos: 6y? — 6y + 1 > 0

_6%,62-4(6)1 6+VI2 6%2V3
Y1z = 2(6) VY.
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3++3 3-+3
yi=—F—=079 y,=—F—=021

‘ 6y: —6y—1 - | + I i+

Entonces: Img ={yeR/y< 0,21 v y>0,79}
II. a) Puntos de corte con los ejes:
x=0 y=1 y=0 x=--

b) Puntos criticos

-1 -1
=0,79x =——==-0,63 =021 x= = —2,37
’ 2 ’ (37)
2x+3
II. Signos de g(x) = PP
2x+3=0 x=-3/2
3—2x%= X ==+,/3/2
IV. Grafico.
3+ 7x
7 =3e1
I. a) No hay ninguna restricciéon por loqueel  Dom, =R
b) Despejamos x
3yx? +y =3+ 7x = 3yx? —7x+y—3=0
7472 -4 —-3) 74,49 +36y—12y?
Xip =— \/ By~ 3) = — \/ Y Y , y = 0 Asintota Vertical
’ 6y 6y
—36+./36%2 —4(-12)49 —36++/3648
49+36y —12y° >0 - yi, = £y (=12) = —
’ —24 —24
—36 + V3648 —36 — V3648
y1=——,—— =-102 Yo =5, =402
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—1,02

4,02

—12y* + 36y + 49 -

La imagen es: Im, =[—1,02; 4,02]

II. a) Puntos de corte con los ejes

3

x=0 y=3 y=20 xz—;z—0,43
b) Puntos criticos:
4,02 4 0,29 1,02 4
= 4, X = =0, = —1, X =
Y 36 + V3648 Y 36 —/3648
6|\——>z — 6 s,
24 24
. 3+7x
II. Signos de r(x) = i
3+7x=0 x=-3/7

-3/7

| 3+7x -

IV. Grafico.

=-11

-2

Ejercicios propuestos. Graficar las siguientes funciones:

_2—3X b _2x—2
a) y_ZX—S )y_SXZ—Z
X—3 3x+ 4
D y=532 ) Y=32710
_2—3x b _3x—2
g) y_X2+4' )y_SXZ—l
_ [3—2)(] _ x+1
DY="37 Y =2y
3x—6
m) y=m Il) y:X+[X]
5x—3
p) y:m qQ y=3x—2-—x2
3x+5
) Y=5a7_"¢ B y=[3-2x]
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c) y = sng(4 — 3x — 2x2)
f) y=sng(3x—4)

i) y =sng(5— 2x)

) y=sng(x?—3x—2)
0) y=3x>—4x+7

r) y=2-—3x—2x?



4.5. Caracteristicas del comportamiento de las funciones

Las funciones de acuerdo con sus caracteristicas se clasifican en:

4.5.1. Funciones Inyectivas

Sean A,B € Ry f una funcion de A en B, se dice que f es inyectiva si:
VX1, X2 € A, Si x1 # X2 entonces: f(x1) # f(x2).

Esto significa que f es inyectiva cuando para valores diferentes de A, le corresponden

diferentes imagenes. Por la implicacion contrapuesta la definicion quedaria:
VXq,X, € A, f(x)) =1(x,) - x4 = X,

Ejemplos.

1. Verifiquesi f: R = R, es inyectiva.
x - f(x) = 3-2x

Sean x4,x; € Rentonces:  f(x;) = f(x3)

3-2x1=3-2x
-2X1=-2X»
X1 = X2 L.q.q.d

2. Pruebesi g(x): R — R. Esinyectiva.
X = g(x) = x2-3x + 2
Seanx;,X; € R = g(x1) = g(x2)
x? —3%x; +2 =x5-3x, +2  Pasamos todo a la izquierda
x2-x3+3x%x,—3%; =0 Agrupamos y factoramos
(X1 — X3) (X1 + X3)- 3 (x4 — X) = 0 Sacando factor comun
X — X)X, +x%,—3)=0 - x; =X X; = 3-X,.

Como hay mas de una solucion la funcion g(x) no es inyectiva.

Siuna funcién no es inyectiva la podemos transformar a inyectiva, en este caso la condicion
es que si x1 =Xz, entonces esto lo generalizamos al otro factor, reemplazando en esta ecuacion
y nos da que x; =3/2 lo que significa que antes y después de este valor la funcidon sera

inyectiva, este punto representa el minimo de la funcién, lo que podemos comprobar

graficandola:
y=x>-3x+2
L. a) Domg=R.
b) Img: x2-3x+2-y=0
3+3%2-4(2—- 3+1+4
X1,2: — ( Y): y e 1+4y20

2 2
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1 1
> —— : > -
y = 4Img {yeR/y = 4}

II. Puntos de corte de los Ejes.

Para: x =0 y =2 ;  y=0 x2—-3x+2=0
x-2)x-1)=0
X =2, x=1
Puntos criticos: Si y = — i, X = % que es el valor minimo de la funcién

II.  Signosde y = x*-3x + 2.
x2-3x+2=0 » x-2)x-1)=0 - x=2 x=1

1 2

x2—3x+2 + @ - o +

V. Grafico.

P
\ 312
S~ >x

14 e
1

Observaciones:
e Podemos notar que cualquier paralela al eje X que este dentro de la imagen corta al grafico en dos puntos.

Para que sea inyectiva esta paralela debe de cortar a la grafica en tan solo un punto.
e Para transformar esta funcion en inyectiva es necesario limitar al dominio considerando en la parabola el

punto minimo (o0 maximo).
Del grafico anterior podemos obtener dos funciones inyectivas que son:

g.:]—,3/2] - R y g,:[3/2,+o[ - R
x - gx) =x% —3x+ 2 x - gix) = x* —3x+ 2.
4.5.2. Funciones Sobreyectivas
Sean A,B € R conjuntos no vacios y f una funcidon de A en B, esta es sobreyectiva si:
Vy €B, 3x € A talque y = f(x)
En otras palabras, f es sobreyectiva si el conjunto recorrido es igual al conjunto de llegada
es decir que:
f(A) = B.
Ejercicios resueltos:
1. Sealafunciéon f:R - [—i, +00[. Compruebe si es sobreyectiva.
x - f(x) = x*-3x + 2.

Del grafico anterior podemos notar que la imagen de la funcidon es igual al conjunto de

llegada, por lo tanto, si es sobreyectiva.
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2. Sea g(x):R—{—2} - R una funcién, comprobar si es sobreyectiva.
3—x

2+x

x = g(x) =

Procedemos a calcular la Img:
3—x
y = 2+x

- 2y + yx =3 - x, Seagrupa las "x" alaizquierda

3—2y
y+1

yx + x =3-2y - Xx= , yr— 1

Por lo que la Imy = R-{—1}. Siendo la imagen diferente que el conjunto de llegada, la

funcién g(x) no es sobreyectiva.
Nota. Para transformar a sobreyectiva basta reducir el conjunto de llegada e igualarlo a la imagen de la funcion.
La funcidn anterior puede ser sobreyectiva y se veria asi:

gx):R-{-2} » R-{-1}

3—x
x - gl = 2+x

4.5.3. Funciones Biyectivas

Sean A,B © R conjuntos no vacios y f una funcién de A en B, se dice que f es biyectiva,
si es inyectiva y sobreyectiva.

Ejercicios resueltos:

1. Sea f: R—{—2} - R-{1}. Compruebe si es biyectiva.

x+3

- = .

x=y X—2
Veamos si es inyectiva: f(x1) = f(x3)

Xx1+3 X +3
X1 +3)(x—2) = (X2 +3) (%1 —2)

X1X2 +3X2_2X1 - 6 = X1X2 +2X2 + 3X1—6

3x, +2x, = 3% + 2x4
5%, =5x;
Xy = Xq si es inyectiva.
Comprobemos si es sobreyectiva:

99,9 €,

Verifiquemos si cada elemento de "y’ tiene un “x”. Podemos descomponer la fraccion en:

X+ 3 14 5
X—2 x—2
Entonces:
—o< 2 v 1<®2< 4w
X—2 X—2

—o<lt2<1 v 1<14+->2< 4w
X—2 X—2
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—m< =< 0 v 0< =< 4o
X—2 X—2
1 1

—oo< —< 0 \Y 0< —< 4
X—2 X—2

—o< x-2<0 v 0<x-2< 4+

—o< X < 2 \ 2< X < 4o

Lo que significa que si es sobreyectiva. Por lo tanto, la funcioén f es biyectiva.

. X 3x—-2
2. Transforme a biyectiva: Y= e

f(Xl) = f(XZ)
3X1 -2 3XZ -2

3%,2—1 3x,2—1

- (Bx; = 2)(3%* = 1) = (3x, — 2)(3x,* = 1)

Ox:X,2 — 3%y — 6X,%2 + 2 = 9x,%x, — 3%, — 6%,% + 2
(9x,%,2% — 9%, 2%,) + (3x, — 3x;) — (6,2 — 6%,%) =0
9%1X2 (X — X1) + 3(xz —X1) — 6(xz —x1)(Xz +X1) =0
Sacando factor comun: (x; —x)[9%1%5, +3 —6(x;, +x,)] =0
Reemplazamos x; = x, en el segundo factor: 9%,2—12x;,+3 =0
Simplificamos y factoramos: 3x,2 —4x;, +1=0 - (Bx;—1)E—-1)=0
Obtenemos dos resultados que dividen al dominio en tres partes: x; = § y x4 =1, con lo

que obtenemos tres funciones inyectivas:

1 1 1 1
fi:]—o0,z]—{——=} >R f:5,11—-{—=} >R f3:[1, +o0] - R
3x—2 3x—2 3x—2
e d = ——— - = — - e
TV e TV e TV e
Para transformarla a sobreyectiva nos ayudamos con el grafico:
I. a) Domf=R-— {i %} x== % Asintotas verticales

b) Despejamos “x”
3yx? —y =3x—2
3yx? —3x+2—-y=0

3+/9-4By)(2-y) _ 3+y12y2-24y+9

Con la formula general x5, =
’ 6y 6y

y=0 A.H

La raiz no admite valores negativos por lo que: 4y> —8y +3 >0 (2y—3)2y—1) =0

1/2  3/2

4y?—8x+3 5 - =F

La imagen es: Im¢ =] — oo, %] U [z, +oo[

II. a) Puntos de corte con los ejes:

102



x=0y=2 y=0 x= %
b) Puntos criticos:
1 3 1
. 3X—-2
III.  Signos de Y= 5oy
3x—2=0 x=2/3
32 —1=0 x=+1/V/3
1 1 2
3 3 3
3x—2 - - - J> +
3x2—1 + © - o + +
3x—2 _ + _ +
3x2—1
IV.  Grafico
.
La sobreyectiva queda asi:
1 1 3 1 1 1 3
il = 0,51 = {= 5} 21 = 0, 0[U [, +oo] Bl - () =1 - @5 UG, +ool

1
f3: [1' +°o] _>]0' E]
Como ya eran inyectivas, obtenemos los tres opciones de biyectivas.
Ejercicios propuestos. Defina si las siguientes funciones son biyectivas, si no lo son

transformar a biyectiva y calcule su inversa.

a) f: R->R b) f: R-{4} - R
x>y = 3x*—5x+8 R _3x—-1
x Y= %
c) f: R>R d f: R—->R
X >y =3x2—-2x—1 X >y =3x—2
e) f: R->R fy f: R->R
x>y = 5—3x— 3x? R _ 2x—2
S A o
g) f: R>R h) f: [2,4[ > R
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4 — 3x

*TY = ¥s
i) £]-12[-R
x—>f(x)=1_x2

4.5.4. Funciones Monotonas

X—>y =V4x—8

Sea A, B € R no vacios, y f una funcion real de A en B, se dice que:

a) fesCrecientesiVx;,X, €A, X1 <X, — f(x1) < f(x,).

y A
f(xl)\./

>
>

X

o 22

( f(x1)

y fes Estrictamente Creciente si x; < x, — f(xq) < f(x3).

S (xl )

b) fes Decreciente si Vx; ,x, €A, x; <x, = f(x;) = f(xy).

y)\
f(x1)

X2

X1
f(x)—Y

y fes Estrictamente Decreciente si: x; < X,

\

Y

N

- f(xq1) > f(x5).

YA

f(x1) f(x2)

Una funcién es monotona si cumple

Ejercicios resueltos:

1 X2 > X

cualquiera de los casos anteriores.

1. Verifique la monotonia de las siguientes graficas:

AY

Esta funcién es Creciente y Decreciente
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2. Seaf:R-{2} - R. Pruebe que la funcién es mondtona a trazos.

¢ 3—x
- = X
X () X+ 2
1) Si x4 <x, < —2,entonces f(x;) > f(x;).

i1) Si —2 <x; <Xy, entonces f(x;) > f(x;).

Nota. La monotonia se la puede calcular con el coeficiente de monotonia:

f(xz) — f(x)
oa=—=r

X, — Xy
f es creciente si x1 <X, — f(x1) < f(x3).

X, —X1 > 0 - f(x,) —f(x,) > 0. Siendo a positivo
fesdecreciente si X1 <X, — f(xq) > f(x3).

X, — X1 > 0 - f(x;) —f(x,) < 0. Siendo a negativo

f es constante si X1 <X, = f(xq) =f(x;). Siendoa =0

4.5.5. Funciones Periodicas
Sea A, B < R no vacios, y f una funcion real de A en B, esta es periddica con periodo a €
R, a.#0, si para todo x del dominio, VneZ, tenemos que x+na también pertenece al dominio
y se cumple que:

f(x + na) = f(x).
Se llama periodo principal al menor de los periodos positivos; el resto son multiplos del

periodo principal.

Ejemplos:

1. Determine el periodo de cada funcion:

z
;>

El periodo es cada 3 unidades.
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c) y

-27:/\-7[ T 27/\ 4m
I) X
VTR

Nota: podemos decir que las funciones son invariables por traslacion.

El periodo es cada 2n

4.5.6. Funcion Par e Impar

Sea A, B < R no vacios y f una funcion de A en B, se dice que:

a) f es una funcion par, si y solo si Vx € A A V(—X) € A, se cumple que
f(x) =f(—x)

b) f es una funcidn impar, siy solo si Vx € A A V(—x) € A, se cumple que
fx) = —f(—x).

Cada una de estas funciones tiene su interpretacion grafica. En el caso de la funcion par, los
puntos (X,y) y (— X,y) son simétricos al eje Y, por lo tanto, la grafica de una funcién par
es simétrica al eje “Y”, esto lo podemos notar calculando el punto medio.

Sean los puntos: Py [x,f(x)] v P[—%, f(—x)].

x+ (%) ) +(—x)

El punto medio seria: x = > 0 vy — S = f(x)

[

Con este resultado se nota que el punto medio esta sobre el eje “y”.
Ejemplos:

1. Seala funcion f: R — R. Demostrar que es una funcion par.
x - f(x) = x?- 4.

Debemos comprobar que f(—x) = f(x).
Entonces f(—x) = (—x)?-4 = x*- 4 = {(x).

Gréaficamente:

Para la funcién impar los puntos (X, y) y (- X, y) son simétricos respecto al eje de
coordenadas, lo que verificamos calculando el punto medio.

Sean los puntos: Py [x,f(x)] v P[—% f(—x)] = [x — )]
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X+ (—X) — 0 _ fx) +f(—x)  f(x)—fx)

El punto medio seria: x = > y > > 0
Con lo que demostramos que la curva serd simétrica al centro de coordenadas.
2. Sealafuncion f:R — R. Verifique si es una funcién impar.
x - f(x) = x3- 2x
Debemos comprobar que f(—x) = — f(x).
f(—x) = (—x)3-2(—x%x) = —x3 + 2x = = (x3-2x) = —f(x).
Por lo tanto, f(x) es una funciéon impar.
Ejercicios propuestos:
1. Identifique la monotonia de las siguientes funciones:
a) f(x) =3 —2x—5x? b) t(x) =3 —2x ¢) jx) =8+x3
B 500 =2 ) 109 =13~ D hGo =2y
2. Cudles de las siguientes funciones es periddica, par o impar:
a) f(x) = ifz: b) g(x) = % ¢) h(x) = sen(30 — 2x)
d) i(x) =2cos(m—3x) ) j(x) =eX f) k(x) = tg2x

4.6. Funcion Inversa

Sean A, B < R conjunto no vacios y f una funcion biyectiva. Al conjunto g = {(y,x)/x =
g(y),x € A} se le denomina funcién inversa de B en A y lo notaremos como f =1 (funcion
inversa de f).

Lo representaremos en el diagrama de Venn:

Aqui la funcién fes: f: A - B. En cambio, la funcion f ~tes: f~1: B —» A

x >y = f(x) y > x = f7(y)
Podemos deducir, que el grafo de estas funciones es simétrico respecto a larecta y =x, lo
que nos permite resolver el problema graficamente.
Ejercicios resueltos:
1. Sea f:R — R. Calcular la inversa.

X >y =3-2x

Despejamos “x”.
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x = =~ le cambiamos el conjunto de salida y el recorrido y obtenemos la inversa

~ |

w
|
>

y= =f"

vA

\

T STy = x 3- x

f—l —

2. Sea f: R*U{0} > R*U {0}. Calcular la inversa de:
X > y = x?

“w_n”n

Si y = x2. Despejamos “x”. x = +,/y e invertimos las variables:

y:&:f_l

Gréaficamente:

3. Sealafuncion f:[1/2,+o[ - [—25/4,+[. Calcular f ~1
X > y=x*—-x-—6
Debemos de comprobar si es Biyectiva. Definiremos primeramente si es Inyectiva:
f(x,) = f(xz)
X{%2-% -6 = X,%2-x%2-6
X 2% =% %% = (%% -(X-%)=0
(x1 = %)X + X2)- (X1 - %) =0 = (X-%X) (X + x,-1)=0

Xy =Xy ¥y X +x,—1=0

Para que sea inyectiva la segunda solucidon debe cumplir con que x; = x,. Porlo tanto:
X +x,-1=0

2x; = 1 = Xy = %

Esto significa que antes o después de % la funcién es Inyectiva. Ahora verificaremos si es

sobreyectiva la funcion:

25 25
Seay E[—T,+oo[ - —Ig y < +o

25
Y <x?*-x-6< 4
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<x? +1 . 6 <+
p— - —_— o)
4 =X Xy

25
—— < (x- 1/2)2—Z< +00

0< (x-%)> <+
0 < (x- %)* <+
¥ <x< 400
Lo que significa que cada y tiene un X, por lo tanto, si es Sobreyectiva. Siendo Inyectiva 'y
sobreyectiva la funcion es Biyectiva y podemos calcular su inversa.
y = x2-x-6

Despejamos “x”

_1+J1-4(-6-y) 1+.25+4y

X =
L2 2 2
Como tenemos la parte derecha de la funcion entonces:

_ 1+./25+4y
-

Cambiando las variables obtenemos la inversa, asi:

1+V25+4x
Y1:f:fl

X1

Entonces la inversa se representara asi:

f11:[—25/4,+[ - [1/2,+0o].

1++v25+4x
2

X - 1=

Su gréfico es:

4. Sea f:R-{3} > R-{-2}. Calcular la inversa f ~* de:
3+ 2x
- 3-x’

Es necesario saber si la funcion es Biyectiva, por lo que primeramente comprobamos si la

X - y

funcion es Inyectiva.
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3+2x;  3+2x
(3 + 2X1)(3— Xz) = (3 + 2X2)(3_ Xl)
9_3X2+6X1+2X1X2 :9_3X1+6X2—2X1X2

Sea f(x;) = f(x,) -

6X1 + 3X1 == 6X2 + 3X2

9X1 = 9X2 - Xl = XZ

Lo que significa que la funcién si es Inyectiva. Comprobamos ahora si la funcién es

Sobreyectiva.

Como y € R - {—2}. Calculamos la imagen reciproca:

3+ 2x 3+ 2x
—0 < < -2 o -2 < +oo
3—x 3—x
9
—oo < —2 + < -2 0 —-2< 24+ —< 4
3—x 3—X

9 9
—o<——<0 o 0< —< 4
3—x 3—Xx

1 1
—o<——<0 0 0 < —— < 4
3—x 3—x

—0o< 3-x<0 0 0<3-x< +
—0o< —x<-3 0 —3<-x< +»
©>x>3 0 3>x>—00
3<x< ™ 0 —o <x<3
Cumpliéndose, que cada elemento del conjunto de llegada tiene un valor de “x”, esto
significa que si es Sobreyectiva por lo que la funcion si es Biyectiva.

Por lo tanto, podemos calcular su funcion inversa y esta es:

3+ 2
¥ = 3%
3y —3
3y-xy =3 +2x - 2x+xy=3y—-3 - X = 24y

Le cambiamos las variables:
3x—3

2+x

y = =f-! f-':R-{3} > R-{-2}
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Su grafico queda asi:

2x+3
y= 3-x
Pl
28 —f— = -)li / 18 >
C /‘/}‘_’_____13=
i 33 0|/
T x+2 |r
-20 |,
Ejercicios propuestos
Calcular la inversa de:
2+
a) y=2x2—3x—5 b) y = 3 — 5x c)y=3+X2
X
3 —4x 3+ 4x
d) y =4 —3x —x? f=—-—— =
)y e Dy=3"%

4.7. Operaciones con funciones

Sean f y g dos funciones con sus dominios definidos Doms y Domg, respectivamente,
podemos calcular la suma, la resta, la multiplicacion y division de estas funciones,
obteniendo una nueva funcion donde el dominio serd la interseccion de los dominios

anteriores, asi:

Sean fA—->By gA—->C
) ()X =fx) +gx)
i) (Fg)x) = f(x).g(x)

oy (£ f
ii1) (g) x) = g((—);)), con g(x) # 0

Ejercicios resueltos:

X+2; x< -2 ()_{x; x <4
3—2x; x>-2 7 8% T2 x4

a) f(x) + g(x), by ) -g®, o f(x).8(x), d) f(x)/g(x)

Lo hacemos con representaciones en la recta numérica

1. Dado f(x) = { Hallar:
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2 4
f x+2 A
— xF ,
P 3-2x
g x "]
2
‘—
f+g =(x+2)+x =(3—-2x)+x y=(3-2x)+2
fg y=(x+2)—-x y=(3-2x)—-x y=(B3-2x)-2

fg y=(xr+2x y=3-2r)x y={3-2x)2
i =\:_.' y=3—‘2x y_ i—,Zx
g . 2
Grafiquemos
2x+2; x< -2
a) f+gx)={3-x —-2<x<4
5-2x;, x=>4
vy A
1Ls
15 y=3-x
Nt/
B\
+1 4
4-3-2-1"7T"1 2 :\) 5 g
2 T3
2; X< =2
b) f—g(x) =43—-3x;, —2<x<4

1-2x; x=>4

-4-3-2-1

I B

x+2)x x<-2
0 (fgx)=4B—-2x)x: —2<x<4
(3-2%)2; x>4
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; |'2x+2; x<1-2
(f+ghx)={3-x; -2=x<4
3-2x; x=24

- P,
(f-glx)=133x: D<x <4
g =43=3X; -2 =X <
|1 2x; x =>4
y |r+ghr x§—2
(fghx)=1 3—‘\‘{‘( -2<x<4
[(3-2x)2 x>4
|'r+2)r. x <=2
(f glﬂ—'§—2r{.x:—2£.
[(3-2x)/2; x=4




y=3B-2xp

11 —

I~

(X + 2
;X< =2
c X
3—2x
) ()= ~2<x<4
g X
3—2x
— X =>4
J'='\:7 :_i
\ %

=

.

— g
/j/4<?tl 1 ?\F\DS

3-2x
y= =
x _

|
[V )
/<
(]
o

Ejercicios propuestos:

-3, X< =2 —3x+ 4, x< —4
Dado: f(x) = {ZX -2, x| <2 g(x) = {2, x| < 4
2x%> —3,x> 2 X2 —3x,x>4
Realice las siguientes operaciones:
f
2) (F£( b) () 9 (5)

4.8. Composicion de Funciones

A partir de ciertas funciones podemos construir otras nuevas funciones, este nuevo
procedimiento serd el que vamos a analizar. Sean A,B,C c R, f una funcionde AenBy g

una funcién de B en C. A la funcion h de A en C definida por h(x) = g[f(x)]se denomina
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funcion compuesta. Hay varias formas de notar a la funcion compuesta: h(x) = g[f(x)] =
gof = gf. Selee“gde f*“o gcompuesto de f.

La representacion en un diagrama de Venn es:

z=g(y) = g[f(x)]

h=gof
Para poder hacer esta operacion es necesario que el conjunto de llegada de f'sea igual al
conjunto de salida de g (Imf c Domg).

La nueva funcion se la representa asi:

h: A->C
x » z = g[f(x)]

Ejercicios resueltos:
I. gx:R=>R 'y f(x):R = [—17/4, 4+ |

X - gx) = 3-4x x = f(x) =x%—-5x+2. Calcular
la composicion fo g.

Para calcular f o g disponemos las funciones de la siguiente forma:

2R ﬁm (17744

Vemos que la dimension de la imagen g es igual al dominio de f, por lo tanto es posible
realizar la composicion. En otras palabras, la funcion fadmite a la imagen g.
flgx)] = f(3-4x) = (3- 4x)?2-5(3- 4x) + 2
= 9- 24x +16x%*-15 +20x + 2
= 16x%-4x — 4
fog:R - [-17/4,+x[
X - y = 16x%-4x- 4
2. Seh:R— [Z, +oo| A tR-o [—?, +oo[. Calcular (t o h)(x)
x> y=x*—3x+3 x> y=3x*—-2x-5
Como la condicion no coincide, le cambiamos al conjunto de salida de t(x) y verificamos el
cambio que sufre el conjunto de llegada. Para esto primero completamos cuadrados:
y=3x*—-2x—-5= 3<x2—§x+%)—5—1= 3<X—1)2 _Lo

xe[%,+00[ = %Sx<+oo
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3 1 1 5 1
~—-<Xx—-<+® - —<X—-<+4
4 3 3 12 3

25 1\? 25 1\?
ES(X_E) < 4o - ES3(X_§) < +oo
25 16 1\% 16 77 1\? 16
amas3(x-3) ~F<ro o —Es3(x-g) — <o
, 3 3 77
Quedando por lo tanto asi: h: R — [Z' +oo[ t: [Z' +oo[— [—E, +oo[
Xx—>y=x?—-3x+3 Xx—>y=3x2—-2x—-5

Una vez cumplida la condicion podemos encontrar la composicion:
(toh)®) =tth®)] =t(x* —3x+3) =3(x*—-3x+3)?—-2(x*—-3x+3) -5

(toh)(x) =3x* —6x3+ 13x%2 —12x— 2

3 — <1 x+1, x< -1
3. Sea f(x)={ oA E= y g(x)={x3, x| <1
3—x, x>1 3% x> 1

Calcular (feg)(x) y (goHX)
a) Para calcular fo g, vamos a considerar que g(x) = y porloque fog = f[g(x)] =
f(y), es decir:

3y’ -y, y<1
3_YJ y>1

i)
Tenemos que analizar dos casos de f para g(x):
Caso | f(y) =3y2-y, y<1
1) g(x)=x+1,parax < -—1.
Como g(x) < lentonces: x+1<1

como X < —1 tenemos que: Siendo x <0

P —
b e x
-1 0

En donde lo comtn es: — oo < x < —1 para lo cual
fog =3x+1)2-(x+1) =3x* +6x+3-x-1 = 3x% +5x +2
La composicién es: fo g = 3x? + 5x+ 2, para x < —1
ii) g(x) = x3,para |x| < 1.
Como g(x) < 1, tenemos entonces: x> < 1
Siendo |x| < 1, tenemos: x < 1

S

-1 1
Obtenemos que : —1 < x < 1 con lo cual
fog=3(x%2-(x3) =3x°-x3

Esdecir fog=3x®-x3, para |x| <1.
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1i1) gx) = 3-%x x > 1
Como g(x) < lentonces: 3-x<1 - x=>2

Como x >1, tenemos que:

1 2
Siendo x > 2
La composicion seria:

fog=303B-x)?-(3-x)=27-18x +3x*-3+x
= 3x2-17x + 24
Luego fog = 3x?>-17x + 24, parax = 2.
CasoIl f(y) =3-y, y>1 esdecirg(x)> 1.
) gx)=x+1, x<-1L
Como g(x) > 1,entonces: x+1>1 —» x>0
como x < —1 resulta que:

>3
>

<
<

3

X

|
O
-1

o g

No hay nada en comun, por lo tanto, para este literal no existe la composicion.
i) gix) = x3 |x]< 1.
Como g(x) > 1, entonces:x3> >1 - x>1

como |x| < 1 tenemos:

4_1:.;:"

Al no existir nada en comtin fog = @
ii1) gx) = 3-x x > 1
Siendo g(x) > 1,entonces:3-x > 1; x < 2
como X >1, tenemos que:
=
T 2
Habiendo una interseccion de: 1 < x < 2
Porlotanto fog=3—-(3-x) =3-3+x=X
Luego fog=x para 1<x<2.

De los resultados anteriores f o g queda definida asi:

3x% 4+ 5x + 2, Si x<1
3x% — x3, Si x| <1

X, Sil<x<?2
3x> —17x+ 24, Six>?2

(fog)® =
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b) Para calcular g o f, consideramos que: y = f(x).

y+1, y<-1
Entonces:  g(y)=<y3 ly| <1
3—-y,y>1

Por lo que tenemos ahora que analizar tres casos de g para f(x).
Caso | gly) =y +1, y<-—1.
i) f(x) =3x%-x, x<1.
Comoy < —1, entonces: 3x% -x < —1
3x2 -x+1<0
C1+V1-12  1+V-11
vz 6 6

Al existir raices imaginarias la inecuacion no tiene solucion, por lo tanto, no hay solucién

para el caso 1)
i) fx) =3-x ,x> 1.
Comoy < —1, entonces: 3-x < -1 - x>4

Por condicion x > 1, entonces:

O O >x

T z
Siendo x >4

Porloque gof = 3-x) + 1 = 4- x,para x > 4.

Caso 11 gy) = y? lyl <1
i) f(x)=3x?-x x<1.
Como |y| < 1 entonces: |3x% —x| <1
-1<3x*-x<1
1,1 1
—3S X -3X < 3
I L S
3 36 3 36 — 3 36
11 1\ 13
3505 =3:%

La parte izquierda es siempre verdadera, es decir la solucion es los R, por lo que resolvemos

la parte derecha:

<— - |x—-1/6] < —

( 1)2 13 V13
=36 6
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V13 1 13 vi13 1 v13 1
——<X--<— -5 —+_-<x<— + =
6 6 6 6 6 6 6
Por lo tanto, la solucion final es:
1-+13 1++13
————<x <—— -5 -043 <x<0,77

6 - 6

Como la limitacion es x < 1, entonces

.

-1 -0430 0,77 1
1—-+13 1++13
Por lo tanto para — <x < — gof = (3x%-x)3

i) fx) = 3-%x x> 1
Como |y| < 1entonces: |3 —x|<1
-1<3-x<1 » 4<-x<-2
4>x>22 - 2<x <4
Como la limitacion es x > 1 tenemos:
b2 Siendo 2 <x<4
Entonces para 2 <x < 4, gof = (3-x)3
Caso 11 gly) =3-y, y> 1
i) f(x) = 3x*-x, x<1.
Como y > 1, entonces: 3x2-x > 1
3x2-x-1>0

1+V1+12 1++V13
X12 = 6 - 6

—0,43 0,77
’ 3x?—x-1 F #) - 4} A

Como la limitacion es x < 1, hacemos la interseccion con el resultado
043 0 077 1 g
Entonces para] — o0; —0,43[U]0,77;1] , gof = 3-(3x*-x) = 3 + x-3x?
i1) fx) = 3-%x x > 1

Siendoy > 1entonces: 3-x>1 - x < 2

Como esté limitado para x > 1,entonces:

118



N .

Porloque paral <x<2, gof=3—-(3-x) =x
Finalmente, la composicion g o f quedaria asi:

—3x*+x+3, Si]—;043[U]0,77;1]

(3x% — %), Si 1‘;/ﬁs)<s”;/ﬁ
gof={y Si 1<x<?2

(3 —x)3, Si 2<x<4

4 —x, Si x>4

Ejercicios propuestos:

Xx—4, si [x—1|<6

1. Dado: f(x) =x*—-5x+1 Vx€R g(X)={3_x si |x—1]>6

Calcule: a) fog b) gof
2. Si: f: R—>[1,400[ g: R->R h:]—oo,—%]—>[—§,+oo[
x-oy=x*+1 x->y=2-3x X—>y=2x?—-3x—2

Calcule: a) foh b) fog c) gof d) goh e) hof f)hog

3—X% x< -2 (X)_{Bx—4,XS1
3. Si f(x)={3x2—1, xl<2 B% Tlk-1, x>1
x?—=3x—2, x>2
3x+ 2, x <3
h(X)_{x2+x—2, X >3

Calcule: a) foh b) fog c) gof d) goh e) hof f)hog

4.9. Funciones Reales
Se llama a f una funcion real si A, B < R no vacios y funa aplicacion de A en B. Vamos a

analizar algunas funciones reales importantes.

4.9.1. Funcion Polinomial
Se llama funcién en una variable:

P: R - R
x> P(X)=apx" + a,_; x"1+...+a,x*+ a; x+ a,.

Donde: a,,a,_1,...,39 € R son los coeficientes de la funcion.

Si a, #0, n si es entero positivo sera el grado del polinomio.
Ejemplos:
1. P(x) = 3x%? + 4x- 2. Este polinomio tiene grado 2.
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2. P(x) = 3x + 1. Tiene 1 grado.

3. P(x) = k. Tiene grado “0”.

4. P(x) = 0.No tiene grado y se llama polinomio nulo.

4.9.2. Funcion Constante

Sea A,B S Ry funa funcién de A en B. Definida por f(x) = K la cual se llama funcion

constante. Donde K € R

Ejemplos:
1. Sealafuncion f: R — R. Representar graficamente.
x = f(x) = 3.
h% A
3

/y =f(x)
Esta funcidn no es inyectiva ni Sobreyectiva, es par, es

> X creciente y decreciente.

2. A=]2,6] y f(x)=-2. Notamos que para cualquier valor de “x” f(x) siempre tendra el
mismo valor, por lo que es una funcion constante. Su grafica sera:

A

y
> x
2 6
2

4.9.3. Funcion Signo de x (Sgn x)
La funcién signo viene definida asi: A

1, x>0 lo—m >

Sgn(x) = 310, x=0 -
-1, x<0 . o-1

Podemos notar lo siguiente:
1) Vxq,X; ERixy <x, — Sgnx; < Sgnx,, por lo tanto f no es decreciente.
2) Esuna funcién impar.

3) No es periddica.

4.9.4. Funcion de Dirichlet
Esta definida de la siguiente manera:

1,xeA
fx) _{o,x ER-A

Esta funcion se llama funcion caracteristica de A, se le denota asi: [T A.

Esta funcién no es mondtona, no es par ni impar, no es periddica.

Ejemplo:
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Sea A =[-2, 1] represente la funcion:

1, xeA
f(x)_{O,xER—A :

4.9.5. Funcion Parte Entera
Se llama parte entera de x € R, al mayor entero de “x” no superior a X, se lo denota asi:
[X] vy se lo representa asi:

fftR - Z

X, X € Z

x = f(x)=1x] ={X’, X' <x<x'+1,x' €Z

X -2 1-19|-1,5(-1,1}-1/-09}-0,5/-0,1| 0 {0,1/0,5(09| 1 |1,1|1,5]1,9

[x] 2122211 -1{-170,0]00|1 1|11

Su gréfica es:

Esta funcion es creciente, no es par ni impar, no es periddica
Ejercicios resueltos:

Graficar la funcion f: [-2,2] - R.
x = f(x) = [x]/x
Realizamos una tabla:

X -2 1-19|-1,5(-1,1| -1 |-0,9(-0,5/-0,1| O {0,1]{0,5{0,9| 1 |1,1| 1,5 |19

xI/x| 1 (1,05 13|18 1 |11 2 |10 | [ O[O] O] 1109]|066]|0,5

2

12
Graficar la funcion f: [-2,2] — R.
x - f(x) = [x*- x +1].
La imagen de esta funcion es y > z por lo tanto el menor entero de la funcion es cero, por
lo que:

Si[x?-x+1]=0: 0<x*-x+1<1 -» -1<x*x<0

—1+1<x2—x+1<1
4~ 4 4
_§<<X_1)2 L
4 — 2 4
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(x—l)z >—E Siempre es verdadero (x—l)z <l - x—l|<1
2/ T 4 2 4 2 2
1 1 1
—§<X—E<E i SOIJ 0<X<1
Si[x?-x +1]=1 1<x*-x+1<2 - 0<x*-x <1
1<X2—X+1<§ - 1<<X—1)2<E
4~ 4 4 4~ 2 4
L, Yos
2" 2 2
y_1 PR
=323 T2t 2
—1>x—1>1 A —§<X—1 E
2= 272 2 2 2
1-+5 14++/5
0>x>1 A < x <
2 2
Relacionando los dos resultados
1-v5 1+V5

Sol.: x €]——,0]U [1,—— [

)
q
A
=
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Si[x?-x +1]= 2 2 <x*-x+1<3

— — — — _ﬁ_ — — —
X X < < X X + <|(x

- 4 4 2
\/§< 1 <3
2 S IF721T 2
1 >\/§ A 1 - 3
* 2|—2 721 52
\/§> 1>\/§ A 3< 1<3
2 =% 2772 2557252
1-+5 VE+1
=X 2= A 1T <x< 2
2 2
—-0,62>x2>1,62
e 2 > X 1-+/5 V5 +1
10 1 2 Sol.: x € |—1, U ,
2 2
y
3
Qo 7 &9
0_gql 0
Ejercicios propuestos.
Represente:
a) y=sgn(x*+3x—4) b) y =sgn(3x —4)
_ X—4 q _ X—4
Q) v =sgn(zo5) ) v =sen(3o57)
—— (1, x€eA re2
) SiA=[34] f0={ LcRr_a B y=[x2—4]
. 1, x€A
g SiA=[-33] f={) Jcp_p W y=[Bx-4

4.9.6. Funcion Afin y Lineal
Se llama funcion afin a la siguiente funcion polinomial de primer grado:

ffR - R
x — f(x) = ax+b.
Donde: a,b e Rya=0.
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Analicemos esta funcion de acuerdo con sus coeficientes. Si a > 0 la funcion es estrictamente
creciente, es biyectiva, el coeficiente a es la pendiente de la recta y “b” es el valor que corta
[}

al eje “y”.
Ejemplos: 1) y = 2x-4.

2) y=2x+ 4.

Sia <0 la funcidn es estrictamente decreciente, y biyectiva.

3) y = —2x+4.

—_ N W

12

Si b = 0, entonces la funcion f(x) = ax y se llama lineal, porque cumple la siguiente

propiedad:
Va,b € R,Vx;,x, € R, se tiene que:
f(axy + bx,) = af(xy) + b f(x;)
Esto es facil notar si partimos de que: f(xy)=axy y f(xy)=ax,

f(ax; +bx,) =a(ax; +bxy) =a(axy) + b (axy) = af(xy) + bf(x,)

Sib=0ya = 1,entonces f(x) = x, esta funcion se llama funcién identidad, y se representa
asi:

Es una funcion creciente, biyectiva, impar, notamos que Dom f = Recf =Imf =R.
4. h:R->R

3—-2x, Six<0

Xoy= {x +1  Six>0 Graficamos cada funcion:

124



El Dom; = R, y la imagen le calculamos asi:

Paray = 3 — 2x x<0 y Paray=x+1 x=0
—2x>0 x+1=>1
3—2x>3 Siendo la imagen Imyq = [1, +oo

Siendo la imagen Im; =]3, +o0[.

La imagen de la funcion es la union de las dos:  Imy =[1, +oo[

4.9.7. Funcion Valor Absoluto

Sea funa funcion de R en R definida por f(x) = [x|, su representacion es:
f: R > R

X, Xx=0
—x, x<0

Esta funcién es mondtona a trazos, es par.

x — f(x) =|X|={

Su gréfica es:

Ejercicios resueltos:
1. Grafique: f(x)=|x— 3|.

x—3,x—3=>0

Por definicion: |x — 3|={_(X —3), x—3<0

1 23 45

2. Grafique:y = 3|2 —x| —3x+ 2|2x+ 3| — 4

Los valores absolutos los representamos en una tabla y graficamos por regiones:

_3 2
2
2x+3 - + +
2—x + + -
Ry R, Rs
3
Ry:] — oo, — 2

y=3(2—-x)—3x+2(—2x—3)—4=6—-3x—3x—4x—-6—-4=—-10x—4
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3
RZ: [E'z]

y=32-x)—3x+2(2x+3)—4=6—-3x—3x+4x+6—-4=—-2x+38

R;3:]2, 4+00]

y=3(-2+x)—3x+2(2x+3)—4=—-6+3x—3x+4x+6 -4 =4x—4

Representamos cada region en el plano

/o
T O

S4-3-2-11 1 2 3 4

4.9.8. Funcion Cuadratica
Seaa,b,c € Ry funa funcién de R en R definida asi:
f: R > R

x - f(x) = ax? + bx + c.
Donde a # 0, analizamos el comportamiento de esta funcion:
i) Sia > 0yb = ¢ = 0,lafuncién f(x) = ax?es monodtona
a trazos, es estrictamente decreciente de | —0,0] y es
estrictamente creciente de[0, oo[. El unico cero de f es el cero, es

una funcion par. Su grafico es:

i) Seab = 0,sia > 0yc > 0 lagrafica de la funcién no
corta al eje de la “x”, luego f no tiene ceros reales; y el
recorrido de fes [c, +oo[, siendo f(x) = ax? + c, la funcién

es mondtona a trazos y su grafico es:

Si le combinamos el valor de c por ¢ < 0, la grafica si corta

“w_n

al eje “x”, teniendo dos ceros reales.
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iii) Seac=0,sia>0yb # 0, la funcion f(x) = ax? + bx tiene dos ceros reales y es
monotona a trazos, para definir la monotonia hacemos lo siguiente:
f(x) = ax? + bx

Transformamos la parte derecha en una expresion positiva es decir:

bx b? b2
f(x) = a X2+;+— - —

4a? 4a
b? b\’
() + 7= a (x+52)
b? b?
Por lo tanto, f(x) + 1 >0 y f(x) = — y™
Este sera el recorrido de la funcién: Recf = [— :—a, +00[.
Podemos notar que si f(x) = — Z—; y b > 0, entonces x = — %, este punto sera el minimo

de la funcion.

Y podemos dividir el dominio en dos partes:

b ., ) b ., .
De:]—OO, — ;], la funcidn es decreciente y de[— P +00[, la funcion es creciente. Parab <

. ) b
0 cambia el valor de x, siendo x = o

A
. >0 i b<o
—b/2a : b/2a
= > X
—b/a b/a
e p¥T4a

iv) Seab # 0,sia# 0 y a > 0, entonces f(x) = ax? + bx + ¢, definamos, su recorrido.

f(x) =ax? + bx + ¢

—a(x2 42 D) _ b2
f(x) = a(x +aX+4a2) mtc
b2 b\?

0+ Gmimafor )

x) +4a c=a X+2a
La parte derecha es positiva, por lo tanto:

f)_}_b2—4ac>0 () > b? — 4ac

(x 43 - y X) = 43
. ., 4ac—b?
Entonces el recorrido de la funcion es Recf = [ , +00[.
. 4ac—b? b , ro. ./

Si f(x) = [ N ,+00[, entonces X = — —. Este punto serd el minimo de la funcion

dividiendo el dominio en dos partes.
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. . b . b
La funcioén es decreciente para ]—00, - Z]y es creciente para [— 2a +00[.

Si b%- 4ac > 0 lafuncion f tiene dos ceros reales

Como ejercicio se queda el analisis cuandoa < 0.

Ejercicios resueltos:

1. Analice la funcién: f(x) = x% - 5x + 4.
I. Calculamos el recorrido y el punto minimo.
2
Seaf(x) = x*-5x+ 4 = x*-5 +2_ B4 = (X—E) -2
2 4
0+ 2= (x—3)
X+ 7= 1x—3
f(x) +2> 0 f(x) > -2
4 4
. ., 9 . 9
Entonces el recorrido de la funcidon es: Rec f = [— 2 +00[. El punto minimo es: (E ,— Z)‘
II.  Puntos de corte con los ejes.
x=0 f(x) =4 fx) =0 x2-5x + 4 =0
x-4)x-1)=0
x= 4 x=1
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III. Grafico.

Esta funcion es estrictamente decreciente de:]—OO, g] Y es estrictamente creciente
5

de:[—,+00[.
2

2. Analice y grafique la funciéon f(x) = x? — 5|x|+4.

x> —5x+4, x>0

f(x) =x*-5[x|+ 4= {
(%) =x=3Ix| X2 +5x+4, x<0
Tenemos que graficar las dos condiciones:

i) f(x) = x2-5x + 4, six®0. i) f(x) = x2-5x + 4, si x<O0.

b
+ 4

2

-9/4
., ) ) ) 5 5
Esta funcion es estrictamente decreciente en los intervalos de]—OO,—E] y [O, E]’ €es

. . 5 5 .y
estrictamente creciente de [— 2 O] y [E' +00[. Esta funcion es par.

3. Sien el ejemplo anterior nos piden que representemos:f(x) = |x? — 5|x| + 4/, la parte

negativa del grafico se transforma en positiva, asi:

¥ lg

/4 )
X

-4 -5/2-9 2 5/2 4

N

4. Grafique: h(x) = |2x? — 3x — 5|

Primeramente, graficamos sin valor absoluto y luego la imagen negativa la hacemos

positiva.

o2 gt o2 3 O e oy 3V 9 bt oo (249
h(x) = 2x* — 3x 5—2(X 2x+16) 5 8—2(){ 4) 8.Elver‘ucees.(‘vs)
Encontramos los puntos de corte: x =0 y=-5

y=0 2x>—-3x—5=0
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|
>

Il

I
—_

2x—5)x+1) =0 xzz

v

-2

-2

5. Grafique la siguiente funcion: g(x) = x2 —4|x—2| + 3
Por definicion de valor absoluto:

x2—4(x—-2)+3=x2—-4x+11;, x-2=0
g(X): 2 — 2 .
x4 —4(—x+2)+3=x"+4x—-5; x—2<0

Parax—2<0 - x<2, lafunciénes g(x) =x2+4x—5=x>+4x+4—-5—4=
x+2)2-9
Parax—2>0— x> 2, lafuncidnes: g(x) = x> —4x+ 11 =x?—4x+4+11—-4 =
x—2)2+7

Su representacion grafica es:

A= 542 + 2-x - 5 l15 7=X2._4'X+1

Ejercicios propuestos:

Grafique:
a)y = [x+1| b) y = |x* —3|x| — 10|
) y=3-—12x+ 3| d) y=12-3x|—-2|3x—4| -2 —3x
|1 — 2x|
= —F =5-2|3—-2x
Oy ="—73 )y | |
g) v = log|x+ 1| h) y = |2x? —3x| = 5x — 2
D) y=|3-2x? -3 i) y=2x%—3|2-3x|
3 —4|2x — 3| + 4x
k) y= ) y=3-2|x%—2x
)y T )y | |
—ea = llogl3 — x|
m)},_5—3|x—2le n)y = [log X

130



4.9.9. Funciones Potenciales
Estas funciones tienen la forma f(x) = x™ donde n puede ser un entero positivo o negativo.
e Para la potencia positiva:
Sea funa funcion de R en R definida por f(x) = x™, donde n € Z, entonces esta funcion se
llama funcion potencia positiva.
Analizamos el comportamiento de la funcion, la misma que puede tener potencias impares
y potencias pares.

1) Sinesimpar.

Sea f(x) = x" , entonces f(x) = x, f(x) = x3, f(x) = x°.

Graficamente se representa asi:

-2

Podemos notar que a medida que n aumenta, la funcion tiende a los ejes, la funcion es impar,
es biyectiva, es estrictamente creciente.
i1) Sin es par.
Sea f(x) = x", entonces f(x) = x2, f(x) = x*, f(x) = x°.

Su representacion grafica es:

7 X
Esta funcion a medida que n aumente también tiende a los ejes, es par, mondtona a trazos.

e Para la potencia negativa:

Sea funa funcion de R- {0} en R-{0}, definida por f(x) = x™",, donde n € Z™*, entonces
esta funcion se llama funcion potencia negativa.
f(x) = R-{0} > R-{0}
1

x = f(x) =x_“=X—n

i) Sines par.

Sea f(x) = =, entonces f(x) ==, f(x) ==, f(x) = .
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Su representacion grafica es:

-1
A medida que n aumenta, el grafico se aleja del eje “y”, y se acerca al eje “x”, teniendo
como referencia x = 1 y x = -1. Esta funcion es par, es monotona a trazos.
i) Si n es impar.
Sea f(x) =in, entonces f(x) = in, f(x) = is,
X X X

Su representacion grafica es:

Es una funcién impar, es biyectiva.

4.9.10. Funcion Exponencial
Sea funa funcion de R en R* definida por f(x) = a¥, esta se llama funcion exponencial,
donde

a € R* — {13}, se representa asi:

f(x):R - R*
x — f(x) = a*

Esta funcion sera de dos tipos: cuando 0 < a < 1ycuandoa > 1. Su grafico es:
J)

y =a* _—> \y=a"

0<acx<l a>1

Si 0 < a < 1 la funcidn es estrictamente decreciente, biyectiva. Si a > 1 es estrictamente

X

creciente y biyectiva.
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Ejercicios resueltos:

1. Graficar: y = 22x73

A
y
+Ls
14
3
12
]
‘—-*—’f’/\ L1 y X
3 -2=1T" 12 3 4
2. Graficar: y = 31l
x-1 . >
Por definicion: y = {31 ;o x21
3% x<1

Obteniendo dos graficos uno en cada condicion.

k]

v

y=3*{-x+1
~

y=3"(x-1)}

Ejercicios propuestos:
Graficar

a) y= 22x-3 b) y= 33x2+2x—5 ) y= 2lx-2] d)

e Ecuacion Exponencial

En primer lugar, recordaremos las leyes de los exponentes:

1) aX a¥ = %ty
a¥ -
-_—_ = y

2) > —2a

H @Y =av

y = 2|X2 —-X—6

Cuando hablamos de ecuaciones exponenciales estas pueden ser de una o mas variables.

Ejercicios resueltos:
Resolver la ecuaciones:

a) 23x%+11x — i b)

Si 23x2+11x: 1
: 64

22X+8 4 8 = 96 2

L 220¢+0) _ 6(16)2%X + 8 = 0

23X2+11X =2-6

3x>+11x = —6
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3x2+11x+ 6 = 0 2X+4 — 4 = 92 2x+4 — 9

Bx+2)x+3) =0 x+4=2 x+4=1
x=—§ x = =3 X=-2 x=-3
1
¢) ,/9"("*”7: V3 d) 3**14232%x_-29=0
[2x2+2x—11 1
ot 2 l2=131 33% 4 2323X-29 =90
[2x2+2x—1l 1 18
32 2 2=3z 33 + —--29=0
3X
24 0%
2x+22x 1=i 332X_.293Xx 4+ 18 = 0
4% + 4x-2 =1 1 ><:—9
3 -2
4% + 4x-3 =0 (3*-9)(33*-2)=0
2x +3)(2x-1) =0 3x =9 » 3* =232 px =2
x=-2x=1 33*=2 -5 =2 - x =log;2-1
2 2 3

Ejercicios propuestos.
Resolver las ecuaciones.
a) 472 —17.2%%=-1  b) 22*2(10¥*1) — 10(2%%)5* = 1200

c) V16 = 2% d) # = 643%8
e) 9 —10(3%) +9 =0 H (E)O'BX _ o4
4 125
g) (0,785)** = 3,18 h) 3**1 4+ g =29
1 X+3 1 1
i) 9—3x — (ﬁ) ]) 4% — 3X+§ — 3X+§ _ 22X—1

5
K) (Z)2+4-x—x2 =0,512

4.9.11. Funcion Logaritmo

Esta funcion es el resultado de calcular la inversa de la funcién exponencial estd definida
asi:
f(x) = Rt > R
x — f(x) =log,x

Donde “a” es la base del logaritmo, “x” el nimero y “y” el valor del logaritmo. De la misma

manera que la exponencial la funcion logaritmo tiene dos graficos.

y =log,x.
(a >1)

1 X y =log,x.

/(0<a<1)
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Ejercicios resueltos:

1. Graficar: y = log,|2 — x|

N _ (log,(2—-x); 2-x>0
Por definicion: log,|2 — x| = {logz(x ~2); 2 —x <0
y =1log,(2 —x) y =log,(x —2)

»

_N\J

-2 2 45 6

-2

-4

2. Graficar: y = log,|x? — 5x — 4|

log,x? —5x—4, x?2-5x—4>0
Por definicion: log,|x? — 5x — 4| = {logz 2 —5x—4), x?—5x—4<0
i) Para x? —5x—4 > 0, tenemos | — 00,5_;/H [U] 5+;/H, + o[, en donde los valores
5+V41 , .
Xy, = == —, son asintotas verticales.

Los puntos de corte con el eje “x” se da cuando x? — 5x — 4 = 1, es decir:

x? —5x — 5 = 0 obteniendo los valores x;, = Sijﬁ
ii) Parax? —5x — 4 < 0, tenemos: ] S_jﬁ, 5+;/H[

Los puntos de corte con el eje “x” se dan cuando —(x? — 5x — 4) = 1, es decir x? — 5x —

5+v37
2

4 = —1, por lo tanto x?> — 5x — 3 = 0, obteniendo los valores: x;, =

De esta manera podemos representar el grafico pedido:

; y d\(/

Ejercicios propuestos:

Graficar:

a) y=log,(3—1Ix) b) y=log,(Ix—3]) ¢) y=log (Ix—3—2x%)
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4.9.12. Ecuaciones Logaritmicas
Para resolver las ecuaciones logaritmicas es necesario conocer las propiedades de los
logaritmos, vamos a determinarlas considerando que la funcidn logaritmica es la inversa de
la funcién exponencial, es decir:
y = a* entonces la inversaes x =log,y
El logaritmo de un niimero y en base a, se llama al exponente x al que hay que elevar a para
obtener y
Reemplazando el valor de x obtenemos: al®8a¥ = y,
Con esta definicion podemos analizar las propiedades de los logaritmos:
1. Si la base y el numero del logaritmo son iguales, entonces el logaritmo es igual a 1.
log,a =1
Demostracion: Sea y = a por definicion tenemos que: ~ al°8a? = al
De donde: log,a=1 lq.q.d.
2. Ellogaritmo de uno de cualquier base, es igual a cero. Log, 1 = 0
Demostracion: Si y =1,entonces a8l = 1 = a°
Porlotanto: log, 1 = 0 lq.q.d.
3. El logaritmo de un producto de nlimeros positivos en base a es igual a la suma de los
logaritmos de sus factores de la misma base.
log, (M M,...M,,) = log, M; + log, M, +...+log, M,,.
Demostracién: Por la definicién:a!®8a(MiMz--Mn) = M1 M2...Mn

— aloga Mlaloga M, aloga My — a0gaM+loga Mo+ +logy My,

log, (M; M,...M, ) = log, M; + log, M, +...+1log, M, lLq.q.d.
4. El logaritmo de una fraccion de base a es igual al logaritmo del numerador menos el
logaritmo del denominador de la misma base.

loga % =log,M -log, N

aloga M

M
. . .y 1 — M _
Demostracion: Por definicion:a °8aN = N = Jemw = alogaM-loga N

loga% = logaM - logaN. lq.q.d.
5. El logaritmo de un nimero positivo elevado a un exponente en base a, es igual al
exponente multiplicado por el logaritmo del nimero positivo en base a.

log, M* = alog, M
Demostracion:

aloga M* — Mo = (alogaM)a = g@logaM
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log, M= a log, M l.q.q.d.
6. Si la base de un logaritmo esta elevada a un exponente, este es igual al logaritmo
dividido para este exponente.

log.n M = %loga1 M
Demostracion: Por definicion: (a™)!°8a2M = M = glogaM
qnlog,nM _ jlogaM
n log,n M = log, M
log,;n M = i log, M l.q.q.d.
7. Siay M son nimeros positivos y diferentes de uno, entonces: log, Mlogya =1
Demostracion:
alogaM —
Si le sacamos logaritmo a ambas partes en base M. Obtenemos:
logy al°8aM = Jogy M

log,Mlogya=1 l.q.q.d.

__logaM

8.  El logaritmo de cambio de base es : log, M = ogs b

Demostracion:
blogb M= M
Le sacamos logaritmo en base ”a” a ambas partes.
log, b'°8vM = Jog_ M
log, Mlog, b =log, M

loga M

logy, M = l.q.q.d.

loga b
9. Siel numero y la base de un logaritmo estan al mismo lado del 1 entonces el logaritmo
es positivo y si estan, en diferentes lados del 1 el logaritmo es negativo.

a>1yM > 1P log,M > 0

a>1ly M < 1P log,.M < 0
a<ly M > 1P log,M < 0
a<lyM<1b log,M > 0
Demostracion:
Seaa>1 vy M > 1, entonces al°8aM = M

En este caso el exponente no puede ser negativo ni igual a cero, por lo tanto es positivo
(log, M > 0).

Los restantes casos se dejan como tarea.
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Ejercicios resueltos.

1. Calcular el valor de los siguientes logaritmos:

i) logy,; 243 =logss 35 =2logz3 =2 ii) log 327 =log 13° = Slogs3 =6
3 3 32 2

3 1 2 % 4

iii) log,s Va* = ;logaas = >logaa =

2. Encontrar el valor de la base de los siguientes logaritmos:

i) log,27=3 i) log,-2256 =-2 i) logs;2=-1
a3 = 27 (a2 )2 = 256 Va1 =2

a =3 a* = 256 =2
a=+4% al’t =21 54=2
2 8

3. Encontrar el nimero de los siguientes logaritmos:

i) logiM =16 i) logootM=—2 iii) log,M =:log,8 — 2log, V3
4

M = V16 M = (0,01)2 =1-log, 3
1
M=2 M= 50001 =log, 2- log, 3
M = 10000 =log, -
M=2
3

4. Representar el siguiente ejercicio en un logaritmo de base 2:

1 —
log, 8 -

log, a+logg Ya + log,, ava +

3
= log,2 a + log,s Va + log,-1 a2 + log,s a

1 1 31
= Elog2 a+ §log2 a3 —log,az + §log2 a
1 1
= Elog2 a+ §log2 a-— Elog2 a+ §log2 a= —glog2 a
5. Resolver la ecuacion:
logi6(x — 1)(§log4(x + 4) =Z Restriccion: x> 1A x+4>0
log,z (x — 1) log,(x +4) =2 [ 5§ >
4 1
5
log,(x — 1) + log4(x + 4) =~ = log, 42 x> 1

5
log,(x—1)(x + 4) = log, 42

5
x—1Dx+4)=42=25=32 > x>*+3x—4=32
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x?+3x— 36 =

0

-3+.,9—-4(-36) —-3++153 -3+123
*12 = 2 -T2 T 2
X = 4,7 X, = —7,7  Lasolucioén es: X, = 4,7
5
6. logu(x+2) +loguuax = 2 Restriccion: 1) x+2 > 0
i) x >0
L . i) x #1

log,(x+2) +

logx(x+2) T2

2log?x(x +2) —5logy(x+2) +2=0

1 2
2:><:-1
logy(x+2) =2
x+2) = x?

x?- x-2 =0

x-2)x+ 1) =

X =2 X=

[logy(x+2) — 2][2logy(x+2)—1] =0
log (x+2) ==

2
x+2 = x/2
x> +4x 4+ 4 =x

0 x2 +3x+4=0

-1

Soluciones imaginarias.

Se descarta x =-1 como solucion por la restriccion, pero x = 2 si es solucion de la ecuacion

7. log,(9%14+7) = 2 + log,(3* 1+ 1)
log, (9% 1 +7) —log,(3¥1+1)=2
logzgz 2 = log, 22
FT+7 _
3x-141
P t+7=43*"1+14
326-D_43%x-1 4+ 3 =0
(3*1-3) 3*1-1) =0
313 =0 311 =0
3x-1 — 31 3x-1 — 30
x-1=1 x-1 =20
X =2 x =1
Comprobacién
Parax =2 Para x =1

log,(9+7) = 2 + log,(3+1)
log,16 = 2 + log, 4

log,(1+7) = 2 + log,(1+1)
log, 8 = 2 + log, 2
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4 =2+ 2 =

8. Resolver

4 Sies solucion

3 2 +1

\/logx Va/x +log, \/x/a+ Jlogx Vax + log, ax= a2

1 1 1 1
\/Zlogxg+zloga§+\/Zlogxax+zlogaax= a’

X

—% 4 log,

+ \/loga ax
a loga x

+log,ax)= a’log, x

logax+1

logax—1

3 También es solucidén

log, x

v

logy a—logy x
loga x

1 —logaa—logax—logax+

log, a+log,y x

+logax—logaa+\/

loga x

+ log, a + log, x = 2a?

1 —log, x — log, x — log,” x

log, x

log, x

loga2 x+2logax+1

2a?

1-logz a—2logy x+1
loga x

-

log, x

(loga x+1)2

(loga x—1)2
loga x

"

[loga x—1l+(|loga x+1|

loga x

J91oga x

Rl: ]_wl _1]
—logy x+1-log,y x—1 _
J91ogax

—2log, x
—e 28X 0a2

(VIogax) = (-a?)

log, x = a*

2a?

log,x = a*
a

X=a

SR =g

2a?

2a?

Rz:]—l,l[

—logy x+1+logy x+1

J91oga x

SRz = ga*

Queda como tarea comprobar las soluciones.
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2a?

= 2a?
Restriccion  log, x > 0
Rs:]1, +oo[
logy x—1+logy X+1_2a2
J91oga x
2log, x
282X _ 232
J91ogax
Jl1og, x = a?
log, x = a*
4
x =a?
4
SR3 =a?



Ejercicios propuestos:
Resolver las siguientes ecuaciones:

a) (0,4) 1*log’x = (06) 2-lo8x*  b) log,logsslogs(x + 11) = log, 2 — 1

0) logs(x — 2)loss(x-2)° = 3 d) log;(16log?x*2+7) —1 =log;(4*2 + 1)
- 1 2 f) logzv1—4x%2 -2
2(2 2X—-3Y2/2x1/2x-1 — 2
e) [2( ) ] = 3logz V1 — 2x + logz V1 + 2x
! + : =1 h) 1 1 1 1 L
8) 5—1logx 1+logx ) log x —logyx +log gz x + Og%X_7
log(2x +3) =2 j) 2log,log, x +1ogilogs64x =1
logv3 — 4x 4
4
k) 910892 X 4 ylogox = 54 1) 4log zV2[log,(10 —x)¥/?] = ogix logs 36
m) logoxx + log%x =2 n) log,(4X — 2)log,(x**1 — 8) = 2
_ _ 1
0) logaxx log; 2x=1 p) Elog4(2x —1) +log,Vvx—9=1

2 2 4
q) log,x (;) log”,x +log*,x =1
1
r) log\/3x—4+§log(x— 3)=1
1 9 1
s) Elogx5+logx(5x) =Z+Zlog <D

by /4 a\1/4|? a 1
t) |loga (5> + logy, (B) = log% (B) - 1
(log, Va.b + log, Va.b) 2

1 1
u) Elogz xt = \/2 log, 4 xlogq¢ 4 x3 V) \/10g4 8x2log, 4x = log, xV2

2,1 4|2
w) (i/g)l"gx(x +2) = 2log; V27 x) log, x? + 4log, \/g =2

4.9.13. Inecuaciones Exponenciales
Como los graficos de las funciones exponenciales dependen de su base y siempre su grafico
es positivo, lo mismo ocurre en las inecuaciones que pueden ser de dos tipos:
a*>b o a*<b

Dependiendo del signo de b tenemos que:
1. Sib>0

1) b se lo puede representar en funciéon de: b = a™,n € R.

Si a > 1setendra: a* > a"o a* < a™ ysusolucion sera x >nox < m.

Si 0 < a < 1lasolucion serd: x < n 0 X > m respectivamente.
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ii) Si b no se puede representar en base “a” entonces se saca logaritmo a ambas

partes y obtenemos lo siguiente:

Para a* >b = xloga > logh =

Para ¥ <b = xloga<logh=

Si en vez de x estuviere cualquier otra funcion, se procede a resolver algebraicamente hasta
obtener el conjunto solucion.
2. Sib<O
i) Paraa* >b se cumple: Vx € R.
i1) Para a¥ < b no existe solucion.
Ejercicios propuestos:
Resolver las siguientes inecuaciones:

1. 3%+3 < g1x

3X2+3 < 34x 1 3

x? + 3 < 4x x?—4x+3 |+ | = | +

X2 —4x+3<0

x2—4x+3=0 Sol: 3]
x-3))x-1) =0
x=3 x=1

1., 1
2_ “\Xx“+x—-10 _
& <3

1, 1
~\x“+x—-10 < (= 2
) 3

x> +x—-10>2

x> +x—12>0 4 3
x24+x—-12=0 xX24+x—-12 [+ | - [+
x=—4 x=3

Sol: | — o0, —4[ U ]3, +oo[
3. 4Xt1 4 32X—-1<0
422X +32X—-1<0 Cambiando de variable 2* = z
472 4+3z—1=0
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(z+1)Mz—-1)=0

4 3
_ 1
z=-1 z=; 472 +3z—1| + | - | +
La solucion de la inecuacion es: YAS [—1, ﬂ Es decir _j<o: <l
4
Si 2¥> -1 esto es siempre es verdadero. Si 2* < i 2x <272
x< =2
Solucidn final es lo coman:  |—o0, —2]
Ejercicios propuestos:
Resolver las inecuaciones:
a) 2lxl-1 < [2x —1] b) (23){—2 _ 3)2 < 43%-2 _ g7
3 5 i
o 2 (%)X - <E) d) (0,2)*2*711 > 0,0016
3\\27/ T \9
o 3 > 3 D x> a2y (2> 1)
_ 10
g) (014)10g0,5% <1 h) 34X+4 __32x+3 < -1

9

4.9.14. Inecuaciones Logaritmicas.

Para resolverlas utilizamos la propiedad 9 de los logaritmos, es decir:

Si: a>1y M>1 = log,.M > 0
a>1y M<1 = log,.M < 0
a<ly M>1 = log.M < 0
a<ly M<1 = log,.M > 0
Esto lo podemos analizar graficamente:
R ,
o<a<1||_— y = logax a>1 = logax

Ejercicios resueltos:
1. log,(x—4) < glogz(x +1)-2
Restriccion: x—4 >0y x+1>0 =x>4 y x>-1 locomin: x> 4

Transponemos todo a la izquierda. log,(x —4) — %logz(x +1) +1log,22<0

(x—4) 4
log, W=l <0
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El logaritmo es negativo cuando su numero es menor que 1

— )4
G4 _

x+1
COt < 1= 4(x—4) S VX1 = [4x— D)’ < VX F I

16x2 — 129x + 255 < 0 = 16x% — 129x +255 = 0

_129+,/1292-4(16)(255)

2 = 32 B 29 52

_129436,3 _ T
X12 =73, * 16x2 — 129x +255 | + | = | +
X1 = 5,2 Xy = 2,9

Solucion ii):  [2,9 ; 5,2]La solucion del problema es la interseccion de la solucion y

su restriccion.

‘[ “ t » X

2,9 4 5.2

Por lo tanto, la solucion final es: ] 4; 5,2 ]

Restriccion: 2x+5 >0 = . _5
2

10g1/3(2X + 5) + 10g1/3(1/3)2 < O

log1 é (2x+5) <0 Esto ocurre cuando el nimero es mayor que uno
3

S(2x+5)>1 = 2x4+5>9 x>2
La solucion es la interseccion de este resultado con la restriccion Sol.: ]2, +oo
3. logg|3 —4x| > 2

Restriccion: 3 —4x#0=x # Z

|3-4x]| >0

logs|3 — 4x| —log; 32 > 0 = logs

|3-4x]|
9

Esto ocurre cuando el nlimero es mayor que uno >1 = |3—-4x|>9

—9>3-4x>9=-12>4x>6=>12<4x< -6

—i>x>3 Sol.: ] — 00,2 [U]3, +oo]

3_
4. log,/3logslog,/; ﬁ <0

Restriccion:  logs log, /; ;;)1( >0
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Por el grafico 1: logs log: ;;)1( > 1 Esta condicion estd dentro de la restriccion
2

y = logix
3
Graf. 1 1 X logs loglE —log;3>0
2 Xx+1
loglg
logs 23 >0
y = logs x Del Graf. 2 obtenemos:
Y _
Graf. 2 1 " x Zlogi X > 1
— 3 O7x+1

Graf. 3 1 X

8(3—x)
a)  222>0 A b)

8(3—-x)

24-8x—x—-1

3_
logi— >3
7 x+1

3-x 1\3
log%x logém — log% (E) =0

10g1M =0
5 X+1

2

Del Graf. 3 obtenemos:

0<m£1
x+1

<1
X+1

<0

x+1

23-9x < 0

X+1

x+1 - + +

x+1 - +

3—x + + -

23 —9x + +

3B —x)
x+1

23 —9x

x+1

Sol. a: |13

Solb:] —o00,—1[U[23/9,+

Solucion General: Sol.a NnSol.b = [23/9,3]
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Ejercicios propuestos:

Resolver las inecuaciones

1 1
log,x log,x—1

c¢) logi[log,(x* —5)] >0
3

<1

a)

1
e) X2—log% x—log, x? > -
X

g) logix+logyx>1
2

i) logy(x+6)>2

X_2|+7)>3
X—75

k) log, (

m) logjpg35x >0

4.9.15. Funcion Trigonométrica

b) log2(5 2573 4 6) < log2(26 5°*73 + 1)
3 3

d) log(x? —2x+7) >log(3x + 1)

f) logs;(3x+4) —logz;(2x—1) > 1

3 + |x? — 3x|
h) log, 21 x— 5] >0
3
j) logy—7>1

) log,-1|2x—3| > -3

El anélisis lo realizamos dibujando una circunferencia de radio igual a uno y un triangulo

OAB

Sena = ATB:AB

Signos del seno

Cos a
Signos del coseno

| 11 111 v
0-1 1-0 0--1 -1-0
Crece Decrece Decrece Crece

+ + - -

1-0 0- -1 -1-0 o951 4
98 _ OB Decrece Decrece  Crece Crece \ /-
"
+ - - + >

Del triangulo OAB obtenemos:sen?x + cos?x = 1

Dibujamos una nueva circunferencia con un triangulo OCD

> oD _

.
Signos de seca

Del tridangulo OCD obtenemos tg?x + 1 = sec? x

Dibujamos una nueva circunferencia con un triangulo OEF

EF
Ctga = 7=EF

Signos de ctga

OF
Csca ZTZOF

Tga==2=CD
Signos de la tga

o))

0> 400 —00 - 0 0 - 4o —0 -0
Crece Crece Crece  Crece
+ - + -
1-> 4+ —0w->-1 —-1-5 -0 40-o1
Crece Crece  Decrece Crece
+ - - +

4050 0->—-0 40 50 0-—

Decrece Decrece Decrece Decrece

+ - + -
400 -1 1- 4o —00 -1 -1- -0
Decrece  Crece Crece  Decrece
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Signos de csca + + - -

Del triangulo OEF obtenemos ctg?x + 1 = csc? x
De esta manera obtenemos el grafico de cada funcion, asi como los signos de cada una de
ellas, por ejemplo el seno depende solo del eje “y”, por lo que sus signos seran positivos en
el primero y segundo cuadrante y negativo en los restantes, asi también la funcion cosecante;
el coseno depende so6lo del eje “x”, por lo que sus signos seran positivos a la derecha de

cero, es decir en el primero y cuarto cuadrante y negativos en los otros dos cuadrantes, al

igual que la secante.

Mientras que la tangente depende del eje “x” y del eje “y” por lo que sera positiva en el
primero y tercer cuadrante y negativo en el segundo y cuarto cuadrante, al igual que la

cotangente. Ademas, podemos deducir todas las funciones de 0°,90°,180°,270° y 360°

e Reduccion de Funciones Trigonométricas a Funciones de Angulos Agudos
Conociendo los signos de las funciones trigonométricas es facil transformar una funcion
trigonométrica a una de un angulo agudo, para esto es necesario conocer el angulo agudo,
primeramente, lo realizaremos con respecto al eje “x”
El angulo positivo se mide en contra de las manecillas del reloj y el
negativo a favor de la manecillas del reloj.

arsy
Es importante saber transformar una funcion de un d&ngulo mayor de

90 a una de primer cuadrante, por ejemplo:

tag210° = tag30° , ya que el angulo est4 en el tercer cuadrante en donde la tangente es
positivay : 210 = 180 + 30, siendo a = 30
cos240 = —cos 60 , ya que el angulo esta en el tercer cuadrante en donde el coseno es
negativoy: 240 = 180 + 60 siendo a = 60 .

sen315 = —sen45, ya que el angulo estd en el cuarto cuadrante en donde el seno es
negativoy: 315 = 360 — 45 siendo a = 45.

ctg(—210) = —ctg30, ya que el angulo esta en el tercer cuadrante en donde la cotangente
es negativa y:—210 = —180 — 30, siendo o = 30.

Lo mismo podemos hacerlo con respecto al eje “y”, solo que ahora el resultado se obtiene
con la cofuncidn, asi:

sec120 = —csc30, ya que el angulo esté en el segundo cuadrante en donde la secante es
negativay: 120 = 90 + 30, siendo o = 30.
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tg(—390) = —ctg60, ya que el angulo estd en cuarto cuadrante y la tangente es negativa
y: —390 = —450 + 60, siendo a = 60.

cos250 = —sen20, ya que el angulo esta en el tercer cuadrante y el coseno es negativo y:
250 = 270 — 20, siendo a = 20.
e Angulos Notables.

Son las funciones de angulos de 30°,60° y 45°
Para treinta y sesenta grados utilizamos un triangulo
equilatero de lado igual a dos y le dividimos por la

mitad obteniendo en la base dos segmentos de

dimension uno y en el angulo superior dos angulos de

treinta.
Con este grafico podemos encontrar todas las funciones trigonométricas de 30° y 60°

Para cuarenta y cinco utilizamos un cuadrado de lado

NG | igual a uno, le trazamos la diagonal y dividimos al
150 cuadrado en dos triangulos rectdngulos con angulo
igual a 45°
Ejercicios resueltos:
a) c05120=—cos60=—% b) sec315 = sec45 =+2

1
c) tg150 = —tg30 = —

V3 d) csc(—135) = —csc45 = —/2

V3
e) sen1680 = sen240 = —sen60 = -

Ejercicios propuestos:
Demostrar que:
a) 3V2cos135 — 4v3tg210 — 6sec180 = —1
b) sen(180 — x) cos(90 + x) — sen(270 + x) cos(180 —x) = —1

1
c) 4sen?225—5sec300+ 3tg?240=1 d) tg§(270 +x) = —ctgg

e Formulas Fundamentales
Si las funciones trigonométricas son reciprocas entre si, su producto es uno; es decir:
senx cscx =1 cosx secx=1 tgxctgx = 1 (1)

Ademas, conocemos algunas relaciones:

senx COS X
tgx = ctgx =
& COS X &

(2)

senx

Ya obtuvimos las identidades fundamentales:
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sen’x + cos?’x =1 1+tg?x=sec’x 1+ ctg?x =csc?x 3)
Tenemos las funciones de la suma y diferencia de dos angulos:
sen(x +y) = senxcosy * senycosx cos(x +y) = cosxcosy + senxseny

tgx + tgy ctgxctgy + 1

ctg(xty) =

ty)=rs———
tB(xty) 1 + tgxtgy ctgy + ctgx

(4)

Tenemos también las férmulas de las funciones trigonométricas del angulo doble y del
angulo mitad. Si el angulo, x = yobtenemos:

sen2x = 2senxcosx cos2Xx = cos?x —sen?x = 2cos?x—1=1-2sen’x (5)
2tgx ctg?x — 1

tg2x = _ L8 ctg2x = Cex— -

X 2ctgx

de la formula del coseno del angulo doble (5) podemos despejar el seno y el coseno:

1—cos2x 1+ cos2x
senx = + — cosx =+ — (6)

Si el angulo lo dividimos para la mitad obtenemos las funciones trigonométricas del angulo

1 — COSX X 1+ cosx
sen— =+ cos - = + — (7)
X
sens 7 1-— COSX 1-— COSX  senx
tg2 = 17 (8)
cos 5 cosx  senx 1+ cosx
X
x COS5 7 1+ COSX  senx 1+ cosx
BT sen® JT—cosx 1- N ©)
sens X COS X senx

Funciones trigonométricas de angulos multiples:

mitad;

sen3x = 3senx — 4sen®x  cos 3x = 4cos3x — 3 cos X

3tgx — tg3x ctg3x — 3ctgx

tg3x = ——F——— tg3x = ——5—— 10

BX T Begix . BT T3egix—1 10
sen4dx = 4 cosx (senx — 2sen3x) = 4senx(2 cos3>x —cosx)  (11)
cos4x =1 — 8sen?x + 8sen*x = 1 — 8 cos? x + cos* x (12)

4(tgx — tg3x) 1 — 6ctg?x + ctg*x
tgdx = tgdx = 13
= 6tg?x + tg*x CEx 4(ctg3x — ctgx) (13)
Suma y diferencia de senos y cosenos:
X+ X— X — X+

senx + seny = 2sen > ycos > 4 senx — seny = 2sen 5 ycos > Y (14)
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X+y X—y X+y X—y
COSX + cosy = 2 cos > cos > COSX — COSy = —2sen > sen >

e Graficacion de Funciones Trigonométricas Compuestas
En las funciones trigonométricas podemos variar su amplitud su desfase, su periodicidad,
(Y] [}

para esto nos valemos de la tabla de una funcién simple, para luego despejar “x”y “y”, asi:

Ejercicios resueltos:
3 3
. y= S sen (EX - 60)

Procedemos a configurar la tabla:

x | 3 3 3 3
EX_60 sen(zx—60) y=§sen<§x—60)
40 0 0 0
100 90 1 1,5
160 180 0 0
220 270 -1 -1,5
280 360 0 0

Los valores del centro de la tabla que estan con negrilla se mantienen para todos los graficos

de la funcién seno. Su grafico es:

wt

Este grafico puede tomar la siguiente forma: y = %sen (g |x| — 60)

En este caso mientras “x” sea positivo el valor absoluto no le afecta, pero para los valores

(1]

negativos de “x”, lo transforma a positivos por lo que el grafico de la derecha de “y” se

repite en la izquierda asi:

/ 21 -1z / 17 21 3n

-2

Esta funcion la podemos representar asi: ~y = gsen(E |x| — 60 |)
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’ . , . .. 3
Aqui es necesario saber cuando el dominio es positivo: > x| —-60>0 = |x| > 40,

el grafico es

= 21 -1 1z 2n 3
. . . = . . .

-2

. .y 3 3
Pero si la funcidén es: y = S sen (|EX — 60|)
. , .. .. 3
En este caso es necesario saber cuando el dominio es positivo: SX— 60>0 = x>40

Esto significa que para valores de “x” mayores de 40 el grafico no varia, pero si es menor

que 40 el grafico se comporta igual que para mayor de 40, asi:

2

1

-3 17 21 -1 172 2n 3

-1

-2

Para el coseno tiene una forma igual de representarse.

Ejercicios propuestos:

Graficar:
4 4
a) yzgsen(3—2|x|) b) yzgsen|3—2x|
5 4 3
9 y =7 sen 35 —§|x| d) y=Zc05(3|X| — 60)
2 5 . 3| |
e) y =3cos 50—§x f)y—ZCOS 51X

4.9.16. Ecuaciones trigonométricas

Al igual que las ecuaciones anteriores tratamos de encontrar valores que satisfagan la
igualdad y para ello expresamos la ecuacion en un solo angulo y tramos que quede en una
sola funcidn, algebraicamente le transformamos a factores y encontramos las soluciones de
la ecuacion.

Ejercicios resueltos:

1. 4sen’x—3=0

H
~ |G

. .y 3
Despejamos la funcion: sen?x = " = senx =
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Las soluciones seran para los cuatro cuadrantes, en donde el o para senx = g es:
a =60
Por lo que las soluciones seran: 60°, 120° 240°, 300°

2. 3tg?x—1=0

. .y, 1 1
Despejamos la funcion: tg?x = 3 =  tgx=

5

Asi también la solucion estard en los cuatro cuadrantes en donde el o para tgx = —= es

Bk

a = 30. Por lo que las soluciones seran: 30°, 150°, 210°, 330°

3. ctgx—tgx=2

COsSX senx

=2

senx COsSX

Las dos funciones le reemplazamos por sus equivalentes:

Eliminamos denominadores: cos? X — sen®x = 2senx cos X
Cos 2 X = sen2x = tg2x=1
La tangente es positiva en primero y tercer cuadrante y es igual a uno cuando el angulo es
de 45°. Entonces la solucidn es: 2x = 45° = x = 22,5°
2x =225° =  x=1225°
4. 2sec’x—tgx—3=0
Le transformamos a tangentes: 2(1+1tg?x) —tgx—3 =0
242tg?x—tgx—3=0 = 2tg’x—tgx—1=0 = (tgx+ D(tgx—1) =0
Igualamos cada factor a cero:
) 2tgx+1=0 =tgx=—-
La tangente es negativa en segundo y cuarto cuadrante y el a cuando la tgx = ; es igual a
o = 26°33954,18°, este valor proyectado a los cuadrantes nos da:
II: X=153°26°5,82° IV: X =333°26°5,82°
il) tagx—1=0 =tgx = 1. La tangente es positiva en I y III cuadrante y el a = 45°,
proyectando obtenemos:
I x = 45° I  x = 225°

5. cos2x = senx

Lo dejamos en senos: 1 — 2sen?x = senx — 2sen’x + senx —1 =0
(2senx — 1)(senx+1) =0 Igualamos cada factor a cero
1
senx = =
2

El seno es positivo en primer y segundo cuadrante el « = 30°. Lo proyectamos:
I:x = 30° II: x = 150°
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senx = —1 Esto es posible solo cuando x = 270°

Ejercicios propuestos:

Resolver las ecuaciones:

a) sen2x=—\/2—§ b) cossz—% c) tggz—\/i§

d) ctg2x =3 e) sec3x=-—2 f) csc2x=—/2
_ 1 _ 2% X cos X __1

g 1 o 875 h) SeNnX - C0S7 COSX = — -

i) 4cos?’x—4senx—1=0 j) sen5x— cos4x = sen3x

4.9.17. Ecuaciones con funciones trigonométricas inversas

Si tenemos funciones trigonométricas biyectivas podemos calcular su inversa, es decir:
arcsen(x), arccos(x), arctg(x), arcctg(x), y con ellas resolver ecuaciones.

Ejercicios resueltos:

a) y = sen(arcsenx) = x b) y = cos(arccosx) = x
c) y = tg(arctgx) = x d) y = ctg(arcctgx) = x
e) y = sen(arccosx) = \/1 — [cos(arccos x)]? = V1 — x2

1
f) y = sen(arctgx) = /1 — [cos(arctgx)]? = \[1 —

" [sec(arctgx)]?

\[ [sec(arctgx)]> —1 \[ [tg(arctgx)]? X

[sec(arctgx)]? 1+ [tg(arctgx)]? 1+ x2
Tt
g) arctgx — arcctgx = 3
A =arctgx - x=1tgA B =arcctgx —» x=ctgB
Reemplazando los datos: A —B = g - tg(A-B)= tgg
tgA — tgB x - S Z-1
— -_ X —
+tgAtg 1+ x (Q) X
2V3+Vi2+4 2314
X2—2V3x—1=0 - x,,= > =— =V3+2
Obtenemos dos valores de x uno con mas y otro con menos.
Ejercicios propuestos:
1. Calcular:
a) y = sen(arcctgx)] b) y = tg(arccos x) c) y = cos(arctgx)

2. Resolver las ecuaciones:

2x—1 tX+1
x+1 arcts 2X

i
a) arctg = arctgl b) arcsenx + arcsen2x = 3
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4.9.18. Inecuaciones trigonométricas

Para resolver una inecuacion trigonométrica vamos a utilizar los graficos de las funciones
trigonométricas relacionadas con el problema, considerando la periodicidad de las funciones
seno, coseno que es 21 y de la tangente que es .

Ejercicios resueltos:

1
1. Resolver: a) senx Sﬁ
4 Primeramente graficamos la funcién y encontramos los angulos

. 1
% para los cuales la funcion es: senx = %

El angulo es x = —225,45,135,405, por lo que la solucion es de:
—225<x<45y 135<x <405

b)2cos?2x—cos2x—1<0

consideramos como variable a cos2x =z, entonces:

222 —-z—-1<0
Por lo que su solucién esta en el intervalo: —% <cos2x<1
4 Graficando la funcion en un intervalo de 0 < x < 27
» Podemos observar que el cos2x = — %, cuando

x = 60,120,240,300
Por lo que la solucion de la inecuacion es:
0<x<60,120 <x< 240,300 <x< 360

Ejercicios propuestos:

a) sen2x < Z b) cos= > - C) COSX = _
2 2 2 2
d) tg2x >3 e) 4sen?2x + (2 —2v3)sen2x—v/3 <0

4.9.13. Funciones Hiperbolicas

X eXte
y

eX—e”

A las funciones exponenciales del tipo se las conoce con el nombre de seno

y coseno hiperbdlicos. Con estas funciones podemos definir:

senhx cosh x
y cothx =

tanhx =

cosh x senhx

Por la definicion de las funciones senhx y coshx se deducen correlaciones analogas a las

conocidas en las funciones trigonométricas:
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cosh? x — senh?x = 1 senh(a + b) = senha coshb + cosh asenhb

1 — tgh?x = sech?x cosh(a + b) = coshacoshb + senhasenhb
ctoh?x — 1 = csch?x tanh(a+ b) = senha cosh b + cosh a senhb
5 anh(a )= cosh acoshb + senhasenhb
cosh acoshb + senhasenhb
h2x = 2senh h =
senex Seniix coshix coth(a +b) senha cosh b + cosh asenhb
tanh x + tanh
cosh 2 x = cosh? x + senh?x tanh2x = anhx + fanhx
1 + tanh? x
cosh2x = 1 + 2senh?x cosh2x = 2cosh?x — 1

4.10. Coordenadas polares

Para ubicar un punto en un sistema de coordenadas polares se usara, un origen que es el polo
(que coincide con el origen en el sistema cartesiano) y un eje polar que es una semirrecta
dirigida horizontal (por lo tanto coincidente con el eje positivo de las x).

Un punto P tendra coordenadas (1, 8), r distancia dirigida al

A
polo, 6 angulo formado por el rayo que va del polo al punto
P(r,0) P y el eje polar. B se mide en radianes
Eie ol Si se superponen los dos sistemas (el eje y coincide con 6 = E
0 je polar
Polo > > y se ubica un punto P que en coordenadas polares sera P(r, 6)

y en coordenadas rectangulares.
: P(x,y) al trazar la perpendicular desde P al eje x

P(x.¥)

De donde x = rcos 0 y y = rsen#, el angulo lo calculamos

o v como:

= 6=arctg(X) y r=.x%+y?
X
Con estas formulas podemos evaluar cualquier punto de polares a cartesianas:

(2,2) - x=2cosg=2(%)=1 y=25en§=2§=\/§

#

También de cartesianas a polares, asi:
2 7
2,-2) r=\22+(22=2v2 6=arctg(-2)=""

4.10.13. Graficas en coordenadas polares
Las graficas en coordenadas polares estan dadas en la forma r = f(0), donde se considerara
unicamente los valores de r positivo. En principio para trazar una curva hay que hacer una

tabla dandole valores a 8 y encontrando los valores correspondientes de r.
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Sin embargo, al igual que en coordenadas rectangulares hay cosas que permiten hacer la
grafica en una forma mas racional evitando hacer tantos puntos.
e Comenzaremos analizando las rectas, si estas pasan por el origen, esto es y = mx.
Aqui identificamos el dngulo: tgh = § =m =0 = arctgg notamos que el
angulo es una constante: 0 = k, es decir que toda x recta que pase por el origen la

identificamos conociendo su figura, su angulo.

e Silaecuacién es: x = c, representa una recta perpendicular al eje x, en polares sera:

C

X =rcos0 c=rcos0 r=
cos O
De la misma formasiy = d
sen6
y = rsenf d = rsenf r=—

e La circunferencia con centro en el origen x* + y? = a?
A

e
N

Reemplazamos los valores de x y y.

(rcos 0)? + (rsenB)? = a® r2(cos? 0 + sen?0) = a*

r=a

o
j B

Si el centro de la circunferencia esta sobre el eje x en el punto (4,0)

la forma es:

(x—a)’+y?=a%> x*+y?—-2ax=0

W' r’ —2arcos9 =0
r = 2acosb0

v Aa
Si el centro de la circunferencia esta sobre el eje y en el punto
i (0,a)la forma es:
x?+(y—a) =a* x*+y?—-2ay=0
1< 0 r> —2arsen@ =0 r = 2asen®
-2a
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Ejercicios resueltos:

1. Hacer la gréafica de la curva cuya ecuacion es r = cos 0. Significa que tenemos una

. . .1 1
circunferencia de radio ~» con centro en (E ,0)

Podemos verificar haciendo una tabla, el coseno es positivo en primero y cuarto cuadrante:

-0,5|-

2. Hacer la grafica de la curva cuya ecuacion es r = 2 — 2senf

T | T | T |3n|5T|7n 4
1% 32|z |3 T 0’5/\
1 1
P12 Lol o | L2y ,
2 |2 2 |2 0,5

» X

Esta figura es una de las cuatro posibilidades de las cardioides, su tabla y grafico es:

o™ ™ | T /M 2 | 3w | 5n| | 7| 5m | 4w | 3m| S5m | /m | 11m| 2¢
6|4 |3 |2 3| 4 |6 6| 4| 32| 3| 4] 6
r|0]1/0590,27/0]027/059 1|2] 3341373 4 [3,73/341] 3 | 0

r=2-2sen(8)

Las cardiodes se las representa asi:

{r = a(1 £ cos0)
r = a(1 £ senb)

r=1-cos(8)

2

3. Graficar las lemniscatas: {;2 i 2;:52296

[
>

La tabla queda como tarea K—\

r=1+cos (8]

A

p=sen(28)

S~ A >

r*2=cos(28)

157




4. Graficar la espiral r = a0

Sia= % y 0 < 0 < 8m entonces el grafico es:

Ejercicios propuestos:

Graficar:

a) r =sen306 b) r=cos460 c) r=cos560

d) r=3+senb e) r=3+cosH f) r=3—send
g r=2-—cosB h) r=2vVcos26 1) r=2+ 2send

4.11. Preguntas de refuerzo
1. ;Qué es una relacion?
(A que llamamos funcion?
(Cudl es la diferencia entre conjunto imagen y el conjunto de llegada?
(Qué entiende por imagen directa?

(Qué es una imagen indirecta?

2

3

4

5

6. (En la propuesta de graficacion que es importante?

7. (Como saber si una funcién es biyectiva?

8. (Cual es la regla para la composicion de funciones?

9. (Al sumar funciones que es necesario observar?

10. ;Cual es el papel que tienen los coeficientes en la funcidon de primer grado?

11. ;En la funcién de segundo grado, de que depende que esta suba o baje?

12. ;Qué debo de hacer para que el vértice de una parabola este en uno de los cuatro
cuadrantes?

13. ;Cémo saber si una funcion es creciente o decreciente?

14. ;Cémo diferenciar una funcion par de una impar?

15. ;Como se caracteriza una funcidon exponencial?

16. ;Como se clasifican las funciones potenciales?

17. ;Cuales son las propiedades de los exponentes?

18. ;Explique cémo obtenemos una funcién logaritmica?

19. ;Cuales son las propiedades de los logaritmos?

20. ;Como resuelve una inecuacion logaritmica?

21. Que significa resolver una inecuacién exponencial?
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22. ;Haga un analisis de cada funcién trigonométrica?

23. ;De que dependen los signos de las funciones trigonométricas?

24, ;Cémo obtener los valores de Las funciones trigonométricas de los angulos
notables?

25. ;Cuadl es la diferencia entre funcidén y cofuncion?

26. ;[Cuéles son los valores de todas las funciones trigonométricas para
0°, 90°, 180°, 270°, 360°?

27. {Como se resuelve una ecuacion trigonométrica?

28. ;Cuadles son las formulas trigonométricas que conoce?

29. ;Como resuelve una ecuacion logaritmica?
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